
Tl 'asport i  ,'igidi di vettori,  e geomet r ia  della, re t ta  (*). 

Memor ia  di BE~IA~I~O SEGR~ (a Bologna).  

Snnto.  - Si risolve completamente u~a questione posta da Pia !Valli a fondamento dello 
studio di certi ~lotevoti t r a s p o r t i  r i g i d i  d i  v e t t o r i  (e da lei trattata soltanto 
in alcuni casi particolari), collega~dola alla teoria proiettivo-differenziale delle s u p  er.  
f i c i e  r i g a t e  di un iperspazio. 

1. i n  un  in te ressan te  lavoro, usci to dieci ann i  or sono, P i a  l~alli ha  
esaminato  certi  notevoli  t r a s p o r t i  r i g i d i  d i  v e t t o r i  sopra  u n a  V, 
r i emann iana ,  ponendo al la  base del suo s tudio la seguen te  ques t ione  (i): 

Trovare  a qual i  condiz ioni  debbono soddis fare  le f u n z i o n i  di variabile  reale 

{1) p ~  --~p~k(u) (i, k • 1, 2, ..., "n ; n ~ 3), 

affinoh~ esis tano n f unz ion i  derivabil i  

(2) x~ = x~(u) (i = 1, 2, . . . ,  n )  

tali ohe valgano le uguag l ianze  

(3) x , + x ~ + . . . +  ~----1, 

(4) Plk - "  xiw~' - -  x~xi' (i, k ---- 1, 2, . . . ,  n), 

ove gli  apici  denotano derivazione rispetto a u. 
La  Nall i  ha. r isol to in loc. cir. in  (') il p rob lema nel easo pifi sempl iee  

n ~ 3, ed ~ tornata, r e cen t emen te  sul  caso n--~ 4 (~); ques t~ul t ima t ra t t az ione  
non la, scia perb vedere  come potrebbe veni r  a f f ron ta to  il caso generale ,  e 
conduce  a r i su l ta t i  non del tu t to  e saur i en t i  neppure  per  n-----4. I1 lavoro 
ci tato in (:) fornisce infa t t i  condizioni  necessa r ie  per  n--=-4, senza mos t ra re  
esp l ic i tamente  s ' esse  s iano o meno su f f i c i en t i :  ta,li condizioni  sono inol t re  
- -  come qui  r i su l te rk  - -  pifi compl ica te  del neeessario~ involgendo le d'eri. 
vate  terze delle funzioni  (1) (~). 

(*) L a v o r o  esegui to  nel  Seminar io  .~¢Iatematico d e l l ' U n i v e r s i t h  di Bologna~ comnnieato 
nel  se t tembre  1948 al I I I  Congresso d e l l ' U n i o n e  Matemat ica  I ta l iana .  

(~) P, ~ALLI~ Trasporti rigidi di vettori helle variet~ metriche, ,, Rendie . .Ci rc .  l-~at, di 
Pa l e rmo  ~ 61 (1937~ 314.338~ n.. 2. 

(~) P. NALLI~ Sopra un problema relativo ai trasporti rigidi di vettori negli spazi 
quadrimensionali~ ,, Ann. di Mat. ~ (4) 26 (1947)~ 67-72. 

(8) [Nora aggiunta durante la correzione delle bozze]. 1aa professoressa  N a l l i -  a l ia  
quale  avevo  comunicato il p resen te  lavoro  - -  mi avve r t e  di ave r  da tempo aplarofendita la 
l ' icerca col metodi  del calcolo d i f ferenzia le  assolut% ot tenendo condizioni~ r imas te  f inora  
inedit% in cui compaiono soltanto pifi de r iva te  pr ime e seconde. De l la  possibilitit  di appli- 
care tali metodi al caso n ~ 3, si sta occupando un suo Assis tente.  



268 B. ~S~G~.~ : iTvatporti rigidi di vettori, e geometric deUa reti~ 

In  questa Nora risolviamo per n ~ 3  a r b i t r a r i o  il problema dianzi 
enunciato~ dando condizioni necessarie e sufficienti, espresse da legami rela- 
t ivamente semplici, t he  fanno intervenire  soltanto le {1)e le lore derivate 
prime e seconde;  di pifi mostriamo come, nel l ' ipotesi  the  valgano tali eondi. 
zioni, si determinino le funzioni (2) in guis~ the  sussistano le (3), (4). 

h l l ' uopo  poniamo per abbreviate  

e conveniamo sempre the  gli indici in basso siano humeri  scelti arbitraria- 
mente  fra gli interi 1, 2, ..., n, e che gli apiei in alto denotino derivazioni 
rapporto ad u. Ammett iamo inoltre ehe le fun~ioni (1) abbiano un campo di 
definizione eomune, eve non si annullino s imul taneamente  ed ammettano 
derivate prime e seconde continue. 

I r isultati  qui ottenuti,  enuneiat i  nel n. 6, ricevono applicazione nella 
g e o m e t r i c  d e l l a  r e t t a ,  fornendo eondizioni necessarie e sufficienti 
affineh~ una superficie rigata di S~_~ sia una sviluppabile od un  cone (n. 7). 

2. Supponiamo intanto che valgano le (4}. Allora ovviamente risulta 

(6) P~ = ~ Pkg. 
Si ha inoltre 
(7t (p, p ) ~  - -  0, 

come si vede sviluppando il de terminante  hullo 

~i~ ~i  ~h' ~k ~ 

colta regol~ d i  Laplace, secondo i minori estratti dalle matrici  formate 
dalle prime due e dalle ult ime due righe. Dalle (4) si deduce poi, derivando 
rispetto ad u, 
{8) p~'  ---- x~x~" - -  ~k~i" ; 

sicehb, come le {4) implicano le (7), cosi dalle (8) seguono le 

i9} (p', P'i~jhk = 0. 

Infine dalle (4), (8) si r icavano subito le 

! (10) 
I ~iPkz' + ~.kPzi' + ~zPtk' - -  0. 

Se le pia fossero tutte nulle, le (4} ~quivarrebbero ~ ~supporre eostanti i 
mutui  rapporti delle x~, ~:,  ..., ~c,, ondc dal l 'equazione t3} seguirebbe ehe le 
x~, x~, ..., x,, medesime dovrebbero ridursi  a costanti, soddisfacenti appunto 
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\ 
a tale equazione. Eseludendo d 'o ra  innanzi che le pi~ smno tutte nulle, 
dist inguiamo due casi, secondochb il rapporto p i ~ / p i ~  non dipende dagli 
indici i, k o muta  al var iare  di questi. 

3. Nelle pr ima delle due suddette 
que delle p~ ~ costante rispetto ad u, avendo nul la  la derivata,, e 
sussistono le 

(11} P~k ---- c~kf (u) 

colle c costanti non tutte nulle. Allora le (6), {7), (9) si r iducono alle 

(12) c~  - -  ~ cki , (c,. c)ijh~ ~ 0 

e le (10) diventano 

(13) c~x~ + cuxk + c~kx, ~ O. 

Supposto per fissare le idee c~:4:0 ,  6 subito visto t he  ~ in 
delle (12) - -  si soddisfu nel modo pifi generale alle ~13) assumendo 

(14~ x~ = cute(u) + c ~ ( u ) ,  

ore ~ e ~l denotano funzioni arbi trarie  della u. Sosti tuendo nelle (3), (4) 
usufruendo ancora delle (11), (12) si giunge al sistema differenziale 

~ ( u )  ~ ~ + 2~(u)~(u) ~ ~ + ~ ( u )  ~ ~ = 1 
(15) ~ 

~(u)~'(u) - -  ~'(ut~(u) = f ( u ) / c ~ ,  

il quale fornisce le funzioni a(u) e ~(u) con una costante arbitraria.  

al ternative il rapporto di due qualun- 
cio~ 

forz~ 

ed 

4. Supponiamo ora che valga la seconda delle al ternat ive contemplate 
alla fine del n. 2, talch~ le (10) o sono i n c o m p a t i b i l i  per valori non 
tutti  nulli delle x,  oppure d e t e r m i n a n o  u n i v o c a m e n ~ e  i mutui  rap: 
porti delle x. Incominciamo col mostrare che nel l ' ipotesi  suddetta,  

se va lgono  le (6), (7), (9), le (10) sono c o m p a t i b i l i  p e r  v a l o r i  n o n  t u t t i  n u l l i  
de l le  x .  

All 'uopo fissiamo arb i t rar iamente  tre dei humer i  1, 2, ..., n, siano r, s, t, 
e verif ichiamo che si soddisfa alle (10) assumendo 

(16) x~--~ ~ (p,  P')~st (i -~  !, 2, ..., n), 

dove ~ denota una qtiatunque funzione non nul la  di u. Invero, esprimendo 
nella pr ima delle (10) le x~, ~ck, xz mediante  la (16) e rammentando  le (5), (6), 
il primo membro di detta equazione diventa 

~P~'(P~Pk~ + Pk~Pl~ + Pz~P~k) "~- 

-t- kp~'(p~tp~ --t- P~tPu -~ PztPik) = 

- -  )" ' ./gr~ (/9, p)t~k~; - -  - p . t  (p,  p ) , ~  - -  @ t / ( p ,  p)~k~ - -  Z ' 
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esso quindi si annulla,  in virtfi delle (7). Osserviamo poi che derivando le (7) 
rispetto ad u si ottengono le identitfi. (p, P')~jak + (P', P)ijh~ ~ 0 ,  onde le (16) 
equivalgbno alle 

xi ~-  - -  )~(.p', P)i,.st ; 

un calcolo analogo a.1 precedente  mostra alloru che questi  valori delle x 
soddisfanno alla seconda delle (10), in forza delle (9). Notiamo infine ehe 
le (16), (5), (6) forniseono 

x,. ~ ),(p, P'}~a "-),(P~spt,-'--pt,.P,.s'), 

onde per ana  scelta conveniente degli iudici r, s, t r isulta ~c~ :4:0, in virtfi 
dell ' ipotesi  ammessa  al principio di questo numero.  

Siecome le (10) ~ per quanto si ~ visto - -  determ~nano univocamente  i 
mutui  rapporti  delle ~, cosi dalle (t6) - -  tenuto conto ehe in esse gli indici 
r, s, t sono arbitrari  ~ si traggono le identith 

(P, P'}~,.~t(P, P')ihkz --  (P, P')ihk~(P, P'b,'~t---O, 

valide comunque si scolgano gli indici. Notiamo da ultimo che, nelFipotesi  
fat ta nel n. 3, i seeondi membri  delle (16) r isultano tutti nulli. 

5. Ferme restando le ipotesi ammesse al principio del n. 4, e fissati gli 
indici r, s, t in guisa che i secondi membri  delle t16) siano non tutti nulli, 
ci resta da vedere se e come ~ possibile de te rmina te  ~ in modo ehe le (161 
rendano soddisfatte le (3), (4). Si ha intanto che, affinch~ valga la (3), occorre 
e basra t he  sia 

' 2  (17) ), --~---- 1 / V ( p , p ' ) ~ t  + {p, P')~r~t ~- "" + tp, P)n~st, 

dove il radicale a secondo membro ~ diverso da zero. 
Per  la validit~ delle (4) dev' essere (per i, k = 1, 2 .... , n) 

p~k/"~,2 = ip,  p'ii~.~ttp, i f ) k , . , / - - ( p ,  p ' i ~ t ( P ,  p '}~,/  , 

ossia, tenuto conto de]le (5), (7), (9), 

P~/k2 - -  (P, P')~,.~t(P, P")k,.~t - -  (P, P')k,.~t(P, P")~,.~t = 

In  virtfi della (17) si giunge cos1 

I S "'" 

! P,~t" 
indipendente dagli indici i, k. 

P~t Pt~. P~s 
Psi  Ptr' Prs' 
2)st" Ptr" P~/' 

a l l ' u n i c a  e q u a z i o n e  

i19st Ptr 
p t r  r 

p t r  tt 

P~r$ 

P~fS; 
p_ ~,S t! 
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6. R ia s sumendo  i r isultat i  consegui t i  nei nn. 2-5, abbiamo che :  
Affinch~ valgano le condizioni enunciate nel n. 1, ~ necessario e suffieiente 

ehe le pik verifichino le {6), i7), (9), (18). Queste condizioni sono intanto soddi. 
sfatte se le pik sono tulte nulle, nel qual caso le (2) ridueonsi a costanti, vin. 
colate soltanto dalla (3). Supposto quindi  the le pik non siano tutte nulle, nel 
caso particolare in  cui le pik possano esprimersi colle (11), ove ad esempio 
c,~ =4=0, tall condizioni si riducono alle equazioni algebriche (12}; se queste 
sono verificate, le funzioni  (2) sono otteaibili con una  costante arbitraria me. 
diante le (14), integrando le {15). Se invece le Pi~ non possono assumersi  nella 
forma (11) e soddisfanno le (6), (7), (9), (18), le funz ioni  (2) r isul tano determinate 
sotto forma finita - -  ed a meno di un  simultaneo vangiamento di segno - -  dalle 
(16), (17), helle quali r, s, t denotano tre qualunque dei numer i  1, 2, ..., n scelli 
(com'~ certamente possibile) in guisa che nella (17) il  radicale non si annulli .  

Aggiungiamo che le (6), (7) sono equazioni  a lgebriehe omogenee - -  rispet- 
t ivamente  l ineari  e quadra t iche  ~ nelle P~k, ed osserviamo che, in virtfi 
delle (6), basra l imitarsi  alle condizioni (7) provenient i  da valori  d i s t i n t i  
degli indici  i, j ,  h, k. Dunque  le (7) possono veni r  omesse s e n  ~---3; m e n t r e  

per  n ~ 4  ~ facile vedere che, fra le (7,, ve ne sono esa t tamente  ( 4 ) l i .  

nearmente i n d i p e n d e n t i e d ( n - 2 )  2 algebricamente indipendenti .  Analoghe con- 

siderazioni valgono per  le ~9), tenuto  presente  t h e  le (6) impl icano le 
P~' :=- -Pk~ ' .  F ina lmen te  la (18) b una  relazione algebrica nelle p,  p '  e p", 
l ineare non omogenea nelle  p";  in base ai nn. 4, 5, le relazioni fornite dalla 
(18) al variare degli indici r, s, t si riducono ad una  sola in forza delle (6), ~7), (9). 
Per  n - ~ 3 ,  5 questo l ' un ico  legame che deve in tercedere  fra le p e le loro 
derivate oltre alle (6). 

7. I1 problema enuncia to  nel n. 1 e dianzi risolto, pub, almeno in parte 
venir  in terpreta to  geomet r icamente  come segue. Assunte  le (x,,  x~, ...,x,,) 
come coordinate  omogenee di pun to  in S,~-1, le equazioni (2) r app re senmno  
ivi una  c u r v a  ogniqualv01ta i secondi membr i  delle {4) non si annul l ino  
tutt i  ident icamente .  Allora questi  secondi membr i  non sono che le coordinate  
pl i ickeriane della tangente  alla curva  suddet ta  nel  generico punto,  sicch~ 
le (1) r appresen tano  il luogo generato da tale tangente.  

Questo luogo si r iduce ad una  ret ta  fissa se, e soltanto se, valgono le 
ipotesi ammesse  nel n. 3, nel qual  easo pure  la curva  (2) coincide con tale 
retta, com'~  geomet r i camente  evidente,  e come r isul ta  dalle (14). Al t r iment i  
il luogo suddet to  ~ una  s u p e r f i c i e  r i g a t a  s v i l u p p a b i l e ,  e la que- 
st ione posta nel n. 1 impl ica  che si de termini  quand '~  che le {1) rappresen.  
tano una  superf icie  siffatta. In  base ai nn. 2-5, le (6), (7), (9), sono le condi- 
zioni a!l'uopo necessarie e sufficienti, soddisfat te  le quali  il relat ivo sp  i g o l o  
d i  r e g r c s s o  viene fornito dalle (16}. Pifi precisamente ,  le (6), t7) sono le 
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ben note relazioni  in tercedent i  f ra  le coordinate pli~ckeriane di  u n a  re t ta  in  
S,,-1 (~), sicchb le (1) rappresentano una r i g a t a  di S~,-I s 'esse sono soddi- 
sfatte seffza che valgano le (11). In  tale ipotesi, questa rigata b s v i l u p p a .  
b i l e  quando  e sol tanto qu a n d o  sussistono le ~9) (5), senza che i secondi 
membri  delle (16) abbiano rapporti  costanti (ossia indipendent i  dalta u). 

L 'avere questi  secondi membri  rapporti  costanti equivaie a supporre the  
lo spigolo di regresso (16} si r iduca  ad un punto, ed esprime quindi la con- 
dizione affinehb la rigata sviluppabile (1) sia un c o n o .  In  virtfi del n. 5, 
al l 'uopo ~ necessario e suff iciente che il seeondo membro della (18) si a n n u l l i  
comunque  si scelgano gli  indic i  r, s, t, cib ehe r imane esclnso ore si sup. 
ponga ehe per  ogni scelta di questi  valga la (18). 

I r isultati  precedent i  assumono part icolare perspicuit~t se li si interpre- 
tano, t)er n ~ 4 ,  in uno spazio S(~)_ 1 in cui le P~k ~----Pk~ siano coordinate 

di ,un to .  Quivi abbiamo (4) quadriche (7), la cui intersezione ~ la omogenee 

v a r i e t ~  g r a s s m a n n i a n a  d e l l e  r e t t e  di  S~-1;  le(1) s o n o l e e q u a z i o n i  
parametr iche  di una  curva  di S(~)~1, la quale dev 'essere  t racciata  su questa 

varieth affinch~ i secondi membri  delle (1) verifichino le (7). Derivando le (7) 
rispetto ad u si vede che i punti  p --~p(u) e p' = p ' ( u )  sono coniugati  rispetto 
a ciaseuna delle quadriche suddet te ;  le (9) esprimono allora che il punto p' 
- -  e conseguentemente  la ret ta  pp' - -  giace su ognuna di esse. Pe r t an to :  

Aff inch~ u n a  r iga ta  dello spazio ord inar io  o di  u n  iperspazio s ia  svi lup.  
pabi le  (o, in  part icolare,  s ia  u n  cono), occorre e basra che la sua  imag ine  su l la  
g r a s s m a n n i a n a  delle rette sia u n a  curva  le eui tangenl i  giacciano su tale 

g r a s s m a n n i a n a .  
]~ questa una traduzione geometriea rigorosa del fatto intuitivo che una 

rigata risulta sviluppabile se, e soltanto s% due sue generatr iei  inf ini tamente 
vicine qualsiansi sono fra l oro incident i ;  tale proprieth fornisce, in modo 
ovvio, un'  interpretaT, ione geometrica delle (10) (6). 

(4) Cfr. ad esempio B. SEGRE, Lezioni di geometria moderna (Bologna, Zaniehelli, 1948), 
nn. 123, 129, 130. 

(5) Questo risultato, senza la precisazione data nel capoverso suceessivo, ~ ben noto 
per n-~--3; vedasi p. es. G. KOE~CIGS, La gdomdtrie ~'dglde et ses application (Paris, Gauthier- 
Villaa% 1895), n. 51, oppnre L ZINDLER, Linicngeometrie mit Anwendungen {Leipzig, GS. 
sehen, 1906), § 4. 

(6) Per altre applicazioni analitiche di geometria della retta~ cfr. B. SEGRE, Sulle curve 
algebriche le cui tangenti appartengono al massimo numero di complcssi lineari indipendenti, 

Mem. Ace. :Naz. dei Lincei % (6) 2 11928}7 578.592, e B. SEallF~, Sulle equazio~i differenziali 
autoaggiunte del 4 ° e 5 ° ordi~e, ¢ Boll. Un. 31at. Ital. % 8 (1929)~ 214.2t5. 


