
Sulbl, connessione delle superficie algebriche reali. 

:~¢Iemoria di  ANNIBALE COMESSATTI (a Padova)  

Tra i risultati delte mie passate r icerche sulle superficie razionali reali (~), 
si seguala, quasi a mo' di conclusione, la formula 

(l) I + Z---- 2(~ -- 1), 

t h e  lega l' ordine di connessione lotale Z d' una di quelle superiicie, cioe della 

sua parle reale (composta di um~ o pifi fldde) al relativo numero base reale p 
ed a l l ' i nva r i an l e  I di ZEUTHEN-SEGRE. 

II carat tere  sintetico della (l), conferitole dal pregio di superare tutte le 

distinzioni, put  abbas tanza  complesse, inerenti alh~, classificazioue delle super- 

ficie razionali nel campo reale, m ' iuduceva ,  fin da allora~ a prevedere  la pos- 

sibilith di far r ientrare quella formula iu uua relazione pifi geuerale valida 
per lutte le superficie algebriche reali. 

II preseJlte lavoro vuole app,mto eonfermare tal previsione, mostrando 

che per ogni superficie atgebrica reale F della quale col~ ~, ~ si' designino i 

due numeri  base, complesso e reale, e con R~ l'ordine di connessione bi~li- 
mensio~ale (riferito, ben s ' iuteude,  alla r iemanni ,~a  V), si ha 

(2) Z ~ R~ --  2(g - -  ~), 

poteudosi ser ivere  t 'eguagl ianza almeno qua~tdo tutti i cicli a due dimensioni 
della V sono algebrici, cio~ F ~ priva d" i~tegrall dopp¢ di seconda specie (3) ; 

(i) Ved i  le Memori% ~) Fondamenti  per la geometria sopra le superficie razionali dal 
punto di vista reale [Mathem. Anna l en  73 {1912) pp. 1-7217 6) Sulla connessione delle superficie 
razionali  reali [Questi  .h_nnali (3) 23 (1915) pp. 215-284]. L a  d imost raz ione  de l la  (1) ~ in ~)~ § 6. 

(~) R icord iamo ehe, pe r  una  fo rmula  di  PICARD7 i l  numero  P0 deg l ' i n t eg ra l i  doppl  di  
2 a specie va le  R~ - -  p ; quindi  se tut t i  i cicli b id imens iona l i  di  V sono a lgebr ic i  (R~ ~ .o) si ha  
?0 ~ 0 e v iceversa .  L '  espress ione  di  p, t rovas i  nel  t ra t ta to  di  E. PICARD.G. SIMART 7 Thdorie 
des fonctions algdbriqucs de dcux variables inddpendantes [Par is ,  Gauth ie r -Vi l la r s  {1897.1906}] 7 
T. 2 °, Cap. 12 °, n. 18, e, sotto la  forma qui "scritta, nel la  monograf ia  di S. IJEFSCHETZ, L'Analysis  
situs ct la gdometrie algdbriquc [Par i s  7 Gau th ie r .Vi l l a r s  (Collec. Borel) (1924)] ~¢ota I7 n. 15, 
a l la  quale  (Cap. I V ,  segna tamente  §§ VI~ V I I )  r inv iamo anche per  quel  che r i gua rda  i cicli 
algebrici. Si  osservi  poi  che quando 0o ~ 0(R~-~ ~) la  (2) pub scr ivers i  Z ~ 2 9 - - p .  
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ill part ieolare per tutte le superficie di gene~'e geomet~'ico zero (3). Nel caso 

delle superficie razionat i ,  appene~ si ricordi t he  -~ - -  R2 ~ I -I- 2 (4), si vede 

che le~ (2) si r iduce alla (I). 

La  conclusione enunciata vien qui raggiunta a t t raverso ad un' analisi, abba- 

stanza intima, dei rappor t i  topologioi che intercedono tra la r iemanniana V 

di F, e la varieth, pure a quattro dimensioni, W, immagine delle coppie di 

punti associati, ill V, dalla s immetria S che ivi rappresenta  il coniugio di F. 

Quest 'analisi  conduce prima alia relazione, pure  notevole 

(3) Z ~ R ~  - -  2h, 

nella quale h esprime il massimo di cicli a due dimensioni reali (cio~ tra- 

sformati in cicli omologhi da S, della V,) tra di loro indipendenti,  cio5 il nu- 

mero analogo ad R2 per i cicli reali; e dalla (3)si perviene alla (2)precisando 

il co,,tributo portato al numero h dai cicli algebrici, ch '5  appunto ~ - - ~ .  Resta 

cost precisato anche il significato della relat iva deficienza, cio~ dell ' intero 

": --- h - -  (~ - -  ~) per  cut,  

(4) Z = R~ ~ 2(~ - ~ + -:), 

e precisamente si vede ch 'esso  eguaglia il massimo numero di cicli a due 
dimensioni reali, indipendent i  t~'a di loro e dai cicli algebrici, che posson 

considerarsi  entro alia V. 

Ulteriori studi intorno a questo carat tere  x, potranno eondurre a determi- 

nare maggiormente  la (2). Comunque, ~ certo che si tratta d 'un  invariante  
(assoluto) reale, cio~ non esprimibile mediante i soti invariant i  eomplessi 
della ~, giacch~ due diversi modelii reali (relativi a simmetrie non equivalenti) 

delle superficie d' una stessa classe complessa, possono dar luogo a valori affatto 

diversi per  z. I~ quel che mostro alla fiae del lavoro sopra opportuni esempI, 

(3) Secondo u n  teorema fondamentale  det LEFSCHETZ (Cfl'. Ioco cir. (~'), Cap. IV ,  § V I I )  
i cicli algebriei  son caratterizzati  dall 'annullarsi  dei relat ivi  periodi degl'integrali doppi di 
pr ima  specie; quindi~ sepg = 0, maneando addir i t tura  tall  integrali ,  tutt i  i cicli sono algebriei.  
:Non ~ ancor certo se, viceversa~ una  superficie p r iva  d ' in tegra l i  doppi di 2 "~ specie sia anche 
p r iva  d'  integral i  doppi di 1 a specie (pg ~ 0), eio~ se possano esis tere  integral i  doppi di 1 a specie 
cot periodi tutt i  nul l i  (impropri). Cfr. S. LEFSCHETZ, 0 n  certain ~,ume~'ical invariants  of  alge- 
braic varieties, ~vith application to abelian varieties, (Pr ix  Bordin,  1919) [Trans. of the Amer.  
Math. Soc. 22 (1921) pp. 327.482], n. 26; F. SE'~'ERI, Conferencia general sobre la geomet~'ia 
algebraica [Revis ta  Mat. Hispano .Amer ieana  (1926) n. 8]. 

(4) La Rz ~ I-+- 2 r ient ra  nel la  formula generale di PICARD-ALEXANDER, Re ~ I ~ 4q -~- 2 
(q irregolaritde di Y). Cfr. LEFSCHETZ, 10co cir. (~) Cap. l I I ,  n. 10. :Per l a p  = 1 +  2 vedi  la 
Mem. cit. (') [3), § 6, od anehe 1~. SEVERI, Sulla totalit~t delle curve algebriche tracciate sopra 
una superficie algebrica [Math. Annalen~ 62 (1906) pp. 194:-2"23] n. 13. 
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ehe, riferendosi a superficie la cui connessione totale Z ~ stata determinata  
diret tamente (~), dhnno anche, con altri, un multiplo controllo delle formule 

ottenute. 

Anche in queste ricerche, relat ive ai problemi di realth per le superficie 

algebrich% si r ivela la feeondit~ della teoria delia base, dovuta al SgVEItI, 

specie ora, che, at t raverso al LEFSCHETZ, sono stati ammdati intimi rapporti  

fra quella teoria e l 'analy.sis situs. 

§ 1. P r e l l m i n a r i  s u l l e  r i e l n a n n i a n e  d e l l e  s u p e r f i c i e  
a l g e b r i c h e  r e a l i .  

1. Sia F una sttperficie algebrica reate, appartenente  ad uno spazio qua- 

hmque, dotata d' uu certo numero m (eventualmente hullo) di falde reali 
F,, F...., F.,. 

La distinzione fra le varie falde resta precisata senz'ambiguit~, quahmque 

siano le singolarith di F, ricorrendo ad una t;'asfor;;~ata reale F' di F priva 
eli pu;~ti mullipli, per cui la distinzione stessa si pone in modo evidente. 

1~ pure pressoch~ evidente la possibilith di sciogliere la singolarit~ di F 

mediante una Iras/brmazione birazionale ;'eale. Comunque, ecco come si 

pub procedere :  Supposto dapprima che F non sia razionale n4 riferibile a 

rigata, la si muti anzittitto iH uua F" di Sh priva di punti multipli e di cu~'ve 
eccezionali, senza preoccuparsi  della realth della trasformazione; e si dica s 

la si;n~nelcia (trasf. antibirazionaIe il~volutoria) di F", immagine det coniugio 
di F. II sistema lineare 1A + A' I individuato su F" da uua sezione iperpiana 

e dalla sua trasformata A' mediante s~ ~ mutato in s4 da s e dotato di curve  
unite, oude si pub rife.rirlo proiet t ivamente at sistema degl ' iperpiani  d 'un  S~ 

in modo  che ail 'autiproiett ivith iudotta fra i suoi elementi da s corrisponda il 
coniugio di quello spazio (6). Tenendo conto c h e l a  s non ha punti fondamen- 

tall su F"  in quanto questa ~ priva di curve  eccezionaliC), si vede che cosi 

si passa ad una F'  pr iva di punti multipli riferita senza eccezioni ad F"  ed 
in corr ispondenza birhzionale reale con F. 

(~) I n  un lavoro,  Sulle r i emanniane  algebriche, in corso di loubblicazione nei  Rendicont i  
del Circolo !Y[atematico di Pa le rmo.  

(6) Cfr. loco cir. (t) ~), nn. 8, 12. 

(7) Se  una  t rasformazione  an~ibit~azio~ale s~ d ' u n a  superf icie  q) di Sh in se stessa~ muta  
un punto _P in una  curva  ,% questa  ~ eccezionale nel seuso ordinario della parola.  ]:)ifatti se k 

il coniugio di Sh~ ~) la superf ic ie  coniugata  di (I)~ P il punto coniugato di P~ la ks ~ una 
t rasformazione birazionale di ¢P in • t h e  muta  P in •. 
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Se la F ~ raziouale o riferibile ad u,~a rigata, non si pub escludere sulla 

F"  priva di puuti multipli l ' es is tenza di punti fondamentali per s; ma essi si 

potranno thr sparire ad uno ad u~o trasformando F"  mediante il sistema di 

tutte le forme d'ordine abbas tauza  alto passanti per il punto che si considera, 

e dopo cib si sar~t ricondotti al caso pre( 'edente (s). 

Indicheremo con Z~, Z~,..., Z,~ gli o~'dini di connessione delle falde F~, 

F~,..., Fm di F. Il numero Z ~ - E  Z ~ - - 2 m  + 2  si dir~ o~'dine di connessione 
i=1 

totale della superficie (9). 
Per  fissare seuz 'ambigui th  i valori delle Z~ giow~ anche qui il riferimento 

alia F', purch~ su questa  si r ipr i s t in ino  le curve eccezionali (di t ~ specie) 

della F. La possibilit~ di tal ripristino mediante una trasformazione birazio- 

nale reale che non introduea singolarit~ ~ manifesta, dal momento che su F 

quelle curve  son reali o a due a due eoniugate e quindi devon dedursi da 

punti reali o da coppie di punti coniugati della ~"(~°). 

D' al tra parte quel ripristino 5 necessario perch4 la connessione dells falde 

di F '  sia fissata in modo confacente alla F e perch~ resti individuata senza 

ambiguith la connessione bidime~sionale della r iemanniana V che andiamo a 

considerare (~). 

La  superficie F '  cosi modificata l' indicher~ con q), e le sue falde con (I)~, 

(I) 2 , . . . ,  ( I ) ~  

2. Trasport iamoci  ora alia ~'iemanniana V di F ch '6  ormai defillita topo- 

logicamente in modo preciso, come l ' en te  i cui elementi (punti) sono in cor- 

r ispondenza biunivoca, continua, e senza eccezioni, coi punti reali e complessi 

(8) Avver t a s i  ehe F pub possedere linee o punt i  isol~ti reali, ma in  ogni easo multipli e 
di molteplicit~ pari;  perb in  senso invar ian t ivo  quei punt i  o i punt i  di quelle l inee non devon 
considerarsi come reali, in  quanto spariscono sulla F ' .  

(9) Cfr. loco eit. (t) ~) n. 8. ~o t i amo che la nost ra  definizione per  i ' o rd ine  di eonnesslone 
d'  una  falda ~ in  pieno accordo con quella generale  del LE]~SCItETZ (1OCO cit. ('~), Cap. I~ n. 6) 
re la t iva  agll ordini  di eonnessione di variet~ qualunque~ ai quali  si r iferisee la formula di 
Eulero generalizzata (ibid., n. 8) sotto la forma ehe poi dovremo applicare. 

(to) I1 caso delle superficie razionali  o r iferibi l i  a r igate domanderebbe qualche comple- 
mento su cui crediamo di poter sorvolare. A d  ogni  modo il primo ~ esaur ientemente  conside. 
rato al n. 13 della Mem, ~) citata in  (~). 

(~l) Si  r ieordi (loco cit. (~) ~)~ § 3) the  mutando un  punto d'  una  falda in una  curva  eeee. 
zionale se ne  altera la connessione e che la V non  ~ ind iv idua ta  di fronte alia relazione 
d'omeomorfismo se non  quando su F b fissato il regime detle curve eccezionali (quindi g l ' in -  
varianti relativi). 
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di (I). A1 coniugio di ap (e di F)  corrispoude iu V una simmetria S, cio~ una 

tr~sformazione involutoria, dappertut to bitmivoca e priva di puuti foudamentali,  

che possiede m superficie V~ V~,..~ V m luogo di punt:i uniti, immagini delle 

falde (I)~, quindi o~;~eo~;~o~'fe ad esse, omogenee, chiuse, prive di singolarifft 

e di puuti comuni. 
Notoriame~te la V ~ bilctle;'a~ quindi possiamo supporla o~'ientata, fissan- 

done la faeeia posilit~a, o, ci5 ch '~ lo stess'o, il verso positivo d' un ' indica-  

t;'iee (quindi di tutte le altre). Ricordiamo che per  indicate'ice o~'ientata rela- 
tiva ad uu punto P s ' iu tende uua piccolct celluta (pentaed~'o) conteuente uel 

suo interno P, per i cui vertici sia fissata la classe delle pe;'n~utazioni 

posit ive.  
Se P'  4 il punto di V associato a P da S, ad uua indicatrice positiva di 

P resta associata uu ' iudicatr ice  relat iva a P '  che pub avere  il verso posifivo 

o l 'opposto. Vogliam far vedere che, conl~'a~'iamente a qael che ha luogo 
sulle superfieie r i emann iane ,  la nuova indicatrice ~ ancor positiva, cio~ che 

ta si~n~net~'ia S ~ u~a t~'asfo~'~;~azio;ze di~'elta pe;" la va~ietd~ V. 
La divergenza fra i due casi bi-e quadri-dimensionale si r ivela chia- 

ramente  negli esemp~" elementari  relativi ~alle r iemauniaue della ret ta  

z ( = - x  + iy) e de1 pim)o z,  w ( w - - u  + ic). Nel primo caso si pub assumere  

come r iemanuiana il piauo x y  (uou disturbaudo l 'eccezione a|l 'infinito) o r e  il 

coniugio di z ~ rappresentato dalla simmetria y'-------y rispetto a l l 'asse  x,  
nel secoudo lo S, reale x,  y, u, v, ore  si ha analogamente la s immetria 

y' ~--- - y, v' =- --  v rispetto al piano y - -  v = 0. Due indicatrici (triangbli, risp. 

pentaedri) associate sono, nel primo caso, cont,rave~'se, nel secondo equiverse, 
perch+ i determinanti  

I x , ,  y , ,  1 ] i x , ,  --  y , ,  1 i (i--- 1, 2, 3) 

]xi ,  y,, u~, v~, 1] ] x , , - - y , , u ~ , - - v ~ ,  1[ (i = 1 ,  2, 3, 4, 5), 

hanno segno eoutrario uell 'uno, seguo eguale uell 'altro. 

Quando la F ha pun t i  ~'eali, si pub sempre ricondursi al caso del piano, 

bastaudo limitarsi a considerate  l'ef~etto di S sui punti prossimi ad uu punto 

unito, ed osservare  che l ' intomgo co~nplesso d 'uu  geuerico puuto reale di F 

pub riferirsi b iuuivocamente  all' analogo iutorno d' t m p u n t o  reale d' un piano 

per proiezione da un punto reale 0. Oppure si pub osservare  che, in V, la S nel- 

t ' iutorllo d' un punto (unito) d ' u u a  delle superficie Vi ha il carat tere  d'uu'omo- 
g~'afia in~,oluto;'ia di  $ 4, quindi, at tesa la dimensioue di Vi, d' una silnmet~'ia 
r ispet to  ad un piano, che, come s'~ visto, ~ una trasibrmazione diret ta .  
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Ad esuberanza valga infine la seguei~te dimostrazione, indipendente dal- 

l ' ipotesi che F eontenga punti real i :  
Si fissino su F, com'~ sempre possibile, due curve algebriche reali  C, D 

che abbiano due fra le intersezioni p, p' i lnmaginarie conjugate, ad esempio 

le intersezioni di F con due forme reali de1 relativo spazio opportunamente 

scelte; e siano ~(~ ~ i corrispondenti  cicli a due dimensioni  di V segantisi nei 

punti P ,  P'  associati in S. Per  un teorema di LEFSCHETZ, orientati  opportu- 

namente  y, 8, it numero effettivo (aritmetico) delle loro intersezioni coincide 

col numero algebrico (y, ~) di KaONECKER-PoINCAI~]~ (~'~), onde ciascuno dei punti 

P, P'  portertk quest'  ultimo contr ibute-- t-I .  Pertanto se PQR, PST,  son due 

indicatr ici  positive di y, 8, sar/~ P Q R S T  un ' ind ica t r i ce  positiva della V (~3). 

Ma sul ciclo y, ch '~  riemamfiana di C, la s immetr ia  indotta da S( imma-  

gine del coniugio di C) ~ una trasformazione in~'ersa, quindi detti O', R ' i  cor- 

rispondenti di Q, R, sar/t P'R'Q' un' indicatr ice positiva di 7 ed analogamente 

P'T'S'  un' indicatr ice positiva di ~; onde per il fatto che anche P'  porta a 

(]', ~) contributo q -1 ,  la P'R'Q'7"S' sar/~ un' indicatr ice positiva di K Dopo ci6 

basta  osservare  t he  la permutazione P'R 'Q 'T 'S '~  della stessa classe della 

P'Q'R'S'T' relat iva al l ' indicatr ice trasformata di P Q R S T  mediante S per con- 

cludere che anche quell ' indicatr ice ~ positiva per V, c. d. d. 

§ 2. R a p p r e s e n t a z i o n e  d e l l a  r i e m a n n i a n a  s i m m e t r i c a  1 z, s o p r a  
u n a  v a r l e t ~ t  d o p p i a  W. R e l a z i o n c  I r a  i c i n q u e  o r d i n i  d i  
c o n n e s s l o n e  ~.,, r~, l l~ ,  I¢,~, Z. 

3. Indicheremo con W l 'ente a quattro dimensioni i cui elementi (punti) rap- 
presentano senza eccezioni le topple  dei punti di V associati in S. La varieth W 

(~ topologicamente ben definita~ e non ha interesse fissarne un qualsiasi modello. 

Le varietk W, V son legate da una corrispondenza (1, 2)~ T~che ha su W 

come elementi di di~'amazione m falde W~ riferite biunivocamente senza 

eccezioni alle V i (ed atle falde Fi di F) quindi omeomo~'fe ad esse, prive di 

punti multipli e di punti .comuni~ ece. 

Proviamo che anche la w~'ietd W ~ bilate~'a (~4). 

{iS) LEFSCIfETZ, loeo cit. {s), Cap. I1, n. 6. 
{1~) Ibid., Cap. I, n. 12. 
(is) Inveee nell'analogo ca.~o relativo alle curve~ g noto da KLEIN" e WEICHOLD che la 

superfic!e It( ~ unilatera o bilatera, a seconda che V (colla simmetria S) ~ diasimmetrica od 
ortosim~netrica. Cfr. F. KLEIN, Riemann'sche Fldchen [Leipzig, Teubner (1906)Parte 3 a, I, ]3, 
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Sia P u n  ptmto di W, immagine  della eoppia P~, P, .  di V, Gun  cammino  

chiuso qua luuque  di W che par ta  da P e vi ritor~i, J un ' i nd i ea t r i ce  (orien- 

tara) di W re la t ive  a P.  Si t ra t ta  di far  vedere  che, quaado  uu punto Q di W 

d escr ive  ~ ia uu verso a part.ire da P portaHdo seco la J,  que l t ' ind ica t r i ce  

nou pus mai,  al r i torno, r isul tare  invert i ta .  

Alia J corrispo~ldoao ia V due indicatr ici  J~, J~, re la t ive  a P~,P.2 e tra- 

s ibrmate  1' una He l l ' a l t r a  da S. Poich~ S/~ diret ta,  le J~, J~, sarmmo equive~'se, 
ad es. en t r ambe  positive per  V. 

Ci6 premesso,  e supposto iaoltre,  com '~  lecito a meno d' u~a piccola 

deibrmazione,  che ~ non incontri  le W, (del resto tale ipotesi non ~ essen- 

ziale) posson darsi due casi:  

a) A1 ritor3m di Q il~ P i due punti corr ispondent i  O~, Q,, t h e  par toao  

da P~, 1).~ r i to rnaao  pure atte posizioni itliziali; al lora a ~ corr ispondono su V 

due cammia i  ~ ,  %, disti~lti, e privi di puat i  comtmi, l ' uno  descri t to  da Q~, 

t ' a l t ro  da Q~. Qua~do Q~ descr ive  %, l ' ind ica t r ice  J~ associate  ad J r i torna  

ia P ,  cot verso i~iziate perch~ V 6 b i la te ra ;  dm~que lo stesso accede  di J 

at r i torno i~ P.  

b) I due pm~ti P~, 1)~ r i tormum scambiat i  ira di loro; al lora ment re  Q 

descr ive  ~, Q~, descr ive  u~ cammino ape~'to ~ col l 'o r ig ine  iu P~ e l ' e s t r emo  

ill P~. Duran te  il percorso l ' i nd iea t r i ce  J~ re la t ive  a Q~ ed associate  ad J 

restt~ sempre  posi t iva per  V, dunque  a l l ' a r r ivo  ill P:, si t rova  concorde 

con J~; e cib vietie a dire t h e  J al ritortio iu P ha  atmora il verso di par tenza.  

h~film ~ ovvio che anche la W ~ chiusa~ dal mpmento  che le W~ essendo 

sttperficie, non possono produrvi  fvontie~'e. 

4. I m m a g i n i a m o  ore t race ia ta  su e iascuna  W~ u~m tJ'iangolazione h~ con 

~ vertici,  a~ 0 lati, a~ 0 i~cce, e r ieordiamo che per la fo~'mula di EULERO a 

eui pub affidarsi (auche se IV~ 6 uai latera)  la defi~fizione di Zi si ha  

(5) 4 `) - + 4 ' ) =  2 - 

Fiss iamo poi auche  in W una triangolazione 5, cio+ uua deeo~posizione 
in cellule (senza puuti ia terni  eomutii, ecc.) che conlenga le A~, cio~ abbia 

fra  i suoi vertici,  lati, facce a due dimensioui,  quelli detle 5~ ed indichiamo 

con ao, a~,..., a,  i humer i  dei re la t iv i  e lement i  delle d iverse  dimensioni .  

nn. 3.5; G. WEICHOLD~ Ueber symmetrisehe Riemann'sche Fldchen und die Periodicitgtsmo. 
du, tn~ ecc. [Zeitsch. ftir Math. u Phys. 28 (t883), pp. 321-351] §§ 3-4. Per la retazione tra V 
e W nel caso delte curve vedi anche il lavoro l~;. n. 5. 
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Ad una cellula K della triangolazione h corrispondono in V due cellule 

K~, K , ,  che, come si vede subito tenendo conto della connessione semplice 

di I(, non hamio p u n t i  i n t e v n i  comuni. La sovrapposizione pub presentarsi  

soltanto per e l e m e n t i  d i  f r o n t i e r a  di dimensione non superiore a due, e pre- 

cisamente si verifiea pet' quegli elementi t he  corrispondono agli (eventuali) 

elementi di K appartenenti  alle h~. 

Si vede cosl the  h induce in V un 'analoga triangolazione h', e poich~ 

nel passaggio d~t W a V ciascun elemento si sdoppla ,  meno quelli the  appar- 
tengono alle h~, ne viene, che, indicandosi con A~ i humeri  analoghi e~gli a~ 

per la h' sar~t 

(6) 
A , : 2a~, 

,I ~ 
u~ 

A o = 2a -- ~:d~). 
i=1 

Se ora s' introducono gli o r d i n i  eli conness ione  l?i (i = 0, I,.., 4; R0 = R4 = I, 

R j - - R 3 )  delle diverse dimensioni, relativi a V, e gli analoghi ri  relativi a IV, 

e si combinano le relazioni 

(7) Z(--  1)bAh - -  E(-- 1)hRh, ~( - 1)hah --- Z(--)ll~rh, 
h=0  h = 0  h = 0  h = 0  

scritte a norma, della f o r m u l a  di  Eu tero  .qeneral i 'zzata (~), cotle precedenti  

(5) (6) e colla formula 

(8)  Z = ZZ~  - 2 m  + 2 ,  
i= l  

che esprime l 'ordine di connessione totale di F in funzione degli Z~, si ottiene 

la  r e l a z i o n e  f o n d a m e n l a l e  

(9)  Z = R.  2 - -  2~' 2 - -  2 ( R ,  - -  2v~)  {,6). 

(t~) Cfr. LEFSCHETZ~ loco cir. (':), Cap. I~ n. 8. 
(~6) Se le ~ mancano~ cio~ se F non ha l)unti reali,  le x (~') della (5) devon porsi  eguali  

allo zero, ed al lora si vede  e h e l a  (9) sussiste aneora purch~ si ponga Z ~ 2. Circa 1' o p p o f  
tunith di a t t r ibuire  convenzionalmente ordine di connessione 2 alle superf icie  pe r  cosi d i re  
i~,esistenti (topologicamente) ved i  la nora (~s) det l avoro  citato in (~). 
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§ 3. C o n f r o n t o  t ra  l e  c o n n e s s i o n i  d i  I, W. R e l a z i o n e  R ~ = 2 v ~  
t ra  le  c o n n e s s i o n i  l i n e a r l ,  e p r i m a  f o r m a  d e l l a  c o n c l u -  
s i o n e .  

5. II secondo membro della (9) dipende oltre che dai caratteri  topologici 

R~, R 2 della V~ uotoriameute esprimibili mediante gli invarianti (assoluti e 

relativi) di 1t, auche dagl'iucogt~iti caratteri  J'~, r~ della IV. Si pone pertanto 

il problema di el iminave tall caratteri  iu base ad m~'ulteriore analisi dei 

rapporti  topologici tra le due va.riet~ V, W. 
Sia C u~ ciclo, l). es. l ineare della varieth V. Esso potr~t risultare dal 

l ' iusieme di pitt parti, anche contate piu volte;  ma in ogni caso mediante 

una piccola deformazio~m e l' aggiuu |a  di segmenti percorsi nei due sensi, che 

poi si scinderamm ciascuno in due archi distinti, si potrh r idurre C a d  un 

unico continuo ovientato, tutto costituito da punti semplici. Analogamente 

per i cicli a due dimensioni, salvo l ' cventuate  presenza d'ul~ gruppo discreto 

di puuti in cui il ciclo att~'aversa se stesso, che nou porta alcun pregiudizio 

al seguito. 

Sempre a meno d 'una  piccola deformazione si potr~t supporre che C non 

abbia  punti comuui (o ne abbia un gruppo discreto se ~ a due dime~sioni) 

col suo corrispondente C' secondo S. In tall condizioni 6 ovvio che l ' insieme 

dei punti di W omologhi (in T -~) a quelli di C, ~ ua ciclo y (orieutato) di W 

i cui punti sono iu corrispoudenza biunivoca cou quelli di C e di C'. Si direr 

che ~' 4 il ciclo corrispondente a C, oppure a C'; ed 6 pure ovvio che s e a i  

cicli C, D corrispoudono Y, ~, a C +  D corrisponde Y + ~, ecc. 

Part iamoci  inveco da un ciclo y di W~ ridott% come prima C, ad un 

unico continuo orientato, ecc., e consideriamo in V l a  figura F costituita dai 

punti P~, P, omologhi dei punti P di y. E chiaro che possono darsi due casi:  

a) Al variare di P su y i due punti P~, 1)~ descrivono due colltinui 

distinti ; allora questi son due cicli C, C' di V associati in S e riferiti (ciascuno) 
biuuivocamente  a ~, come sopra;  

b) I puuti P, :  P~ descrivouo uu unico continuo P iu corrispondenza (2, l) 

con Y e trasformaLo in s~ da S. Allora la biuuivocit~ della corrispol~denza 

pub ristabilirsi eontando due volte ciascun punlo di T, o, meglio ancora, pro- 

cedendo come Segue: Con una piccola deformazione si muti P in uu ciclo F~ 

distinto dal corrispowldente P,' (in S) e si dica ~'~ il ciclo corrispondente di W. 
Si vede allora subito che nel pass,~ggio da ~" a ~,~ ciascull  pul~tO di y si sdoppia, 
restando le due patti (archi od aree) di ~,~ prossime ad una parte di y concor- 
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demente or ientate;  sicch~ in definitiva si pub dire che al ciclo P~, o, il che 

lo stesso, al suo omologo F, corrisponde in W il ciclo 2 T (~7). 
Riassumendo, si ha che ogni ciclo C d i  V (assieme at suo associato C') ha 

un determinato corrispondente T in W ;  inversamente,  un ~, di W pub non 

avere  corrispondente in V, ll'l& lo ha certo 2 T. 

6, Siano C e T corrispoudenti  nel senso ora chiarito~ C' l 'associato di C. 

Premesso che per  esprimere la relazione ,, omologo a >) faremo uso del segno ~--- 

dimostriamo i seguenti  l e m m i :  

A) Se C ~ 0 ,  anche T ~ 0 ;  
/3) Se ym-O, C +  C ' - - O .  

Ragioneremo per  semplicit~ nel caso dei cicli lineaJ'i. 

A) Se C - - O ,  esiste uua superficie bi latera aper ta  ~ di cui C costituisce 

la f ront ieva .  Ad Q corrisponde in IV una supei'ficie to pure bilatera riferita 

b iunivocamente  ad ~ (potendosi supporre che Q sia distinta da ~2' ed abbia 

con essa in comune solo un gruppo disereto di puati) ed avente per  orlo T; 

d.unque ~, - -  0. 

B) Se T- - '0 ,  si ha analogamente in W una superficie bilatera aperta to, 

che potremo raffigurarci intuit ivamente sotto la forma d 'un  disco avente per  

orlo T. Considerando per ogni punto P di to i due punti corrispoudenti P~, P~ 

di V posson darsi due cas i :  

b4) A1 var iare  di P su to, P~, P~ descrivono due continui distinti. Allora 

ciascuno di essi 6- un disco, omeomovfo ad to avente  per  orlo C, o C'; dunque 

C - - 0 ,  C ' - - -0 ,  ed infine C - + - C ' - - O .  

b~) Al var iare  di P su h, P~, P~ descrivono un unico eontinuo 9~. AI- 

lora ~ ~ uua superficie bilatera, della forma d' un tubo avente per orlo C +  C'; 

dunque C + C' ---~ 0. 

Il cavatteve bilatevo di ~] si metre in evidenza facihnente, notaudo the,  

orientata la % in ogui punto P~ di O ~ definita un ' indicatr ice positiva the  

quella corrispoudente Ml ' indicatr ice positiva J di to net punto P corrispon- 

dente a P~. N~ il caso che P~ coincida con P~, cio4 che P sia una delle 

e~entuali intersezioni (isolate) di to colle W~ dh luogo ad ambiguit/~, per quanto 

ad J corrispondmm due indicatrici J~, J., relative a P~--= 1)~; si tratta invero 

d' indicatrici  concovdi perch~ la S ha, su -Q, nell ' iutorno di P ~ : P . ~  cavatleve 

divetto,  non essendovi di~'e~ioni u n i t e  per P~. 

(~} P e r  gli  scopi finali, se C e $ son corrispondenti~ ~ indi f ferente  sostituirl i  con cicli 
ontologhi. Ma hel le  considerazioni  del  prossimo numero  g iova  supporre  che C e "C siano effet- 
tivamente corr ispondenti ,  cio~ ass0ciati dal la  T. 
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Importa  poi precisar  bene c h e l a  f ront iera  completa di ~2 ~ C + C', non 
C - - C ' ,  intendendosi che si parli di f ront iera orientata (~), altrimenti la 
questione non avrebbe  senso. Ora se l 'or ientazione di to 4 fissata in modo 

che ~, (col suo verso) ne sia frontiera orientata, detta BC un'indicatrice posi- 

t iva di y ed A un punto interno ad to e prossimo a B, C sar/~ ABC un'indi- 

catrice positiva di to; quindi col solito significato dei simboli saranno A~B~C~, 
A~B~C~ indicatrici positive di ~2 aderenti  a C, C'. Ma d 'a l t ra  parte B~C~, B.~C~ 
sono indicatrici positive di C, C' dunque la frontiera orientata di ~ ~ proprio 

C-q-C'  come asserito. 

7. Consideriamo ora due ordini di connessione associati (ci96 del medesimo 

iadice) di V, W~ che, sopprimendo provvisor iamente  gl'indici, indicheremo 

con R, 1" e proviamo anzitutto che r ~  R. 

Fissiamo allo scopo; in V, R cicli indipendenti C~, C~,..., CR della dimellsione 

desiderata, ed at tr ibuiamo ai simboli ?i, C( il solito significato. A prova  del- 

l ' asser to  mostreremo che ogni cieto ~ di W 6 dipeudente da y;,  y~,.,.., yR. 

Difatti, se non ~, certo 2~ ~ it corrispondente d' un ciclo D di V ; e  poich6 

i Ct d/~nno una base su V, cosi si avr~ un 'omologia  

(~0) ~D + ~,C, + ~C~ + ... + ~RCR = O, 

dalta quale per  il Iemma A segue la 

(11) 2 ~  + k~?, + ;~.27~ + ... + ),RYR = O, 

the  esprime quanto asserito. 

Dopo ci6 b chiaro che il valore di r sarebbe  pienamente determinato se 

lo fosse il numero dell e omologie indipendenti t he  legano i cicli ?~, Y2,..., ?R. 

Ora si vede che se ad esempio C[~-- - -  Ci, cio~ se C~ q-C( - -~  0, una di tali 

omologie, 4, per  il lemma A, ~., +3'~----0, cio4 2 y ~ : O ,  e ci6 suggerisce il 

seguente precedimento the  conduce a determinare,  almeno in un certo senso, 

il valore cercato, in quanto ne metre in vista  un significato importante :  

Si considerino gli R cicli C, q- Ci', che la S muta in se stessi (in cicli 

omologhi) e che perci6, seguendo una terminologia introdotta altrove, diremo 

cicli reali  (~), e si supponga che fi'a essi intercedano R -- h e non pifl omologie 

(~8) Cfr. LEFSCHETZ, loco cir. (~), Cap. I, nn. 3, 4, ed anche O. VEBLEN, Analysis Situs 
(The Cambridge colloquium 1916) [Publ. by the Amer. Math. Soc., :New York {1922)], Cap. IV,  
nn. 10, 25. 

(~9) Vedi la prima, delle Memorie, SuIle variet~ abeliane reali. [Questi Annali 0:) 2 (1924-25), 
pp. 67-106~ e 3 {1925-26)~ pp. 27-71], n. 3. 

Annali di Matematiaa, Serie IV,  Tomo V. 40 
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indipendenti ,  di guisa ehe, seeltine oppor tunamente  h, siano ad esempio i primi, 
tutti gli altri sian dipendenti  da essi. Posto A ~ = C , - t - C ¢ ' ( i - - 1 ,  2,.., h )g  facile 
vedere  che At, A..,..,, A)~ d~nno una base pe~" i cicli reali  di V, cio~ che ogni 
ciclo reale di quella r iemanniana  dipende dagli A~. 

Ed invero se D (5 un tal ciclo, legato ai C, dalla (10), t rasformando me- 
diante S e tenendo conto che D :  D' si avrtk anche 

I~D + ~,, C,' + X~ C~' + ... + ).RCR' : O, 

quindi sommando  

(12) 2~D + X,(C, + ~,') + L(  C~ + &') :',- ... + ~.~(CR + Cd) = O, 

da cui, r ieordando che tutti i C~-t-C~' dipendono dagli A~, segue subito I' asserto. 
Indichiamo con a~, a , , . . ,  an i cicli di W corr ispondenti  agli A~. Vogliam 

provare  ehe tall cicli ddnno una base in W, cio~ che ~ - ~ h .  
Intanto gli a~ sono indipendenti ,  perch~ se fosse 

) , ~  q-- ~,~o~. z + ... + ),nOah.--- O, 

r isul terebbe per  il l emma B 

),~(A~ + A~') + ),~(A~ + A~') + ... + ),h(A~ + A~') - -  0, 

c io~ tenuto conto che gli A~ son reali e quindi A , ' - - A ,  

2).iA ~ + 2),~A 2 + ....-b 2),bAh = O, 

incompatibi le  col l ' indipendenza  degli A~. 
Sia poi ~ un ciclo qualunque di W. Se non ~, certo 2~ ~ il corr ispondente 

d ' u n  ciclo B di V, e poich4 B - t - B ' ~  un ciclo reale quindi d ipendente  dagli A,, 
cosi sussister~ un' omologia 

~(B -4-- B') + ~ A  t + )~2A2 + ... + ~hA~ - -  O. 

(con 1 J, =1= 0) dalla quale per  il l emma A (e r icordando che anche a B' corri- 

sponde 2~) segue 
4p.~ + ) , i~  + ).,% + ... + ~hah - -  O, 

col risultato che ogni ciclo ~ di W dipende dagli a~. Ricordando il significato 
di h si ha  quindi in definit iva che:  

L" o~'dine di connessione ~" della varie td  W ~ eguale al massimo nume~'o 
di  cicti real i  ind@endent i ,  della relat iva dimensione, che appartengono aUa 

r i emann iana  V. 
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8. Non ~ consentito proeeder  oltre senza separare  i due casi fin qui acco- 

munati, facendo appello a propriet~ di carat tere  pifi specifico. Rivolgendoci 

dappr ima alla connessione lineare, per cui le c i rcostanze Si presentano pid 
R~ 

favorevoli,  posto R~ = 2q (q irregolaritg~ di F)  mostriamo che h-- -  r ~ - - q - - - ~ .  

Percib fissiamo in F, q integrali picardiani di 1 ~ specie u~, u~,..., uq indi- 

pendenti e ~'eali, e ricordiamo che i periodi, d 'uno di essi, presi lungo due 

cicli C, C' associati in S sono coniugati~ quindi quelli relativi ai cicli reali sono 

reali (~0). Inoltre aggreghimno ad A~, A~,..., Ah altri R ~ - - h - - 2 q - - h  cicli B~, 

B~...~ B2q_h~ in modo da formare una base per i cicli lineari di V. 

Basta ora ragionare cosi: Se fosse h ;> q, quindi 2 q -  h < q, dai periodi 

d ' una  opportuna combinazione lineare a coefficienti reali u' degli u~, relativi 

ai cicli Bj, si potrebbero far sparire le parti immaginarie;  e cosi si o t terrebbe 
un integrale coi periodi tutti reali. Se poi fosse h < q  si potrebbe fur si che 

i periodi di u relativi agli A~, e quindi a tutti i cicli reali di V fossero nulli; 

ma allora, qualunque fosse il ciclo C, sarebbe hullo il periodo di u relativo 

a C- t -C ' ,  quiudi quello lungo C immaginario puro, ed in definitiva sarebbero 

immaginar2 purl  tutti  i pe~'iodi di u ('~). In entrambi i casi si cade in assurdo. 

In forza della relazione R ~ - - 2 r ~  l 'espressione entro parentesi  a secondo 

membro  della (9) ~ nulla, onde, posto r~----h, si ha col significato stabilito per  
quel cara t tere  

(13) Z--- R~ - 2h. 

§ 4. I n t e r v e n t o  d e I  n u m e r I  b a s e  e l o r o  c o n t r i b u t o  a l i a  c o n -  
n e s s l o n e  b l d l m e n s l o n a l e  h =  ~,~ d l  W. S e c o n d a  f o r m a  d e l l a  
c o n c l u s i o n e .  

9. A formare l ' ins ieme dei cicli a due dimensioni reali di V, contribuisce, 

parzialmente o totalmente, la classe dei cicli algebrici. 0i proponiamo di 
dimostrare the  il contributo di questa classe al numero h 0 espresso da ~ - -  ~, 
eio~ ehe in V si possono t rovare  p - - ~  e non pid cicli algebrici reali fra di 

loro indipendenti. Ne eonseguirh the  h ~ p - -  p, e~ posto h --- p --  t~ Jr- "c si 

avranno le (2) (4) della prefazione eol l ' avver t i to  signifieato di "c. 

Premet t iamo aleune osservazioni sui cicli algebrici della r iemanniana V e 
sui loro rapporti  eolle curve  traeeiate sulla superficie F. 

(c0) Ved i  loco cit. (~9), Mere. la~ nn, 1-3. 
(~t) Si h r ipetuto  in sostanza i l  r ag ionamento  de l la  succi ta ta  Memoria~ n. 2, e, con qualehe 

aggiunta~ si po t rebbe  propr io  r icondurs i  a quello. 
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Siano A, B due curve irridueibili di F, e supponiamo the  il sistema 

liueare [ A + B  l sia irriducibile ed infinito, quindi contenga qualche curva 

irriducibile C; indichiamo inoltre con % ~, 7 i cicli a due dimew~siol5 immagini 

di A, B, C in V, orientati pet" ora in modo arbitrario. Tra e, ~, 7 interceder/~ 

certamente una delle omologie 7--~+:¢4-:~, ma non si potr.~ asserire ch 'essa  

sia proprio la 7------ ~ + l 3 finch6 ad cz e ~t non si attribuiscono le orientazioni 

che derivauo pe~" continuitd da quella di 7, quando C, variaudo nel proprio 

sistema lineare, va a spezzarsi in A + B. 

]~ per6 facile vedere, che, se le orientazioni dei cicli ~ immagini di curve 

effettive A, si fissano in base al cvite;'io uniforme del L E F S C H E T Z  (2~), secondo 

il quale quelle orientazioni restan assegnate in modo che (orientata opportu- 

namente la V) il numero effettivo (AB) delle intersezioni di due curve risulti 

eguale al numero algebrico.(e~), allora quando sia C ~  A - t - B  (o pifl in 

generale C ~  A + B) 6 sempre 7 ~ a + ~. Per persuadersene basra segare le 

curve considerate con una curva effettiva D a cui corrisponda il ciclo ~, e tenet  

presente che (A -t- B, D) ~ (AB) + (BD), (a + [3, ~) - -  (a~) + (~). 

1~ d 'a l t ronde solo iz~ base a tat criterio che si pub parlare se~tz'ambiguith 

del cicto di V associato ad una cu;'va riducibil.e di F. 

Ci5 premesso, suppongasi c h e l a  A, irriducibile, sia ~'eale. II ciclo :¢ coinci- 

der~ mater ia lmente col suo trasformato :¢' mediante S; ma poich6 ~ e rieman- 

niana di A, la trasformazione iudotta ivi da S 6 inve;'sa, oude, con riguardo 

alle orientazioni, sar~t rigorosamente £ - - = - - a .  In altre parole, secondo la 

nostra terminologia, a 6 un ciclo immaginavio puvo della V. 

La  conclusione sussiste anche se A 6 riducibile; e per persuadersene 

basta aggiungere ad A una B irridueibile e reale, ad es. la sezione di F con 

una forma reale d 'ordine abbastanza elevato, per guisa che nel sistema li- 

neare t A + B  I esista qualche curva C irriducibile e reale (23). Invero allora, 

col solito significato dei simboli, si ha 7 = a + ~ ,  ~ ' - - - -  ~, Y ' ~ 7 ,  7 ' - - ~ ' + ~  ', 

quindi a' - -  - -  ~. 

Invece se A 6 qualunque (ma effettiva) in V, ed .4 6 la curva coniugata, 

i due cicli a, a son trasformati materialmente uno nell 'al tro da S, per6, con 

riguardo alle orientazioni, 6 : ¢ ' ~ - ~ a ;  bastando per ci6 osservare the  la 

curva A + A  6 reale, quindi il ciclo ~ z + a  6 trasformato da S nell 'opposto, 

(~) V e d i  la  no ta  (~). 
(-2~} U n  s i s t e m a  l i n e a r e  r e a l e  p u s  n o n  c o n t e n e r e  c u r v e  reali~ m a  q u a n d o  n e  c o n t i e n e  u n a  

ne  c o n t i e n e  infinite~ t r a  cui  v e  n ' ~  ce r to  di  i r r i d u c i b i l i  se  lo ~ il s i s t e m a :  e qu~ u n a  c u r v a  
r e a l e  ~ la s t e s s a  A + B. I n  argomento~ cfr .  loco cit .  (i), ~, n. 2. 
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il che appunto si verifica quando £ = - - a ,  non quando £ = a .  In conclusione 

si ha dunque che :  

Una curva  reale della supe~'ficie F b rappresen ta ta  entro alla ~,ieman- 
n iana  V da un ciclo immagina~'io puro,  e due curve coniugate son rappre-  
sentate da due cicli ciascuno dei quali  b omologo al l 'opposto de l l 'a l t ro .  

10. Part iamoci  ora da ~ curve  C~, C 2,..., Co, , costituenti una base (complessa) 
sulla superficie F. Per  quanto non sia s tret tamente necessario, supponiamole 

scelte nella maniera  pifl generale,  quindi suscettibili di var iare  in sistemi 

linet~ri infiniti di dimensione v iv tuale  positiva~ eec. 

L e  c u r v e  ,'eali C , - t - e l ,  C~-~-C2,..., C8-[-C~, 11011 sPd'anl]'O, il] generale, 

tutte a, lgebricamente indipendeati,  ma di tall se ne potranno trovare al pifi I, 
siano le prime, per guisa che ogni altra sarg a lgebrieamente  dipendente d~ 

esse. Posto Ai --- C~ -t- C, (i - -  I, 2,..., l), basra r ipetere uu ragionamento del n. ° 7 

per  dedurne che A j, A.2,... , Az dgnno su F una base veale (cio6 per  le curve 
~'eali) onde l altro non 8 ehe il numero  base reale ~. 

In dettaglio, se D 6 mm eurva  (effettiva) reale di F, la relazione 

t~D ~__ ),i Cl -t- X~U~ + ... + X~Cp, 

ehe ne esprime la dipendenza dai C~ suss is te  assieme alia 

x,< +  ,cL + . . . +  

fra le curve  coniugate, e dalle due, sommando, discende 

2~tD-=~---- )q(C, -+- C,) + ),2(C2 + C2) + ... q-  ),o(Co -I- C~), 

donde, posto che tutte le Q i - I - ~  dipendono dalle Ai, si trae la conclusione. 

Ora ripristiniamo su F una base complessa includente  le A~ aggregand 0 

a queste certe  a - - ~ - - ~  curve B~, B.2,..., B: scelte adeguatamente,  ma per il 

resto nel modo pifi generate;  ed indicate, al solito con B~,..., B: le coniugate, 

mett iamo in evidenza che le curve  reali Bt-+-Bt  dipendono dalle Ai scrivendo 
le relazioni 

(14) t~t(Bt q- f3t)-~),ttA, q -  ~.t2A~ -1- ... q -  ).t-~A 7 (~4), ( t =  1, 2,..., z) 

con ?t =1:: O. Passando ai eorrispondenti  cicli ~ ,  ~t, ~t della V, avremo intanto, 

(.~4) P e r  la man ie ra  genera le  con cui furono scelti  i Cj, Bt ~ da escluders i  che sia neces- 
sario agg iungere  ai due  membr i  una  s tessa  curva  E, t h e  del  resto n~-n da rebbe  alcun incomodo. 
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perch6 le Ai soil reali ~ ' - - -  a~ ed inoltre, per quel che s '6 visto ~ t ' = -  ~t onde 

dalle (14) si dedurranno le omologie 

(15) ~tt(~t - -  ~t') = )'tt ~ ,  -4- ~t2c¢.2 q-- ... q -  ) ~ t ~ 7  

ed anche, dopo aver  moltiplicato'i due membri  per  2, e tenuto conto che ¢z~----~, '  

(16) 2~tt~ t - (Xt,o¢ ~ -f- .,. 4 -  Xt~cc~y ) = 2~ t~ t '  - -  (Xt,o¢ ~' - I-  ... ,-4- X t ~ ' ) .  

Queste vengono a dire che i z cicli algebrici 

(17) 7t  : 2~tt~t - -  (~tl~¢i %" " " - 4 - ) , t ~ g~ ) ,  ( t :  1, 2,.. . ,  z) 

son trasformati iu eieli omologhi da S, vale a dire son reali; e d'al tronde,  

come mostrano le (17)7 essi posson sostituirsi ai ~t7 ci06 presi assieme agli a~ 

d~nno uu sistema di p eicli algebrici indipendenti ,  su cui la simmetria S oper a 

colla sostituzione 

(18) 0 ~ { - - = - - ~ ,  Y t ' : Y t  (.~5), (i___17 2,... ~; l = l ,  2,... 7 o). 

Ogni ciclo algebrico $ 6 pertanto dipendente dagli at~ ~'t~ cioe legato ad 

essi da un 'omologia  

(v:4:O) che, trasformata mediante S, d/~, a norma delle (18) l 'a l t ra  

ed infine sommando porge 

(19) v(~ A- ~') --- 2F~7~ -t- 21-%y~ q- ... + 21~o7o. 

In particolare se ~ 6 reale si ha ~ = ~ '  ed allora la (19) dimostra che 

dipende dai Tt. Resta cosi provato che ogni cielo algebrico reale di V di- 
pende dagli analoghi cicli indipendenti  7~, 7~,..., 7~, quindi che i cicli alge- 
bvici portano al numero h conlributo o - - ? -  ~, c. d. d. 

Terminei 'emo notando che l ' i nvar ianza  assoluta del carat tere x =  

= ~ ( R ~ - - Z ) +  9 - - $  (nel campo reale) pub ill  generale desumersi,  oltrech6 

dal suo significato, anehe dal valutare l ' influenza che l ' introduzione di curve 

(~) Si noti  che ad  u n  ciclo algebrico reale ~(yr ~ y) n o n  p u b  corrispondere su  F u n a  
curva  ef fet t iva £. Difatt i  detta y la coniugata, sarebbe y ' ~ -  ~7 quindi  y-4-T ~ 0 ed allora 
alla curva  ef fet t iva r q P corr isponderebbe un  ciclo hullo7 il  the  ~ assurdo (]-JEFSCHETZ~ ]OCO 
cir. (~)~ Cap. II7 n. 6). Invece  ad una  curva  v i r tua le  come la A -  A corrisponde effet t ivamente 

tin eiclo ~ - -  :c ~ ~ -4- u' re~le. 
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eccezionali di 1 ~ specie ha sulla relatiw~ espressione;  bastando, allo scopo, 

osservare,  che per  l ' i~ tervento d' una (nuova) curva  eceezionale reale~ tutti i 

humeri  R2, Z, p, ~ aumentauo d ' una  unit~; mentre  l ' introduzione di due 

curve  eccezionali immag ina v i e  coniugate non altera Z, produce in p l 'au-  
meuto d 'una  uuit~ ed in R2, ~ quello di due unit~. 

§ 5. E s e m p I  e c o n t r o l l l .  

11. Per  i w r I  casi relativi  alle superficie raz ional i ,  r inviamo ai lavori 
ricordati. Qui esamineremo i seguenti  casi nuovi : 

a) Rigate  i r r a z i o n a l i  di  genere  q. - -  Ci riferiremo ad un~ rigata 

reale F d 'uno spazio Sh pr iva di curve eccezionali di 1" specie (e di punti 

multip~i). II re.lativo genere  geometrico ~ hullo, quindi si deve avere  

z = R~ - -  2(~ - ~). 

Poich~ su F la base 4 costituita da una generatr ice e da una sezione 

iperpiana, ent rambe curve  reali (26), cost si ha p--~----2;  d 'a l t ronde I - - - - 4 q ,  
R~ -~- I - t - 4 q  -~- 2 - -  2, e pertanto secondo la formula dev ' e s se r e  Z---  2. 

Di fatto la F consta d' un certo numero ~ ~ 0 di falde (eguale al numero 

dei rami della sezione iperpiaua) ciascuna delle qu~li ha la connessione d' una 

quadrica rigata, vale a dire 2. E tal valore ha pure la connessioue totale Z 

come risulta dal l 'espressione che la definisce (eft'. anche (~B)). 

b) Super f ic ie  delle coppie ord inate  di  p u n t i  d" una  curva  reale  C di 
genere p ( ~  0 ) . -  D ' u n a  tal superficie si possono considerare due modelli 

reali (I), (I)', distinti per  trasformazioni birazionali reali, e legati alle sim- 
metrie (~7) (p, Q)~(Q, p), (p, O ) ~ ( p ,  Q). 

Nel citato lavoro abbiamo trovato, mediante investigazione diretta, che 

Z - - 2 p  per la (I), e Z ~  2 per la (I)'. Verifichiamo con tall valori la formula 

Z - - - R ~ -  2h, determinando il valore di h ed attr ibuendo ad R., il valore noto 
4p ~ ~ 2 (2s) ; dovremo t rovare  nei due casi h ~ 2p* - -  p -!- 1, h : 2pL 

0 v e  poi si tenga presente,  che, supposta la C a moduli generali, si ha 

p - - -2  (*~), mentre  ~ vale r ispet t ivamente 1 e 2 in quanto nel primo caso i 

(26) L a  genera t r ice  pub anche non esser  reale,  ma alopartiene ad  un s is tema a lgebr ico  
reale, i l  che ~ equivalente .  

(27) Ved i  i l  l avoro  ei tato (~), n. 5. 
(2s) Vedi ,  anche per  i cicli  {20), LEFSCHETZ, 1OeO cir. (o), Cap. I I I ,  § V I I .  
(29) F. SEVERI~ Sulle corrispondenze fra i punt i  d 'una curva algebrica, ecc. [Memorie 

de l la  It .  Ace.  di  Torino, 64 (1903), pp. 1-49], t )a r te  2 a. 
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due fasci unisecauti sono immaginar i  coniug~ti, nel secondo reali, si vede the  
risulter'h r ispet t ivamente z ~---2p "2- p, ~-~-2p ~, di guis~ che, come avvertito, 

i valori di z saranno affatto diversi. 
Designata con R la r iemanniana  di (5, con 7~, ~ ( i - -1 ,  2,.., 2p) due sistemi 

di cicli indipendenti  (ma non necessar iamente p~'imitivi) di R, e con P, Q due 
punti ivi fissati, si possono considerate  in V gli R.~ cicli a due dimensioni 
indipendenti indicati dalle 

(20) M---(P, R), N - - ( R ,  Q), r~_ (~ ,~ ,  ~k), (i, h ~  l, 2,..., 2p), 

con o.vvio significato dei simboli. 
0 r ien ta ta  la R, lo sono senz'altro i cicli M, N; le orientazioni dei I'~h si 

fisseranno nel modo seguente :  Scelto su ¥~ un punto Hi, e su ~h un punto Kh, 

si considerino su P~k i due cicli (orientati perch6 lo sono i Yi, $i,) ci--(Tt,  Ka), 
da---(H~, ~,) che s ' incontrano nel punto (Hi, Kh), indi si orienti P~t, in modo 

che quel punto porti al nume;'o algebrico (c~, dh) contributo -1-1. 

A questo punto conviene procedere separatamente  : 
b~) Primo modello. Scelti come ~i i coniugati dei ~'~, si vede facilmente, 

tenendo conto del modo come vennero fissate le orientazioni, che la sim- 

metr ia  S di V produce sui cicli (20) la sostituzione 

(21) M'-----N, N'-----M, F' i ~ - ' -  - -  Fki~  

onde si ottengono subito i cicli reali indipendenti 

M - - N ,  Fia--  F~i (i ~ k), 

e coll 'aiuto delle (21) si trova che ogni altro ciclo reale a due dimensioni di V 

da essi. Dunque h : l  + ( ? ) - - 2 p ~ - - p + l  come previsto. dipende 

b~) Secondo modello. Si scelgano i ~'i in modo che ta s immetria s di R 

immagine del coniugio di C produca su essi la sostituzione 

Y~'--Yi, y , ~ _ y j  (3o), ( i - - 1 , 2 , . . . , p ; j ~ p - + - l , . . . , 2 p )  

ed i ~ identici ai ~'t; allora si trova c h e l a  sostituzione indotta da S sui 

cicli (20) 
(22) M ' - - - - M ,  N ' - -  - N ,  r' F' - - - -  = r , k ,  rs  - r , . , ,  

dove gl ' indici i, h assumono valori entrambi non maggiori  o maggiori di p, 

(30) Cfr. loco cir. {~9}, Memoria  I ,  pr ime r ighe del  n. 3. Qui nul la  impor ta  aver  cicli n o n  

p r i m i t i v i .  
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e gl ' indici r, s i r imanenti .  :Ne viene che stavolta il sistema fondamenta le  

p e r  i cicli algebrici  real i  ~ dato dai P~a, talch~, conformemeute alla previ- 

sione, si ha  h - - 2 p  ~. 

c) Superf ic ie  delle coppie non ordinate  di p u n t i  della curva  prece- 

dente.  ~ Se la. C ~ a moduli generali,  si ha un solo modello reale tF corri- 
spondente alla s immetr ia  (P, Q ) ~ ( P ,  Q), che supporremo privo di curve  ecce- 
zionali. La connessione totale Z della sua parte reale ,  determinata  diretta- 
mente  nel lavoro test~ ricordato, ha il valore p - I -1 .  

Per  la nostra W si ha I - - 2 p  ~" - -  5p - -  1 (.~t), q__~p, quindi R ~ - - 2 p ~ - - p - ~  l ; 

inoltre ~ --- t~--  1, onde si dovrh t rovare h - -  ~--- 2(P). 
\ - - /  

Scelti come in b ~ ) i T ,  , ~,, si hanno adesso in V gli R~- - -1 -~ - (2 : /  cicli 

a due dimensioni indipendenti  indicati dai simboli 

M - -  (P, R), r~h ---~ (?~, ?h), 

dove ad i, k si diano i valori deile combinaz ion i  binarie degli elementi  1, 
2,..., 2p; e la sostituzione su essi indotta da S 

M ' ~ - - M ,  r '  - - r ~ ,  r '  - - - r , . , ,  
i k  ~ r8  

gl'indici variando come helle (22) (col l 'avver tenza che ora l~fa---Fai). Il 

sis tema fondamenta le  per  i cicli algebrici  real i  ~ dato dai ria,  che sono 

appunto, come previsto, in numero di 2(P). 
# t 

_Padova, febbraio 1928. 

(ai) F. SEVERI, Sulle superfivie the rappresentano le topple di punti d' una cu~'va alge. 
br/ca. [Atti della R. Acc. di Torino, 38 (1903)]~ n. 6. 

A n ~ a l l  d i  M ~ t e m a t ~ ,  Serie I V ,  Tome V. 41 


