Sulla connessione delle superficie algebriche reali.

Memoria di ANNIBALE COMESSATTI (a Padova)

Tra i risultati delle mie passate ricerche sulle superficie razionali reali (*),
si segnala, quasi a mo’ di conclusione, la formula

(N I+ Z=2p— 1),

che lega I'ordine di connessione {otale Z d’una di quelle superficie, cioé della
sua parte reale (composta di una o piu falde) al relativo numero base reale p
ed all’ invariante I di ZEUTHEN-SEGRE.

Il carattere sintetico della (1), conferitole dal pregio di superare tutte le
distinzioni, pur abbastanza complesse, inerenti alla classificazione delle super-
ficie razionali nel campo reale, m’induceva, fin da allora, a prevedere la pos-
sibilitdh di far rientrare quella formula in una relazione pil generale walida
per lutte le superficie algebriche reald.

Il presente lavoro vuole appunto confermare tal previsione, mostrando
che per ogni superficie algebrica reale F della quale con p, g si designino i
due numeri base, complesso e reale, e con R, ordine di connessione bidi-
mensionale (viferito, ben s intende, alla réiemanninrua V), si ha

(2) Z< Rz - 2(? ‘“ P);

potendosi scrivere U eguaglianza almeno quando tutti i cicli a due dimensioni
della V sono algebrici, cioé F & priva d’ integrali doppi di seconda specie (°);

(!) Vedi le Memorie, =) Fondamenti per ln geometria sopra le superficie razionali dal
punto di vista reale [Mathem. Annalen 73 (1912) pp. 1-72], B) Sulla connessione delle superficie
ragionali reali [Questi Annali (3) 23 (1915) pp. 215-284]. Lia dimostrazione della (1) & in 8), § 6.

(") Ricordiamo che, per una formula di Prcarp, il numero p, deglintegrali doppi &i
2% specie vale B, — p; quindi se tutti i cicli bidimensionali di V sono algebrici (B, =) si ha
po="0 e viceversa. 1/ espressione di p, trovasi nel trattato di E. PrcArp-G. SiMaRT, Thdorie
des fonctions algébriques de deux variables indépendantes [Paris, Gauthier-Villars (1897.1906}],
T. 29, Cap. 12° n. 18, e, sotto la forma qui ‘seritta, nella monografia di 8. LerscurTz, I/ Analysis
situs et la géometrie algébrique [Paris, Gauthier-Villars (Collec. Borel) (1924)] Nota I, n. 15,
alia quale (Cap. IV, segnatamente §§ VI, VII) rinviamo anche per quel che riguarda i cicli
algebrici. Si osservi poi che quando p, =0{R, =5} la (2) pud scriversi Z =25 —op,
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in particolare per tutle le superficie di genere geometrico zero (*). Nel caso
delle superficie razionali, appena si ricordi che p=R,=I+2 (%), si vede
che la (2) si ridace alla (1),

La conclusione enunciata vien qui raggiunfa attraverso ad un’ analisi, abba-
stanza intima, dei rapporti topologici che intercedono tra la riemanniana V
di F, e la varietad, pure a quattro dimensioni, W, immagine delle coppie di
punti associati, in V, dalla simmetria § che ivi rappresenta il coniugio di F.
Quest’ analisi conduce prima alla relazione, pure notevole

) Z=R,— 2h,

nella quale A esprime il massimo di cicli a due dimensioni reali (cioé tra-
sformati in cicli omologhi da &, della V,) tra di loro indipendenti, cioé il nu-
mero analogo ad R, per i cicli reali; e dalla (3) si perviene alla (2) precisando
il contributo portato al numero % dai cicli algebrici, ch’é appunto p — . Resta
cosi precisato anche il significato della relativa deficienza, cioé dell’intero
T=h—(p —p) per cui»

4) Z=R,—20p —p+m),

e precisamente si vede ch’esso eguaglia il massimo numero di cicli a due
dimensioni reali, indipendenti tra di loro e dai cicli algebirici, che posson
considerarsi entro alla V.

Ulteriori studi intorno a questo carattere t, potranno condurre a defermi-
nare maggiormente la (2). Comunque, & certo che si tratta d’un invariante
(assoluto) reale, cioé non esprimibile mediante i soli invarianti complessi
della F, giacché due diversi modelli reali (relativi a simmetrie non equivalenti)
delle superficie d’ una stessa classe complessa, possono dar luogo a valori affatto
diversi per 1. E quel che mostro alla fine del lavoro sopra opportuni esempf,

(}) Secondo un teorema fondamentale del Lmrscurrz (cfr. loco cit. {3), Cap. IV, § VII}
i cieli algebrici son caratterizzati dall’ annullarsi dei relativi periodi degl infegrali doppi di
prima specie; quindi, se p, = 0, mancando addirittura tali integrali, tutti i cicli sono algebrici.
Non & ancor certo se, vieeversa, una superficie priva d’integrali doppi di 2 speeie sia anche
priva @’ integrali doppi di 1? specie (p, = 0), ciod se possano esistere integrali doppi di 1* specie
coi periodi tutti nulli (impropri). Cfr. 8. LerFscHETZ, On certain numerical invariants of alge-
braic varieties, with application to abelion varieties, (Prix Bordin, 1919) [Trans. of the Amer.
Math. Soc. 22 (1921) pp. 327482}, n. 26; F. Severi, Conferencia general sobre la geometria
algebraica [Revista Mat. Hispano-Americana (1926) n. 8].

() La B, = I+ 2 rientra nella formula generale di PICARD-ALEXANDER, By —1I + 4g + 2
(g érregolarita di F). Cfr. Lerscuerz, loco cit. () Cap. 111, n. 10. Per la p =1+ 2 vedi la
Mem. cit. (') B), § 6, od anche F. Severr, Sulla totalita, delle curve algebriche fracciate sopra
una superficie algebrica [Math. Annalen, 62 (1906) pp. 194-223] n. 13.
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che, riferendosi a superficie la cui connessione fotale Z & stata determinata
direttamente (*), danno anche, con altri, un multiplo controllo delle formule
ottenute.

Anche in queste ricerche, relative ai problemi di realtd per le superficie
algebriche, si rivela la feconditd della teoria della base, dovuta al SEVERI,
specie ora, che, attraverso al LEFSCHETZ, sono stati annodati intimi rapporti
fra quella teoria e 1 analysis sifus.

§ 1. Preliminari sulle riemanniane delle superficie
algebriche reali.

1. Sia F una superficie algebrica reale, appartenente ad uno spazio qua-
lunque, dotata d’un certo numero m (eventualmente nullo) di falde reali
F, F,. F,.

La distinzione fra le varie falde resta preecisata senz’ambiguitd, qualunque
siano le singolarith di I, ricorrendo ad una {¢rasformata reale F' di F priva
di punti multipli, per cui la distinzione stessa si pone in modo evidente.

E pure pressoché evidente la possibilita di sciogliere la singolarity di ¥
mediante una (rasformazione birazionale reale. Comungue, ecco come si
pud procedere: Supposto dapprima che F non sia razionale né riferibile a
rigata, la si muti anzitutto in una F” di §, priva di punti multipli e di curve
eccezionali, senza preoccuparsi della realta della trasformazione; e si dica s
la siminelria (trasf. antibirazionale involutoria) di F”, immagine del coniugio
di F. Il sistema lineare |4 + A’| individuato su F” da una sezione iperpiana
e dalla sua trasformata A’ mediante s, & mutato in s& da s e dotato di curve
unite, onde si puoé riferirlo proiettivamente al sistema degl iperpiani d’un S,
in ‘modo che all’antiproiettivitd indotta fra i suoi elementi da s corrisponda il
coniugio di quello spazio (°). Tenendo conto che la s non ha punti fondamen-
tali su F'” in quanto questa & priva di curve eccezionali(’), si vede che cosi
si passa ad una F' priva di punti multipli riferita senza eccezioni ad F” ed
in corrispondenza birazionale reale con F.

() In un lavoro, Sulle riemanniane algebriche, in corso di pubblicazione nei Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo,

(¢} Cfr. loco cit. (*} %), nn. 8, 12,

(") SBe una trasformazione antibitazionale s, ’una superficie ® di S, in se stessa, muta
un punto P in una curva v, questa ¢ eccezionale nel senso ordinario della parola. Difatti se k
& il coniugio di S, @ la superficie coniugata di @, P il punto coniugato di P, la ks & una
trasformaszione birazionale di @ in ® che muta P in y.
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Se la F & razionale o riferibile ad una rigata, non si pud escludere sulla
F” priva di punti multipli !’ esistenza di punti fondamentali per s; ma essi si
potranno far sparire ad uno ad uno trasformando F” mediante il sistema di
tutte le forme d’ordine abbastanza alto passanti per il punto che si considera,
e dopo ¢id si sard ricondotti al caso precedente (*).

Indicheremo con Z,, Z,,..., Z,, gli ordini di connessione delle falde F,,
F,,.., F, di F. Il numero z:_—ffzi_ 2m - 2 si dird ordine di connessione

i=1
totale della superficie (°).

Per fissare senz’ ambiguita i valori delle Z; giova anche qui il riferimento
alla F', purché su questa si ripristinino le curve eccezionali (di 1° specie)
della F. La possibilita di tal ripristino mediante una trasformazione birazio-
nale reale che non introduca singolarith & manifesta, dal momento che su F
quelle curve son reali o a due a due coniugate e quindi devon dedursi da
punti reali o da coppie di punti coniugati della F' (*°).

D’ altra parte quel ripristino & necessario perché la connessione delle falde
di F' sia fissata in modo confacente alla F e perché resti individuata senza
ambiguitd la connessione bidimensionale della riemanniana ¥V che andiamo a
considerare (!%).

La superficie F’ cosi modificata 1'indichera con @, e le sue falde con @,
?,,. 9,

2. Trasportiamoci ora alla »iemanniana V di F ch’é ormali definita topo-
logicamente in modo preciso, come |"ente i cui elementi {punti) sono in cor-
rispondenza biunivoca, continua, e senza eccezioni, coi punti reali e complessi

(&) Avvertasi che F pud possedere linee o punti isolati reali, ma in ogni caso multipli e
di molteplicita pari; perd in senso invariantive quei punti o i punti di quelle linee non devon
considerarsi come reali, in quanto spariscono sulla F'. ,

(®) Cfr. loco cit. (*) ) n. 8. Notiamo che la nostra definizione per I'ordine di connessione
d’una falda & in pieno accordo con quella generale del Lmrscurrz (loco cit. (%), Cap. I, n. 6)
relativa agli ordini di connessione di varietd qualunque, ai quali si riferisece la formule di
Eulero generalizzata (ibid., n. 8) sotto la forma che poi dovremo applicare.

(19) 11 caso delle superficie razionali o riferibili a rigate domanderebbe gualche comple-
mento su cui crediamo di poter sorvolare. Ad ogni modo il primo & esaurientemente conside-
rato al n. 13 della Mem, B) citata in (%).

{#1) 8i ricordi (loco cit. {!) §), § B) che mutande un punto d'una falda in una curva ecce-
zionale se ne allera la connessione e che la V non & individuata di fronte alla relazione
domeomorfismo se non quando su F & fissato il regime delle curve eccezionali (quindi gb’in-
varianti relativi).
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di ®. Al coniugio di ® (e di F) corrisponde in V una simmetria §, cioé¢ una
trasformazione involutoria, dappertutto biunivoca e priva di punti fondamentali,
che possiede m superficie V,, V,,.., V,, luogo di punti uniti, immagini delle
falde ®@,, quindi omeomorfe ad esse, omogenee, chiuse, prive di singolariia
e di punti comuni.

Notoriamente la V & bilalera, quindi possiamo supporla orienfala, fissan-
done la faccia positiva, o, ¢i6 ch’é lo stesso, il verso positivo d’ui’ indica-
trice (quindi di tutte le altre). Ricordiamo che per indicatrice orientata rela-
tiva ad un punto P ¢ intende una piccola cellula (pentaedro) contenente nel
suo interno P, per i cui vertici sia fissata la classe delle permulazioni
positive,

Se I’ ¢& il punto di V associato a P da §, ad una indicatrice positiva di
P resta associata un’indicatrice relativa a P’ che pud avere il verso positivo
o ’opposto. Vogliam far vedere che, conérariamente a quel che ha luogo
sulle superficie riemanniane, la nuova indicatrice ¢ ancor positiva, cioé che
la simmetria S é una trasformazione dirella per la varieta V.

La divergenza fra i due casi bi-e quadri-dimensionale si rivela chia-
ramente mnegli esempi eclementari relativi alle riemanniane della retta
(= + 1y) e del piano 2, w(w =1wu + {v). Nel primo caso si pud assumere
come riemanniana il piano oy (non disturbando I eccezione all’infinito) ove il

coniugio di z & rappresentato dalla simmetria gy’ = - y rispetto all’asse z,
nel secondo lo S, reale x, ¥y, uw, v, ove si ha analogamente la simmetria
Yy = - y, v = — v rispetto al piano y = v=0. Due indicatrici (triangoli, risp.

pentaedri) associate sono, nel primo caso, conéravesrse, nel secondo equiverse,
perché i determinanti

{9’}@-, Y, lt 1"’66')-'?/!'9 11 (i=1;27 3)

’wi, ?/u Uiy Uiy ll |wu_yiyul,"‘vi; 1[ (i=1>27 3; 47 5)7

hanno segno contrario nell’ uno, segno eguale nell’aliro.

Quando la F ha punti reali, si pud sempre ricondursi al caso del piano,
bastando limitarsi a considerare 1’ effetto di S sui punti prossimi ad un punto
unito, ed osservare che I’ éntorno complesso d’un generico punto reale di F
puo riferirsi biunivocamente all’ analogo intorno d’ un punto reale d’un piano =
per proiezione da un punto reale 0. Qppure si pud osservare che, in V, la S nel-
Vintorno d un punto (unito) d’una delle superficie V; ha il carattere d’un’omo-
grafia involutoria di §,, quindi, atfesa la dimensione di V,, d’ una simmelria
rispetto ad un piano, che, come s’ & visto, & una trasformazione diretfta.
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Ad esuberanzc valga infine la seguente dimostrazione, indipendente dal-
Iipotesi che F contenga punti reali:

Si fissino su F, com’é sempre possibile, due curve algebriche reali C, D
che abbiano due fra le intersezioni p, p’ immaginarie coniugate, ad esempio
le intersezioni di F con due forme reali del relativo spazio opportunamente
scelte; e siano v, 3 i corrispondenti cicli a due dimensioni di V segantisi nei
punti P, P associati in S. Per un teorema di LEFSCRETZ, orienfati opportu-
namente v, 3, il numero effettivo (aritmetico) delle loro intersezioni coincide
col numero algebrico (y, 3) di KRONECKER-POINCARE (*?), onde ciascuno dei punti
P, P porterd quest’ ultimo contributo + 1. Pertanto se PQR, PST, son due
indicatrici positive di v, 8, sara PQRST uw’ indicatrice positiva della V (*3).

Ma sul ciclo y, c¢h’é riemanniana di C, la simmelria indotta da S (imma-
gine del coniugio di €) & una trasformazione énversa, quindi detti ', R’ i cor-
rispondenti di @, R, sarda P'R'¢/ un’indicatrice positiva di v ed analogamente
P'T'S uwnindicatrice positiva di 3; onde per il fatto che anche I’ porta a
(1, &) contributo -+ 1, la P’R'QT'S sard un’indicatrice positiva di V. Dopo cid
basta osservare che la permutazione PR QTS & della stessa classe della
PQRST relativa all’indicatrice trasformata di PQRST mediante S per con-
cludere che anche quell’indicatrice & positiva per V, ¢. d. d.

§ 2. Rappresentazione della riemanniana simmetrica 7, sopra
una varieta doppia W. Relazionc fra i cinque ordini di
connessione »,, »,, R, B,, Z,

3, Indicheremo con W l'ente a quattro dimensioni i cui elementi (punti) rap-
presentano senza eccezioni le coppie dei punti di V associati in S. La varielda W
& topologicamente ben definita, e non ha interesse fissarne un qualsiasi modello.

Le varieta W, ¥V son legate da una corrispondenza (1, 2), T, che ha su W
come elementi di dirammazione m falde W, riferite biunivocamente senza
eccezioni alle V¥, (ed alle falde F; di F) quindi omeomnorfe ad esse, prive di
punti multipli e di punti .comuni, ecc.

Proviamo che anche lu varietd W é bilatera (**).

(**) LerscuETZ, loco cit. (*), Cap. 11, n. 6.

(13) Ibid., Cap. 1, n. 12.

{14} Invece nell’analogo caso relativo alle curve, & noto da KrLgix e WEICHOLD che la
superficie W é unilatera o bilafera. u seconda che V (colla simmetria S) é diasimmetrica od
ortosimmetrica. Cir. F. KLEIN, Riemann’sche Fldachen {Leipzig, Teubner (1906) Parte 3%, 1, B,
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Sia P un puuto di W, immagine della coppia P, P,. di V, o un camiino
chiuso qualungue di W che parta da P e vi ritorni, J wn’ indicatrice (orien-
tata) di W relativa a P. Si tratta di far vedere che, quando un punto @ di W
descrive o in un verso a partire da P portando seco la J, quell’indicatrice
noty pud mali, al ritorno, risultare invertita.

Alla J corrispondono in V due indicatrici J,, J,, relative a P, ,P, e tra-
sformate ’una nell’altra da S. Poiché S é diretta, le J,, J,, saranno equiverse,
ad es, entrambe posilive per V.

Cio pretnesso, e supposto inoltre, com’é lecito a meno d’ una piccola
deformazione, che o non incontri le W, (del resto tale ipotesi non & essen-
ziale) posson darsi due casi:

a) Al ritorno di @ in P 1 due punti corrispondenti §,, @,, che partono
da P,, P, ritornano pure alle posizionl iniziali; allora a o corrispondono su V
due cammini o, o,, distinti, e privi di punti comuni, I'uno descritto da @,
I'altro da €,. Quando @, descrive o,, l'indicatrice J, associata ad J ritorna
in P, col verso iniziale perché V ¢ bilatera; dunqgue lo stesso accade di J
al ritorno in P.

0y I due punti /°,, P, ritornano scambiati tra di loro; allora mentre @
descrive o, @, descrive un cammino aperto o, coll origine in P, e 1’ estremo
in P,. Durante il percorso lindicatrice J, relativa a @, ed associata ad J
resta. sempre positiva per V, dunque all’arrivo in P,, si trova concorde
con J,; e cio viene a dire che J al ritorno in P ha ancora il verso di partenza.

Infine & ovvio che anche la W é chiusa, dal momento che le W; essendo
superficie, non possono produrvi [frontiere.

4. Immaginiamo ora tracciata su ciascuna W, una triangolazione A; con
af) vertici, of” lati, «f facce, e ricordiamo che per la formula di EULERO a
cui pud affidarsi (anche se W, é unilatera) la definizione di Z; si ha

(5) o) —af) 4 o =2 — 7,

Fissiamo poi anche in W una friangolazione A, cioé una decomposizione
in cellule (senza punti interni comuni, ecc.) che conlenga le A;, cioé abbia
fra i suoi vertici, lati, facce a due dimensioni, quelli delle A; ed indichiamo
con Gy, &, ,.., a, i numeri dei relativi elementi delle diverse dimensioni.

nn, 3-5; G. WEICHOLD, Useber symmetrische Riemann’sche Flichen wund die Periodicitdtsino-
duln, ecc. [Zeitsch. ftir Math. u Phys. 28 (1883}, pp. 821-851] §§ 3-4. Per la volazione tra V
e W nel caso delle curve vedi anche il lavoro 5. n. b
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Ad una cellula K della triangolazione A corrispondono in V due cellule
K,, K,, che, come si vede subito tenendo conto della connessione semplice
di K, non hanuo punti interni comuni. La sovrapposizione pué presentarsi
soltanto per elementi di frontiera di dimensione non superiore a due, e pre-
cisamente si verifica per quegli elementi che corrispondono agli (eventuali)
elementi di K appartenenti alle A,.

Si vede cosl che A induce in V un’analoga triangolazione A’, e poiché
nel passaggio da W a V ciascun elemento s¢ sdoppia, meno quelli che appar-
tengono alle A, ne viene, che, indicandosi con A; i numeri analoghi agli a;
per la A’ sara

m m
A,=2a, A,=2a, A,=2a, -~Elocg;’, A, = 2a, —iioﬁg"*,

(6)

we -
4,=2a "Ef‘g)'

Se ora s introducono gli ordini di connessione R; (i =0, 1,..,4; R, =R, =1,
R, = R,) delle diverse dimensioni, relativi a V, e gli analoghi »; relativi a W,
e si combinano le relazioni

4 4 4
(D B(— 1Ay = Z(— 1Ry, E(-Drap=2(— )"y,
=0 h=0 h=0

-~
I DM
=]

seritte a norma della formula di FEulero generalizzata (), colle precedenti
(5) (6) e colla formula

®8) Z=37, - 2m +2,
i=1

che esprime |’ ordine di connessione totale di I in funzione degli Z,, si ottiene
la relazione fondamentale

©) Z= R, — 2, — AR, — 20 ().

(**} Cfr. LimrscHETZ, loco cit. (*), Cap. 1, n. 8.

(%) Se le W; mancano, ciod se F' non ha punti reali, le < della (5) devon porsi eguali
allo zero, ed allora si vede che la {9) sussiste ancora purch® si ponga Z—2. Circa 1'oppor-
tunity di attribuire convenzionalmente ordine di connessione 2 alle superficie per cosi dire
inesistenti (topologicamente) vedi la nota (1%} del lavoro citato in %)
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§ 3. Confronto tra le connessioni di J, W. Relazione R, = 2/,
tra le connessioni lineari, e prima forma della conclu-
sione.

b. Il secondo membro della (9) dipende oltre che dai caratteri topologici
R,, R, della V, notoriamente esprimibili mediante gli invarianti (assoluti e
relativi) di F, anche dagl’incogniti caratteri »,, », della W. Si pone pertanto
il problema di eliminare tali caratteri in base ad un’ulteriore analisi dei
rapporti topologici tra le due varietda V, W,

Sia C un ciclo, p. es. lineare della varieth V. Ksso potrad risultare dal
I"insieme di pitt parti, anche contate piu volte; ma in ogni caso mediante
una piccola deformazione e I’ aggiunia di segmenti percorsi nei due sensi, che
poi si scinderanno ciascuno in due archi distinti, si potrd ridurre € ad un
unico continuo orientato, tutto costituito da punti semplici. Analogamente
per i cicli a due dimensioni, salvo 'eventuale presenza d’ un gruppo discreto
di punti in cui il ciclo atéraversa se stesso, che non porta alcun pregiudizio
al seguito.

Sempre a meno d’una piccola deformazione si potra supporre che C non
abbia punti comuni (0 ne abbia un gruppo discrete se & a due dimensioni)
col suo corrispondente C’ secondo S. In tali condizioni é ovvio che I'insieme
dei punti di W omologhi (in T*) a quelli di €, & un ciclo y (orientato) di W
i cul punti sono in corrispondenza biunivoca con quelli di C e di €. Si dira
che v & il ciclo corrispondenie a C, oppure a C’; ed & pure ovvio che se ai
cicli C, D corrispondono y, 8, a C+ D corrisponde y -+ 2, ecc.

Partiamoci invece da un ciclo y di W, ridotto, come prima C, ad un
unico continuo orientato, ecc., e consideriamo in V la figura I' costituita dai
punti P,, P, omologhi dei punti P di y. E chiaro che possono darsi due casi:

a) Al variare di P su y i due punti P, P, descrivono due coutinui
distinti; allora questi son due cicli C, €’ di V associati in § e riferiti (ciascuno)
biunivocamente a y come sopra;

b) I punti P,, P, descrivono un unico continuo I’ in corrispondenza (2, 1)
con v e trasformato in sé da S. Allora la biunivocitd della corrispondenza
pud ristabilirsi contando due volte ciascun punto di y, o, meglio ancora, pro-
cedendo come segue: Con una piccola deformazione si muti I' in un ciclo T,
distinto dal corrispondente I'/ (in S) e si dica v, il ciclo corrispondente di W.
Si vede allora subito che nel passaggio da y a y, ciascun. punto di y si sdoppia,
restando le due parti (archi od aree) di y, prossime ad una parte di y concor-
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demente orientate; sicché in definitiva si pud dire che al ciclo T',, o, il che
& lo stesso, al suo omologo I, corrisponde in W il ciclo 2y (*").

Riassumendo, si ha che ogni ciclo C di-V (assieme al suo associato €’) ha
un determinato corrispondente y in W; inversamente, un y di W pud non
avere corrispondente in V, ma lo ha certo 2v.

6. Siano € e y corrispondenti nel senso ora chiarito, C’ I’ associato di C.
Premesso che per esprimere la relazione « omologo a » faremo uso del segno =
dimostriamo i seguenti lemmi :

A) S8e ¢ =0, anche y=20;

B) Se yv=0, C+ C"=0.

Ragioneremo per semplicitd nel caso dei cicli lineaii.

A) Se €C=0, esiste una superficie bilatera aperta @ di cui C costituisce
la frontiera. Ad Q corrisponde in W una superficie v pure bilatera riferita
biunivocamente ad & (potendosi supporre che @ sia distinta da Q' ed abbia
con essa in comune solo un gruppo discreto di punti) ed avente per orlo v;
dungue y =0.

B) Se y =0, si ha analogamente in W una superficie bilatera aperta v,
che potremo raffigurarci intuitivamente sotto la forma d’un disco avente per
orlo y. Considerando per ogni punto P di w i due punti corrispondenti P,, P,
di V posson darsi due casi:

b,) Al variare di P su », P, P, descrivono due continui distinti. Allora
clascuno di essi & un disco, omeomorfo ad w avente per orlo C, o (’; dunque
C=0, C'=0, ed infine C 4 C" =0.

b,) Al variare di P su h, P,, P, descrivono un unico continuo Q. Al-
lora @ & uua superficie bilatera, della forma d’un fubo avente per orlo C+4- C’;
dunque C+ C' =0.

Il carattere bilatero di Q si mette in evidenza facilmente, notando che,
orientata la w, in ogni punto P, di & & definita un’indicatrice positiva che &
quella corrispondente all’indicatrice positiva J di © nel punto P corrispon-
dente a P,. Né il caso che P, coincida con P,, cioé che P sia unpa delle
eventuali intersezioni (isolate) di w colle W, di luoge ad ambiguita, per quanto
ad J corrispondano due indicatrici J,, J, relative a P == P,; si traita invero
d’ indicatrici concordi perché la S ha, su Q, nell’intorno di P,= P, caratlere
diretto, non essendovi direzioni unite per P,.

{*"} Per gli scopi finali, se C e v son corrispondenti, & indifferente sostituirli con ecieli
omologhi. Ma nelle considerazioni del prossimo numero giova supporre che C e 7 siano effef-
tivamente corrispondenti, ciod associati dalla T.
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Importa poi precisar bene che la firontiera completa di Q é C - C, non
C — ¢, intendendosi che si parli di frontiera orientata ('*), altrimenti la
questione non avrebbe senso. Ora se ! orientazione di w é fissata in modo
che vy (col suo verso) ne sia frontiera orientata, detta BC un’ indicatrice posi-
tiva di v ed 4 un punto interno ad o e prossimo a B, C sard ABC un’indi-
catrice positiva di w; quindi col solito significato dei simboli saranno 4,B,C,,
A,B,C, indicatrici positive di Q aderenti a C, C'. Ma d’ altra parte B,C,, B,C,
sono indicatriei positive di C, €’ dunque la fronfiera orientata di & & proprio
C -+ €' come asserito.

7. Consideriamo ora due ordini di connessione associati (cipé del medesimo
indice) di V, W, che, sopprimendo provvisoriamente gl’indici, indicheremo
con R, 7 e proviamo anzitutto che » << R.

Fissiamo allo scopo, in V, R cicli indipendenti C,, C,,..., Cg della dimensione
desiderata, ed attribuiamo ai simboli y;, C; il solito significato. A prova del-
I agserto mostreremo che ogni ciclo & di W & dipendente da v,, Ysyus YR-

Difatti, se non 3, certo 23 & il corrispondente d’un ciclo D di V; e poiché
i C; danno una base su V, cosi si avra un’ omologia

(10) [LD«*F)\‘OI —l—).QCE*i—...—l—)kRCR:O,
dalla quale per il lemma A segue la
(11 208 4 Ay, -+ Ay, + oo+ Agyr =0,

che esprime quanto asserito.

Dopo cid & chiaro che il valore di » sarebbe pienamente determinato se
lo fosse il numero delle omologie indipendenti che legano i cicli v, 1,,..., Y-
Ora si vede che se ad esempio C/ = — O;, cioé se C;+ C/ =0, una di tali
omologie, &, per il lemma A4, y,+y;,=0, cioé 2y,=0, e cid6 suggerisce il
seguente precedimento che conduce a determinare, almeno in un certo senso,
il valore cercato, in quanto ne metfe in vista un significato importante :

Si considerino gli R cicli C; + C/, che la § muta in se stessi (in cicli
omologhi) e che percio, seguendo una terminologia introdotta altrove, diremo
cicli reali (**), e si supponga che fra essi intercedano R — & e non piu omologie

(*¥) Cfr. LiEFSCHETZ, loco cit. (}), Cap. I, nn. 8, 4, ed anche O. VesLEN, dnalysis Situs
(The Cambridge colloquium 1916) [Publ. by the Amer. Math. Soc., New York (1922)], Cap. IV,
nn. 10, 25.

{(*%} Vedi la prima delle Memorie, Sulle varietd abeliane reali. [Questi Annali (4) 2 (1924-25),
pp- 67-108, e 3 (1925-26), pp. 27-71], n. 3.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo V, 40
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indipendenti, di guisa che, sceltine opportunamente A, siano ad esempio i primi,
tutti gli altri sian dipendenti da essi. Posto 4,= C;+ () (i=1, 2,..., h) & facile
vedere che 4,, A,,.., A, danno una base per i cicli reali di V, cioé che ogni
ciclo reale di quella riemanniana dipende dagli 4,.

Ed invero se D ¢ un tal ciclo, legato ai €, dalla (10), trasformando me-
diante S e tenendo conto che D= D" si avri anche

pD 4 X, G + X, C) + ... + AgCr =0,
quindi sommando
(12 20D 4+ A (C, + C)+ 21(C, + Cy + ... + Ap(Cr+- Cr) =0,

da cui, ricordando che tutti i C;+ O/ dipendono dagli 4;, segue subito I’ asserto.
Indichiamo con «,, a,,.., o, i cicli di W corrispondenti agli 4;. Vogliam
provare che tali cicli ddnno una base in W, cioé che »=nh.
Intanto gli &; sono indipendenti, perché se fosse

Ao, - A, + . A0 =0,
risulterebbe per il lemma B
MA, + A+ M4, + 4,) o 4 M4, - 4,) =0,
ciog, tenuto conto che gli A; son reali e quindi 4,/ =4,
22,4, + 20,4, + ... + 22,4, =0,

incompatibile coll’indipendenza degli 4.

Sia poi § un ciclo qualunque di W.Se non @, certo 28 ¢ il corrispondente
d’un ciclo B di V, e poiché B+ B’ & un ciclo reale quindi dipendente dagli 4,,
cost sussisterd un’ omologia

B+ BY+ 1A, + 24, 4 ..+ K4 =0.

(con p==0) dalla quale per il lemma A (e ricordando che anche a B’ corri-
sponde 28) segue
4pf 4= Ao, + Aoy 4 o - Apap =0,

col risultato che ogni ciclo B di W dipende dagli «,. Ricordando il significato
di 2 si ha quindi in definitiva che:

L’ ordine di connessione r della varietda W é eguale al massimo numero
di cicli reali indipendenti, della relativa dimensione, che appartengono alla
riemanniana V.
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8. Non & consentito proceder olire senza separare i due casi fin qui acco-
munati, facendo appello a proprietdh di carattere piut specifico. Rivolgendoci
dapprima alla connessione lineare, per cui le circostanze si presentano piu

favorevoli, posto R, = 2q (q érregolarita di F) mostriamo che h = », :q:% .

Percio fissiamo in F, ¢ integrali picardiani di 1* specie u,, u,,..., %, indi-
pendenti e reali, e ricordiamo che i periodi d’uno di essi, presi lungo due
cicli €, (' associati in § sono coniugati, quindi quelli relativi ai cicli reali sono
reali (*°). Inoltre aggreghiamo ad 4,, A,,..., 4, altri R, —h=2¢g—h cicli B,,
B,,.., B,,—pn, in modo da formare una base per i cicli lineari di V.

Basta ora ragionare cosi: Se fosse b > g, quindi 2¢g — h < g, dai periodi
&’ una opportuna combinazione lineare a coefficienti reali « degli u,, relativi
ai cicli By, si potrebbero far sparire le parti immaginarie; e cosi si otterrebbe
un integrale coi periodi tutti reali. Se poi fosse h<Cg si potrebbe far si che
i periodi di #u relativi agli A;, e quindi a tutti i c¢icli reali di V fossero nulli;
ma allora, qualanque fosse il ciclo C, sarebbe nullo il periodo di u relativo
a C—+ (', quindi quello lungo € immaginario puro, ed in definitiva sarebbero
tnnaginart puri tutéi i periodi di u (**). In entrambi i casi si cade in assurdo.

In forza della relazione R, = 2r, !'espressione enfro parentesi a secondo
membro della (9) & nulla, onde, posto »,=~h, si ha col significato stabilito per
quel carattere

(18) Z=R, — 2h.

§ 4, Intervento dei numeri base e loro contributo alla con-
nessione bidimensionale A—17», di W. Seconda forma della
conclusione.

9. A formare ! insieme dei cicli a due dimensioni reali di V, contribuisce,
parzialmente o totalmente, la classe dei cicli algebrici. Ci proponiamo di
dimostrare che ¢l contributo di questa classe al numero h é espresso da p — p,
cioé che in V si possono trovare p —p e non pil cicli algebrici reali fra di
loro indipendenti. Ne conseguird che h=p—gp, e, posto h=p — g+ si
avranno le (2) (4) della prefazione coll’avvertito significato di .

Premettiamo alcune osservazioni sui cicli algebrici della riemanniana Ve
sui loro rapporti colle curve tracciate sulla superficie F.

(%) Vedi loco cit. (*?), Mem. 1%, nn, 1.3.

(%} 8i & ripetuto in sostanza il ragionamento della succitata Memoria, n. 2, e, con gualche
aggiunta, si potrebbe proprio ricondursi a quello.
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Siano A4, B due curve irriducibili di F, e supponiamo che il sistema
lineare |A + B| sia irriducibile ed infinito, quindi contenga qualche curva
irriducibile C; indichiamo inoltre con «, 3, v i cicli a due dimensioni immagini
di 4, B, C in V, orientati per ora in modo arbitrario. Tra «, B, v intercedera
certamente una delle omologie y==zo =3, ma non si potrad asserire ch’essa
sia proprio la vy =« + B finché ad « e § non si attribuiscono le orientazioni
che derivano per continuitd da quella di y, quando C, variando nel proprio
sistema lineare, va a spezzarsi in 4 + B.

E perd facile vedere, che, se le orientazioni dei cicli « immagini di curve
effettive 4, si fissano in base al ¢riterrio uniforme del LEFSCHETZ (**), secondo
il quale quelle orientazioni restan assegnate in modo che (orientata opportu-
namente la V) il numero effettivo (4B) delle intersezioni di due curve risulti
eguale al numero algebrico«(«B), allora quando sia C= A4+ B (o piu in
generale C= A4 -+ B) é sempre y==a + 3. Per persuadersene basta segare le
curve considerate con una curva effettiva D a cui corrisponda il ciclo 3, e tener
presente che (4 +- B, D)= (AB) + (BD), (= + B, ) == («3) + (B8).

E 4 altronde solo in base a tal criterio che si pué parlare senz’ ambiguaita
del ciclo di V associato ad una curwva riducibile di I

Cid premesso, suppongasi che la A4, irriducibile, sia »eale. 1l ciclo « coinci-
derd materialmente col suo trasformato o' mediante S; ma poiché o & rieman-
niana di 4, la trasformazione indotta ivi da § & i{nversa, onde, con riguardo
alle orientazioni, sara rigorosamente o' == — a. In altre parole, secondo la
nostra terminologia, & & un ciclo immaginario puro della V.

La conclusione sussiste anche se A4 & riducibile; e per persuadersene
basta aggiungere ad 4 una B irriducibile e reale, ad es. la sezione di ¥ con
una forma reale d’ordine abbastanza elevato, per guisa che nel sistema li-
neare |A-+ B| esista qualche curva C irriducibile e reale (**). Invero allora,
col solito significato dei simboli, si ha vy =a 48, f'=—8, Y= —7, Y=o 3§
quindi o = — e.

Invece se A & qualunque (ma effettiva) in V, ed 4 & la curva coniugata,
i due cicli «, & son trasformati materialmente uno nell’altro da S, pero, con
riguardo alle orientazioni, é «'=—--4&; bastando per ci0 osservare che la
curva A A é reale, quindi il ciclo «-+a & trasformato da 8 nell’ opposto,

(32} Vedi la nota (1%).
{#%) Un sistema lineare reale pud non contenere curve reali, ma quando ne contiene una
ne contiene infinite, tra cui ve n’¢ certo di irriducibili se lo & il sistema: e qui una curva

reale & la stessa 4 -+ B. In argomento, efr. loco cit. (1), ¢, n. 2.
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il che appunto si verifica quando & = -—&, non quando & —=4¢&. In conclusione
si ha dunque che:

Una curva 1reale della superficie ¥ ¢ rappresentata entro alla vieman-
niana V da un ciclo immaginario puro, e due curve coniugate son rappre-

.

sentate da due cicli ciascuno dei quali é omologo all’ opposto dell’ altro.

10. Partiamoci ora da p curve C,, C,,..,, C,, costituenti una base (complessa)
sulla superficie F. Per quanto non sia strettamente necessario, supponiamole
scelte nella maniera piu generale, quindi suscettibili di variare in sistemi
lineari infiniti di dimensione virtuale positiva, ecc.

Le curve sreali C,+ C,, C,+ Cy,..., Cp—l—E’, non saranwo, in generale,
tutte algebricamente indipendenti, ma di tali se ne potranno trovare al pii/,
siano le prime, per guisa che ogni altra sara algebricamente dipendente da
esse. Posto 4; = C; 4 C, (i =1, 2,..,, I), basta ripetere un ragionamento del n.° 7
per dedurne che 4,, 4,,..., A, danno su F una base 1eale (cioé per le curve
reali) onde ! altro non & che il numero base reale p.

In dettaglio, se D & una curva (effettiva) reale di F, la relazione

pD=2,C -+ 2,0, + ...+ 1,0,
che ne esprime la dipendenzd dai C, sussiste assieme alla
pD=2,C, + 1,C, + ...+ 1,C,,
fra le curve coniugate, e dalle due, sommando, discende
2uD = 1,(C, + C) + A0, + Cy) + oo + 1, (C, + Cp),

donde, posto che tutte le C; - E'j dipendono dalle A;, si trae la conclusione.

Ora ripristiniamo su F una base complessa includente le A, aggregando
a queste certe o==p — 5 curve B,, B,,.., B, scelte adeguatamente, ma per il
resto nel modo pil generale; ed indicate, al solito con B,,.., B, le coniugate,

mettiamo in evidenza che le curve reali B, + B, dipendono dalle 4, scrivendo
le relazioni

(14) pe(Be + B) = A4, A4 ppdy 4+ Mg ds (Y, (t=1,2,.., 0)
con j, == 0. Passando ai corrispondenti cicli «;, B;, §; della V, avremo intanto,

(**) Per la maniera generale con cui furono scelti i C;, B, & da escludersi che sia neces-
sario aggiungere ai due membri una stessa curva E, che del resto ncn darebbe aleun incomodo.
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perché le 4; son reali a/ — — «, ed inoltre, per quel che &’ & visto 3,/ = — Et onde
dalle (14) si dedurranno le omologie

(15) pe(Be — B:) = A, + Ao, 4+ o - A,
ed anche, dopo aver moltiplicato'i due membri per 2, e tenuto conto che a; = — «;’
(16) 20,8 — (A, oo+ Ageg) = 218, — (Ag, 2, A = A505 "),

Queste vengono a dire che i g cicli algebrici
(17) Te = 2!"’tﬁt - (l“oc‘ + ..+ kt;“;); (t: 17 27-"7 G)

son trasformati in cicli omologhi da S, vale a dire son reali; e d’altronde,
come mostrano le (17), essi posson sostituirsi ai §;, cioé presi assieme agli «;
danno un sistema di p cicli algebrici indipendenti, su cui la simmetria S opera
colla sostituzione

(18) a) =0y, 1i=1v: ) (i=1,2,.p5; t=1,2,.,0)

- Ogni ciclo algebrico 8 & pertanto dipendente dagli «,, v, cioé legato ad
essi da un’omologia
Vo= a  Agog A Y e oY
(v==0) che, trasformata mediante S, da, a norma delle (18) I’altra
¥ =—Xa, —.. — Ay Y, e oY,
ed infine sommando porge
(19) v 40 = 21,7, + 21,7, - oo - 27,

In particolare se & & reale si ha 3=23 ed allora la (19) dimostra che 3
dipende dai y;. Resta cosl provato che ogni ciclo algebrico reale di V di-
pende dagli analoghi cicli indipendenti 1, ¥,,..., Yo, quindi che ¢ cicli alge-
brici portano al numero h contributo s =p— p, c. d. d.

Termineremo notando che I'invarianza assoluta del carattere =

_-—-_%(R2——Z)+p—p (nel campo reale) pué in generale desumersi, oltreché

dal suo significato, anche dal valutare 1’influenza che I’ introduzione di curve

(*®) Si noti che ad un ciclo algebrico reale v(y' —-y) non pub corrispondere su F una
curva effettiva T. Difatti detta v la coningata, sarebbe ¥’ = —y, quindi v+ =( ed allora
alla curve effeftiva T + T corrisponderebbe un ciclo nullo, il che & assurdo (LEFSCHETZ, loco
cit. (%), Cap. IT, n. 6). Invece ad una curva virtuale come la 4 — A corrisponde effettivamente
un ciclo « — x =z + «' reale.
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eccezionali di 1* specie ha sulla relativa espressione; bastando, allo scopo,
osservare, che per !'intervento d’una (nuova) curva eccezionale reale, tutti i
numeri R,, Z, p, p aumentano d una unitd; mentre I introduzione di due
curve eccezionali immaginarie coniugate non altera Z, produce in p 1’ au-
mento d’ una unitd ed in R,, p quello di due unita.

§ 5. Esempi e controlli.

11, Per i vari casi relativi alle superficie ragionali, rinviamo ai lavori
ricordati. Qui esamineremo i seguenti casi nuovi:

a) Rigate irrazionali di genere g. — Ci riferiremo ad una rigata
reale F 'd’ uno spazio 8, priva di curve eccezionali di 1* specie (e di punti
multipli). Il relativo genere geometrico & nullo, quindi si deve avere
Z=R,— 2 — p).

Poiché su F la base & costituita da una generatrice e da una sezione
iperpiana, entrambe curve reali (*®), cosi si ha p=—=p=2; d’altronde I = — 4q,
R, =TI+ 4+ 2=2, e pertanto secondo la formula dev’ essere Z=2.

Di fatto la F consta d’un certo numero p =0 di falde (eguale al numero
dei rami della sezione iperpiana) ciascuna delle quali ha la connessione d’ una
quadrica rigata, vale a dire 2. E tal valore ha pure la connessione totale Z
come risulta dall’ espressione che la definisce (cfr. anche (*%)).

b) Superficie delle coppie ordinate di punti d’una curva reale C di
genere p(>0). — D una tal superficie si possono considerare due modelli
reali ®, @', distinti per trasformazioni birazionali reali, e legati alle sim-
metrie (*') (P, @—(Q, P), (P, @—(P, Q).

Nel citato lavoro abbiamo trovato, mediante investigazione diretta, che
Z=2p per la @, e Z==2 per la @', Verifichiamo con tali valori la formula
Z =R, — 2h, determinando il valore di 2 ed attribuendo ad R, il valore noto
4p® + 2 (**); dovremo trovare nei due casi A =2p* —p -+ 1, h == 2p2,

Ove poi si tenga presente, che, supposta la C a moduli generali, si ha

p=2 (**), mentre g vale rispettivamente 1 ¢ 2 in quanto nel primo caso i

(*%) La generatrice pud anche non esser reale, ma appartiene ad un sistema algebrico
reale, il che & equivalente.

{*} Vedi il lavoro citato {8, n. 5.

(*®) Vedi, anche per i cicli (%), LuFscHETZ, loco cit. (%), Cap. 11T, § VIL

(*) P. Suvery, Sulle corrispondenze fra i punti &’ una curva algebrica, ecc. [Memorie
della R. Acc. di Torino, 64 {1903), pp. 1-49], Parte 22,
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due fasci unisecanti sono immaginari coniugati, nel secondo reali, si vede che
risultera rispettivamente t=2p* — p, 1= 2p% di guisa che, come avvertito,
i valori di t saranno affatto diversi.

Designata con R la riemanniana di C, con y,, 8, =1, 2,..,, 2p) due sistemi
di cicli éndipendenti (ma non necessariamente primitivi) di R, e con P, Q due
punti ivi fissati, si possono considerare in V gli R, cicli a due dimensioni
indipendenti indicati dalle

(20) M:(P;' R)} N=(R, Q), Ptk::(Yw o)y (G k= L 2,..., 2p),

con ovvio significato dei simboli.

Orientata la R, lo sono senz’altro i cicli M, N; le orientazioni dei I';; si
fisseranno nel modo seguente: Scelto su y; un punto H,, e su &, un punto K,,
si considerino su I'y, i due cieli (orientati perché lo sono iy, 8;) ¢;==(y:, Ky),
dy=(H,, &;) che ¢ incontrano nel punto (H;, K3), indi si orienti I';; in modo
che quel punto porti al numero algebrico (¢;, dy) contributo + 1.

A questo punto conviene procedere separatamente :

b,) Primo modello. Scelti come &; i coniugati dei vy,, si vede facilmente,
tenendo conto del modo come vennero fissate le orientazioni, che la sim-
metria 8§ di V produce sui cicli (20) la sostifuzione

21) M=—N, N=—M T,=—"I,,,
onde si ottengono subito i cicli reali indipendenti

M—N, Typ—Ty (i < k),
e coll’ aiuto delle (21) si trova che ogni altro ciclo reale a due dimensioni di V
dipende da essi. Dunque % =1 +(22p

b.) Secondo modello. Si scelgano i y; in modo che la simmetria s di B
2 )
immagine del coniugio di € produca su essi la sostituzione

): 2p* — p -+ 1 come previsto.

=Y, v/ =-—1 () ((=12.,p;j=p~+1,.. 2p)

ed i 5; identici ai y,; allora si trova che la sostituzione indotta da § sui
cicli (20) &
(22) M=—M N=~-N, T, =Ty, I, =—T,,

dove gl'indici 7, & assumono valori entrambi non maggiori o maggiori di p,

(3" Ctr. loco cit. (1%), Memoria I, prime righe del n. 8. Qui nulla importa aver eicli non
primitivi.
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e gl'indici s, s i rimanenti. Ne viene che stavolta il sisteina fondamentale
per © cicli algebrici reali & dato dai I'y, talche, conformemente alla previ-
sione, si ha h = 2p°.

c) Superficie delle coppie non ordinate di punti della curva prece-
dente. — Se la-C & a moduli generali, si ha un solo modello reale ¥ corri-
spondente alla simmetria (P, Q— (P, @), che supporremo privo di curve ecce-
zionali, La connessione fotale Z della sua parte reale, determinata diretta-
mente nel lavoro test® ricordato, ha il valore p +4- 1.

Per la nostra Wsi ha I=2p*—5p —1 (*'), ¢ = p, quindi B, =2p* —p+-1;

inoltre p ==z =1, onde si dovra trovare Z =rt= 2(1;)

Scelti come in b,) i y;, 8;, si hanno adesso in V gli R,=1 -+ (222)) cicli
a due dimensioni indipendenti. indicati dai simboli

M=(P, R), T;= (Yiy o)
dove ad ¢, & si diano i valori delle combinazioni binarie degli elementi 1,

2,.., 2p; e la sostituzione su essi indotta da S &

M =-—M, T, =T, N =-—T

8)
gl’'indici variando come nelle (22) (coll’avvertenza che ora Ty =T,,) 1l
sistema fondamentale per i cicli algebrici reali & dato dai Ty, che sono

appunto, come previsto, in numero di 2(2)

Padova, febbraio 1928.

(') F. BevERrl, Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti d’ wna curve alge-
brico. [Atti della R. Acc. di Torino, 38 (1903)], n. 6.

Annali di Matematice, Serie 1V, Tome V. 41



