
' i Sulla, plessofless one del cemento arma,to. 

Memoria di A. SIo~or~INi (a Napoli}. 

§ 1. S u n t o  d e l l a  M e m o r l a .  I1 t e o r e m a  d l  r l d u z l o n e .  

1. La resistenza a trazione dei conglomerati  (e delle murature  in genere) 

6 molto scarsa ed incer ta :  e questo costituisce il principale motivo per cui 

la risoluzione dei problemi della statica del cemento armato (e delle mura- 

ture semplici) non pu6 essere s is tematicamente domandata  alia teoria del- 
l' elasticith (~). 

Gih da tcmpo i tecnici hanno concesso un' incondizionata patente  d 'eser-  
cizio ad una teoria della pressoflessione del cemento armato (e delle mura- 

ture semplici) costruita combinando alcune propriet~ dei solidi perfe t tamente  

elastici coil' ipotesi es t remamente  schemat ica  di assoluta mancanza  di resistenza 

a trazione nel conglomerato (e di perfetta validita della legge di HOOKE nella 

sotlecitazione a compressione dello stesso materiale). 

I fondamenti di tale teoria non sono stati finora sottoposti ad una prova  
di resistenza in riguardo alia loro capacit~ a r idurre il problema tecnico ad 

una questione puramente  anal i t ica:  cio6, in riguardo alla loro capaci ta  ad 

individuare una ed una sola soluzione del problema per qualunque tipo di 

t rave (o pilastro) in eemento armato ed in qualunque caso di s011eeitazione a 
pressoflessione. 

II desiderio di colmare tale lacuna mi indusse ad iniziare gli studi esposti 
netla presente  Memoria, studi che in definitiva si sono informati al doppio 

(t) Cfr. a d e s .  A. SI~NORI~I, S u l l a  s ta t i ca  del  cemento armato .  [Rend. del Seminario 
Matematico della R. Universi th di Roma {1924-25), serie ~ vol. I I I ] .  I n  questa conferenza 
sono enunciati  quasi tutti  i r isultati  della MemoHa. Un sunto delle dimostrazioni relat ive 
al easo part icolare delle mara ture  sempliei ~ gi~ stato pubblicato helle due Note :  Un 
teorema d ' e s i s t enza  ed u n i c i t ~  nel~a s ta t i ca  dei  m a t e r i a l i  poco res is tent i  a t~azione e S u l l a  
pressoflessione dell~ m ~ r a t u r e  [Rend. della R. Accademia dei Lincei, ¥ol. I I ,  serie 6 a 
(9 ° semestre 19~5)~ pagg. 401406 e 484489]. I risultafi della Memoria furono pure esposti in 
una comunicazione al 9 ° Congresso internazionale di Meccanica applicata [V. ~ "Verhandlungen 
des zweiten internafionalcn Kongresses ftir Technische Mechanik % 2agg. 278.'283 (Orell Fiissli,  
Zurigo, 19~27)]. 
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scopo di consolidare i fondamenti della teoria ordinaria e di mettere in evi- 

denza tutta la sua portata. 

Ho cercato di raggiungere il primo scopo sviluppando helle sue parti 

essenziali la teoria che risulta dal l 'abbandono dell' usuale schema di rappre- 

sentazione delle prove di resistenza dei conglomerati (e delle murature). 

Successivamente ho stabilito dei teoremi di confronto che riconducono i 

calcoli di stabilith relativi alla teoria generalizzata nell 'ambito della teoria 

ordinaria, in modo semplice e facendo intervenire soltanto elementi facilmente 

e s icuramente deducibili dai diagrammi delle prove di resistenza: ed un 

teorema di riduzione che implica la perfetta equivalenza analitica della teoria 

ordinaria colla teoria meno semplicista in cui il conglomerato obbedisce alla 

legge di HOOKE (non S010 nella sollecitazione a compressione, ma anche) fino 

ad un certo al lungamento unitario positivo, a partite dal quale la tensione 

uni~aria si conserva costante. 

Si possono immagiuare dei casi nei quali il prescindere dalla resistenza 

a trazione nel conglomerato risulta sfavorevole alia stabilitt~: ove essi presen- 

tassero un effettivo interesse pratico, il teorema di riduzione fornirebbe il 

procedimento pifi conveniente per i relativi calcoli di verifica e di progetto. 

I titoli dei singoli humeri del presente paragrafo possono servire come 

un indice quasi compteto. 

2. ( ~ o s t i t u z i o n e  e s o l l e c i t a z i o n e  d e l  s i s t e m a ,  - -  Sia C un cilindro recto in 

cemento armato (trave o pilastro): precisamente supponiamo C costituito per 

una parte, Co, da materiale omogeneo poco resisteute a trazione (conglomerato) 

e per la parte residu% Ca, da un ' a rma tu ra  metallica, pure omogene% risul- 

tante da un certo numero di cilindri ognuno dei quali abbia in comune con C 

tanto la direzione delle generatrici quar to  l 'al tezza. 

Dette S~ S' le due basi di C, rappresenteremo con So, S a l e  due regioni 

di S r ispett ivamente spet£anti a C c e Ca, cio6 la sez ione  del conglome~'alo e 

ta sez ione d e l l ' a r m a t u r a :  con Gc e G~ i baricentri di S e e d  Sa. II caso 

particolare delle murature  semplici corrisponder~t ad S a =~ O. Non pub esclu- 

dersi the  l ' a rea  pi~ma S sia molteplicemente connessa o, put essendo sempli- 

cemente couuessa, non sia convessa (travi a T, etc.) : in relazione a ci6 risulta 

conveniente definire come conto~'no co~'~'etto di 5' la curva piana convessa s 

inviluppata dalle tangenti ad S che non tagliano S. Sempre per amore di 

brevith, converrh pure - -  in corrispondenza alla regione geuerica % di Sc e 

ad un qualunque valore positivo del parametro v - -  adottare il simbolo 

% + v G  
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per indicate la superficie pinna non omogenea ottenut~ attribuendo ~ % ed $~ 

densit~ r ispet t ivamente eguali ad 1 e v. 

La pifi generale sollecitazione a pressoflessione del nostro cilindro corri- 

sponde all ' ipotesi che su S agisca un sistema di forze superficiali ~. equiva- 

lente alia pressio~m normale P applicata in uu certo puuto 0 del piano di S 

--  cenlro di p~'essione ~ ;  su S' (o direttamente, o pet" effetto di ul~ vincolo 

opportuno) sin distribuito uu sistema di forze superficiali equivalente a - - Z ;  

sin.no tt'ascurabili le tbrze di massa e le forze ag'euti sulla superficie laterale 

(~tnche se il vi~molo di S '  corrispoude ad u,l incastro). 

Per ridursi al caso della flessione semplice baster/~ supporre P infinite- 

sima ed 0 imffinitamente lontano, in modo per5 che il momento risultante 

di ~ (risi)etto ad uu punto qualuuque di S) abbia uu valore finito e ~ 0 .  Le 

co,tdizioni che ca~atterizzano il caso della pressione seJnplice s~ranno speci- 

ficate in appresso (V. n. i 3 e 7). 

Contrassegueremo colin qualifica di simmet~'ico il caso che S c ed S a ab- 

biano in comune un asse di s immetria  (ortogomtle od obliqua) passante per 0:  

asse the  evidentemente conterr'h tutti e tre i punti 0, Go, Ga. 

3. Ip0 tes i  de l la  t e o r i a  o r d i n a r i a .  - -  Rappresentiamo con A il punto gene- 

rico di C: con (x, y, z) uaa rerun tr i ret taagola di origine 0 avente l ' asse  

positivo z orientato come la normale interna a C; con Sz la sezione normale 

generica del cil iudro; con e~ il coefficiente di dilatazione lineare nella dire- 

zione z (t) e con ~x, ~u, az, "~x, ~y, % le caratterist iche dello stress in A; 

con ~.ax ed ~m~,~ i valori algebrici del massimo e del miuimo assoluto di ~z 

in tutto C; con ko il carico di sicurezza a compressi0ne pel conglomerato;  

con h~ e h~ i carichi di sicurezza del l 'a rmatura ,  r ispett ivamente a compres- 

sione ed a trazione. 

Con queste notazioni le ipotesi deIla teoria ordinaria, quando debbano 

essere espresse in forma precisa e completa, possono enuneiarsi nel modo 

appresso indicato. 

A~) Indipendenza dello stress dalla dist~ibuzione locale deUe forze 
agentl sulte basi (Postulato di Saint-Venant). 

Per la base S l e  condizioni d'equilibrio possono identificarsi colle condi- 

zioni d 'equivalenza  tra la forza - - P  applicata in 0 ed il sistema delle forze 

interne applicate ai singoli elementi di S :  ed anatogamente per S'. 

(~) Le altre caratteristiche dell() strain rimangono ignorate in tutta la teoria. 
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A~) In  tu t to  C ~ - -  come nel la  pressoflessione di  un c i l indro  elaslico 

G x  - - -  ~ y  - - "  ~:x - - ' -  "t:y - - -  "~z "--" 0 .  

A3) P e r f e t t a  a d e r e n z a  t ra  a r m a l u r a  e cong lomera to  e c o n se rv a z i o n e  

deUe sez ion i  p l a n e  (Pos tu la to  di  Bernou l l i ) .  

In tutto C i valori di e z sono gli stessi che si avrebbero  oye nella defor- 
mazione del cilindro ogni S~ ruotasse rigidamente di un angolo infinitesimo 

proporzionale a z" attorno ad uno stesso asse l d a  scegliersi opportunamente 

nel piano di S - -  asse l im i t e  - - .  

A~) Val id i t~  del la legge d i  Hoohe ne l la  so l lec i taz ione  del le  a r m a t u r e .  

In Ca (qualunque sia il segno di ~z) 

~ -~ E ~  

con E a ~ cost. positiva ~-- modulo di elasticitY, (normale) dell' armatura.  

A~) Condiz ion i  di  s tabi l i th  p e r  l ' a r m a t u r a  

- -  Ea~m~, , ~ h~, T - -  Eacma x ~ h t. 

b~) Val id i td  del la  legge di  Hoohe ne l la  so l lec i taz ione  a compress ione  

del  cong lomera to  e sua assolula  m a n c a n z a  d i  r e s i s t e n za  a t ra z i o n e .  

In ogni punto di Cc o r e  sia ez ~ 0, 

az - -  Em¢z 

con Em ~ cost. p o s i t i v a - - m o d u l o  medio di elasticith (normale) del conglome- 
ra to :  mentre in ogni punto di Cc ove sia e~ ~ 0, 

~ $  ~ 0 .  

b~) Condiz ione  d i  s tabi l i td  pel  cong lomera to  

~) : - -  Ememcn ~ kc. 

La denominazione asse l im i t e  ~ forse preferibile ad altre in uso per  

indicare la re t ta  l, anche pel fatto che spontaneamente viene suggeri ta dal 
teorema enunciato al n. ° 12 e dimostrato al n. ° 33. 

Invece,  data in generale una superficie piana K (anche non omogenea) 

ed un punto A del suo piano, manterremo la denominazione classica asse 

n e u t r o  d i  A r i spe t to  a K per indicare la ret ta  antipolare di A rispetto al- 
l' ellisse centrale di K. 

Non ~ escluso che l 'asse  limite possa ridursi alia retta all'infinito del 

piano (x, y) (caso delia press ione  sempliee)  e corrispondentemente la rotazione 
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degener i  in una  t raslazione.  Ad ogni modo, se l ' a s se  neutro  di 0 r ispetto ad 

E .  S c - t - - ~  Sa non tagl ia  Sc, 1 coincide con tale asse neutro,  l ' i n t e r a  sezione 

sol leci ta ta  a compressione,  l ' ipotesi  b,) r imane iuavver t i t a .  ]~ p.ure ben noto 

che se fosse pe r fe t t amente  elast ico anche  il mater ia le  cost i tuente  Ce [cio~, al 

posto di b~) si avesse  ~z ----- Era% per  ogni valore di ~,] l ' a s se  l imite non diffe- 

Ea 
r i rebbe  mai da l l ' a s se  neutro  di 0 r ispetto ad Se-t--r~-Sa: del resto tutto ci6 

r i sul terg  dalle considerazioni  del n. ° 27. 

4. I p o t e s i  del la  t eo r i a  g e n e r a l e  e r e l a t i v e  n o t a z i o n i .  - -  Chiameremo teoria 
ge~erale quelht  che r isul ta  dal la  sost i tuzione delle ipotesi b) colle seguent i  B). 

B,) Compo~'tamento del conglomerato. 
In ogni punto di Ce 6 

% = 

o r e  v r appresen ta  una funzione cara t te r i s t i ca  del mater ia le  - -  /'m~zione resi- 
stente -- che per  s s ~ = 0  ha  sempre  i l  segno di s , ;  per  s~ < di un certo va- 

lore ~ 0  ha  sempre  de r iva ta  ~" finita (~TJmax) e ~ ad una  cer ta  costante  

positiv~a r',,~,, (~); 6 con t inua  anche  per  ~ z = s ~  e per  s~ > ~ 6 costaute  ed 

eguale  ad un certo va lore  z ( ~  0). 

B.~) Coudiaione di stabilitd pel conglomerato. 

a) ----,- r [ ~ . . . ]  ~_ h~. 

In cor r i spondenza  alle ipotesi suindicate  sar~t comodo in t rodurre  subito 

le notazioni 

i pe r  ~ < O, ~ ' [E . ] - -  --  p[--  ~.], 

! per  s~ > ~ > O, r[~.] - -  t[~.]; 

P[-- 
Ec- -  

- -  SZ  

ed osservare  che in cor r i spondenza  ad ogni ez < 0 r isul ta  

(1) r'm,. ~ Ee ~__ r'ma~. 

Inol t re  ch i ameremo  funzione resistente q'idotla la funzione --p[--~-~]  

r app re sen t a t a  dal d i a g r a m m a  della r[s~] quaudo,  con una traslazione,  ai primi- 

(i) Dal lato fisico non si guadagnerebbe nulla in generalith permettendo alla r di Cen- 
dere asintoticamente a ~ per sz ~ + ~ : mentre la forma adottata nel testo rende pifi agili 
alcune locuMoni e dimostrazioni. 

d n u a l i  d~ ~a~mat i~a ,  Sorie  I Y ,  '~omo Y .  12 
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tivi assi coordinati (sz, v) si sostituiscano gli assi (%, .v) di origine (s~, z): ci6 

che equivale a por te  

~ = ~ - -  ~ ,  - p [ ~  - -  ~ ]  = ~.[~] - ~ .  

Evidentemente sar~ p ~. 0 per s-z ~> 0 : mentre per s-z < 0, ponendo 

risulter/~ sempre 

(2) 

EL = ~[-_ ~\] 
- -  S Z  $,z - -  ~ z  

La funzione resistente ridotta non differisce dalla funzione resistente effeL- 

tiva tutte le volte che si prescinda dalla resistenza a trazione del conglomerato. 

5. C a s i  p a r t i c o l a r i  i n t e r e s s a n t i .  - Le ipotesi B) si riducono alle b) non 

appena sir supponga p' - -  cost. == Era, z = 0 : ed offrono un larghissimo mar- 

gine per la pifl fedele rappresentazione dei risul~ati delle prove di resistenza, 

perch4 non ritraggono neppure tutte le proprietor della v che sono suggeri te 
dalle meno delicate esperienze. 

Cosi, sul d iagramma della funzione resistente di un qualunque conglome- 

rato (o muratura  in genere) si constata che Ee sempre decresce al crescere  
di I z,[: in particolare che, posto 

Eo - "  lira Ec - -  ~![-- 0], hc = p[a~], E~ h~ 
i ~ l =  o ~ ~-, 

[non solo sussiste la (1), ma anehe] per - - %  ~ sz ~ 0 6 sempre 

(8) E ~ E e ~ E o .  

Nel seguito useremo spesso anche le notazioni 

E, E~ 

Per  i materiali ordinari 6 

9 
(3) p :  ~ ~-~, n--=- ~ 10: 

inoltre z 6 sempre abbastanza piccolo in confronto al carico di rottura 

a compressione del conglomerato e la condizione di slabilit~ B~) asso~'be 
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E a n ) h~ 
e.~ i1 non 6 mai  la 1 ~ delle eondig ioni  As) , perch6 men t re  E8 ~ ~ 

molto discosto da 30 (~). 

Pet" quanto  la cosa non possa a v e r e  g rande  interesse pratico,  non sarK 

superfluo il r i l evare  t h e  le ipotesi A)~ B) si ada t tano  non soltanto alle mura-  

ture semplici  ( S a ~ 0 )  ed ai mater ia l i  e l a s t i c i - ( S a ~ 0 ,  ~'[zz] ----- cost./,- ma  
\ Sz / 

anche (Sa = O, r.--" ~ )  ai m;~teriali che,  come la ghisa, resistono a trazione 

meno che a compressione~ senza che si possa t ra t tar l i  come mater ta l i  assolu- 

t amente  privi di res is tenza  a trazione (Cfr. la nora al n. ° 23). 

Nel seguito a v r e m o  r ipe tu tamente  a riferirci,  oltre che al la teoria ordi- 

naria,  ai seguent i  casi par t icolar i  della teoria  generale .  

Teo~'ia s emi l i neare  : 

~'[%] ~ - -  p[I~z [] per  sz ~ 0, r[ez] - -  Eo% per 0 <.~ ~z ~ ~ > 0, 

r[%] ~--- z = E0z~ per  % ~ ~ .  

Teoria  r ido t ta  : 

r [ % ] - - - - p [ l e z t ]  per  % < 0 ,  r [ z z ] = O  per  % > 0 .  

Teoria l ineare  : 

r[%] --:- Eo% per  - -  ~ < sz ~ ~ > 0~ r[sz] ~ • --- E0e~ per ez :~  s~. 

Teoria  etast ica : 

r[%]~---Eo~ ~ per - - ~ < % < + ~ .  

1~ ev iden te  c h e l a  teoria r idot ta  e la teoria ord inar ia  r i spe t t ivamente  si 

r i eavano  dal la  teoria  genera le  e dal ta  teoria l ineare  p~escinde~do dal la  resi- 

s t en za  a t r a z i o n e  (~ - -  0) : men t re  la teoria  semi l ineare  6 quella the ,  in rela~ 

zione al la scarsezza  ed ineer tezza  di dati c i rca  la res is tenza a t razione dei 

conglomera t i  (e dells m u r a t u r e  in genere)  si p resen ta  come l ' u n i c a  a cui ci 

si possa a t t enere  in un qua lunque  concre to  apprezzamento  quant i ta t ivo  sugti 

effetti del la  res i s tenza  a t razione.  

Si noti che, posto 

e~ + ~ ~ +/~------~ > E~, 

(t) E un pb anche perehb~ per ovvie ragioni costruttive, r armatura ~ sempre protetta 
da un certo strato di conglomerato. 
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uella teoria semitineare [subordinatamente alia (~)] risulta, 

tutte le volte che - - ~ - - % ~ 0 .  

6. Condizioni d 'equi l ibr io  ne]la teoria generale. - -  Sia L il piede della 

perpendicolare condotta da 0 al l 'asse limite l, (~, "O) la coppia ortogonale di 

origine 0, complanare e congruente ad (x, y), avente il suo asse positivo 
sovrapposto al raggio OL Q). 

Ponendo 

z=loLl, 

l ' ipotesi  Aa) pub tradursi nell' eguaglianza 

(4) ~ .  = o)(~ - -  ~), 

pur d ' in ten4ere  che to sia m~a costante da scegliersi opportunameute.  

Iuvero,  se per un momento si rappresenta con j il versore di ~ (ehe 6 

parallelo ad l) l ' ipotesi in questione equivale ad ammet tere  che % risulti 1o 

stesso che si avrebbe  o re  lo spostamento del punto generico A di C fbsse 
del tipo (~) 

- -  o~zj / \  L A .  

Or~ ad un tale spostamento corrispondono secondo la terna (~, v/, z) le 
componenti 

u = - - t o z  ~, v = O ,  w=(oz(~--~): 

onde per convincersi  del l 'asserto basta r icordare che 

aw EZ" '--- ~ - .  

Da (4) ed A~), B~) segue che in tutto C 

(5) a-Z = o: 

naturalmente la stessa 4) rende evidente the  il caso del!a pressione sem- 

plice ~ Z ~ c ~  --  6 caratterizzato sia, da ( o ~ 0  sia dat l 'essere  % indipen- 
dente da A. 

(4) 0 non pn5 apparfonere ad 1 (Cfl'. quosto stosso numero, in fine). 
(~) Con questa notazione risulta ~ :~ 0 (Cfr. questo stesso numero, in fine b 
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In conseguenza di A~) e (5), le equazioni indefinite della statica dei si- 

stemi continui in assenza di forze di massa~ ciob 

gy-+ = o  

= o  

=o,  

sono soddisfatte in tutto C indipendentemente dal valore di to e dalla posizione 

di t :  al tempo stesso, per solo effetto di A~) restano soddisfi~tte le condizioni 

ai limiti su tutta ht superfieie laterale di Ce e di Ca. 
Vuol dire che - -  finch~ si prescinde datle condizioni di stabilitd --  le 

condizioni d'equilibrio di C si riassumono in quelle che traducono la A~), 

cio4 nel[e tre equazioni 

- -  P - -~azdS  

(6) 0 = ~ , d S  

0 - - ~  ~.dS, 

ove ~ ---~ Ea(o(~ --  Z) oppure az - -  ~-[to(~ - -  Z)] a seeonda che A appartiene ad Sa 
o ad S~. 

Osserviamo subito che da queste equazioni, pel solo fatto che in ogni punto 

di S la ~z deve avere il segno di co(~ -- Z) ~ ~z, necessariamente segue che : 

1") in S esiste sempre una regione $ sollecitata a compressione ( e z ~ 0 ) ;  
2 o) E .~  0 ; 

3 ° ) rispetto ad 1 la $ giace dalla bamta di O; 

4 °) o)~ ~ O, cio6 (non essendosi ancora escluso il caso della pressione 

semplice) ~) ~ O. 

7. Pressione semplice. - -  Sia ~,  il munero positivo definito dall' equazione 

(7) Scp[~P] + SaEa~P-" P, 

Ea~Ps,. Nella teoria lineare (e quindi anche nella Ge il baricentro di S e + 
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teorla ordinaria) Gp coinciderh col baricentro G di Sc ~-nSa: cosi pure nel 

caso delle murature semplici Gp non potr/~ differire da G ~ Gc: invece in 

genera le la posizione di Gi, dipenderh dalla grandezza di P. 

II caso delia pressione semplice richiede la coincidenza di 0 con G~.. 
Inver.o basra supporre 

e~ ~- COSt, :"- ~ C~ 

perch~ la (6 h fornisca c :> 0~ e quindi da (6) sia permesso dedurre 

Da (8), e (7) segue 

(s) 

t P= S p[c] + 8.E:c  
8o 8~ 

c ~- ~p~ 

ci6 che indica che nel caso della pressione semplice in tutto C deve essere 

~ - - - - - , p :  successivamente le (8)~ e (8)3 si identificano colle equ~zioni the  
esprimono l' asserto. 

Nel seguito escluderemo il caso della pressione semplice supponendo 

sempre 0:~= Gp, o3 ~ 0:  ed intenderemo che si sia disposto del | 'arbi tr~rieth 

dell 'orientameuto dell 'asse positivo x faceudolo coiucidere col raggio OGp. 
Evidentemente nel caso simmetrico t 'asse di simmetria non potrA diffe- 

rire da x. 

8. Enuneiato  del teorema d'esistenza ed unieith. -- Sia (~, ~ )  la coppia 

ortogonale di origine O, complanare e (:ougruente ad (x, y), definita dal wt- 

lore i dell' anomalia del suo asse positivo ~ rispetto ad (x, y) (~): in modo 
the,  ponendo 

si abbia 

(9) ~---pcos(~'-- i) ,  ~ , - -  p sin (&-- i). 

Indichiamo con ~ il valore di i pel raggio OL (~). I due parametri  ~, 

bastano ad individuare la posizione di l net piano di S:  e col co,corso di co 

(i) E sottlntesa la condizione constmta -- r: ~: i ~ 7:. 
(~) Onde ~ ~ ~ l ,  ~ ~-- ~[" 
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pe r fe t t amen te  ca ra t t e r i zzano  lo stress di C. Anzi, s e -  in cor r i spondenza  a 

valori quMunque delle t re  variabil i  i, q, $ - -  poniamo 

(10) 
-4- 

S~ 

(m, n - -  0 ,  1, 2,..) 

le condizioni d ' equi l ib r io  di C si r iducono a 

gto, o(~, ~o, ~)---- P, 
~,,,,(~, ~o, E ) =  0, 

~o, ,(~, co, F.)-- 0. 

Nel § 2 d imos t re remo il T e o P e m a  d ' e s i s t e n ~ a  ed u n i v i t ~ .  Escluso il 
caso delle mu~'ature semplic i  ( S ~  0, z q~ta?~lild~ finita), qualUnque sia la 
posiz ione di  0 nel piano di  S e la g r a n d e z z a  eli P, il s is lema (8) helle 
tre  incognite ~, to, E ammet t e  una ed una  sola soluzione che soddisfi alle 

condiz ion i  
(~) - - ~ : ~ $ < %  to>O,  E > O .  

Nello stabit i re  questo t eo rema  sarh anche  d imost ra to  che 

7~ 7~ 

Nel easo delle m u r a t u r e  semplici  il t eorema ora  enuncia to  - -  ins ieme a 

tut te  le conclusioni  della Memor ia  - -  sussiste ancora ,  come subito precise- 

remo (i), subord ina t amen te  ad un ben prevedibi le  vincolo per  la posi~ione 

di 0 (vineolo che, per  ~---O, si r iduce  al dover  essere 0 in terno a d s ) .  

9. Nello stabil ire il t ee rema  d ' e s i s t enza  ed unici tg si dimostro, (cfr. n. i 19 

e 26) che, pensando fissato il carico P ed invece  disponibile la posizione del  

centro  di pressione,  per  tutti i valori  di, i t ra  - - ~  e ~ - -  e soltanto per  essi -- 

esiste una sol leci tazione ~ del nostro ci l indro che s imu l t aneamen te  soddisfa 

alle due condiz ioni :  

1 °) che  il suo cent ro  di pressione 0~ appa r t enga  al ia  re t t a  ~ ;  

(9 V. n. ° iO, (~). 
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2 ° ) che il suo asse limite l~ sia uormale ed incideute all 'asse posi- 

tivo ~t. 
Al tempo stesso si dimostra che per  oguuno dei considerati valori di i tale 

sollecitazione 6 unica:  e che l~ si pub anche interpretare come l ' asse  limite 

corrispoudente al caso in cui, lasciaudo il centro di' pressione in O, si tra- 

sformi S in una sezioae S~ simmetrica rispetto alla retta ~ imprimendo alle 

singole striscie infiaitesime di Sa e di Sc parallele ad ~ una conveniente tra- 

slazione nella direzioue ~/~. 

La semplice infinit/~ di punti O~ 6 proprio quella che nella teoria ordi- 
naria viene presa in esame dai tecuici per  la riduzioue del problema dal 

caso generale al caso simmetrico (Cfr. n. ° 27). 

La dimostrazione del teorema di esistenza ed unicit~ si completa stabi- 
7~ 7~ 

lendo che al var iare  di i d a  - -  ~ a ~ il punto O~ descrive una curva  chiusa c, 

partendo dalla posizione Gp e ritornandovi dopo essersi sovrapposto una 

ed uua sola volta ad 0 (per i ~ ) :  la tangente iu 0 alia c risulta parallela 

al l 'asse limite, etc. (Cfr. n. ° 26). 

10. II  teorema di riduzione ('). - -  Vogliamo subito mettere in evidenza 

che dal lato analitico la teoria generale 6 perfet tamente equivalente alla 
teoria ridotta - -  in particolare, la teoria lineare ~ perfet tamente equivale~lte 
alla teoria ordinaria - - .  

Sia G~ il baricentro di Sc q-L'ae~ Sa. Nella teoria semilineare (in partico- 

lare, nella teoria lineare) sara E a ~ - - n z  e G¢ coincider~, col bariceutro G 

di Sc q - n S a :  cosi pure uel caso delle murature  semplici G¢ non potr~ diffe- 
rire da G ~ Gc. 

Chiamiamo carico ridotto il vet tore / )  orientato come P, di graudezza 

P == P - ~  ~8~ q- E ~ S ~  ; 

centro di pressione ridotlo il baricentro O dei due punti 0 e G~ rispettiva- 

mente caricati dei pesi P ed Ea¢~Sa q - zSc :  asse l imite ~'idotto la re t ta  1 del 

piano di S (parallela ad l e situata rispetto ad l dalla banda  opposta di O) 
d' equazione 

$.¢ 

O) 

(i) Si esclude il caso Sa ~--- O, ~ -~ ~ .  (Cfr. n. ° 5). 
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Facendo intervenire  anche la funzione resistente ridotta, il sistema (S) si 
pu6 scrivere 

S~ 8~ 

ovvero (ricordando la definizione di O e combinando la 2 " e  3" 'equazione 

colla 1") 

~c S~ 

~--~1 ~g - -  (~g)51P[~°(~, • - ~g)]dSc ÷ EaQ)~I ~g --(~g)~ / [~,- - -  ~g]dS~ 0 
8~ S~ 

~ l  n~I --(n~l)5tP[m( ~r -- ~g)]dSc q- Ea°)~{ ng --('~g)5 f [~r --~g]dSa: 0 

ed anche, rappresentando con ( ~ ,  ~ )  la coppia di assi in cui si trasporta 

( ~ ,  ~ )  per la traslazione 0 0  e con ~ il valore di ~ comune a tutti i punti 

di [, 

S~ S~ 

(11) 0 - - ~ p [ ~ ( . ~ -  ~t)]dSe -t- EaO~g~[~--~l]dS a 

Vuol dire che ~, % ~ rendono soddisfatto il sistema che si r icava da ($) 
sostituendo funzione resistente, carico e centro di pressione effettivi coi corri- 
spondenti elementi ridotti:  e soddisfano anche a tutte le (~) perch , ,  subordi- 
natamente  at l 'essere  ~o ~>0, delle (11) stesse si pub trarre ~ 0  (Cfr. n. ° 6, 
in fine). 

AnnaZi di Magemagt¢~, ~3erie IV,  Tomo V, 18 
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Le precedenti osservazioni si riassumono nel seguente 

T e o r e m a  di  r i duz io , , e .  - -  Assegnati  P ed O, la determinazione  dello 

stress pub sempre effet tuarsi  r i ferendosi  alla teoria ridotta invece che alla 
teoria generale : basra sostituire P, 0 con P, 0 e s imul taneamente  assumere 
come funz ione  resistente la funz ione  resistente ridotta. 

Applicando il teorema di riduzione, l resta sostituito d a / ,  ~ da ~z----% -- s~, 

c~z da 

onde le condizioni di stabilit~ assumono la forma 

A~) ~ - , -- 

La  teoria ridotta delle murature  semplici esclude l' equitibrio di C se il 

cent ro di pressione 6 esterno at contorno corretto di S (~); invece nello stabi- 

life il teorema d 'esistenza e d  unicit~t si dimostra (V. n. ° 23) che s e i l  centro 

di pressione 6 interno a d s  la stessa teoria (ed anche la corrispondente teoria 

generale) fornisce una ed una sola espressione per lo stress. Riferendoci alla 

teoria generale delle murature  semplici e supponendo 0 esterno ad s, indi- 

chiamo con I il punto comune ad s ed al segmento OG-~ OG,. I1 centro di 

pressione ridotto 0 sar~t interno a d s  allora ed allora soltanto che sia 

I o I l < l o O l -  , s  p + ~810GI 

cio6 

(grc) 1 oii zs 
IIef 

In base al teorema di riduzione (ed al fatto che se 0 6 inferno ad s, 0 6 
senz' altro interno ad s) la (~31~) d~ la condizione necessaria e sufficiente per 

1' esistenza ed unicith della soluzione del sistema ($)-(C) nella teoria generale 
delle murature  semplici. 

11. Un teorema di massimo nella teoria lineare. - -  Nel corso della dimo- 
strazione del teorema d 'esistenza ed unicit~, si stabilisce una certa relazione 

(i) I n f a t t i  il cent ro  di  u n  s is tema di forze para l le le  e concordi appl icate  ad  S neccssa- 
r i a m e n t e  ~ in fe rno  a d s .  
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che nel caso particolare della teoria ordinaria metre in evidenza come tra 
tutte le sollecitazioni ~,~ la ~.~ (cioO la sollecilazione effettiva) ~ quella cui 
corrisponde la massima pressione unita~ia ~ O. 

Ma, sempre restando nel campo della teorm ordinaria, per  ognuna delte 

sollecitazioni E~ il valore della pressione u , i ta r ia  in 0 risulta proporzionale 

al lavoro di deformazione. Onde testa  stabilito un teerema che ricorda (~) il 

ce lebre  teorema di MENABREA nella statica e las t ica:  

TJ'a tutte le soUecitazioni ~, ~ la sollecitazione effettiva queUa cui 
cor~'isponde il m a s s i m o  lavo~'o di defoJ'mazione. 

Il teorema di riduzione permette l ' immedia ta  generalizzazione dei prece- 

denti teoremi dalla teoria ordinaria alia teoria lineare. 

12. L 'asse  l i m i t e  come  l i m i t e  de l l 'asse  neutro .  - -  Nella teoria ordinaria 
si harem, come ~ noto, varI procedimenti  g'rafici per  la determinazione del- 

l' asse limite di una sezione qualunque, comunque sollecitata. Un procedimento 

specialmente adatto pel calcolo numerico risulta dal teorema che ora enuucio 

riferendomi al caso simmetrico. 
Eo 

Sia n, l ' a sse  neutro di 0 rispetto ad S c ~ - ~ S a .  Se n, non taglia Se, 

notoriamente l coincide con n,.  Ponendoci nel caso contrario, rappresent iamo 

con ~ ,  cib che resta di Sc quando se ne sopprima tutta la regione situata 

rispetto ad n, dalla banda  opposta di O: e sia n~ l ' asse  neutro di 0 rispetto 

Ea 

Si dimostra (V. n. ° 33) che n~ taglia g~, e dopo questo, pensando costruita 

con procedimento r icorrente tutta l a  successione di assi neutri n~, n~,..., n,,... 
si riconosce che al crescere,  indefinito d i s  l 'asse neutro n~ va costantemente 

(ma non indefinitamente) approssimandosi ad 0 :  dal che si r icava  the  esiste 

per  esso una posizione limite la quate non differisce dall' asse limite t della 
sezione inizialmente assegnata. 

:Naturalmente, quando si voglia eliminare il passaggio al limite e ci si 

acconteuti  di conoscere una sottile striscia l)ella quale sia compreso l ' asse  

limite, il procedimento ora indicato si pus  r idurre alla costruzione di un certo 
numero d 'ass i  neutri. 

(i) L' analogia ~ puramente formale. /%1 teorema di lY[ENABREA si considerano infiniti  
valori di un certo integrale in corrislaondenza ad un 'un ica  sollecitazione at t iva:  qui invece 
si prendono in esame oe~ sollecitazioni, le Ei, a ciascuna delle quali viene coordinato il solo 
valore del corrispondente lavoro di deformazione effettivo. 
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13. T e o r i a  o r d i n a r i a  e t e o r i a  e l a s t i c a  : u n  a p p a r e n t e  paradosso .  - -  Ii 

teorema del numero precedente implica che --  ove l non coincida con n~ - -  

0 giace rispetto ad l dal]a banda opposta di n~: cio~, la sost i tuzione della 

teovia elastica aUa teoria ord inar ia  (a p a r i t d  di O, P, S~, So, Era, E~) 

allontana l 'asse l imite  dal centro di pressione 0). 

La stessa sost i tuzione (V. n. ° 35) impiccolisce il mass imo della tvaz ione  

un i tar ia  nell" a r ~ a l ~ r a  : favoreudo cosi il verificarsi della secouda co~ldizione 

di stabilith, As). Onde resta messo in evidenza che pel cemento armato l 'ado- 

zione sistematica delia teoria elastica, non solo darebbe luogo ad un'appros- 

simazione molto pill grossolana di quella inerente alia teoria ordinaria, ma 

sarebbe pure da ritenersi nociva alla stabilith. 

Lo stesso pub dirsi per le murature semplici perch~ (indipendentemente 

dalt' essere Sa =~= 0) si stabilisce (V. n. ° 36) che se 0 ~ in terno ad s, la sosli- 

tuz ione della teoria elastica alla teoria ord inar ia  (nonostante che allontani 

l 'asse limite dal centro di pressione) impiccolisee il massimo 6) della pres- 

sione un i tav ia  net conglomerato. 

Invece (per SaO(:O) se 0 ~ esterno ad s pub darsi c h e  il valore di 6) 

fornito dalla teoria ordinaria risulti minore  di quello fornito dalla teoria ela- 

stica ed anche dalla teoria l ineare:  cio6~ si possolao immaginare dei casi 

(V. a. ° 36) nei quali il prescindere dalla resistenza a trazione nel conglome- 

rato risulta sfavorevole alla stabilit~t. 

Questa conclusione perde ogni appareuza di paradosso quando si rifletta 

che l ' ipotesi di assoluta mancanza di resistenza a trazione nel conglomerato 

porta ad equilibrare il carico P con un sistema di sforzi paralleli che nel 

conglomerato hanno tu t t i  il senso della lovo risultante. 

14:. P r i m o  t e o r e m a  di c o n f l ' o n t o :  O i n t e r n o  ad s .  - -  Stabi l i to  il teorema 

generale d 'esistenza ed unicit~k~ non ho affatto pensato a r icavare dalta sua 

dimostrazione un esatto procedimento di calcolo per le tre incognite (~, v, g[ 

e per i couseguenti valori dei massimi di tensione da introdurre helle condi- 

zioni di Stabilith. Un tale procedimento sarebbe risultato tr0ppo complesso per 

una qualunque applicazione alla tecnica: ed auche dal lato puramente teorico 

la sua complessit~ sarebbe apparsa ingiustificata ill causa del necessario inter- 

vento di un'espressione esatta per ambedue le funzioni sperimentali p e t. Ho 

quindi preferito cercare se era possibile ottenere condizioni sufficienti per il 

(i) Questo risultato pub essere esteso aI confronto della teoria generale collu teoria 
ordinaria. [V. n. ° 39, (83) e n. ° 42~ (96)]. 
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verificarsi delle condizioni di stabilitk in riguardo alla teoria generale, col 

sempliee uso delta teoria ordinaria riferita, non ai dati effettivi della questione, 

ma a dati ausiliari; precisamente a dati ausiliari ricavati  dai dati effettivi con 

qualche semplice correzione che non faeesse intervenire altro che elementi 

facilmente e sicuramente dedueibili dai diagrammi delle prove di resistenza. 

Naturalmeute i u  uua simile r icerea mi sono limitato al caso simmetrieo, 

che dal lato teorico ~ forse il solo che interessi e del resto 6 sempre quello 

cui in ultima analisi ci si trova ricondotti partendo dal caso geuerale;  ed 

ho anche potuto valermi sistematicamente della (~), proprieth comune a tutti 

i materiali  ordinari, e non preoccuparmi affatto della prima delle condizioni 

di stabilit~ As) (Cfi'. n. ° 5). 

I risultati si presentano in forma notevolmente diversa a secoi]da che il 

centro di pressione 6 iJ~teruo oppure esterno ad s. Per le murature semplici 

6 solo il primo caso che interessa:  invece pel cemento armato 6 specialmente 

il secondo, in quanto include il caso delia flessione sempliee. 

Supposto 0 interno a d s  ed S simmetrica rispetto al l 'asse OGp, sia S* 
la sezione in cui si trasforlna la sezioue effettiva quando -- senza distruggerne 

E. 
la simmetria rispetto ad O G p -  si aecorcino nel rapporto l~ =E00 tutte le 

corde della sezione del conglomerato parallele ad y e corrispondenti a valori 

negativi di x (cio~, situate rispetto ad 0 dalla banda opposta di Gp) (~). Chia- 

miamo problema ausiliare quello che eorrisponde alt 'applicazione della teoria 

ordinaria ella sezione S* sollecitata in 0 dal solito carico P, ore  si assuma 

E,~ ~ r ' [ - -0 ]  ~ E o e si sostituisca ht con pht: laseiando naturalmente la deno- 

minazione di problema effettivo all 'applicazione della teoria generale alla se- 

zione e sollecitazione effettiva. 

Sussiste atlora il 

P r i m o  t e o r e m a  di  c o n f r o u t o :  0 iu, t e rno  a d s .  - -  Basra che siano 
soddisfatte te condizioni di stabilitd nel p~'oblema ausiliare, pe~'ch~ lo stesso 

si verifichi nel problema effeltivo. 
Le correzioni che intervengono in questo teorema non fanno uso di alcun 

elemento relativo al l ' incerto d iagramma delle t, ma si servono solo del rap- 

porto ~, di cui 5 facile r icavare  dalle prove di resistenza un val6re molto 

approssimato, o almeno un buon limite inferiore, che serve egualmente per 

lo scopo voluto. La  stessa correzione ~ di tal forma che si adat ta  non solo 

alle verifiche di stabilit~t, ma anche ai calcoli di progetto. 

(~) /~Tella t cor ia  l i nea re  S* non  d i f fe r i sce  d a  S. 
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18. Secoado teorema di confronto: 0 esterno a d s .  --  Abbiamo gi~ avver- 
tito (Cfr. n. ° 13, in fine) che quando il centro di pressione ~ esterno al con- 

torno corretto di S non sempre il prescindere dalla resistenza a trazione del 

conglomerato risulta favorevole alla s tab i i i t£  Quando 0 b esterno a d s  non 

si pub dunque pretendere di stabilire un teorema di coati'onto che riconduca 

in og~zi caso le verifiche di stabilith della teoria generale nell 'ambito della 

teoria ordinaria, senza alcun intervento della resistenza a trazione del con- 

glomerato. 

D 'a l t ro  canto basra apportare ad O~ P~ he~ ht ed alla funzione resistente 

le semplici correzioni specificate at n. ° 10 perch5 la teoria generale resti auto- 

maticamente sostituita dalla teoria ridotta (~). 

Sembra dunque perfettamente soddisfacente segnare il termine della nostra 
r icerca col seguente 

8ecoudo teorema d i  confroJ~to: 0 ester.no a d s . -  Basta che la 
P 

sezione S soltecitata in 0 dal carico - sia stabile in rigum'do atla teoria 

ordinaria (ore si assu))~a Em --~ E0) perchO lo stesso si verifichi per la sezione 
e soltecita~ione effettiva in r iguardo aUa teoria ridotta. 

§ 2. I1 t e o r e m a  d ' e s l s t e n z a  e d  u n i c l t ~ t .  

16. In corrispondenza a valori qualunque delle tre variabili i~ q, 8 poniamo 

q, 8)-'-~r'[q(~,--8)]~,m~,~dSe + Ea~,m~,"dSa,  (m, n-~O, 1, 2,...), (12) f , . ,  .(i, 
8~ 8~ 

rilevando subito che se la retta ~. (del piano (xy)) d'equazione q ( ~ i -  8 ) ~  ~ 

taglia Se, la .r' d discontinua in So: in quaato allora k divide Sc iu due re- 
_ ff gioni, in una delle quali ~ " ~  ~ , , ,  ) 0 ,  mentre nel l 'a l t ra  r ' ~  O. Nonostante 

ci6, l ' ineondizionata continuith della funzione resistente permette sempre di 

derivare le (10) come se la ~" non presentasse alcuna singolari t£ Precisamente, 

derivaudo (10) rispetto a q e confrontaudo il risultato ottenuto con (12), si trow~ 
subito 

(~3) ~ ' ~ ' "  _ 8f.,,,, - -  f.~+,, ~q -" 

(~) Partendo dalla teoria semilineare (Cfr. n. ° 5) alla ($) viene a corrispondere la (~). 
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In modo analog% osservando che d~t 

ottiene 

(14) ~ ' "  - -  

3~, a ~ ] ~  ~,, si (9) segue b i - - ~ i ,  bi 

qfm:, ,,+~ + m $ m - t  , ,,+i - -  n$ , ,+~  , , ,_ l  , 

(15) ~ ' ~ ' "  ~ - -  q f ~ , . .  

17. Assumendo 

risulta 

i h = #[q(~, - -  8)] ~ 0 ... S~ 
t k - - E a > O  . . . S a ,  

8 

Ne segue c h e l a  forma quadra t ica  helle tre variabili  xo ,  x~ ,  x 2 ,  

E , . . s f , . . , x , . x ,  k { X o + X , ~ + x ~ , } ~ d S  
0 

8 

definita (i) positiva : e ci6 basra per  affermare che, oltre alla diseguaglianza 
evidente  

(16) fo,o ~ 0 

ed alla diseguagl ianza di SOHWARZ 

(17) 

sussiste anche 1 ~ al tra 

(18) A 3 
L,0 

--'- fi~0 
fo,~ 

fl,0 f0~l 
f ,o f,, ,  
ft~! f0~2 

~ 0 .  

18. Apparir~ manifesto che (16), (17), (18) devono in tervenire  in modo 
essenziale nella dimostrazione del t eorema d 'es is tenza  ed unicith, non appena  

(i) Se S a ~ 0 7  k ~ identicamente nulla in S tutte le volte che in ogni punto di S 
q ( ~ -  ~ ) ~ :  ma risulta det tutto superfluo il preoecuparsi di una tale eventualit~ [Cfl'. 
n. o 2o, (26)1. 
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si rilevi che da (13), (14), (15) segue 

(19) ~ o ,  o ~(~o, o, ~ ,  o) ' ~ --qfo,o, ~(q, ~) - - q S . . ,  

ed anche 

a(i, q, ~) - -  _ q'~A _ q ~ o , ,  fo,o fo , ,  
f~,o f~, ,  - q ~ , o ~ 2  : 

onde basra che sia q > 0 ed ~0,~, ~ , o  abbiamo valori nulli (o conveniente.  
mente prossimi a zero) perch6 risulti 6)<7, 0. 

Ma non si pu6 r icavare  da questa osservazione una dimostrazione imme- 

diata, se pure non perfet tamente rigorosa, del teorema di esistenza ed unicit&: 

perch6 in ambedue i casi in cui la risoluzione del sistema (S) si effettua a 

vista (cio~ quando P - - 0  e quando O ~ G p )  risulta o~--0,  6 ) - - 0 .  

19. Pensiamo fissato il valore di i e Consideriamo il sistema in q, 

P --~ ~o, o( i, q, ~) 

(2o) o = ~ ,o ( i ,  q, ~) 

q > 0 .  

Basandoci sulle (16) e (17), r icorrendo anche direttamente alle proprieth 

della r specificate sotto B~) ed approfitte~ndo del fatto che la convenzione 

7~ 7~ yap -"  0, x~p > 0 da luogo a (~i)ap > 0 quando e soltanto quando - -  ~ < i < ~,  

dimostreremo ehe (conformemente a quanto abbiamo affermato al n. ° 9) sus- 
siste il seguente 

lLemma.  --  S e i n o n  6inferno a l l ' in terva l lo( - -~ ,  2) i l s i s tema(20)non 

ammette  alcuna soluzione; nel caso opposto lo stesso sistema ammette  una 
ed una sola soluzione 

la quale gode delle propriet~ seguenti 

~ i > 0  

lira (o 4 --- 0 
7~ 

(21) i ~ 2  

lira (t%~,) ~- e~,. 
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( Successivamente,  per  ogni valore di i interno a - - ~ ,  ~ , porremo 

(22) OrS~ = ~o,~(i, toi, ~ )  
e proveremo che 

d-~ - / C  < o, (23) 

mentre  

(24) 

radiee dell' equazione ~l'~ = 0 e quindi eorrispondono ad una. simultanea dime- 

stra.zione della (~) e del teorema d 'es is tenza ed unieith: pereh~ il Lemma 

garantisee ehe g perfet tamente legittimo sostituh'e le (g) e (~) con 

0 = ~ .  

20. Introduciamo le notazioni - -a~ ,  ~ per  rappresentare  i valori algebrici 

del minimo e del massimo di ~ nel l ' in tera  S :  per  ogni valore di i inferno a 

- - -~ ,  ~ ~ risultert~ positivo e lo stesso aeeadr~ di e~ o r e  0 non sia esterno 

a d s .  

Attribuito a q un valore positivo (e pensando i eomunque flssato) pren- 

diamo in esame l 'equazione in ~q 

(25) P--~0,0(i,  q, ~q). 

Basra aver  presenti  le proprieth specificate per la funzione resistente 
sotto Bi) per  r iconoscere che (per ogni valore positivo di q) 

l ~)o, o(i, q, - -  a~) ~_ 0 
~o.o(i ,  q, + ~ )  = + ~ : 

onde ricordando la (19)~ si pub asserire che per ogni valore positivo di q la (25) 

ammette  una ed una sola radice ~q la quale soddisfa sempre alla condizione 

(26) ~q ~ - -  a~. 

Annali di Matematt~a, ~erie IV,  Tomo V. 14 
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Anzi da  (25) si r i e a v a  

in par t icolare  

(27) 

P <  q(Sq-t- a,) l r',~a~ S~ + E=Sa i , 

lim ~q ---- c~. 
q=0 

S u c c e s s i v a m e n t e  dalla s tessa  (25) si t rae  

eio6 [Cfr. (7)] 
(2s) 

P - -  lira ~ p[qSq]S~ + qSqEa8 a I, 
q=0 

lira (q~q) - - -  ¢.p. 
q=O 

0 s s e r v e r e m o  infine che de r ivando  (25) r ispet to  a q si ot t iene [Cfr. (13) e (15)] 

O =  ~'~ + - - -  ~ "-- qTo, 

Pifi conc i samen te  s c r i v e r e m o  

d~q 
q, ~q) -- f,, o(i, q, ~q) + ~ qfo, o( i, q, 8q). 

d(q~q) f~,o. (29) O= fo,o dq 

21. Sempre  pens~ndo i a rb i t r a r i amen te  fissato, cons ider iamo la funzione 

del la  va r iab i le  q 

(30) ~(q) = ~ ,o(i, q, ~q). 

P r o c e d e n d o  come  alla fine del numero  p receden te  si t rova  

d6 d(qSq) 
d-q = f ' ' °  dq f~'~ 

e sucee s s ivamen te  [Cfr. (29) e (17)] 

(31)  

~o 

d6  1 1 
- -  l f , , o  ~ - f , , o S , o  1 = - - ~ - -  a~  < o .  dq fo,o Io,o 

D ' a l t r a  pa r te  da  (30) e (27) segue  

= lim ~(q)- - - l im l p[q~q]~,dS c + E~q~qf~dSa I--" p[~e]~,dSc-~-Ea~pj'~dSa: 
q=O q=O 

onde bas ra  a v e r  present i  la definizione di Gp e la convenz ione  in base  alla 
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quale si ~ fiss~to 1' or ientamento dell' asse positivo x, per  r iconoscere che 

(32) 

positivo quando e soltanto quando i 4 i n t e r n o  al l ' intervallo ( - -~- ,  ~).  e risulta 
% - -  - - /  

Dopo questo la (31) rende evidente c h e :  

1 ") se i non 5 i n t e r n o  a ( - - ~ , - ~ )  il sistema (20)non  ammet te  aleuna 

soluzione ; 

2 o ) se i g iaterno a 2' 2 la eondizione 

(33) ~ - -  lim ~(q) <: 0 
q : o ~  

d necessaria e sufficiente affinch6 l 'equazione ~ ( q ) - - 0  ammet ta  una ed una 
sola radice positiva to~ e simult~neamente il sistema (20) ammet ta  una ed 

un~ sol~ soluzione' 
q ~ ¢o~ ~ 0, ~t - -  [$q]q=~. 

22. Sia ~ .~  la regione di Sc compresa tra le ret te ~ t - - - -  at,  ~t---$; '~.~ 
la regione residua di Sc (~). Rappresentiamo coil Ci.~, con C~, con A~ il mo- 

mento d ' inerz ia  di ~.~,  di Sc, di S a rispetto al proprio asse baricentrale 

parallelo a ~ :  e con Cmt,~, Cm~,, A ,~ , ,  $',~,, r ispet t ivamente il minimo valore 
7~ 7~ 

assunto da C~,o, Ci, A~ e del l ' a rea  $i.0 al var iare  di i da - - ~  a ~ .  Inoltre 

teniamo presente che assumendo 

h - - E :  ... 

r i s u l t a  

fo,o---~hdS, f,,o---~h~,dS, f2,o :~k~'dS: 

e, p e r  u n  m o m e n t o ,  p o n i a m o  

h~dS 

_ _  s f,,o 
- -  . ~ kdS fo,o 

S 

(l) :Na tura lmente  si deve  i n t e n d e r e  ~ ,  $ ~ ~, $ i ,  ~ ~ 0 se ~ ~ --~ ~i, ff~, 6 ~ Sc se ~ ~ ~i, etc. 
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L' applicazione ripetuta di un celebre teorema di EULERO d~t 

S S 8 S S 

> 

(34) h~ > Ea2SaAi + ~"'ZminSf,~q Ci,,~q. 

D'al t ra  parte, essendo in generale 

(35) ~go,o(i, q, ~ ) -  g~, 0(i, q, ~) ~ O, 
da (30) e (25) segue 

~(q) < P~q, 

ci6 che implica che per tutti i valori di q pei quali 6 ~ ( q ) >  0 deve essere 
~ q > 0 .  

Si pu6 dunque affermare che per gli stessi valori di q 

(36) h~ > Ea~'SaAi A" q"~mt,~$t,oCi,o 

ed anche 

A.z > Ea~SaAmia -+- r'gmt,,$mi,~Cmln. 

Successivamente la (31) porta a concludere the,  indipendentemente dal 
vaiore di i, fin quando 6 ~ ( q ) >  0 6 pure 

,t2 
(37) d ~  Ea~SaAm~,  -t- ~ m~, ,$minCmt,  

d--q < - -  S a S a  + ~"max Se 

23 (~). La (37) rende evidente c h e l a  (33) 6 soddisfatta pet' ogni valore 
7~ 7~ 

di i tra --~2 e ~ tanto nel caso del cemento armato (Sa=~O) quanto in quello 

delle mura ture  semplici se 0 6 inferno a d s  [perch6 la condizione che 0 sia 
interno a d s  equivale al l 'essere a ~ >  ad una certa, costante positiva per ogni 
valore di i e quindi ha come necessaria conseguenza $m~. > 0, cmi,, > 0]. 

(i) Le  conclusioni di questo numero  si applicano anche al caso S a g O ,  • ~ ~ (Cfr. n. ° 5) 
perch~ r iprendendo le considerazioni del  numero  preeedente si riconosce subito the  helle (34)7 
(36) si possono sostituire ~i~q~ Ci,~q, $i,o Ci,o r ispet t ivamente  con Sc~ Ci, So, Ci~ arr ivando 

, d ~  ,g 
alla conclusione che q" max e-~ < - -  r ,~i~ C,~i,~. 
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Inoltre,  sia ne l l ' uno  che  ne l l ' a l t ro  caso,  essendo (Cfr. (32)) 

lira ~o --" 0, 
. 7C 

la (37) r i go rosamen te  fornisce 

(21)~, lira tot = 0:  

dopodich6 la sempl ice  r ipet iz ione delle considerazioni  usa te  per  s tabi l i re  (27) 

e (28) por ta  a (21)3 , ci06 al t e rmine  del la  d imost raz ione  del  L e m m a  [perch6 (21), 
6 ev iden te  conseguenza  di ~ ( q ) ~  PSq]. 

24. In iz iamo lo s tudio del  c o m p o r t a m e n t o  del la  funzione ~)K~. 

E v i d e n t e m e n t e  pet" i ~ T-- ~ 6 v h ~ +--- x.  Quindi  da  (22) - -  in base  a (21)~, 

(21)a ed alla definizione di G p -  segue  

Rich iamtmdo ancora  (21)~ si conc lude  

(24) lira (~FC~t - -  "-t-- ~ .  
~ \  tot / 

2,5. Pe r  p r o v a r e  la (23) 

(39) 

R icor rendo  a, (13), (14), 

con ev iden te  significato dei 

(40) 

de r iv i amo  r ispet to  ad i tutte e tre le equazi0ni  

i P - - ~ o , o ( i ,  to,, ~t) 

i 0 - -  ~t, 0(6 ¢oi, Y't) 
~Y~  ~ ~o,,(i, (oi, ~i). 

(15) [e tenendo conto 

simboli,  

d ( ( o ~ )  d~°i ¢~ifo,~ 
O - -  fo,o d i  f " °  d--i- - -  

d(¢oi~,t) d(o~ roof,,, 
~ ' ~  ---- f , ,o d i  5 ,o  d--i - -  

d g K i  d ( ~ )  dc.~ o~fo, ~ 
d l  - - -  f ° ' '  d----i . . . .  f , , l  d---( - -  " 

delle s tesse  (39)] si t rova ,  
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Risolvendo le prime due di queste equazioni rispetto a - - - -  

si ottiene 

(41) 

d(~,~) 
d i  

I A, d(oh~,) 
d i  - -  (°'(f°" fz,o - -  L ,  ~ L,o) +- ~Yff.,f~ ,o 

d¢o~ 

d~o~ 
e - -  - -  

di  ' 

mentre dall ' intero sistema r i su l ta  

cio6 

(42) h~ d ~ r S ~  
di  

dgrC ,  ~ _ ~d~,(fo,o f, ,~ - -  fo f , ,o)  ~-~ , ~ 

- ~o,A~ + ~ , ( f ; , o  fo, i  - -  fo,o f , , , ) .  

Basta allora osservare ehe 

d 1 I d w ,  _ d.,,t  
-di \ - -~  ] --- ~ .  ~ o), di  v l ("  --di- t 

per coneludere [Cfr. (42) e (41),] 

~ d  [ \~)~5, 
(43) h,¢o, ~ | ~ : - ,  : -- ~ , '  - -  9rG'fo.o. 

\ ~ ]  

Quest 'equazione rende evidente la (23) non appena si ripensi a (17) e (18). 
II teorema d' esistenza ed unicit~ tes ta  cosi completamente dimostrato. 

26. Sia l, la ret ta  d' equazione ~, ~ ~, ed ai(~t) [ovvero ci(~i)] la somma 
delle lunghezze dei segmenti  eventualmente comuni ad Sa (ovvero ad So) ed 
alla ret ta normale all 'asse ~ nel punto di ascissa ~ (i). 

Dimostrato il teorema d' esistenz~ ed unicit~t, 1' osservazione finale del n. ° 7 
- -  combinata col fatto che helle ($)i ed (S)~ non figura la ~ - -  permette  di 
affermare che l~ 6 la posizione ~ssuuta dall 'asse limite qu~ndo - -  lasciando 
invariati il carico, il centro di pressione, la ai(~,) e la ct(~i) - -  si trasformi 
la S in una sezione S, simmetrica rispetto all 'asse ~,. 

Un 'a l t ra  sempliee propriet~ degli assi l~ pub mettersi  in evidenza facendo 

eorrispondere al valore generieo di i in - - ~ ,  -~ il punto O~ di coordinate 

(~) Ci6 ehe impliea  ai(~i)= O~ ei(~i)----0 non appena  sia ~ < -  ~i oppure ~i > ~i. 
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~ - -  O, ~i - -  H( i ) ,  dove 

(44) H ( i )  ~ O~c~. 

Invero,  chiamando (~'~, ~'~) la coppia ortogonale in cui si trasporta (~, ~ )  

per effetto della traslazione 0----0~, si ha 

~'~ ~ ~ ,  ~'~ - -  ~ - -  H( i )  : 

% tenuto conto di (22), (20)~ e (i0), la (44) pub scriversi 

o = + 

Vuol dire che l~ rappreseata  la posizione dell 'asse limite nella sollecita- 

zione ~ del cilindro C, corrispondente al solito carico P, ma  al centro di 

pressione 0~. 
Risultando t t ( i ) - - 0  allora ed allora soltanto che i ~ ~ ed avendosi [Cfr. (38)] 

Q 

7~ 7~ 
al var iare  di i d a  ~ a ~ il punto 0~ partirh datla posizione Gp per ritor- 

narvi  dopo essersi sovrapposto ad 0 una ed una sola volta (per i ~ ) .  Ri- 
spetto alla cu rva  c luogo di 0~, la ret ta ~q~ - -  in quanto congiunge 0 con 0~ - -  

rappresenta  la gener ica  secante per O: onde la tangente in 0 alla c (coincide 

eolla re t ta  ~ 7  eio~) ~ parallela all' asse limite, 

Restano cosl giustificate tutte le affermazioni del n. ° 9. 
La  curva  c gode di altre propriet~ interessanti.  Ad es. si pub stabilire 

c h e i a  sua tangente in Gp ~ ortogonale alla ret ta  OGp allora ed allora soltanto 

che questa coincide con uno degli assi principali d ' inerz ia  di Sc-4- E~ 

rispetto ad O, eec. 

§ 3. T e o r e m l  d e l l a  t eor ia  l i n e a r e .  

27. Il teorema di riduzione (n. ° 10) stabilisce una perfetta equivalenza 
analitica t ra  la teoria ordinaria e la teoria l ineare:  motivo per cui nelle dimo- 
strazioni e negli enunciati  di questo paragrafo ci a t terremo alia teoria ordi- 
naria, con tutto vautaggio della semplicit~t. 
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Passando dalla teoria generale  alia teorie~ ordinaria [p ~ -  Em~,, t ~ 0] 

il s is tema (8) si r iduce alia ~orma (~) 

(45) 

~oP-~- Em~(E--~)dS~-~- Ea~(~--~)dS~' 
~ ~ 8~ 

O ~ Em~(*% -- ~)dSc -+- Ea~(E -- ~)dSa, 
~ ,  ~ ~ 

O ----- E~ l~(~ -- ~)dSc -+- E ~ ( ~  --~)dSa, 

si r iduce cio~ ad un sistema di due equazioni per  le due incognite (3) 7, Z. 
Posto ~ - - ~ - - ~  distanza del punto generico di S da l, le ultime due 

equazioni esprimono che 0 coincide col centro del siste,na di forze-momenti 
Ea 

statici (3)~dSc, ~ ~-~ Ea dSa applicate ai singoli elementi  di ~ . z  + ~ S a :  no ri- 

s sulta notor iamente  l ' ident i t~ di 1 coll 'asse neutro di 0 rispetto a ~ ,z- t - -  ~ a 

( ) che non differisce da S~-!-~j~ Sa se l non taglia Se • 

In part ieolare resta stabilito ehe l~ coincide sempre eoll 'asse lmutro di 0~ 
E~ 

rispetto a ~i ,~- t -  E ~  S~ : e s imul taneamente  (Cfr. n. ° 26) ehe l~ rappresenta  

anche l 'asse  neutro di 0 rispetto alla superflcie non omogenea  (simmetrica 

rispetto a ~) ot tenuta at t r ibuendo densit~ r i s p e t t i w m e n t e  eguali ad I e d  ~j-~, 

alle due regioni di S~ che (nella trasforma, zione di S in S~) r i spe t t ivamente  
eorrispondono a ~,~i ed Sa. 

(i) :5Tella teor ia  e last iea  va r r ebbe ro  ancora le (4,5) l)urchb si ident i f icasse  P$~ E con So; 

E~ 
donde  de r ive rebbe  r i d e n t i t ~  di  l tol l '  asse neutro di  0 r ispet to ad Sc ~-~,~ So. 

(e) L a  stessa circostanza semlolificativa si p r e s e n t e r e b b e  nel la  teoria  del le  mura ture  
semplie i  assumendo t ~ 0~ p toroporzionate ad una  qualunque  Ioofenza di I z: t (come, ad es., 
quando  si adot ta  la  legge  di  BAc~). 

(a) Cfr. ad es. GVIDI~ Lezioni sulla Scienza delle Costru~zioni, vol. I (8 a ed iz ,  Torino, 1917) 
pag.  112 e segg. 



A. Sz~ORI~I:  Sul la  pressoflessione del cemento aimmto 113 

(46) 

~Ol l  

(47) 

28. Nella teor ia  ord inar ia  le equazioni  che definiscono coi, 3~ (Cfr. n." 19) 

possono scr ivers i  

t P = ~oi I f*oo~i- - f* io  t 

I o = f*,o~,  - f*~o 

(m, n - - -0 ,  1, 2,...). 

S imu l t aneamen te  si ha  ICfr. (22)] 

(48) ~ - -  ~ { f*o , ,Z~- -  f*~.~ f : 

( = ;) ment r e  da  (46)3 r isul ta  na turMmente ,  per  -- -~ ~ i < 

(49) 
t f*,,o>O, 

~ . _ _  f * ~ o  

I ' - -  f*., 
Combinando (48) con (49): si o t t iene 

o) i 
9re,  = . - ~ - 1  f*o, tf*~,o - / * , , , f * , , 0  I, 

I t,o 

ci6 che pe rme t t e  di dedur re  da (41), che 

~: 2) d(c°iED 7~ 
in par t ico lare  [Cfr. (17) e (49)~] che entro - - ~ ,  la di  ha  sempre  il 

segno di ~ff'Cl. 

D' a l t ra  parte,  per  l' a t tua le  ~ ,  (az) o non differisce da (E*)o ~ -  ¢o~E~ al t ro 

che per  un fa t tore  cos tante  Q). 

Si pus  dunque  conc ludere  che :  

• Tra  tu t te  le sollecitazioni ~ la sollecitazione effet t iva (cio6 Z~) 6 carat-  

t e r izza ta  dal  fa t to  che r ende  mass ima  la pressione uni ta r ia  in 0 (3). 

(i) Non val la pena d'insistere sul fatto che 0 pub non appartenere ad S. 
(3) Invece in generale ~ non d~ il minimo di ~i. Perch~ eib si veriflchi ~ necessario 

E~ 
che uno deg]i assi centrali di P ~  + E-~, S~ passi per 0:  condizione ehe nella teoria elastica 

E~ S si riduce all' appartenenza di 0 ad uno degli assi centrali di S~ + E,~ "" 

anna?~i di, M~tema~ea, Serie I V ,  Tomo V. 15 
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I~9. Riferendosi  a 2~, (ed all' unitfi, di lunghezza  del  nostro cilindro) poniamo 

1 £s-~-~az%dS~-+- l avoro  di deformazione.  

A w ' e m o  [Cfr. (47)] 

o O ) i  * ~  

= y { - f * , o )  - - f % ) l  

ed infine [Cfr. (46)] 

I1 t eoroma or ora  d imost ra to  si pub dunque  enunc ia re  anche  nella fo rma  

seguente  : 

• i ra  tut te  le sollecitazioni :E~, la sol leci tazione effet t iva 6 ca ra t t e r i zza ta  

dat fatto che  r ende  massimo il l avoro  di deformazione  ~. 

30. Volendo approfondi re  la t ra t taz ione del caso s immetr ico,  conv iene  

in t rodurre  le notazioni  semplif icat ive 3~---~ ~'o.~, c(x) ~ co(~o) , a(x) ~ a0(~o) 

(V. n. i 22 e 26) ed anche  le seguent i  - -  in cor r i spondenza  ad ogni va lore  
posi t ivo det p a r a m e t r o  v e dell '  intero r - - :  

~o 
m,.(~, v) =~x"dSc -4- v~x"dSa =~X~'C(x)dx .4- v~x"a(x)dx, 

D(a, v) - - -  mo(8, v)m~(8, v) - -  m~(8, v), 

~o 

q(~i, v) ~ ~Fo(~ , v) - -  F~(~, v) - -  ~mo(~, v) - -  2~mt(~ , v) -¢- m.~(~, v). 

mo(~, v), m,(~, v), m~(~, v) vengono  cosl ~ r app re sen t a r e  r i spe t t ivamente  l ' a r ea ,  
il momen to  s tat ico ed il momento  d ' ine rz ia  di $'~-4-vSa r ispet to all' asse  y :  
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men t r e  

(50) 

(51) 

(52) 

Risultando 

din,, = ~rc(~) ' 
d8 

dFr m,,(~), 
d ~ - -  

d q _ 2Fo(~)" 
d ~  

q(~, v)=j'(~- --  x)¢c(x)dx + vj(~ - x) "° a(x) dx~ 

res ta  s tabi l i ta  - -  per  ogni ~ - -  ta d i seguagl ianza  [efr. (35)] 

(53) q(~, v) = ~Fo(~, v) -- F~(~, v) > 0 

ed i n s i e m e  l ' a l t r a  (*) 
dD 

(54) ~ = c(~)q(~, v) > o. 

(55) 

pur  d' in tendere  

31. Passando  dal caso genera le  al caso s immetr ico  della teor ia  ord inar ia  

(~ = O) le (45) forniscono 

l p --- ¢oEmFo(E), 

0~--- "~ F~(~), 

E~ 
V - - - m _  : 

E~ 

ci6 che r iduce  l 'espressione" di 

r i spe t t iva  

P(Z - -  x )  

7' = E a  .P(~o - -  ~) 
E,~ Fo(E ) 

5) = p ( ~  + :¢°) 
Fo(~) 

sz e le condizioni di stabilitK (~) alia forma 

ht (condizione di stabilit~ per  l ' a r m a t u r a )  

- - _ ~  he (condizione di stabilit~t pel conglomerato) .  

(~) Non val la loena d'insistere sul fatto the helle (53) e (54) per Sa-~ 0 e ~ <- - .~  il 
segno > va sostituito con ~ [Gfr. (26)]. 

('~) Si prescinde dalla 1 a delle A~) (Cir. n. ° 5). 
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AI tempo stesso la couveuzione xo~);> 0 resta espressa da 

(56) > o. 

39. Verifichiamo che l 'equazione fbndamentale 

F~(~) = O, 

subordinatamente all' essere ml(~o)~ 0, ammette  una ed una sola radice posi- 

tiva~ che per  ao <: 0 4 sempre compresa t r a  - - a  o c ~o- 

Poich~ 

dF~ . _  m~(~), d~F~ ~ 8c(8), 
d$ d~ "~ 

al var iare  di 8 da 0 a + c~ la F'~(~) non potr~t cambiar  di segno pid di mla 

volta e per ~ :~  ~o coincider~t sempre coil F'~(~o ) ~ ~h(~o) > 0. 

D' altra parte (~) 
F, (0)  = - -  m (0) < 0 :  

onde resta verifieato che l 'equazione fondamentale ammette  una ed mm sola 

radice positiva, ~. S e a  o < 0 tale radice 6 cer tamente compresa tra - -~o e ~o 
perch4 

~o 

F~(-- ao) --- - -  v j x ( x  + ao)a(x)dx  < 0 

--~0 

F~(~o) : j x ( ~ o  - -  x )  I c(x) -~- va(x)  t d x  > 0: 

--9:0 

ed ~ l ' u n i c a  radice dell' equazione fondamentale perch5 per 8 ~:  0 < -  ~0 

~o 
F'~(~) --- m~('8) - -  v l x a ( x ) d x  ~ O. 

~ 0  

In ogui caso, almeno per 8 ~ 0, sat& 

(57) F~(5) :>~ 0 a seconda che ~ :% ,E. 

La (58) rende agevole il caIcolo numerico di E:  anzi, quando 

F,(~o ) < 0, cio5 ~o < m,(~o---- ~ ,  

(i) : N a t u r a l m e n t e  si  e s c l u d e  il caso  S~ ~ 0~ % ~ 0. 
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essa fornisce E > ~o e success ivamente  

m,.ff_) - -  m,.(.~o) (r - -  0, 1, 2, ...) 

_= m~(~) m.~(2o _) 
m~(~) - -  m,(i30)" 

I~ il case iu cui la Sc non 6 tagliata dat l 'asse  neutro n~ di O rispetto ad 
S c -4-VSa e quindi n~ coincide con I. 

33.  Sempre restaudo nel case simmetrico della teoria ordinaria, ripren- 
diamo in esame l 'equazione fondamentale Fd$ ) - - 0 ,  supponendo 

m,(2o) ~ < 13o. (58) F, II3o) > 0, cio6 $o > m,(t3o ), 

Definiamo la suecessione ~ ,  ~ ,  ..., ~,, ... mediante la relazione r icorrente 

(59) 2~ m , ( ~ , _ ~ )  (s I 1, 2, . . . ) :  
= ,n , (~  - ) 

ci6 che equivale ~ considerare la successione n~, n~, . . . ,  ns,  ... degli assi neutri 
di 0 rispetto ad 

Sc 4-- E,n S~ ~ ~ 0  A- 

Risulterh 

(60) 2o > 21 > [~, > ... > ~, > ... > 0. 

Infatti, essendo 

(61) ~n,(t~o) > o, ~o > ,**(t~o) _ m , ( 2 o ) -  t~, > o, 

sar~k pure 

cio6 

~o 8o 
-t- Ea 

- -  °to ~o 

e quindi 

j'x(x ~,)c(x)dx + m~(~,) - -  ~,m,(~,) = o:  

mA3,) - -  "U(i3~) < 0, 
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mentre ~, > O. l~e segue 

m~(t3,) ~ > o. 
(62) m,(~,) > 0, ~, > n h ( ~ ) - -  

II confronto dl (62)con  (61) basta  per  mettere in evidenza c h e l a  (60) 
pu6 essere completamente dimostrata per  induzione. 

Da (60) segue 1' esisteaza di un limite per  [3s al crescere  indefinito di s :  

successivamente (59) e (57) dimostrano che 

(63) lid~ 13, - -  ~ ,  

eio6 c h e •  al variare di s da 1 ad ~ ,  l ' asse  neutro n~ si approssima eostan- 

temente ed indefinitamente al l 'asse limite ~,. 

34. Pel seguito, conviene fare l 'osservaz ione  seguente. 

Determinato Z, modifichiamo comunque i valori della funzione posi- 

tiva c(x) nell ' intervallo (Y., ~0), senza toccare i valori della stessa funzione 
neli ' intervallo (%, E) e neppur quel!i della a(x) in tutto l ' intervallo (a0, ~o). 
Per  la sezioue modifieata l 'asse limite corrispondente al centro di pressioue 0 

sara ~ncora la retta x--~ ~,. Dal lato meccanico, la cosa 6 intui t iva:  ma 

resa evidente anche dal teorema d'unicitA, non appena si ricordi che l 'equa- 
zione che definisce ~ pub scriversi 

_ .m~(~) 
md~)" 

§ 4. T e o r e m l  d i  c o n f r o n t o .  

35. Mantenendo le uotazioni del numero precedente e l ' ipotesi (58) appli- 

chiamo la teoria elastica alla sezione ~'~s-t A -Ea Sa sollecitata dal solito ca- 
Em 

rico P applicato in 0. Come asse limite t roveremo l 'asse  neutro di 0 rispetto 

a ~ - i  4-Ea_ Sa, cio6 la retta x-----~s : onde il massimo T~ della trazione uni- 
Era 

taria ne l l ' a rmatura  ed il massimo 6)s della pressione unitaria nel conglome- 

rato saranno rispett ivamente rappresentati  da 

P(~o-- ~) Pt ~om,(~_,) - m~(~_,) l 

(64) 
P(% + 13.) P{ ~o.~,(~._,) + m.~(~._,) 1 
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In conseguenza  di (54) si t rova  subito 

d ~omi - -  m ,  _= (~o - -  ~)~c(8)D~) --  (~oml - -  m,)c(~)q($) = 
D~'(8) d$ D 

= c(~[ - -  ~o(mi~ - -  m,)(mo~ - m,) + (m,~ - -  m,) *] : 

cio~ 

(65) D~(~) D - -  - -  c (8 )F~ (8 ) I  ~ ° F ° ( ~ )  - -  F~(8)  I" 

Essendo sempre  [Cfr. (53)] 

(6(:) Ft(~) < 8Fo(~ ) 

da  (65) segue che quando  ~ < ~ < [30 c e r t a m e n t e  

d ~om~ -- m~ < 0 .  
d~ D 

Ricordando a l lora  le (64)~, (60) e (63) si conclude 

T,< T~ < ... < T8 <... < T: 

in par t ieo lare  che sost i t~endo alla t eor ia ,  o , 'd inar ia  la teor ia  elastica (~) il 

mass imo del la h ' a z i o n e  u n i t a r i a  n e l l ' a r m a l u v a  impiccol isce  sempre .  

36. Cambiando  in (65) 6o in - - a  o si ot t iene 

(67) D" d m,ao + m s = _ c(~)F,(~)l%Fo(~) ÷ F~(~)} : 
d~ D 

donde r isul ta  che se a o > O  la condizione ~ ~ ~ ~ sufficiente perch~ sia 

d m~a~ + m~ < 0. 
d~ D 

Vuol dire che quando  ¢o > 0 dalle (64)~ (60) e (63) discende 

~ < 6 h < ... < 6~ < ... < ~ :  

e si pu6 a f fe rmare  ehe se 0 ~ i n t e r n o  ad s, sost i tuendo al la teor ia  o r d i ~ a r i a  

la teo~'ia elastica Q) il mass imo della press ione  u n i t a r i a  nel  conglomerato  
diminteisce.  

(~) A parit/~ di O, P, Sa, So, E.,, Eg. 
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l nvece  quando ao < 0 - -  e quindi ~ < ~,, (~) - -  se pure  non 6 

(68) 6), > ~), 

sempre  possibite modif icare  Sc L__ senza  d is t ruggere  la commssione di S --  

in modo da r ende r  soddisfat ta  la (68). 

Pe r  convincerc i  di questo r iprendiamo la (67) ponendo - - %  ~ a > 0 ed 

M ( 8 ) =  Fi(8 ) - -~Fo(8) :  in guisa  da ave re  

(69) D o. d nh% + m~ __ 
d8 D 

Risul tando 

c( )Fdo)M(8 ). 

x)c(x)dx +-~m~(X - -a ) ($ -  x)a(x)dx 
o$ 

E~ -~- =S(x  --~)c(x)dx + -~ ~(x -~)a(x)ax, 

ins ieme ad 
M(E) - -  F,(~) - -  aFo(E ) --- - -  aF0(~, ) < 0 

dM 
si avr~  M@ > 0 e per  8 > a (in par t icolare ,  per  8 > 5) ~ > 0. 

Ci6 basra per  asser i re  che ne l l ' in te rva l lo  (3, 8 ) e s i s t e  uno ed un sol 

valore  ~ '  pel quale  M(~,')---0 e (nello stesso interval lo)  6 

(70) M ( 8 ) ~ 0  a seconda che ~ ' .  

Anzi, tale valore ~'  (Cfr. n. ° 34) res ta  invar ia to  comunque  si modifichi la 

funzione posi t iva c(x) nel pr imit ivo in terval lo  (~', ~): na tu ra lmen te  posseggono 

la stessa inva r i anza  
~, .__ p m, (~')~o + m~(~'') 

/)(~') 
ed h = a)' ~ 6). 

In t eg rando  (69) da  Z a ~' e r icordando la (70) si t rova  

h > 0 :  

in tegrando  la stessa (69) da  ~ a 8o 

i (7 1) (% --  6) -~. h --_t ~c(o)Fdo)M(8)d  I 

(') Cfr. n. ° 3"2. 
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Ora (Cfr. n. ° 30) per ~' < ~ < ~t 

D(~) :> D(~'), 
~o 

Ea 
F~(~) ~: ~(~ -- a)Se q - - ~ p j x a ( x ) d x  =1t, 

G @a(x)dx - -  K:  

onde da (71) si pub t rarre  

6h--6~ > h 
H . K  
D ~ ,  ) jc(~)d~ = h 

Zr 

H . K  
D'-(~') ( Se --  ~.,). 

Partendo da una qualunque sezione, si potr~ dunque semprc ot tenere che 
risulti ( o ~ -  6 ) >  0, semplicemente riducendo convenientemente  piccola l ' a r ea  

Se- -  ~ ,  - -  senza toccare i valori della c(x) nell' intervallo (a, ~.') e neppure 
quelli della a(x) nel l ' in tero intervallo (% ~io) - - .  

La conclusione 6 indipendente dal valore di P :  in modo che, scegliendo P 
convenientemcnte  piccolo, si potrK anche ot tenere c h e l a  trazione massima 
nel conglomerato risulti ~ z. 

Con ci6 agli effetti della sollecitazione presa in esame la teoria elastica 

verr~ a confondersi (~) colla teoria l ineare e si potrh affermarc che se O 

esterno ad s, anche la sostituzione della teoria lineare alla leoria elastica 
pub fa~'e ingrandire il massimo della pressione unitaria nel conglomerato. 

37. Nel caso simmetrico della teoria generale  i valori di co e ~, subordi- 

na tamente  alla condizione di esser positivi, restano individuati dal sistema (~). 

(72) 

P --~Sp[~o(~ - -  x)]c(x)dx- j ' t [~(x  - ~)]c(x)dx-4-¢0Eq(~ --  x)a(x)dx 
--% ~ --:% 

~o ~o 
0 =~xp[ (~(~- -x) ]c (x)dx- -~x t [~o(x  -~)]c(x)dx + ¢ o E ~ x ( ~ -  x)a(x)dx. 

- -  % ,~. _ _  % 

(l) Si ripensi al teorema d' unicit~. 
('~) Cfr. ($), per ~ ~ 0. 

Annat~ d~, Matematica, $erie IY,  Tomo W'. 16 
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Contcmporaneamente,  ove si r i teaga la 1 ~ delle A~) assorbita da B~), le 

condizioni di stabilita si riducono a 

(73) Ea~(~o - -  ~) ~ ht (condizione di. stabilit/~ per l 'armatura),  

(74) p[(o(E -4- so)] ~ hc (condizione di stabilita pel conglomerato). 

Abbiamo pure gi'~ avvert i to  che netla dimostrazione dei due teoren)i di 

confronto sistematicamente supporremo verificata la 

(~) Es~__Ec~Eo  
per - - ~ a ~ z ~ 0 .  

38. Passando alla dimostrazione del 1 ° teorema di confronto (~) contrasse- 

gneremo con * tutti gli elementi del retativo problema ausiliare, che diffe- 

riscono o possono differire dai loro corrispondenti nel problema effettivo 

(applicazione della teoria generale alla sezione e sollecitazione effettive): in 

particolare porremo 
E: 

t~ c,(x) =- So c(x) per x < 0 

t c,(x) ~-- C(X) per x ~ 0 

e successivamente 

mr*(~, v ) - - ~ x " c , ( x ) d x  -4-- v~x"a(x)dx ,  ecc. 
--% --% 

Procediamo per assurdo, ammettendo in un primo tempo che, pur essendo 

verifieate le condizioni di stabilit~ nel problema ausiliare, nel problema effet- 

tivo risulti he ~ p[¢o(~ + %)], cio4 

h~ 
(75)  ~o(~ + So) = ~, = ~, 

in corrispondeuza ad una grandezza del carico minore di quetla assegna ta :  
grandezza the  continueremo a rappresentare  con P~ manteuendo ill relazione 

ad essa tutte le notazioni abituali. Evidentemente  le condizioni di stabilit~ 

nel problema ausiliare non cesseranno di esser soddisfatte per una tale dimi- 

nuzione del carico. 
:Nell' ipotesi (75), anzi, nell' ipotesi meno restr i t t iva 

(76) P [ ~  + ~0)] ~ he, 

e) Enunciato al n. ° 14 (% ~ 0). 
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la (~) p e r m e t t e  di asser i re  che  per  ogni va lo re  di x in (--:¢o, "~) 6 

E <pI¢o(~ - -  x)] 
(77) , _  -~-~(.v ~Zx- ~ ~ E o . 

In conseguenza ,  sc r ivendo  la (72)~ nella  forma 

0 

o -  - + - 93)]c(x)dx 
v J  F.] 

~o ~o 
- -~xl[o)(x  -- ~)]c(x)dx q -~oE~x(~  - -  x )a(x)dx ,  

E --% 
si r i conosce  che  

0 

O ~. ~oEs~x(~--  x )c (x )dx  -I-toEoj'x(E -- 
--% 0 

cio6 - -  essendo (o ~ 0, E~ 

~0 
(o E~J x(E --  x )a(x)dx  : x ) c ( x ) d x  q- 

" - - q ' O  

(78) 0 < G*(~,  n) = ~,~,*(~, n) - m F ( Z  , n). 

39. Da  (78), poich6 ~ ~ 0, segue  

(79) m,*(~, n) ~ 0 
e s u c c e s s i v a m e n t e  

(80) m~*(~o, n) ~ 0. 

I n v e r o  se E _ ~ o  la (79) s ' ident i f ica  colla (80): men t re  so ~ ~ Do da 

din,* ~ ~c($) si pub s i cu ramen te  t ra r re  m~*(~, n ) ~  m~*(~o, n) e r i condur re  cosl 
d~ 

ancora  la (80) al la  (79). 

L a  (80) - -  in quanto  a f fe rma che l ' a s se  posit ivo x r isul ta  or ienta to  da 0 

verso il ba r i cen t ro  di Sc* + nS~ - -  d~t la condizione vo lu ta  pe r  po te r  s c r ive re  
le relazioni  fondamenta l i  del p r o b l e m a  ausi l iare  nella forma (~) 

P 
(81) F,*(~*, n) --- 0, o)* - -  

EoFo*(~*, ~ ) " 

(82) E .  P(~o - -  E*) ~ E~ P(~* + %) 

(~) Cfr. n. ° 31. 
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Dal confronto di (81), con (78) segue  (Cfr. (57) del pa ragra fo  precedente )  

(~3) ~ > Z*: 

ci6 ehe cor r i spoude  a l l ' a f f e rmare  t h e  l ' a s se  l imite del p rob lema  ausi l iare  

r isul ta  compreso  t ra  0 e l ' a s se  limite del p rob lema  eff'ettivo. 
Anche  in questo numero  non abb iamo  supposto  neces sa r i amen te  verif icata  

la (75), ma  solo la (76). 

4:0. Molt ipl ichiamo (72), pe r  ~ e succe s s ivamen te  so t t ragghiamo m e m b r o  

a m e m b r o  (72).,. A v r e m o  cosl 

(84) P ~  - -S (~  - -  x)p[o)(Y. - -  x)]c(x)dx + 

j ' ( x  - -  ~)t[~(x - -  Z)]c(x)dx + toE~j-(~ - x)~a(x)dx. 
~ 0  

Tenendo  conto c h e l a  t 6 s empre  pos i t iva  e che 

che (77) - -  d iscende  

h~ (~ - x )  p[~(,~ - x)] > 
~-.0~ o 

da (75) ed (8 )  - -  oltre 

pe r  ogni x in ( - - % ,  Z), dal la  (84) si t rae  

ho  :c(x)dx 

h° 1 
> Z -+- a o 

~0 
hc 

- x:a(x)dx > A- 

- - t Z  6 

~(~ - x)~c,(x)dx + n~(~ -- x)~a(x)dx I 
- -2~  0 

cio6 (Oft. n. ° 30) 

Z(~ + ~0) 
(85) he < P q,(E, n) 

dq ~ 2F0(~) ' si t rova  subi to Tenendo  presen te  che 

q ,(8) j 8  ~ , - ~  _ (2~ -[- ao)q,(~ ) - -  28(8 -{- ao)Fo*(8 ) - -  

: %[q,(~) --  2~Fo*(8)1 + 2~[q,(~) - -  ~Fo*($)] , 
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cio6 

0 r a  [Cfr. (81)~] per ~ > Z* > 0, non solo 6 F,*(~, n) > 0, ma anche [Cfr. (66) 
o (53)] Fo*(~ , n ) >  0: onde si conclude (9 t h e  almeno per  8 > Z* 

d ~(~ -4-%) < 0. 
d~ q,(~, n) 

Ci6 pe rmet t e  di dedurre  da (83) 

2(2 + ao) Z*(Z* + ~o) (86) - - - ~ - -  < 
q.(~, n) q.(Z*, n) 

0sse rvando  infine che q. (~ . ,  n) ~-- Z*Fo*(~*, n) - -  F~*(Z*, n) = Z.F0*('~., n), 
si r iesce a sostituire alia (85) la diseguagl ianza 

Z* + .  a o 
he< P 

F0*(Z* , n ) '  

la quale 6 in contrasto colla (82)~. 

Vuol dire che il verificarsi della condizione di stabilit/~ pal conglomerato 
nel problema ausiliare, 6 sufficiente perch6 nel problema effettivo, in corri- 
spondenza al carico assegnato e a d  ogni carico minore,  sia 

(87) p[~o(2 + ~o)] < hc 

ed i n s i e m e  v a l g a n o  tu t t e  le propr ie t tk  i n d i c a t e  ai n. i 38 e 39 c o m e  c o n s e g u e n z e  

d e w  ipo tes i  (76). 

4:1. Complet iamo la dimostrazione del I ° t eorema di confronto, stabilendo 
che il verificarsi delia (82)~, insieme ad 

(87) 

(83) 

6 sufficiente perch6 risulti 

(73) 

anche se Z < 8°. 

p[~o(2 4 ~0)] < kc 

Y. > 2*, 

E~O(~o - -  7.) _< ht:  

0) In  questo punto b essenzialo 1' ipotesi % > O: nell'ipotesi opposta, almeno per ~ eon- 

venientemente prossimo a Z,* risulta d 8(~ 4-%) d~ q,(~, n) > 0. 
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Anche qui procederemo pet" assurd% ammettendo che in corrispondenza. 

ad una. grandezza del carico minore di quella assegnata sussista I' eguaglianza 

(88) E~¢o(~o - -  ~) = h~. 

Riprendendo la (84) - -  che ha validit~ generale - -  in conseguenza di (87) 

si t rova 

~o 
P~ > ~o l Es~(~ -- x);c(x)dx + E,~(~ --  x)"a(x)dx l > 

> ¢oEs l j'(E -- x)'-c,(x)dx q- ~ ~(~ -- x)~a(x)dx 1 

cio6 

P~ > ¢oE~q,(~, n): 

onde si riconosce c h e l a  (88) non pub sussistere senz~ che sia 

(89) 

D'a l t ra  parte [Cfr. (52)] 

E~ q,(~, n) 

d 
q~,(8, n)d8 q..(8, n ) -  q*(~) -- 2~Fo*(~)-- --8Fo*(8)- F,*(8) : 

mentre  per 8 > 3 '  Si ha simultaneamente F ,*(8)> 0, ~Fo*(8 ) > 0. 

Vuol dire che --  senza neppur bisogno di utilizzare diret tamente l ' ipotesi 

~o :> 0 -- si ar r iva  a concludere che per 8 > E* 

(9O) 

in particolare [Cfr. (83)] 

(9 ! ) q,(~, n) 

d 3~~<o: 

- - <  
q,(~*, n)"- Fo*(~*, ~l)" 

Questa diseguaglianza permette di dedurre da (89) [Cfr. ancora (83)] 

E. ~0-- 3 ,  
pht < P Eo Fo*(~,, n) : 

ci(~ c h e  6 in contrasto con (82)i , c. d. d. 

Oosi il I ° t'eorema di confi'onto resta completamente dimostrato. 
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4:2. Pass iamo a t r a t t a re  il caso che 0 sia es te rno  ad S, cio~ - a o = a ~ O. 

At tua lmente ,  essendo la x pos i t iva  in tu t ta  S, r isul ta  ev iden te  la dise- 

guag l i anza  

(92) m~(~0, n) >. 0 : 

m e n t r e  il solo r icorso  alla (~) per ine t te  di t ra r re  da  (72)~ 

~o 
O < Eo~x(Y~-- x)c(x)dx + E~x(.E -- x)a(x)dx 

o v v e t o  

(93) 0 < F~(~, n). 

Verificand()si la (92) le equazioni  fondamenta l i  del  p rob l ema  ausi t iare  - -  

appl icaz ione  del la  teor ia  o rd inar ia  al ia  sezione effe t t iva  sol leci ta ta  in 0 dal 

P 
car ico  - ,  pe r  Em--~ Eo --  possono sc r ivers i  nella forma (~) 

P 
(94) F~(~,, n)----- 0, ~O,=EoFo(~,,___ n )  

(95) E~ P [3 o -  ~ ,  P ~ , - -  
E o p Fo(Z,,  n) ~ h~, P Fo(~, ,  n) <-- he" 

II sempl ice  confronto di (93) con (94)~ fornisce (~) 

(96) Y. :> ~ , .  

43. Volendo d imos t ra re  il 2 ° t eo rema  di confronto,  l imit iamoci  alia teor ia  

r idot ta  e p roced i amo  per  a ssurdo  (3) a m m e t t e n d o  che - -  in cor r i spondenza  

al ia  g randezza  eff4t t iva del car ico  P o ad una g randezza  min0re  - -  la (95)~ 
possa  coes i s te re  con 

(97) ~(~ - -  ~) - -  %. 

Pos to  n' E~ ----- ~ ,  l imi tando la (72)~ al la  teoria  r idot ta  It --~ 0], r i cordando  che 

a t t ua lmen te  x > 0 in tu t ta  S, ut i l izzando infine la (97) e t a  (~), si t r ova  

~o 

x) a(x)dx 

(*) Cfr .  n.i  15 e 31. 
(') Cfr.  n.  ° 32, (57). 
(s) Cfr.  n.i  38 e 41. 
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o v Y e r o  

o > Y,(~, n'). 

Se dunque  si r a p p r e s e u t a  con ~ ' ,  la rad ice  [ce r tamente  posi t iva (~)J del- 

l' equazione  

si pub asser i re  che 

(98) 

D ' a l t r a  pa r te  la (97), 

di dedu r re  da (84) (Cfr. n." 40) 

(99) he < P E(~ - -  ~) 
q(E, n) ' 

men t re  (Cfr. n. ° 41) per  ~ > ~ ,  

in par t ico lare  

(100) 

0 = F, (~ ' , ,  n'), 

,< ~ ' , .  

combina ta  come di solito colla (~), pe rme t t e  pure  

d 
< 0 :  

d~ q(~, n) 

~ ,  1 4 - -  
q(~, n) q(~,, n) Fo(~,, n)" 

Da (99), (98) e (100) segue  

(101) he < 5 ' * - -  c¢ ~ ,  - -  ~, - -  ~ F o ( ~ , ,  n)" 

:Nel n u m e r o  s eguen t e  d i m o s t r e r e m o  che  

~' - -  n '  1 
(102) ~ ,  a < _ __ _ .  

Ques ta  d iseguagl ianza  met te  in ev idenza  l ' incompatibi l iff t  di (101) con (95)~ : 

cio6 p rova  che il verificarsi  della condizione di stabilitK pel conglomera to  nel 

p rob lema  ausi l iare  6 sufficiente affinch6, appl icando la teoria  r idot ta  alla sezione 

effet t iva sol leci ta ta  in 0 dal car ico P o da un car ico minore,  risulti 

(103) p[(~(~ - -  a)] < he. 

Dopo questo  per  g iungere  alla eomple ta  d imost raz ione  del 20 t eo rema  di 

(~) Ofr. ancora n. ° 32. 
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confl'onto basra r iprendere  le considerazioni del n. ° 41, sosti tuendo (82)~, (87), 
(83) con (95h, (103), (96). 

44. Riprendiamo in esame la solita equazione 

(lO4) o = F,(~, v) - - j ' x (S  - -  
~0 

x)e(x)dx + v~x(~ - -  x)a(x)dx 

per un qualunque valore positivo di v: la sua radice 8, sempre  2~ c~ > 0, per  
v - - n  e v ~ n ' ~ n  r i spe t t ivamente  s ' identif ica con ~ ,  e ~' . .  

Der ivando (104) rispetto a v si t rova 

d~ v) + S x ( ~  0 - -  ~ m,(~, x h ( x ) d x  : 

equazione che combinata  collz. (104) stessa fornisce 

(105) N m,(~, 
o~ 

dg 
in part ieolare  ~-~ 2> 0, eonformemente  a N, < N',. 

Ma (104) pub anche scriversi  

(lO6) 

ment re  

(1o7) 

~o 
~m,(~, v) .-~oo'c(x)dx-h v~x'a(x)dx, 

amd8 , v) <~oo°'c(x)dx + 8v~xa(x)dx. 

Sot t raendo (107) da (106) si t rova  

~o 
(~ - -  a)m,(~, v) > vj-x(x - -  ~ )a( x )dx 

A'n.na.li di Katcmgt i¢g,  8erie IV ,  Tomo V. 17 
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e success ivamente  [Cfr. ancora  (104)] 

(108) (~ - -  ~)mi(~, v) > j  x(~ - -  x)c(x)dx ~ O. 

Basra al lora dividere  (105) per  (108) per t rovare  

cio(~ 

1 d8 1 
~ _ _ a d v ~ v  ' 

d ~ - - a  
d-v log - - v  < 0 : 

in par t icolare  

(102) Z ,  - -  ~ E',  - -  a 


