Sulla pressoflessione del cemento armato.

Memoria di A. SIGNORINT {a Napoli).

§ 1. Sunto della Memoria. I1 teorema di riduzione.

1. La resistenza a trazione dei conglomerati (e delle murature in genere)
¢ molto scarsa ed incerta: e questo costituisce il principale motivo per cui
Ia risoluzione dei problemi della statica del cemento armato (¢ delle mura-
ture semplici) non pud essere sistematicamente domandata alla teoria del-
P elasticita (*).

Gia da tempo i tecnici hanno concesso un’incondizionata patente d’ eser-
cizio ad una teoria della pressoflessione del cemento armato (e delle mura-
ture semplici) costruita combinando alcune proprietd dei solidi perfettamente
elastici coll’ipotesi estremamente schematica di assoluta mancanza di resistenza
a trazione nel conglomerato (e di perfetta validitd della legge di HOOKE nella
sollecitazione a compressione dello stesso materiale).

I fondamenti di tale teoria non sono stati finora sottoposti ad una prova
di resistenza in riguardo alla loro capacitd a ridurre il problema tecnico ad
una questione puramente analitica: cioé, in riguardo alla loro capacita ad
individuare una ed una sola soluzione del problema per qualunque tipo di
trave (o pilastro) in cemento armato ed in qualunque caso di sollecitazione a
pressoflessione.

Il desiderio di colmare tale lacuna mi indusse ad iniziare gli studi esposti
nella presente Memoria, studi che in definitiva si sono informati al doppio

(1) Cir. ad es. A. Bionoriny, Sulla statica del cemento armato. [Rend. del Seminario
Matematico della R. Universita di Roma (1924-25), serie 2%, vol. III]. In questa conferenza
sono enunciati quasi tutti i risultati della Memoria. Un sunto delle dimostrazioni relative
al caso particolare delle murature semplici & gia stato pubblicato melle due Note: Un
teorema d’esistenza ed unicitd nella statica dei materiali poco resistenti a trazione e Sulla
pressoflessione  delle wmurature [Rend. della R. Accademia dei Lincei, vol. II, serie 6%
(2° semestre 1925), pagg. 401-406 e 484-489]. I risultati della Memoria furono pure esposti in
una comunicazione al 2° Congresso internazionale di Meccanica applicata [V, « Verhandlungen
dos zwoiten internationalen Kongresses fiir Technische Mechanik », oagg. 278-283 (Orell Fiissli,
Zurigo, 1927)].
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scopo di cousolidare i foudamenti della teoria ordinaria e di mettere in evi-
denza tutta la sua portata.

Ho cercato di raggiungere il primo scopo sviluppando nelle sue parti
essenziali la teoria che risunlta dall’abbandono dell’ usuale schema di rappre-
sentazione delle prove di resistenza dei conglomerati (e delle murature).

Successivamente ho stabilito dei teoremi di confronto che riconducono i
calcoli di stabilitd relativi alla teoria generalizzata nell’ ambito della teoria
ordinaria, in modo semplice e facendo intervenire soltanto elementi facilmente
e sicuramente deducibili dai diagrammi delle prove di resistenza: ed un
teorema di riduzione che implica la perfetta equivalenza analitica della teoria
ordinaria colla teoria meno semplicista in cui il cenglomerato obbedisce alla
legge di HookE (non solo nella sollecitazione a compressione, ma anche) fino
ad un certo allungamento unitario positive, a partire dal quale la tensione
unitaria si conserva costante.

Si possono immaginare dei casi nei quali il prescindere dalla resistenza
a trazione nel conglomerato risulta sfavorevole alla stabilitd: ove essi presen-
tagsero un effettivo interesse pratico, il teorema di riduzione fornirebbe il
procedimento piu conveniente per i relativi calcoli di verifica e di progetto.

I titoli dei singoli numeri del presente paragrafo possono servire come
un indice quasi completo.

2. Costituzione e sollecitazione del sistema. — Sia € un cilindro retto in
cemento armato (trave o pilastro): precisamente supponiamo € costituito per
una parte, C,, da materiale omogeneo poco resistente a trazione (conglomerato)
e per la parte residua, C,, da un’armatura metallica, pure omogenea, risul-
tante da un certo numero di cilindri ognuno dei quali abbia in comune con C
tanto la direzione delle generatrici quanto I’ altezza.

Dette S, 8’ le due basi di C, rappresenteremo con S, S, le due regioni
di § rispettivamente spettanti a C, e C,, ciod la sezione del conglomerato e
la sezione dell’ armalura.: con (7, e G, i baricentri di S, ed §,. Il caso
particolare delle murature semplici corrispondera ad S, =0. Non pud esclu-
dersi che 1 area piana S sia molteplicemente connessa o, pur essendo sempli-
cemente connessa, non sia convessa (travi a T, etc.): in relazione a cid risulta
conveniente definire come conlorno corretio di § la curva piana convessa s
inviluppata dalle tangenti ad S che non tagliano S. Sempre per amore di
brevita, converrd pure — in corrispondenza alla regionc generica o, di S, e
ad un qualunque valore positivo del parametro v — adottare il simbolo

a + vS,
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per indicare la superficie piana non omogenea ottenuta attribuendo a o, ed S,
densita rispettivamente eguali ad 1 e v.

La piu generale sollecitazione a pressoflessione del nostro cilindro corri-
sponde all’ ipotesi che su S agisca un sistema di forze superficiali 2 equiva-
lente alla pressione normale P applicata in un certo punto O del piano di S
— cenlro di pressione —; su S (o direttamente, o per effetto di un vincolo
opportuno) sia distribuito un sistema di forze superficiali equivalente a — 2
siano trascurabili le forze di massa e le forze agenti sulla superficie laterale
{anche se il vincolo di 8 corrisponde ad un incastro).

Per ridursi al caso della flessione semplice bastera supporre P infinite-
sima ed O infinitamente lontano, in modo perd che il momento risultante
di Z (rispetto ad un punto qualunque di S) abbia un valore finito e ==0. Le
condizioni che caratterizzano il caso della pressione semplice saranno speci-
ficate in appresso (V. nl 3 e 7).

Contrassegneremo colla qualifica di simmetrico il caso che S, ed S, ab-
biano in comune un asse di simmetria (ortogonale od obliqua) passante per 0:
asse che evidentemente conterra tutti e tre i punti 0, G., G,.

3. Ipotesi della feoria ordinaria. — Rappresentiamo con A il punto gene-
rico di C: con (w, ¥, ) una terna trirettangola di origine O avente 1 asse
positivo z orientato come la normale interna a C; con S, la sezione normale
generica del cilindro; con g, il coefficiente di dilatazione lineare nella dire-
zione z (') e con o4, O,, O ’Cw,’ T,, Tz le caratteristiche dello stress in 4,
CON 2,4, €4 £,,,, 1 valori algebrici del massimo e del minimo assoluto di ¢,
in tutto C; con %, il carico di sicurezza a compressione pel conglomerato;
con k, e k, i carichi di sicurezza dell’armatura, rispettivamente a compres-
sione ed a trazione.

Con queste notazioni le ipotesi della teoria ordinaria, quando debbano
essere espresse in forma precisa e completa, possono enunciarsi nel modo
appresso indicato.

A)) Indipendenza dello stress dalla distribuzione locale delle forze
agents sulle basi (Postulato di Saint-Venant).

Per la base § le condizioni d’equilibrio possono identificarsi colle condi-
zioni d’equivalenza tra la forza — P applicata in O ed il sistema delle forze
interne applicate ai singoli elementi di §: ed analogamente per S'.

(Y) Tue altre caratteristiche dello strain rimangono ignorafe in tutta la teoria.
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A,) In tutto C é — come nella pressoflessione di un cilindro elastico —
Gp == Gy:::’:mz’cyz‘cz::o,

A,) Perfetta aderenza tra armatura e conglomerato e conservazione
delle sezioni piane (Postulato di Bernoulli).

In tutto C i valori di e, sono gli stessi che si avrebbero oyve nella defor-
mazione del cilindro ogni S, ruotasse rigidamente di un angoloe infinitesimo
proporzionale a z attorno ad uno stesso asse ! da scegliersi opportunamente
nel piano di 8§ — asse limite —.

A) Validita della legge di Hooke nella sollecitazione delle armature.

In C, (qualunque sia il segno di ¢,)

oy =K.,

con K, == cost. positiva — modulo di elasticitd (normale) dell’ armatura.
A,) Condizioni di stabilita per I armatura

- Eaamm = hp; T'= Eaemaw = kt-

b,) Validita della legge di Hooke nella sollecitazione a compressione
del conglomerato e sua assoluta mancanza di resistenza a frazione.
In ogni punto di C, ove sia ¢, < 0,

6 == Epe,

con E,, = cost. positiva = modulo medio di elasticitda (normale) del conglome-
rato: mentre in ogni punto di C, ove sia ¢, >0,

g, =0.
b,) Condizione di stabilita pel conglomerato
& == — Epepmin < K.

La denominazione asse limite & forse preferibile ad altre in uso per
indicare la retta I, anche pel fatto che spontaneamente viene suggerita dal
teorema enunciato al n.® 12 e dimostrato al n.” 33.

Invece, data in generale una superficie piana K (anche non omogenea)
ed un punto 4 del suo piano, manterremo la denominazione classica asse
neutro di A rispetto a X per indicare la retta antipolare di A rispetto al-
1’ ellisse centrale di X,

Non é escluso che I’asse limite possa ridursi alla refta all’infinito del
piano (@, y) (caso della pressione semplice) e corrispondentemente la rotazione
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degeneri in una traslazione. Ad ogni modo, se I’asse neutro di O rispetto ad

S, - Ei S, non taglia §,, ! coincide con tale asse neutro, l'intera sezione &
m
sollecitata a compressione, 'ipotesi b)) rimane inavvertita. E pure ben noto
che se fosse perfettamente elastico anche il materiale costituente C, [ciog, al
posto di b,) si avesse o, = E,,e, per ogni valore di ¢;] I’asse limite non diffe-
rirebbe mai dall’asse neutro di O rispetto ad S, -i- Ei S, : del resto tutto cio
n
risultera dalle considerazioni del n.° 27.

4. Ipotesi della teoria generale e relative notazioni. — Chiameremo feoria
generale quella che risulta dalla sostituzione delle ipotesi b) colle seguenti B).
B,) Comportamento del conglomerato.
In ogni punto di C, &

o, =17e,]

ove 7 rappresenta una funzione caratteristica del materiale — funzione resi-
stente — che per e,==0 ha sempre il segno di ¢,; per ¢, < di un certo va-
lore ¢.=>0 ha sempre derivata 7 finita (<< 7',,,,) € = ad una certa costante
positiva #',,.;, (}); & continua anche per e, —¢. e per g, >¢, & costante ed
eguale ad un certo valore t (= 0).

B,) Condizione di stabilitda pel conglomerato.

B = — P[emyn] < Re.

In corrispondenza alle ipotesi suindicate sard comodo introdurre subito
le notazioni

€4

| per &, <0, sl = —pl— e Bo= 220
{ per e;. >¢e, >0, [e;]={e,];

ed osservare che in corrispondenza ad ogni e, << 0 risulta

(1) Y min < Be < g

Inoltre chiameremo funzione resistente ridotla la funzione — p[— ¢,]
rappresentata dal diagramma della 2{e,] quando, con una traslazione, ai primi-

(*) Dal lato fisico non si guadagnerebbe nulla in generalith permettendo alla  di ten-
dere asintoticamente a 1 per e; =+ oo : mentre la forma adottata nel testo rende pit agili
alcune locuzioni.e dimostrazioni.

Annali di Matematica. Serie IV, L'omo V. 12
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tivi assi coordinati (e;, 1) si sostituiscano gli assi {(e,, 77) di origine (e, 7): ¢id

che equivale a porre

g, ==&, — &, — Pler—e]=1rle]—1.

Evidentemente sara p =0 per e, =0: mentre per e, << 0, ponendo

2 _plms]_t—rle]
¢ - "6’!_83’

J— ez
risultera sermpre
(2) 7',mm < E, < 7‘-’mam~

La funzione resistente ridotta non differisce dalla funzione resistente effet-
tiva tutte le volte che si prescinda dalla resistenza a trazione del conglomerato.

b. Casi particolari interessanti. — Le ipotesi B) si riducono alle b) non
appena si. supponga p' = cost.== E,,, t=0: ed offrono un larghissimo mar-
gine per la piu fedele rappresentazione dei risultati delle prove di resistenza,
perché non ritraggono neppure tutte le proprietd della » che sono suggerite

dalle meno delicate esperienze.

Cosi, sul diagramma della funzione resistente di un qualunque conglome-
rato (0 muratura in genere) si constata che E, sempre decresce al crescere

di |ez]: in particolare che, posto

E,=Ilim E, =+[— 0], k.=ple], E,=-5,

fezf———O 53
[non solo sussiste la (1), ma anche] per — e, =<Ce, << 0 & sempre
@) E,<E.<E,.

Nel seguito useremo spesso anche le notazioni

_E; _E,
p== E,’ "= E,
Per i materiali ordinari &
(3) = o 9 n==co 10:
=1 "= :

inoltre © & sempre abbastanza piccolo in confronto al carico di

rottura

a compressione del conglomerato e la condizione di stabilita B,) assorbe
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—

la 1* delle condizioni A,), perché (mentre !?ﬂ:_:g:c\, 11> Z;—” non & mal
3 e
molto discosto da 30 (*).

Per quanto la cosa non possa avere. grande interesse pratico, non sara
superfluo il rilevare che le ipotesi A), B) si adattano non soltanto alle mura-

2z
anche (8, =0, 1= o0) ai materiali che, come la ghisa, resistono a ftrazione

meno che a compressione, senza che si possa trattarli come materiali assolu-
tamente privi di resistenza a trazione (Cfr. la nota al n.* 23).

Nel seguito avremo ripetutamente a riferirci, oltre che alla teoria ordi-
naria, al seguenti casi particolari della teoria generale.

ture semplici (8, =0) ed ai materiali elastici (SaEO, 1;‘7'}%(}08(].), ma

Teoria semilinegre :

rles] = — plles|] per e, <0, ie,]= L, per 0 <<g,<<e. >0,
rlezl =1 = E. per g, =>c¢..

Teoria »ridotéa :
1fes] = — pljes]] Dor e, <0, 7{e,] =0 per ¢, =0.
Teoria lineare :
e, = Eeg, per — oo e, <<e. >0, re;Jo=1==FEz. per ¢; =>¢..
Teoria elastica :
rfe] = Fe; per — oo < g, << + oo,

i evidente che la teoria ridotta e la teoria ordinarvia rispettivamente si
ricavano dalla teoria generale e dalla teoria lineare prescindendo dalla vesi-
stenza o (razione (v=20): mentire la teoria semilineare & quella che, in rela
zione alla scarsezza ed incertezza di dati circa la resistenza a trazione dei
conglomerati (e delle murature in genere) si presenta come 1’unica a cui ci
si possa attenere in un qualunque concreto apprezzamento quantitativo sugli
effetti della resistenza a trazione,

Si noti che, posto

T4k, .

Es:T+p£ES],. >E.97

g 45, ot 4k,

{(*) B nun pd anche perchd, per ovvie ragioni costruttive, ’armatura & sempre protetta
da un certo strato di conglomerato.
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nella teoria semilineare [subordinatamente alla ()] risulta
@) E, < E.,<E,

tutte le volte che e —e, <<e, <<0.

6. Condizioni @’ equilibrio nella teoria gemerale. — Sia L il piede della
perpendicolare condotta da O all’asse limite /, (£, 4) la coppia ortogonale di
origine 0, complanare e congruente ad (x, y), avente il suo asse positivo &
sovrapposto al raggio OL (*).

Ponendo
E=|0L|,

Vipotesi A,) pud tradursi nell’ eguaglianza

[rd

4) €y = “)(E — &),

pur d’intendere che w sia una costante da scegliersi opportunamente,
Invero, se per un momento si rappresenta con j il versore di 7 (che &
parallelo ad /) I'ipotesi in questione equivale ad ammettere che ¢, risulti lo
stesso che si avrebbe ove lo spostamento del punto generico 4 di € fosse
del tipo (*)
— wgj A\ LA.

Ora ad an tale spostamento corrispondono secondo la terna (€, 7, 2) le

componenti
u=—wz? v=0 w=ozf—E):

onde per convincersi dell’ asserto basta ricordare che

L
FT
Da (4) ed A)), B,) segue che in tutto C

do,
(5) 52_0.

naturalmente la stessa 4) rende evidente che il caso della pressione sem-
plice — E==o0c — & caratterizzato sia da ®©=0 sia dall’essere ¢, indipen-
dente da A.

(*) O non pud appartenere ad I (Cfr. questo stesso numero, in fine).
(!) Con questa notazione risulta © =0 (Cfr. questo stesse numero, in fine).
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In conseguenza di A,) e (6), le equazioni indefinite della statica dei si-
stemi continui in assenza di forze di massa, cioé

do, . O, _

w oy T 0
oty 9o, | Otp
5w Ty a0
ot, 9Ot, , Oo,
Y -+ @' ~- % 0,

sono soddisfatte in tutto C indipendentemente dal valore di ® e dalla posizione
di /: al tempo stesso, per solo effetto di A,) restano soddisfatte le condizioni
ai limiti su tutta la superficie laterale di C, e di C,.

Vuol dire che — finché si prescinde dalle condizioni di stabilita — le
condizioni d’equilibrio di € si riassumono in quelle che traducono la A)),
cioé nelle tre equazioni

— P=}5,dS§
A
6) 0= J'gazds
S

0= j 0,45,
8

ove o, = E, wE — E) oppure o, = r[w(§ — E)] a seconda che 4 appartiene ad S,
o ad S,.
Osserviamo subito che da queste equazioni, pel solo fatto che in ogni punto

di §la o, deve avere il segno di o — E) =¢,, necessariamente segue che :

1°) in S esiste sempre una regione § sollecitata a compressione (g, <<0);

2 E > 0;

3°) rispetto ad [ la & giace dalla banda di O;

4°) ®E >> 0, ciod (non essendosi ancora escluso il caso della pressione
semplice) w =0.

7. Pressione semplice. — Sia ep il numero positivo definito dall’ equazione
(D N cp{gP] - SpEgep = P,

Gp il baricentro di S, 4~—“~ES‘,. Nella teoria lineare (e quindi aunche nella

pler|
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teoria ordinaria) Gip coincidera col baricentro G di S, 4 nS,: cosi pure nel
caso delle murature semplici Gp non potrd differire da G = (f,: invece in
generale la posizione di Gp dipendera dalla grandezza di P.
Il caso della pressione semplice richiede la coincidenza di 0 con Gp.
Invero basia supporre
gy, = CoSt. = — ¢,

perché la (6), fornisca ¢ >0, e quindi da (6) sia permesso dedurre

P = S,plc] + SaE,c

0 = nfe] j £dsS, + Ecltds,
8.

122

0 = ple] J"ndsc + Eyelnas,.
SC S(l
Da (8), e (1) segue

c—=¢p,

¢io che indica che nel caso della pressione semplice in tutto O deve essere
¢, = — ep: successivamente le (8), e (8), si identificano colle equazioni che
esprimono 1’ asserto,

Nel seguito escluderemo il caso della pressione semplice supponendo
sempre O== Gp, @ > 0: ed intenderemo che si sia disposto dell’ arbitrarieta
dell’ orientamento dell’ asse positivo a facendolo coincidere col raggio 0Gp.

Evidentemente nel caso simmetrico Vasse di simmetria non potra diffe-
rire da «.

8. Enunciato del teorema d’esistenza ed unicith. — Sia (£, %,) la coppia
ortogonale di origine O, complanare e congruente ad (x, y), definita dal va-
lore 7 dell’ anomalia del suo asse positivo Ei rispetto ad (2, y) (*): in modo
che, ponendo

x=pcosd, y=psind- (p=0; —n<<¥ < =),
si abbia
) Ei=pcos(¥—1i), n,=psin(d—i).

Indichiamo con J il valore di ¢ pel raggio OL (*). I due parametri E, J
bastano ad individuare la posizione di ! nel piano di S: e ¢ol concorso di

(1) E sottintesa la condizione consueta —n<<i < m.
(?) Onde Eaﬁg, n==g.
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perfettamente caratterizzano lo stress di C. Anzi, se — in corrispondenza a
valori qualunque delle tre variabili ¢, ¢, 8 — poniamo

Fm,nli, ¢, 8)= —J7'{Q(Ei — g™ dS, +
S
+ Bag |6 — & n, S,
8a

(10) (m, n=20,-1, 2,...)

le condizioni d’equilibrio di C si riducono a

3010(37 w, E)ZP;
ga.o(g, w, 3)207
)=0

©)
e &y, (, 0, B

Nel § 2 dimostreremo il T'eorema d’esistenza ed wunicita. Escluso il
caso delle murature semplici (S,=0, t quaptild finita), qualunque sio la
posizione di O nel piano di S e la grandezza di P, il sistema (8) nelle
tre incognite J, w, & ammette una ed una sola soluzione che soddisfi alle
condizioni

(@ —n<=Jd<®w, 0w>0 E>O0

Nello stabilire questo teorema sard anche dimostrato che

T ki

J —5 < I <5,
Nel caso delle murature semplici il teorema ora enunciato — insieme a
tutte le conclusioni della Memoria — sussisie ancora, come subito precise-

remo (*), subordinatamente ad un ben prevedibile vincolo per la posizione
di O (vincolo che, per T=20, si riduce al dover essere O interno ad s).

9. Nello stabilire il teerema d’esistenza ed unicitd si dimostra (cfr. n.t 19
e 26) che, pensando fissato il earico P ed invece disponibile la posizione del

. . . C 1 T W :
centro di pressione, per tutti i valori di ¢ tra —g5eg—e soltanto per essi —

esiste una sollecitazione X; del nostro cilindro che simultaneamente soddisfa
alle due condizioni :
1°) che il suo centro di pressione O; appartenga alla retta v,;

() V. n.° 10, (9%).
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2") che il suo asse limite /; sia normale ed incidente all’asse posi-
tivo ;.

Al tempo stesso si dimostra che per ognuno dei considerati valori di ¢ tale
sollecitazione & unica: e che [; si pud anche interpretare come 1 asse limite
corrispondente al caso in cui, lasciando il centro di pressione in 0, si tra-
sformi & in una sezione S; simmetrica rispetto alla retta £;, imprimendo alle
singole striscie infinitesime di S, e di S, parallele ad %; una counveniente tra-
slazione nella direzione ;.

La semplice infinitd di punti 0; é proprio quella che nella teoria ordi-
naria viene presa in esame dai tecunici per la riduzioue del problema dal
caso generale al caso simmetrico (Cfr. n.> 27).

La dimostrazione del teorema di esistenza ed unicitd si compleia stabi-

. . T T, . .
lendo che al variare di ¢ da —5 a5 il punto O; descrive una curva chiusa ¢,

partendo dalla posizione Gp e ritornandovi dopo essersi sovrapposto una
ed una sola volta ad O (per ¢ =4J): la tangente in O alla ¢ risulta parallela
all’ asse limite, ete. (Cfr. n.° 26).

10. I1 teorema di riduzione (). — Vogliamo subito mettere in evidenza
che dal lato analitico la teoria generale & perfettamente equivalente alla
teoria ridotta — in particolare, la teoria lineare & perfettamente equivalente
alla teoria ordinaria —.

e,
T
lare, nella teoria lineare) sard E.e.—=nt e (. coinciderd col baricentro G
di 8, +nS,: cosl pure nel caso delle murature semplici G. non potra diffe-

rire da & = (.

Chiamiamo carico ridotto il vettore P orientato come P, di grandezza

Sia G, il baricentro di §, -+

S,. Nella teoria semilineare (in partico-

P= P+ T‘Sc —+- EuETSa;

centro di pressione 1idotlo il baricentro O dei due punti 0 e G, rispettiva-
mente caricati dei pesi P ed Eje. 8, +1S,: asse limite ridotto la retta I del
piano di § (parallela ad ! e situata rispetto ad ! dalla banda opposta di O)
d’ equazione

{#) Si esclude il caso Sy=0, t = co.. (Cfr. n.° 5).
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Facendo intervenire anche la funzione resistente ridotta, il sistema (8) si
pud scrivere

{ P 418, + Ee.S, :jﬁ[u}(& — Eg) +¢e.]dS, + Eaj[w(E — Eg) + &.JdS,
S
SuEg),, + FatSalEy), = |EploE — Eg) -+ eddS, + B [Efa(@— &) +ecJds,
S,

©8e(ng) e Eye:Sa(g) G :j"'lg—ﬁ[‘”(E — &)+ e JdS, + ijng[(i)(E — Eg)+e:]dS,,
Sc S

ovvero (ricordando la definizione di O e combinando la 2* e 3* ‘equazione
colla 1%)

P = [plu(@. — E)as. + E,o[E, —Elds,
S 8

0 =18 —Eg)o | PlolEr — EIAS, -+ By [1E — Eg)g (B — EldS,
8,

(42

0 =1y — (13)o | Pl0(E, — Eg)AS.+Eqo[ing —(ng)y} (2 — EgldS,:
8, 8
ed anche, rappresentando con (Eg, :rjg) la coppia di assi in cui si trasporta
(Eg, mg) per la traslazione 00 e con E il valore di Eg comune a tuftti i punti
di I,
= jp oE — EIdS, + B [[E — Elas
8.

(11) 0 :ﬁgi{w@ — EgldS, + E’amﬁg{ﬁ —Eglds,
8

_jnjp[wi — E)1dS, + E,0|1y(E — EjldS,.
8a

«®

Vuol dire che &, v, E rendono soddisfatto il sistema che si ricava da (§)
sostituendo funzione resistente, carico e centro di pressione effettivi coi corri-
spondenti elementi ridotti: e soddisfano anche a tutte le (@) perché, subordi-
natamente all’essere w >0, delle (11) stesse si pud trarre E > 0 (Cfr. n.° 6,
in fine).
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Le precedenti osservazioni si riassumono nel seguente

Teorema di riduzione, — Assegnati P ed O, la determinazione dello
stress pud sempre effettuarsi riferendosi alla teoria ridotta invece che alla
teoria generale: basta sostituire P, O con P, O e simultaneamente assumere
come funzione resistente la funzione resistente ridotia.

Applicando il teorema di riduzione, I resta sostituito da /, ¢, da e, =¢, —e.,
o, da

0G=0 —T .8,

0y =0, — Fuer .. 8,
onde le condizioni di stabilitd assumono la forma

—EBomin <hp+ Eer, Eifman<Fk: — g,
Pl — emin] < Be 7

o~ 1N

s)
2)

La feoria ridotta delle murature semplici esclude 1 equilibrio di C se il
centiro di pressione & esterno al contorno corretto di S (*); invece nello stabi-
lire il teorema d’esistenza ed unicitd si dimostra (V. n.° 23) che se il centro
di pressione & interno ad s la stessa teoria (ed anche la corrispondente teoria
generale) fornisce una ed una sola espressione per lo stress. Riferendoci alla
teoria generale delle murature semplici e supponendo O esterno ad s, indi-

chiamo con I il punto comune ad s ed al segmento 0G = 0G.. 11 centro di
pressione ridotto O sara interno ad s allora ed allora soltanto che sia

— S

cioé
[oI] =8
(0 7G| <%

In base al teorema di riduzione (ed al fatto che se O & interno ad s, O &
senz’ altro interno ad s) la (9N) da la condizione necessaria e sufficiente per
I esistenza ed unicitd della soluzione del sistema (8§)}(@) nella teoria generale
delle murature semplici.

11. Un teorema di massimo nella teoria lineave. — Nel corso della dimo-
strazione del teorema d’esistenza ed unicitd, si stabilisce una certa relazione

{*) Infatti il centro di un sistema di forze parallele e concordi applicate ad S necessa-
riamente & interno ad s.
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che nel caso particolare della teoria ordinaria mette in evidenza come #ra
tutte le sollecitazioni Z; la g (cioé la sollecilagione effettiva) é quella cui
corrisponde la massima pressione unitaria i~ O,

Ma, sempre restando nel campo della teoria ordinaria, per ognuna delle
sollecitazioni Z; il valore della pressione unitaria in O risulta proporzionale
al lavoro di deformazione. Onde resta stabilito un teerema che ricorda (') il
celebre teorema di MENABREA nella statica elastica:

Tra tutte le sollecitazioni Z; é la sollecitazione effettiva quella cui
coririsponde il massimo lavoro di deformazione.

Il teorema di riduzione permette I’immediata geuneralizzazione dei prece-
denti teoremi dalla teoria ordinaria alla teoria lineare.

12. I’asse limite come limite dell’asse neutro. — Nella teoria ordinaria
si hanno, come & noto, vari procedimenti grafici per la determinazione del-
I'asse limite di una sezione qualunque, comungue sollecitata. Un procedimento
specialmente adatto pel calcolo numerico risulta dal teorema che ora enuncio

riferendomi al caso simmetrico.

Sia n, I’asse neutro di O rispetto ad Sc"*‘%:‘; S,. Se n, non taglia S,,
notoriamente !/ coincide con n,. Ponendoci nel caso contrario, rappresentiamo
con &, cid che resta di S, quando se ne sopprima tutta la regione situata
rispetto ad n, dalla banda opposta di O: e sia n, 1’asse neutro di O rispetto
L
E, *

Si dimostra (V. n.° 33) che n, taglia 85 e dopo questo, pensando costruita
con procedimento ricorrente tutta la successione di assi neutri n,, 7,,.., 7,,..
si riconosce che al crescere-indefinito di s 1’asse neutro 7z, va costantemente
(ma non indefinitamente) approssimandosi ad 0: dal che si ricava che esiste
per esso una posizione limite la quale non differisce dall’asse limite [ della
sezione inizialmente assegnata.

a 35,4-

Naturalmente, quando si voglia eliminare il passaggio al limite e ci si
accontenti di conoscere una sottile striscia nella quale sia compreso 1 asse

limite, il procedimento ora indicato si pudé ridurre alla costruzione di un certo
numero d’assi neutri.

{!) I/ analogia & puramente formale. Nel teorema di MENABREA si considerano infiniti
valori di un certo integrale in corrispondenza ad un’unica sollecitazione aftiva: qui invece
si prendono in esame oc! sollecitazioni, le Z;, a ciascuna delle quali viene coordinato il solo
valore del corrispondente lavoro di deformazione effettivo,
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13. Teoria ordinaria e teoria elastica: un apparente paradesso. — 11
teorema del numero precedente implica che — ove I non coincida con n, —
0 giace rispetto ad ! dalla banda opposta di n,: cioe, la sostituzione della
teoria elastica alla teoria ordinaria (@ parita di O, P, Si, S, Eu, E.)
allontana I’ asse limite dal centro di pressione (*).

La stessa sostitugione (V. n.° 3D) émpiccolisce il massimo della lrazione
unitaria nell’ armatura : favorendo cosi il verificarsi della seconda condizione
di stabilith A;). Onde resta messo in evidenza che pel cemento armato |’ ado-
zione sistematica della teoria elastica, non solo darebbe luogo ad un’appros-
simazione molto piu grossolana di quella inerente alla teoria ordinaria, ma
sarebbe pure da rifenersi nociva alla stabilita.

Lo stesso pud dirsi per le murature semplici perché (indipendentemente
dall’ essere S, ==0) si stabilisce (V. n.° 36) che se O ¢ inferno ad s, la sosti-
tuzione della teoria elastica alla teoiria ordinaria (nonostante che allontani
I'asse limite dal centro di pressione) impiccolisce il wmassimo & della pres-
sione unitaria nel conglomeralo.

Invece (per S,==0) se O & esterno ad s pud darsi che il valore di &
fornito dalla teoria ordinaria risulti minore di quello fornito dalla teoria ela-
stica ed anche dalla teoria lineare: cioé, si possono immaginare dei casi
(V. n.° 36) nei quali il prescindere dalla resistenza a trazione nel conglome-
rato risulta sfavorevole alla stabilita.

Questa conclusione perde ogni apparenza di paradosso quando si rifletta
che I'ipotesi di assoluta mancanza di resistenza a trazione nel conglomerato
porta ad equilibrare il carico P con un sistema di sforzi paralleli che nel
conglomerato hanno fuéfi il senso della loro risultante.

14. Primo teorema di confronto: O interno ad s. — Stabilito il teorema
generale d’ esistenza ed unicitd, non ho affatto pensato a ricavare dalla sua
dimostrazione un esatto procedimento di calcolo per le tre incognite w, E, J
e per i couseguenti valori dei massimi di tensione da introdurre nelle condi-
zioni di stabilith. Un tale procedimento sarebbe risultato troppo complesso per
una qualunque applicazione alla tecnica: ed anche dal lato puramente teorico
la sua complessitd sarebbe apparsa ingiustificata in causa del necessario inter-
vento di un’espressione esatta per ambedue le funzioni sperimentali p e ¢. Ho
quindi preferito cercare se era possibile ottenere condizioni sufficienti per il

(1) Questo risultato pud essere esteso al confronto della teoria generale colla teoria
ordinaria. [V. n.% 39, (83) e n.° 42, (96}].
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verificarsi delle condizioni di stabilitd in riguardo alla teoria generale, col
semplice uso della teoria ordinaria riferita, non ai dati effettivi della questione,
ma a dati ausiliari; precisamente a dati ausiliari ricavati dai dati effettivi con
qualche semplice correzione che non facesse inlervenire altro che elementi
facilmente e sicuramente deducibili dai diagrammi delle prove di resistenza.

Naturalmente in una simile ricerca mi sono limitato al caso simmetrico,
che dal lato teorico & forse il solo che interessi e del resto & sempre quello
cui in ultima analisi ¢i si trova ricondotfi partendo dal cdso generale; ed
ho anche potuto valermi sistematicamente della (&), proprietd comune a tutti
i materiali ordinari, e non preoccuparmi affatto della prima delle condizioni
di stabilitd A,) (Cfr. n. 5).

I risultati si presentano in forma notevolmente diversa a seconda che il
centro di pressione & interno oppure esterno ad s. Per le murature semplici
& solo il primo caso che interessa: invece pel cemento armato & specialmente
il secondo, in quanto include il caso della flessione semplice.

Supposto O interno ad s ed S simmetrica rispetto all’asse OGp, sia S*
la sezione in cui si trasforma la sezione effettiva quando — senza distruggerne
la simmetria rispetto ad OGp — si accorcino nel rapporto p= % tutte le

0

corde della sezione del conglomerato parallele ad y e corrispondenti a valori
negativi di @ (ciog, situate rispetto ad O dalla banda opposta di Gp) (*). Chia-
miamo problema ausiliare quello che corrisponde all’ applicazione della teoria
ordinaria alla sezione S¥ sollecitata in O dal solito carico P, ove si assuma
E,, =1[—0]=E, e si sostituisca &, con pk,: lasciando naturalmente la deno-
minazione di problema effettivo all’applicazione della teoria generale alla se-
zione e sollecitazione effettiva.

Sussiste allora il

Primo teorema di confronto: 0 interno ad s. — Basta che siano
soddisfatte le condizioni di stabilita nel problema ausiliare, percheé lo stesso
st verifichi nel problema effeltivo.

Le correzioni che intervengono in questo feorema non fanno uso di alcun
clemento relativo all’incerto diagramma delle ¢, ma si servono solo del rap-
porto p, di cui & facile ricavare dalle prove di resistenza un valore molto
approssimato, o almeno un buon limife inferiore, che serve egualmente per
lo scopo voluto. La stessa correzione & di tal forma che si adatta non solo
alle verifiche di stabilitd, ma anche ai calcoli di progetto.

(1} Nella tcoria lineare S* non differisce da S.
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15. Secondo teorema di confronto: O esterno ad s. — Abbiamo gis avver-
tito (Cfr. n.° 13, in fine) che quando il centro di pressione & esterno al con-
torno corretto di § non sempre il prescindere dalla resistenza a trazione del
conglomerato risulta favorevole alla ‘stabilita. Quando O & esterno ad s non
si pud dunque pretendere di stabilire un teorema di confronto che riconduca
in ogni caso le verifiche di stabilith della teoria generale nell’ambito della
teoria ordinaria, senza alcun intervento della resistenza a trazione del con-
glomerato.

D’ altro canto basta apportare ad 0, P, k,, k; ed alla funzione resistente
le semplici correzioni specificate al n.° 10 perché la feoria generale resti auto-
maticamente sostituita dalla teoria ridotta (*).

Sembra dunque perfettamente soddisfacente segnare il fermine della nostra
ricerca col seguente

Secondo teorema di confronto: 0 esterno ad 8. — Basta che la

sezione S sollecitata in O dal carico A sta stabile in riguardo alla teoria

ordinaria (ove si assuma Eyn =E)) percheé lo stesso si verifichi per la sezione
e sollecitazione effettiva in riguardo alla teoria ridotta.

§ 2. I1 teorema d’esistenza ed unicita.

16. In corrispondenza a valori qualunque delle tre variabili 7, ¢, 3 poniamo

(12) fm,n(i) q’ 8) :J‘T’[Q(&i - 5)]Elmﬂlnd‘s’c -+ Eajlgimnindsm (m7 n ::':0) 17 27"-)7
So Sa,

rilevando subito che se la retta A (del piano (xy) d’ equazione g, —8)=—e.
taglia S,, la 2/ & discontinua in S,: in quanto allora A divide S, in due re-
gioni, in una delle quali ' = ',,;, > 0, mentre nell’altra » = 0. Nonostante
cio, I’incondizionata continuitd della funzione resistente permette sempre di
derivare le (10) come se la 7’ non presentasse alcuna singolarita. Precisamente,
derivando (10) rispetto a ¢ e confrontando il risultato ottenuto con (12), si trova
subito
(13) B
9

- Sfm,'n ’—fm—H,u'

(!} Partendo dalla teoria semilineare (Cfr. n.° 5) alla (8) viene a corrispondere la &).
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28, o .
In modo analogo, osservando che da (9) segue 'é% =" 'gi— =—F&, si
ottiene
T, n
(14) 3 = - Q'fmj,n+1 -+ mgm—-i;n-;-g -— n8m+g,1z—iy
0 . n
(15) “'_8'8"‘ —_— Qfm n-
1%7. Assumendo
| k=rgE—5=0 .S,
| k=E,>0 Sy,

risulta
m.n =&k,
8§
Ne segue che la forma quadratica nelle tre variabili »,, »,, «,,

2

By sy, =gt 0 g0, 2 S
S

& definita (‘) positiva: e cié basta per affermare cheé, oltre alla diseguaglianza
evidente
(16) fo.02>0

ed alla diseguaglianza di SCHWARZ

17 —_ fo‘o fz,o
o | i PN
sussiste anche 1 altra
fo.o Fiio Fou
(18) As= fg,o lavo fhl >0.
fooo Tioi Fons

18. Apparird manifesto che (16), (17), (18) devono intervenire in modo
essenziale nella dimostrazione del teorema d’ esistenza ed unicitd, non appena

(!) Be 84=0, k & identicamente nulla in S tutte le volte che in ogni punto di § &
gl —38)==c: ma risulta del tutto superfluo il preoccuparsi di una fale eventualitd [Cfr,

n.° 20, (26)].



104 A. Staxorini: Sulla pressofiessione del cemento armato

si rilevi che da (13), (14), (15) segue

83070,_ 8(30,0? gdvo)_—.
19 = o TR m e
ed anche
3.0, &0, &0 . foro fo,fl
@) — 0,00 a0y Yoot) . A oG — g3, A,
%, ¢, 9) L D B

onde basta che sia ¢ >0 ed &,,,, &,,, abbiamo valori nulli (o conveniente-
mente prossimi a zero) perché risulti ® < 0,

Ma non si pud ricavare da questa osservazione una dimostrazione imme-
diata, se pure non perfettamente rigorosa, del teorema di esistenza ed uniciti:
perché in ambedue i casi in cul la risoluzione del sistema (8) si effettua a
vista (cioé quando P=0 e quando 0= Gp) risulta © =0, =0.

19. Pensiamo fissato il valore di ¢ e consideriamo il sistema in g, &
P=8,,(i, ¢ %)
(20 0=4d,,/ g, %)
g >0.

Basandoci sulle (16) e (17), ricorrendo anche direttamente alle proprieta
della » specificate sotto B,) ed approfittando del fatto che la convenzione
Yap =0, wgp >0 da luogo a (§)e¢, > 0 quando e soltanto quando — -g < i< g,
dimostreremo che (conformemente a quanto abbiamo affermato al n.° 9) sus-

siste il seguente

—3 g) il sistema (20) non

ammette alcuna soluzione; nel caso opposto lo stesso sistema ammette una
ed una sola soluzione

Lemma. — Se 7 non & interno all’intervallo (

g=0;>0, 3=E,
la quale gode delle proprietd seguenti
&, >0
lim ©o,=0
P T
(21) ==

lim (miE,) = Ep.

o

fe==p

w1 a
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Successivamente, per ogni valore di ¢ interno a <-- g, g), porremo
(22) I, =30,4(i7 ) El)
e proveremo che
d (I,

(23) 4 (7;)7) <o,
mentre
(24) lim (—%)zioo.

s _T ®;

&-—~-¢-§

- R - LAY .
Questi risultati implicano I’ esistenza [entro (-—-g, —25)} di una ed una sola

radice dell’ equazione 9NC; = 0 e quindi corrispondono ad una simultanea dimo-
strazione della (J) e del teorema d’ esistenza ed unicitd: perché il Lemma
garantisce che & perfettamente legittimo sostituire le (§) e (@) con

!

g
|

o I

.

% |21 B>
(1) e

20. Iniroduciamo le notazioni — a,, B; per rappresentare i valori algebrici
del minimo e del massimo di §; nell’intera S: per ogni valore di ¢ interno a

T T . L . .
[——~§, Tz} B: risulterd positivo e lo stesso accadrd di ¢, ove 0 non sia esterno

ad s.
Attribuito a ¢ un valore positivo (e pensando ¢ comunque fissato) pren-
diamo in esame 1’ equazione in 3,

(25) P:goyo(i; 9, 5q)'

Basta aver presenti le proprietd specificate per la funzione resistente
sotto B,) per riconoscere che (per ogni valore positivo di ¢)

5o;o(ifr q, ——0&,)£0
30,0(5, g, -+ 00) == 4o :

onde ricordando la (19), si pud asserire che per ogni valore positivo di ¢ la (25)
ammette una ed una sola radice 3, la quale soddisfa sempre alla condizione

(26) Oy > — 4.
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Anzi da (25) si ricava

P< Q(aq &) { ¥ maw Se + EgSs i,
in particolare
@27 lim 8, = oo.
g=0
Successivamente dalla stessa (25) si trae

P= l;iré | p{q5q}Sc +q5anSa b

ciod [Cfr. (7)]
(28) lim (g3,) = ¢p.

=0

Osserveremo infine che derivando (25) rispetto a ¢ si ottiene [Cfr. (13) e (15)]

3F das, (03 - . . as .
0= ( aoq o)aj; dq ( 305, a) :-;q 6qfo ) 0(7‘; 9, aq) - f‘ ,0(27 4, Bq) + E—qg Qfo, 0(2, 2, aq)-

Pitt concisamente scriveremo

d(qaq)

(29) 0=/, —fi.0:

21. Sempre pensando ¢ arbitrariamente fissato, consideriamo la funzione
della variabile ¢
(30) Say=4,,., g, 8,).

Procedendo come alla fine del numero precedente si trova

fi,o

e successivamente [Cfr. (29) e (17)]

(31) d@ oo — Fonfon] = — —— A, <0,

nyO fOrO

D’ altra parte da (30) e (27) segue

8, = im 8(¢) = lim | plg3 fa,ds +E

Eger j& S, :

onde basta aver presenti la definizione di Gp ¢ la convenzione in base alla
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quale si & fissato I’ orientamento dell’ asse positivo 2, per riconoscere che
(32) G, = P(Eep

e risulta positivo quando e soltanto quando ¢ & interno all’ intervallo (—--g, -TE)

3)-
Dopo questo la (31) rende evidente che:
1) se 7 non & interno a (—- g, ;—) il sistema (20) non ammette alcuna

soluzione ;

C Tom .
2°) se ¢ & interno a (—-— 5 »2) la condizione

(33) Goo =1im §(g) < 0
g=00
& necessaria e sufficiente affinché I’ equazione §(¢)—0 ammeita una ed una
sola radice positiva ®; e simultaneamente il sistema (20) ammetta una ed
una sola soluzione'
g=; >0, E,:[Bq]qc_mi.

22. Sia 8, 5 la regione di S, compresa tra le rette & = —a,, £, =28; G,
la regione residua di S, (‘). Rappresentiamo con C; s, con C;, con A4; il mo-
mento d’inerzia di 8,5, di S, di S, rispetto al proprio asse baricentrale
parallelo a &;: € COn Cpin, Cmin, Amins Smin Tispettivamente il minimo valore

assunto da C; ,, C;, 4, e dell’area §; , al variare di i da —-g a; . Inoltre
teniamo presente che assumendo

{ k=71qE —23)] .. 5

. k=FE, 'Sy
risulta

foo=[ras, £, ,=[reds, f,,=[reeas:
8 8 s

e, per un momento, poniamo

REAS
Ei:‘g t ’Ca,o
gfde o

(1) Naturalmente si deve intendere 5’$,E =g, §i,5 =088 <~ a;, Fs,5 =28 se 3> {, etec.
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L’ applicazione ripetuta di un celebre teorema di EULERO da

== 2d8 —E? 'I= i — &)
A, fkds}jks s géfkdg gfkdssjku: E)dS >

> K San(E )d‘S + 2 in8s,s j’ "min(Ei ‘—g )2 dS,,

&i,s
(34) A, > EjS,A; + 7",2mm81,§qci,aq.
D’ altra parte, essendo in generale
(35) 8%, (%, q,.‘o‘} —&,,,, 9,8 =0,

da (30) e (2D) segue
9(g) < P3,,

cidé che implica che per tutti i valori di ¢ pei quali é §(q) > 0 deve essere
g, > 0.
Si pud dunque affermare che per gli stessi valori di ¢

(36) Ag > EagsaAi + 7"2min$t,oci.o
ed anche
A-z > E}Sedpin + 7"’2mmgmincmin .

Successivamente la (31) poria a concludere che, indipendentemente dal
valore di 7, fin quando & &(¢) >> 0 & pure

(37) d@ E S Amin -+ 7 mtng,mmcmm
dq E,S, +» mamb

23 (). La (37) rende evidente che la (33) & soddisfatta per ogni valore

di 7 tra »—2 5 T tanto nel caso del cemento armato (S, ==0) quanto in quello

delle murature semplici se O & interno ad s [perché la condizione che O sia
interno ad s equivale all’essere o, = ad una certa costante positiva per ogni
valore di ¢ e quindi ha come necessaria conseguenza 8 > 0, Cpin > 0]

{(!) Le conclusioni di quesio numero si applicano anche al caso 8,=0, 1=c0 (Cfr. n.° 5}
perche riprendendo le considerazioni del numero precedente si riconosece subite che nelle (34),
(36) si possono sostituire &i,54, Ciy8q, &iyy Ciy, rispettivamente con S;, Ci, S, Ci, arrivando

. asg ,
alla conclusione che nax W < — "0 Crin
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Inoltre, sia nell’ uno che nell’ altro caso, essendo (Cfr. (32))

lim §,=0,
G g
==5
1a (87) rigorosamente fornisce
1), lim o;=0:
T
V== 3

dopodiché la semplice ripetizione delle considerazioni usate per stabilire (27)
e (28) porta a (21),, cioé al termine della dimostrazione del Lemma [perché (21),
¢ evidente conseguenza di §(g) < I’3,].

24. Iniziamo lo studio del comportamento della funzione 9NT;.
Evidentemente per i = :r_f—; ¢ n, = £ ». Quindi da (22) — in base a (21),,
(21), ed alla definizione di Gp — segue

(38) lim O, == ples] J wdS, == E,ep j dS, === P| 0Gp|.

ﬂ:
'Oﬁ_—r—'g Se Sa
Richiamando ancora (21), si conclude

(24) lim (%) = oo,

2b. Per provare la (23) deriviamo rispetto ad ¢ tutte e tre le equazioni
‘ P=35,, v, T)
0= 31 ' 0(i7 0;, ‘Et)
( M, = go:i(i’ O, Ei)'

Ricorrendo a (13), (14), (15) [e tenendo conto delle stesse (39)] si trova,
con evidente significato dei simboli,

(39)

d(wigi dmi

O=f0,o"‘“‘d“‘z~‘—2 - fuo_d‘;;" — 0;fy,,
d(w,Z,) dwo

(40) - %i:fi,oigg"!“"—fz,od—;_wifiu
dg]’(/,,, d(w,E,) d(!),,

E‘“:fo,i"’a‘{—"“ firl—az_' _wifo,r
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d(oE,) dwm,

Risolvendo le prime due di queste equazioni rispetto a ai ¢ T di ¢
si ottiene
d(m,E,)
‘ Az _—(‘E‘f:wz‘(fo,ifz’o"f£s1f1*0)+%if"°
(41)

dm;
t — 4, _d“z‘-’=wi(fo,ef£,1 — livolou) — Mifo.o:

mentre dall’intero sistema risulta.

adNT;
w’iA:;:"' Z):z Az"‘%t(ﬁ),oﬁ,i—ﬁ)ufuo)
cioé
(o
42) 8,2 0y O oo — )

Basta allora osservare che

d(%,-) 1% asi,
= o, T

di\ o, oy

per concludere [Cfr. (42) e (41),]
2i(%i

(43) A

0} —
BV i\ w;

>: '" Asmiz - grz:tzﬁno-

Quest’ equazione rende evidente la (23) non appena si ripensi a (17) e (18).
Il teorema d’ esistenza ed unicitd resta cosl completamente dimostrato.

26. Sia I, la retta d’equazione §;, =&, ed a,&,) [ovvero ¢(&;)] la somma
delle lunghezze dei segmenti eventualmente comuni ad S, (ovvero ad S,) ed
alla retta normale all’asse §; nel punto di ascissa &, ().

Dimostrato il teorema d’ esistenza ed unicita, 1’ osservazione finale del n.° 7
— combinata col fatto che nelle (8), ed (8), non figura la Ng — permette di
affermare che /; & la posizione assunta dall’asse limite quando — lasciando
invariati il carico, il centro di pressione, la a, &) e la ¢,(§,) — si trasformi
la § in una sezione §; simmetrica rispetto all’ asse E,.

Un’altra semplice proprietd degli assi /; pud mettersi in evidenza facendo

corrispondere al valore generico di ¢ in ( ) il punto 0; di coordinate

T
272

() Cid che implica ai(§) =0, ¢;() == 0 non appena sia & < — «; oppure & > §.
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Eixo; 7},=H(ZJ, dove
L9
Invero, chiamando (£';, %,) la coppia ortogonale in cui si trasporta (§;, v,)
per effetto della traslazione O—O;, si ha

Ei=8 7i=n—HG:
e, tenuto conto di (22), (20), e (10), la (44) pud scriversi

0= "!”l'tr[wi(g'i - Ei)]dSc -+ Ea‘”ij’?'i(gt —&)dS,.
8 8

Vuol dire che [, rappresenta la posizione dell’ asse limite nella sollecita-
zione X, del cilindro C, corrispondente al solito carico P, ma al centro di
pressione 0;.

Risultando H(i) =0 allora ed allora soltanto che =3 ed avendosi [Cfr. (38)]

lim ——~911}—£= po l OGP|,

a

’l=$§

al variare di ¢ da -—«g a —;—C il punto O, partirad dalla posizione Gp per ritor-

narvi dopo essersi sovrapposto ad O una ed una sola volta (per {==J). Ri-
spetto alla curva ¢ luogo di O, la retta 4, — in quanto congiunge O con 0; —
rappresenta la generica secante per O: onde la tangente in O alla ¢ (coincide
colla retta ng, cioé) & parallela all’ asse limite.

Restano cosl giustificate tutte le affermazioni del n.° 9.

La curva ¢ gode di altre proprietd interessanti, Ad es. si pud stabilire
che la sua tangente in Gp & ortogonale alla retta OGp allora ed allora soltanto
che questa coincide con uno degli assi principali d’inerzia di Sc+—~Ei S,

P'er]

rispetto ad O, ecc.

§ 3. Teoremi della teoria lineare.

27. Il teorema di riduzione (n.” 10) stabilisce una perfetta equivalenza
analitica tra la teoria ordinaria e la teoria lineare: motivo per cui nelle dimo-
strazioni e negli enunciati di questo paragrafo ei atterremo alla teoria ordi-
naria, con tutto vantaggio della semplicita.
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Passando dalla teoria generale alla feoria ordinaria [p= — E,.¢e;, { = 0]
il sistema (8) si riduce alla forma (*)

P = B.fE—gas,+ 5. fE—pas,
gc‘]’ = 8
(45) 0= B, 2= — B, + E, 42 — bas,,
53’3 Sa
0= E, [n(= — 8as, + B, [1(= — 8.,
Bym 4

si riduce cioé¢ ad un sistema di due equazioni per le due incognite (*) J, E.
Posto 3 == — £ == distanza del punto generico di S da /, le ultime due
equazioni esprimono che O coincide col centro del sistewna di forze-momenti

statici (%) 8dS,, B—g‘i—dsa applicate ai singoli elementi di 8.z + %‘L S,: ne ri-
m m

sulta notoriamente I'identitd di I coll’asse neutro di O rispetto a 8g,z +—g~“~8a
m

(che non differisce da Sc'*“%‘— S, se { non taglia SC),

In particolare resta stabilito che I; coincide sempre coll’ asse neutro di O;
rispetto a 8@@,&-%‘- S, : e simultaneamente (Cfr. n.° 26) che I; rappresenta
m

anche I asse neutro di O rispetto alla superficie non omogenea (simmetrica

rispetto a &) ottenuta attribuendo densitd rispettivamente eguali ad 1 ed %5”—,

m
alle due regioni di S; che (nella trasformazione di § in S§;) rispettivamente

corrispondono a &z, ed S,.

(!) Nella teoria elastica varrebbero ancora le (45) purche si identificasse Py 5 con e

donde deriverebbe I'identitd di 7 coll’asse neutro di O rispetto ad Sc+%6’a.

(%) La stessa circostanza semplificativa si presenterebbe mella teoria delle murature
semplici assumendo f==0, p properzionale ad una qualungue potenza di [e:| (come, ad es.,
quando si adotta la legge di Bacn).

{8) Cfr. ad es. Guipi, Lezioni sulla Seienza delle Costruzioni, vol. I (8% ediz., Torino, 1917)
pag. 112 e segg.
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28. Nella teoria ordinaria le equazioni che definiscono w;, Z; (Cfr. n.” 19)
possono scriversi

{ P=uw, {f*uozi‘“‘f*w}
(46) 0— f*m'Ei —

Ccon

(47) f*m,n(ia Sz) = Emj‘gimnindsc -+ Eu ’lgimnindsa (7)1, 72:0) 17 2)“-)'

8,5 8.

Simultaneamente si ha [Cfr. (22)]

(48) M=o {f*%, 58—, 1
mentre da (46), risulia (naturalmente, per — —g < i< -;E)
S f*i 1 0 > 0?
49) g2
( 9) ( Ei — f*zo_
f 10
Combinando (48) con (49), si ottiene
®;
%i :fT{f*O;if*ﬂvO'—f*l,Lf*l:O%’
1,0

cio che permette di dedurre da (41), che

8, S =, o

. . T om d(w,=;) .
in particolare [Cfr. (17) e (49),] che entro — 35 2) la — ha sempre il
segno di 9,.

D’ altra parte, per I'attuale Z;, (s,), non differisce da (g;), = — @&, altro
che per un fattore costante (*).

Si pud dunque concludere che:

« Tra tutte le sollecitazioni Z; la sollecitazione effettiva (cioé Zg) & carat-
terizzata dal fatto che rende massima la pressione unitaria in O (?).

(!) Non val la pena d’insistere sul fatto che O pud non appartenere ad S.
(?) Invece in generale 25 non da il minimo di Z;. Perchd cid si verifichi & necessario

Ea

che uno degli assi centrali di Pﬁ,E +5 Sz passi per O: condizione che nella feoria elastica

si riduce all’appartenenza di O ad uno degli assi centrali di Sg-}-g‘i S

Annali @i Matematica, Sexie 1V, Tomo V. 15
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29. Riferendosi a Z; (ed all’ unita di lunghezza del nostro cilindre) poniamo

Q== %jazczdSc ot é £,0,d8, = lavoro di deformazione.

85 8,

Avremo [Cfr. (47)]

Si= % %Emj(zi — &:)*dS, + E“J(Ei — &S, =
8iz: S

{ﬂig *

= 2 g’?‘t(f*o,ozi —f*io) - (f*w:?"i “'f*zo»

ed infine [Cfr. (46)]
PEw;
g,; = —'éul .
Il teorema or ora dimostrato si pud dunque enunciare anche unella forma
seguente:
« tra tutte le sollecitazioni X;, la sollecitazione effettiva & caratterizzata
dal fatto che rende massimo il lavoro di deformazione ».

30. Volendo approfondire la trattazione del caso simmetrico, conviene
introdurre le notazioni semplificative 85=28, 5, c(@)=cy(E,), a(@)= a,E,)
(V. ni 22 e 26) ed anche le seguenti — in corrispondenza ad ogni valore
positivo del parametro v e dell’intero » —:

5 B
Mmp(8, v) = x"dS, + v|x"dS, =|x"c(x)dx + v|x"a(2)dx,
s 8. —atg —at
D3, v) = m,(8, v)n,(3, v) — mi(3, v),
& B
F,(3, v) == 8m,(3, v) — nip, (8, v) =J.(8 — p)xre(x)dx + vJ(B — x)x"a{x)dax,
—% Ol

i g8, v) ==8F (3, v) — F,(3,v) = &*m,(3, v) — 28m,(3, v) -+ m,(3, v).

m3, v), m(8, v), my3, v) vengono cosl a rappresentare rispettivamente I’ area,
il momento statico ed il momento d’inerzia di &5+ vS, rispetto all’ asse y:
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mentre
dm,
(650) a5 = &7¢(d),
dF,
(B = N8,
dg _
(b2 = 2F(3).
Risultando
g By
g3, v) = J(a — wyetw)dr +v |5 — v)taw)da,
—% —&

resta stabilita — per ogni & — la diseguaglianza [Cfr. (3b)]

(H53) q(8, v)=28F,(3,v)— F,(3,v) >0
ed "insieme I’ altra (%)

abD
(54) = c(®)q(8, v) > 0.

31. Passando dal caso generale al caso simmetrico della teoria ordinaria
(J =0) le (45) forniscono
P: (!)EmFO(E),

(55)
O = FQ(E)’
pur d intendere
v By
E,~

cid che riduce I’ espressione di e, e le condizioni di stabilitd (®) alla forma
rispettiva

¢ PE—x)
T ELFE)
E, PB,—=
T=E .(B" ;———)gk, (condizione di stabilita per 1’ armatura)
K, Fo(""")
. PE- . s ;
& = (F (,‘_;;—"zg k. (condizione di stabilitd pel conglomerato).
o ]

(*) Non val la pena d’insistere sul fatto che nelle (53) ¢ (54) per S,=0 ¢ 8 < —x; il
segno > va sostituito con = [Cfr. (26)].
(*) Si prescinde dalla 1* delle 4;) (Cir. n.% 5).
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Al tempo stesso la convenzione we, >0 resta espressa da

(56) n,(Bo) > 0.

32. Verifichiamo che I’ equazione fondamentale
F(8)=0,

subordinatamente all’ essere n:,(8,) > 0, ammette una ed una sola radice posi-
tiva, che per «, <0 & sempre compresa tra —«, ¢ §,.
Poiché
ar, *F,

a5 =m,(®), v 8¢(3),

al variare di 8 da 0 a + oo la F”,(8) non potra cambiar di segno pit di una
volta e per & = j, coinciderd sempre con F',(B,)==11,(8,) > 0.
D’ altra parte (%)
F,(0) = — m,(0) < 0:
onde resta verificato che ! equazione fondamentale ammette una ed una sola

radice positiva, &. Se «, << 0 tale radice & certamente compresa tra —a, e B,
perché

By
F(—a)=— \"j x(w + ada(x)de < 0
By
F(B,) =J90(ﬁo — xyielw) +va(x)tdoe > 0:

ed & I'unica radice dell’equazione fondamentale perché per 8 << 0 < —

Bo
F' () =m,@) = vjwa(x}dm > 0.

In ogni caso, almeno per & > 0, sara

(67 F(3)<0 a seconda che 5<XE,

L

La (68) rende agevole il calcolo numerico di &: anzi, quando

7 : my(B,)
F.g,) <0, cioe B, < (B’

(*) Naturalmente si esclude il easo Sp==0, «, <0.
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essa fornisce & > B, e successivamente
My(E) = M(B,) (r=0,1, 2,..)
e M(E) _ m,(B,)
— —

m,(Z) m,(B,)

E il caso in cui la S, non é tagliata dall’asse neutro n, di O rispetto ad
S, +vS, e quindi n, coincide con I

33. Sempre restando nel caso simmetrico della teoria ordinaria, ripren-
diamo in esame !’ equazione fondamentale F,(8) =0, supponendo
. m,(B,)
58 F(B,) >0, cioé e B <B,.
( ) 1(?’0)/ 3 ﬁo ”li(ﬁo)’ Bo

-y @s: .

Definiamo la successione B,, 8,,

mediante la relazione ricorrente
M, (B,—y)
(b9 S e s—1, 2 ..):
) 33 'nl(ps—l) ( > ¥ )

¢id che equivale a considerare la successione n,, 7,, .., 7, ... degli assi neutri
di O rispetto ad

E, E, o> E o E,
Se *ka“——gpa —F;;Sa’ 3, - Ej;“aw") éﬁs_l—!“msa,...
Risultera
(60) Bo>B>B> . >Bs> ... >0
Infatti, essendo
61 M,Bo) __ g -
©Dh m,(Bo) > 0, Bo m,(B,) B, >0,
sarhd pure
Bo i 8
Jm(w — Be(ew)de 4 jm(m — B a(z)dx =0,
— “m o,
cioé
90(90 Be()dx + myB,) — B,m,(B,) = 0:
8
e quindi

”7’2@1) - ﬁéa(ﬁa) < 07
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mentre §, > 0. Ne segue

(62) m () >0, B> ;”—;—%% =6, >0.

1

Il confronto di (62) con (61) basta per mettere in evidenza che la (60)
pud essere completamente dimostrata per induzione.

Da (60) segue I’ esistenza di un limite per B, al crescere indefinito di s:
successivamente (b9) e (b7) dimostrano che
(63) lim B, = &,

F=00

cioé che «al variare di s da 1 ad oo, I’asse neutro n, si approssima costan-
temente ed indefinitamente all’asse limite ».

34. Pel seguito, conviene fare I’ osservazione seguente.

Determinato Z, modifichiamo comunque i valori della funzione posi-
tiva ¢(a) nell’ intervallo (¥, B,), senza toccare i valori della stessa funzione
nell’intervallo («,, &) e neppur quelli della a(x) in tutto Vintervallo (z,, B,).
Per la sezione modificata 1’ asse limite corrispondente al centro di pressione O
sard ancora la retta = Z. Dal lato meccanico, la cosa & intuitiva: ma &
resa evidente anche dal teorema d’ uniciti, non appena si ricordi che 1 equa-
zione che definisce . E pud seriversi
(=)
mi(E)

ford
jer

§ 4. Teoremi di confronto.

35. Mantenendo le notazioni del numero precedente e l'ipotesi (58) appli-

chiamo la teoria elastica alla sezione &g, + S, sollecitata dal solito ca-

Za
E,,
rico P applicato in 0. Come asse limite troveremo I’ asse neutro di O rispetto

a 55’Bs-,+E—“— S,, ciod la retta x =2§,: onde il massimo 7, della trazione uni-
m
taria nell’ armatura ed il massimo @, della pressione unitaria nel conglome-

rato saranno rispettivamente rappresentati da

1 T = P(@o’_ @s) — P% {30?}2, (Bs——;) - ”22(33—4”
(64) : anlo(ps—i) - 7”’1(@5‘*«4) D‘ps—J
- Pla, +B,) - Plogn (B,—,) -+ m, (B, ,) 1

O By Bay) — mBuy) DB,
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In conseguenza di (54) si trova subito

d Bym, —m,

D) 75 P = (B, — 2)pe®)DIE) — (Bom, — m)e(B () =
= ¢(B)f— Bo(m,8 — my)(m8 — m,) + (8 — m,)*]:
cioé
65) D8) g e o, 0) ) — FO))-
Essendo sempre [Cfr. (53))
(6£) F,(3) < 3F,(3)

da (65) segue che quando E << & < B, certamente

a Bom, — m,

P D <0,

Ricordando allora le (64),, (60) e (63) si conclude
T'<T,<.<T. <.<T:

in particolare che sostituendo alla teoria- ordinaria la teoria elastica (V) il
massimo della trazione unitaria nell’ armalura impiccolisce sempre.

36. Cambiando in (65) B, in — @, si ottiene

d 2
(67) Dp o BBt ()P 8) {4, Fo(®) + F(3)]

donde risulta che se @, >0 la condizione & > E & sufficiente perché sia

d m, o, + My
B < 0.

Vuol dire che quando «, > 0 dalle (64), (60) e (63) discende

B, <Oy < e LBy < e < B

e si puod affermare che se O & interno ad s, sostituendo alla teoria ordinaria
la teoria elastica (*) il massimo della pressione wunitaria nel conglomerato
diminuisce.

(1) A pal‘ita di 0, P, Sa, Sc; Em, Ea.
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Invece quando «, << 0 — e quindi = < B, (*) — se pure non é
(68) o, > @,
& sempre possibile modificare S, *— senza distruggere la connessione di § —
in modo da render soddisfatta la (68).

Per convincerci di questo riprendiamo la (67) ponendo — a; =« >0 ed
M@)= F,(8) — aF(8): in guisa da avere

(69) D % w‘i‘uﬂﬁ = — o®)F (B)ME).
Risultando
3 8
s E,
M) ='f(m - )@ — x)e(a)de B (¢ — )@ - x)alx)dx
2 B
%:{(w —aje(x)de + g; (@ — aa(w)da,

insieme ad
ME) = F,(E) — aF(Z)= —aF () <0

si avra M) >0 e per & > « (in particolare, per & > &) Z—Zg> 0.

Cid basta per asserire che nell’intervallo (E, 8) esiste uno ed un sol

jld

valore & pel quale M(E) =0 e (nello stesso intervallo) &

(70) M@ =<0 a seconda che 3= &,

-y

Anzi, tale valore = (Cfr. n.” 34) resta invariato comunque si modifichi la
funzione positiva c¢(x) uel primitivo intervallo (Z’, 8): naturalmente posseggono
la stessa invarianza
(E ety ~+ 12, (E)

m
@ =Pl
D@E)

ed h=6& — &.
Integrando (69) da E a E e ricordando la {70) si trova
h>0:
integrando la stessa (69) da £ a B,

B
"1

(71) B, —d="h— D®)

c(@) I, (8)M(&)dS.

!

5]

(*) Cfr. n.° 32.
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Ora (Cfr. n.° 30) per & <3< §

D) > DE),
B
F(#) < BB — 08, + 2o [waw)dn = B

B
M@) < 71(@ — ) S, + %f(ﬁ — Y — wa(w)dy = K :
o

onde da (T71) si pud trarre

B
HK H-K

(8 — 1D

Partendo da una qualunque sezione, si potrd dunque sempre ottenere che
risulti ®, — & >0, semplicemente riducendo convenientemente piccola I’ area
S, -- 8z — senza toccare i valori della c¢(2) nell’intervallo (¢, ') e neppure
quelli della a(x) nell’intero intervallo (z, B,) —.

La conclusione & indipendente dal valore di P: in modo che, scegliendo P
convenientemente piccolo, si potra anche ottenere che la frazione massima
nel conglomerato risulti <.

Con cid agli effetti della sollecitazione presa in esame la teoria elastica
verrd a confondersi (') colla teoria lineare e si potra affermare che se O ¢
esterno ad s, anche la sostituzione della teoria lineare alla leoria elastica
pud fare ingrandire il massimo della pressione unitaria nel conglomerato.

37. Nel caso simmetrico della teoria generale i valori di o e &, subordi-
natamente alla condizione di esser positivi, restano individuati dal sistema (%).

E BO BO
P :jp[w(i‘i — x)e(w)dx wjt[w(w — E)e(x)da - wEaj(E — @)a(z)dx
79 —2 kA —ay
(12) z ” %
0 = yaplo(E — x)c(x)da — Yacl[wl@ - E)]c(w)dar + wEajw(E‘. — x)alx)do.
—ay B

__050

(*) Si ripensi al teorema d’ unicit.
(*) Cfr. (8), per J=0.
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Contemporaneamente, ove si ritenga la 1* delle A,) assorbita da B,), le
condizioni di stabilitd si riducono a

(18) E, 0@, — E)<< k, (condizione di stabilitd per I’armatura),
(14) p[o(E 4+ a,)] << k. (condizione di stabilith pel conglomerato).

Abbiamo pure gia avvertito che nella dimostrazione dei due teoremi di
confronto sistematicamente supporremo verificata la

@ E,<E,<E,
per — e, <<g, < 0.

88. Passando alla dimostrazione del 1° teorema di confronto (*) contrasse-
gneremo con * tutti gli elementi del relativo problema ausiliare, che diffe-
riscono o possono differire dai loro corrispondenti nel problema effettivo
(applicazione della teoria generale alla sezione e sollecitazione effettive): in
particolare porremo

S Cy(X) = c(ac) per x <0
|

c*(w)_c x) per x>0
e successivamente

1 )
m, (8, v) = " cy(x)da +vjx"a(oo}dm, ecc.
—% —%

Procediamo per assurdo, ammettendo in un primo tempo che, pur essendo
verificate le condizioni di stabilitd nel problema ausiliare, nel problema effet-
tivo risulti &, = p[ow(E + «,)], cioé
{d hc
(75)) (& + “o) =gy = I

8
in corrispondenza ad una grandezza del carico minore di quella assegnata :
grandezza che continueremo a rappresentare con P, manteuendo in relazione
ad essa tutte le notazioni abituali. Evidentemente le condizioni di stabilita
nel problema ausiliare non cesseranno di esser soddisfatie per una tale dimi-
nuzione del carico.

Nell’ ipotesi (75), anzi, nell’ipotesi meno restrittiva

(16) PloE + )] < ke,

(*) Enunciato al n.° 14 {z, > 0).
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la (&) permette di asserire che per ogni valore di o in (— a,, E) &

- )

=TE—m — Do

In conseguenza, scrivendo la (72), nella forma

o)

jwp (= — x)jc(x)dx +pr (= — x)jc(a)doe —
R
Bo Bo
—\xlw(x — E)lc(x)dx + ok, Jw(E — x)a(x)da,
B —&g
si riconosce che
0 2 Bo
0 << ol \x(E— x)e(x)da +u)l“Jac(~ — x)e(x)dx - o By ) (B — a)a(x)do
—% %
E,
cioé — essendo w >0, E,—__n —
(18) 0 < F*E, n) =Em *E, n) — m,*Z, n).

39. Da (78), poiché = > 0, segue

(79) m, &, n) >0
e successivamente
(80) m,*@,, n) > 0.

Invero se ==f, la (79) s'identifica colla (80): mentre se =< f, da
din,*

d8 = 8¢(8) si pud sicaramente trarre m *(%, n) < m,*@,, n) e ricondurre cosi
ancora la (80) alla (79).
La (80) — in quanto afferma che !’asse positivo & risulta orientato da 0
verso il baricentro di S;* 4+ nS, — d& la condizione voluta per poter scrivere
le relazioni fondamentali del problema ausiliare nella forma (%)

. _ P
(81) F{*( H) = 0 ot = —E‘F(——-———j
(82) E P(ﬁo H*) k P(“"" +a0)

E, FAE )—E O FREE gy = ke

() Cfr. n.° 31.
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Dal confronto di (81), con (18) segue (Cfr. (57) del paragrafo precedente)
(83) &> B
cid che corrisponde all’ affermare che 1’ asse limite del problema ausiliare
risulta compreso tra O e 1'asse limite del problema effettivo.

Anche in questo numero non abbiamo supposte necessariamente verificata
a (15), ma solo la (76).

40. Moltiplichiamo (72), per £ e successivamente sottragghiamo membro
a membro (72),. Avremo cosi

-
&

84  PE= j (& — 2)ploE — B))@)da +

Bo
+j(w o — D)c(x)dx 4 ok, j & — xYa(x)dx.

—%g

Tenendo conto che la ¢ & sempre positiva e che da (15) ed (&) — oltre
che (17) — discende

.

ple(E — x)] > 5 i‘f‘% E — x)

per ogni x in (— «,, E), dalla (84) si trae

o B,
EZ ke g ? ke Bafm v
PE> & iy (B — w)e(w)de + = o F, E — x)alx)de >
—% —aty

k 3 b

> e U( — @fcy(w)da + nj(u — x)a(w)dx ‘
= 0
—% —2,

cioé (Cfr. n.° 30)
(85) Ry < pEE )

qe(E, n)

Tenendo presente che %:21?0(8), si trova subilo

d 33 - a,)

ds q.49) = (28 4~ )q,(3) — 28(8 + a,)F,¥(8) =

7°4(0)

= a,[4(8) — 2BFF(3)] + 23[q,(8) — BF,*(B)],
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cioé
d 38 + ;) .

qz*(a) d—5 ”'5:(5_)* —_— ao[aFo*(a) - F‘*(S)] 25F1*(6)-

Ora [Cfr. (81),] per & > E&* > 0, non solo & F %3, n) >> 0, ma anche [Cfr. (66)
o (53)] F,*@3, n) > 0: onde si conclude (*) che almeno per & > B*

d &% +-a,)
ds g3, 1) ’

Cio permette di dedurre da (83)

EE + a,) _ EHE* -+ a,)

86 = -
(55) - qE, n) q{E%, n)

Osservando infine che gqu(E,, n) = E*F *E*, n) — F*E* n) = B F*E,, n),
si riesce a sostituire alla (85) la diseguaglianza

B 4o
*5 ]
FHEF, n)

ko< P

la quale é in contrasto colla (82),.

Vuol dire che il verificarsi della condizione di stabilitd pel conglomerato
nel problema ausiliare, & sufficiente perché nel problema effettivo, in corri-
spondenza al carico assegnato e ad ogni carico minore, sia

87 39[0)(3 +ay)] < &,

ed insieme valgano tutte le proprieta indicate ai 0. 38 e 39 come conseguenze
dell’ ipotesi (76).

41. Completiamo la dimostrazione del 1° teorema di confronto, stabilendo
che il verificarsi della (82),, insieme ad

(87) PloE + )] < &,
(83) E > &%
¢ sufficiente perché risulti

(19) B, — B) < k,:
anche se I <7 §,.

(*} In questo punto & essenziale I'ipotesi «, > 0: nell ipotesi opposta, almeno per 8 con.

s : & s d 3%+«
venientemente prossimo a E* risulta — ( o)

a8 q,(3 1) )
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Anche qui procederemo per assurdo, ammettendo che in corrispondenza
ad una grandezza del carico minore di quella assegnata sussista 1’ eguaglianza

(88) E.o, — &) = k,.

Riprendendo la (84) — che ha validitd generale — in conseguenza di (87)
si trova

g Bo
PZ > 0 | E, [(= — ayods + Ea|(E — ofa@)de| >
el —%y

-
&

By
> wk; gJ(E — &Y eyl + %j{E— xVa(x)dx
—% 0—‘%
cioé
PE > oEq &, n):
onde si riconosce che la (88) non pud sussistere senza che sia

E,B,— E)E
89 Ry < PR 1
(89) ! E; g4, n)
D’ altra parte [Cfr. (52)]
2 .§~ __5__...—- — RSy e Sy YW
048 ) g gy = 0al®) — BEKE) = — BFIE) — FH3):
mentre per & > E* si ha simultaneamente F *3) > 0, 3F*3) > 0.
Vuol dire che — senza neppur bisogno di utilizzare direttamente 1’ ipotesi
a, >0 — si arriva a concludere che per & > %*

da &
B0 B
in particolare [Cfr. (83)
91 = = 1
e < e = e .
( ) Q*(‘:"‘: n’) Qic(:"*: n) Fo*(d‘*; ”)

Questa diseguaglianza permette di dedurre da (89) [Cfr. ancora (83)]

E. B,—E
k p22 o = .
Pty < E, F &g, n)
cid che & in contrasto con (82),, c.d.d.
Cosi il 1° teorema di confronto resta completamente dimostrato.
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42, Passiamo a trattare il caso che O sia esterno ad S, cioé — a;,=a > 0.
Attualmente, essendo la a positiva in tutta §, risulta evidente la dise-
guaglianza
(92) m,(B,, n) > 0:
mentre il solo ricorso alla (&) permette di trarre da (72),

B By
0< E.,jw(E — @)oo + En J W& — D)o
o -4
gvvero
(93) 0< F,E, n).

Verificandosi la (92) le equazioni fondamentali del problema ausiliare —
applicazione della teoria ordinaria alla sezione effettiva sollecitata in 0 dal

. P X . :
carico —, per E,, = E, — possono scriversi nella forma (!)
1

- P
(94) F(E,, n)=0, uw, T E R )
(95) EePB—B 5 P Ei—o < k,.

E,p F(E,,n) p FyE,, n)
Il semplice confronto di (93) con (94), fornisce (*)

(96)

[Ed]
&1

> &=

43. Volendo dimostrare il 2° teorema di confronto, limitiamoci alla teoria
ridotta e procediamo per assurdo (*) ammettendo che — in corrispondenza
alla grandezza efféttiva del carico P o ad una grandezza minore — la (95),
possa coesistere con
97 O(F — a)==g,.

]

Posto 7' = g,“, limitando la (72), alla teoria ridotta [¢ = 0), ricordando che
]

attualmente @ > 0 in tutta S, utilizzando infine la (97) e la (8), si trova

z B
0 >J x(E — x)c(x)dx + n’jco(E — D)a{x)ylxw
o o

{!) Cfr. ni 15 e 31.
(%) Cfr. n.° 32, (57).
() Cfr. n.i 88 ¢ 41.
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ovvero

0> F,(E, n).

Se dunque si rappresenta con =, la radice [certamente positiva (')] del-
I’ equazione

0= F‘(E'*, n'),
si pud asserire che
(98)

B < B,
D’ altra parte la (97), combinata come di solito colla (&), permette pure
di dedurre da (84) (Cfr. n.c 40)

. (& — a)
99 P
( ) kc < q(E’ n) Y

mentre (Cfr. n.° 41) per & > =,

da 2 <0
de q(3, n)
in particolare

cH = 1
100 — Ml S .
(100) &) 1 ) By )
Da

(99), (98) e (100) segue

(101) By <

% g — %

T Fo(E*7 n).

| B2

Nel numero seguente dimostreremo che

(102)

’
™ &

Iid

!

1
a<12_=

[x]

a—a n_ p
Questa diseguaglianza mette in evidenza I’incompatibilita di (101) con (95),:
cioé prova che il verificarsi della condizione di stabilitad pel conglomerato nel

problema ausiliare & sufficiente affinché, applicando la teoria ridotta alla sezione

effettiva sollecitata in O dal carico P o da un carico minore, risulti
(103)

ploE — a)] < &, .

Dopo questo per giungere alla completa dimostrazione del 2° teorema di

(1) Cfr. ancora n.° 82.
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confronto basta riprendere le considerazioni del n.° 41, sostituendo (82),, (87),
(83) con (95),, (103), (96).

44. Riprendiamo in esame la solita equazione

& By
(104) 0="F(3,v) =Jm(8 — x)elw)dx + vjw(é — g)ya(x)dw

29

per un qualunque valore positivo di v: la sua radice 3, sempre >« > 0, per
v=n ¢ v=n'>n rispettivamente s'identifica con E, e &,.
Derivando (104) rispetto a v si trova

By
0= gg m,(3, v) +JOG(5 — x(x)dx:

equazione che combinata colla (104) stessa fornisce

3
ds 1
(105) N m,(3, v),:; j‘m(ﬁ — x)elw)da
a
. . ds _ - —
in particolare Ve 0, conformemente a B, < &,.

Ma (104) pud anche scriversi

& Bo
(106) S, (3, v) = J' wre(@)dw + v | wrawyde,
&% /3
mentre
) 8,
(107) ain,(8, v) < fwgc(m)dx + 8v za{x)dx.
o *

Sottraendo (107) da (106) si trova

B,
(8 — aym (3, v) > viw(xe — B)a(w)dx

1
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e successivamente [Cfr. ancora (104)]

]
(108) (6 — a)ym, (3, v) > J (5 — x)c(w)ds > 0.
o
Basta allora dividere (105) per (108) per trovare
1 dd _1
S—adv v’
cioé
d 5 —a
v log <0
in particolare
(102) &*—a>&$7a




