
Relazioni fra teoremi di esistenza del minimo 
in campi illimitati. 

~[emoria di ~V~LL~A~ TRA~SUE (a Pavia). 

Sunto. - Si s tudiano le relazioni che sussistono tra diversi teoremi~ enunciat i  da S. C ~ Q w ~  
di esistenza del min imo in  campi  i l l imi ta t i  per  gli integrali  I[jn] . -  Viene 8tabilito c~e 

aIcuni  di questi teorem, i contenyono al tr i  come casi particolari ,  e si  costruiscono esempi 
per mostrare che tra questi teoremi non sussistono altre relazioni oltre a quelle trovate. 

Nella  sua  opera  fondamenta le  (~) L. TO1SELLI ha  dato  diversi  teoremi  di 
esis tenza del min imo in campi  i l l imitat i ,  re la t ivi  a problemi,  in forma ordi- 
nar ia ,  del  calcolo delle variazioni .  Questi  teoremi,  e anche  un  teorema di 

~ c  S ~ N E  (~), sono stat i  estesi  agli in tegra l i  T['~] =/f(x, y(x), y'(x), y~'~(w))d'~ -%In] .-. 
c In] 

da  S. CINQUINI (% (% i eui  r i su l t a t i  forniscono,  in cert i  casi, es tensioni  
anche  per  n =  1. In  u n a  :Nora suceessiva (% il CI~QUINI ha modif icato  
a l cune  delle proposizioni  del la  ~Iemoria (4). Recen temente  (~) anche  noi 
abbiamo dato un '  ana loga  modif icazione per un  al tro di ques t i  teoremi.  

In  ques ta  Memoria  vogliamo s tudiare  sia le relazioni che sussistono fra  
i teoremi  del la  Memoria  ('), sia quel le  che in tercedono f ra  quest i  teoremi 
modif ica t i  come in (5) e (~). Siccome F equiva lenza  dei teoremi I e I I  di (~) 

s ta ta  gih no ta ta  dal  C ~ Q u ~ ,  ei l imi t iamo allo studio delle relazioni  t ra  i 
teoremi  I I ,  I I I ,  IV, e V di ques ta  Memoria.  Alcune  di ques te  relazioni  sono 
quas i - immed ia t e ,  ma quel le  t ra  i teoremi IV e V sono pi~ in teressant i .  

{i) L. TONELLI, Fondament i  di Calcoto delle Variazioni ,  ~roI ]I, {~. Zaniehelli, Bolo- 
gna~ 1923)~ pagg. 307-312. 

(~) E.  J.  ~Ic S~AN~, Existence theorems for ordinary  problems of  the calculus o f  varia- 
tions (_Part 1I), ~ Annali della It. Scuola ~ormale Sup. di Pisa ~, Vol. III ,  1934, pagg. 287.315, 
§ 11, pagg. 302.BOL 

(3) S. GII.~QUINI, Sopra l 'esistenza della solu~ione ~*ei problemi di Caleolo delle Varia.  
z ioni  di ordin~ n, ~ Annali della R. Scuola ~ormale Sup. di Pisa % Vol. ~', 1936, pagg. 169-190. 

(4) S. CI~QUI~I, Nuovi  teoremi di esistenza dell' estremo in campi  i l l imi ta t i  per i pro. 
blemi di Calcolo delh~ Vaz'iazioni di ordine n~ ~ Annali della R. Scuota ~ormale Sup. di Pisa ,, 
Vol. VI, 1937, pagg. 191.209. 

(5) S. CINQUI~I, Un teorema di esistenza dell'estremo in  camIgi i l l imitat i ,  , I t end .  Ist. 
Lombardo % Set. III ,  Vol. LXXI, 1938, pagg. 211-218. 

(6} ~V. TRANSUE, Sopra un  teorema di Cinquini  sull 'esiste, ,za dell'estremo in campi  
i l l imi ta t i  • Rend. Ist. Lombardo ,~ Ser. III ,  Vol. LXXXV, 1952. 
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Come vedremo, tra i teoremi della Memoria (~), i teoremi IV e V sono 
indipendenti  e contengono, eiascuno, i teoremi II  e I I I  come easi particelari.  
Quando si introduce la modificazione della quale abbiamo parlato sopra, il 
teorem~ IV' contiene tutti gli altri, compreso quello della 5Tota (6). 

Per  le definizioni e le notazioni r inviamo il lettore alle Memorie (3) e (~). 

1. Innanzi  tutto, r ichiamiamo aleune condizioni che figurano tra le ipotesi 
dei teoremi della ~Iemoria (4). Siceome la maggior parte di queste condizioni 

comune a tutti i teoremi, per effet tuare tale confronto possiamo limitarci 
a far presenti quelle che variano col var iare  del teorema. 

Cl) Esiste u n  numero  fit~ito N tale che. in  tutt i  i p u n t i  (x, y, y', ..., y(n-l)) 
di A[ ~1 e per  ogni valore f inito di  yC,~, s ia  

(1.1) f(x,  y, y ' , . . . ,  y ( + ) ~ N  

e inoltre, per  l y<'*~l ~ ~ ,  

(1.2~ f(x,  y, y', ..., y(~') ~ y(,. 

un i formemen te  in  tutto il campo A[~]. 
C~') I n  ciascun p u n t o  (x, y, y', ..., y<'~-~)) del campo A[ ~] ~, per  l y('~>E~ ~ ,  

I f (x ,  y, y', . . ,  y/,~,) 

C~") Esis tono due humer i  f ini t i  ~o ~ O, No, in  modo the si abbia in  
tutto il  campo A[~] 

(1.3) f (x ,  y, y', ..., y(+) ~_ ~o l Y (~, ] + ~o .  

C~") Esiste u n  numero  finito N, in  modo che si abbia, in  tutt i  i p u n t i  
(x, y, y', .... y("-~>) di A[ Èj, e per  tut t i  gli  y('~) 

(1.4) f(x~, y, y ' , . . ,  y('*)) > / g .  

C3:'~) Esiste u n  numero posi t ivo )~, e u n a  funz ione  ~(u) def ini ta per  
] u ] ~  k, cont inua,  non  negat iva e tale che 

÷co --). 

(1.5) f c~(u)du--~-t-c~, . f l~(u)du : + ~ 

in  modo che si abbia in  tutti  i p u n t i  (x, y, y', .:., y<"-')) di A["] con !y("-~)] ~ ),, 

(1.6) f(x, y, y', ..., y~)) ~1 y('JI ~(Y'"-"), 

per  tut t i  gli y(") ehe verificano la d i suguag l ianza  I Y:"~ 1 :> 1 : ~(y('-~)). 
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el ' ) /9 

(1.7) f (x ,  y, if, ..., y(")=---g~(x, y, y ' , . . , ,  yC,,)--g~(x, y, y', ..., y(")  (~) 

ed ~ possibile de terminare  u n  numero  h~ ~ 2h e due f unz ion i  ~F~(u), q;~(u), 
definite e cont inue per  u ~ O, non  decrescenti, con ~F~(u) coneava verso t' alto, 
tal l  che sia, per u ~ + ~ ,  

(1.8} ~,(u)  - -  Wdu) ~ + c~ 

i n  modo the risul t i ,  i n  tut t i  i p u n t i  (x, y, y', ..., y( '-~)) di  A I'll e per  tut t i  
i valori  di  y('~, 

(1.9) g,(x, y, y ' , . . . ,  y("')~_~',(h, ly")i) ,  g~(x, y, y ' , . . . ,  y ( " ) ) ~ W . d l y ( " - ~ l ) .  

Rieordiamo anehe la eondizione d'm) del n. 3 ~) della Nora (~). 
d'm) Esiste  urt numero  intero non  negativo m < n, tale the, per  t y ("° ] -+ oz,  

s ia  f ~ - t - ~ ,  un i fo rmemen te  in  tutto A[ ~1 e per tutti  i valori  di y('~. 
Vogliamo dimostrare  ehe tra queste  condizioni sussistono le seguenti  

relazioni, indicando con A = 9  B c h e l a  eondizione A impliea la eondizione B. 

a) C,)=9 C~'), b) C~)=> C~') 
ty , v! ~ v r !  r [  

c) C~)=) C~'), d) C~)=~. ~, ~), e) C~)=~. G') 
v! ~ c V W  I! f) GI ~. 8,~), g) G') + d'~_,t => C~,) 

a) Che C~) implica C~') 6 evidente.  
b) Dimostr iamo ehe anche C~;) 6 una conseguenza di C,). Infatt i ,  per  

la (1.2), esiste un  Y positivo, ehe possiamo anehe supporre  maggiore di I hr~l, 
tale che per  ogni Y ( ' ) I ~  I7, e in tutto il eampo A[ nl 6 

Pe r  la (1.1) ne segue 

If(w, y, y ' , . . . ,  y~") ~ l y " ' l .  

f (x ,  y, y', . . . ,  y"~) ~ I Y"~I,  

Allora, per  ogni y('), e in tutto il campo Ai'q, 6 

f ( x ,  y ,  y ' ,  ... , y'm) ~ ! y " '  l -+- N - -  :i 

e r isul ta  la d isuguagl ianza  (1.3) con ).0 ~ 1, N o - - N - - Y .  
c) Che C~)=9 C~) 6 ev idente ;  basra prendere  N :  N~. 
d) Dimost r iamo ehe C~)=~" C~,~)." Dalla C2)" abbiamo 

(1.10) f (x ,  y, y ,  .. . ,  y C , , ) ~  )~o i y(,> i _ i No i. 

per  lye'>/~__ 17. 

(7) Diamo la condizioae  C4") in una  forma un po' meno res t r i t t iva  ehe quel la  del la  
~vlemoria (4}. ]~ ev iden te  che la dimostrazione del Teorema V del la  (4) si appl iea  anche in 
questo case. 
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f t t  ~0 
Prendendo, nella C~, ~), ~(u) -- I q- 12Vo I 

soddisfatte con )~ scelto ad arbitrio. Fissiamo )~ __ 1 + l_~ol 
),o 

I Y(" l ~ )' - -  1 :~(u), 
).0 

Xo I y'"' i - - I N o  l >  1 +  12voi I y("'[ 

e la (1.6) r isulta dalla (1.10). 
e) Che C~)=~ C~), si vede subito. Basra prendere  in C~) 

(1.11) 

vediamo che le condizioni (i.5) sono 

e abbiamo, per 

g,(x, y, y', . . . ,  y O , ) : f ( x ,  y, y', . . . ,  y ( " ) ) - - .N  O 

g,(x, y, y', ..., y("') - -  - -  No, W~(u) - - ~  u, W~(u) - -  - -  No. 

tt cl~r f) Per  dimostrare che C~)=) 3,~) possiamo supporre che 

lim W~(u~ -~- + o o  

perch~ nel caso contrario si vede faci lmente che C~)=~, C~)=> C,~). Osserviamo 
the, siccome la funzione W~(u) ~ non decreseente e concava verso l 'alto, 
anche crescente e continua (7,). Di pifi, abbiamo lim W~(u)=-t-c~. ~ definita, 

allora, per u ~ W~(0), la funzione inversa tF~-4(u) (s), e anche essa ~ continua 
e crescente. 

In  virtfi della (1.11), esiste sempre un )~ > 0 tale che 

(1.12) W2(k,) - -  W,(O) ~ 0 

e per la (1.8) troviamo un )~ > 0 tale che 

(1.13) 1 + W2(u ) < W{(u), per u & )'.2 • 

Indicato con ). il pifi grande tra ).~ e ).~ e tenuta presente la (1.12), definiamo 
per luL  - 

h~ 

_ + u l)) ' 

e rileviamo che, per l u t e ) , ,  ~(u) risulta positiva e continua. Per  verificare 
le condizioni (1.5), osserviamo che dalla (1.13), siccome W~ -~ ~ crescente, segue 

W , - ' ( I  + W2( Iu l )  ) < lu]  per ] u ] ~ ) ,  
e percib 

h, h, 
~(u) : W_~( 1 + w ~ ( l u l ) ) >  ~-~ per  i u l  ~ k .  

Pertanto le condizioni (1.5) sono evidentemente soddisfatte. 

{Tr) S o l t a n t o ,  b e n  in t e so ,  p e r  o g n i  w p i ~  g r a n d e  d i  un c e r t o  u0 con  u 0 ~ 0 .  
(s) V a l e  a d i r e ,  se  ~ z = tlri(t), d e f i n i a m o  t = tYi--i(z ). 
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Per  verificare (1.6), r icordiamo che 

(1 14) f (x, y, y', ..., y '")  > ~F ~(h , I y("  t) -- W~( l y( '-~,  l ). 

I1 ratio che ~ b concava verso l ' a l to  ci d/~ 

~(h~  t y'" I) > W,(k) -- W,(O~ h, k ' I y("  ~-t - W~0) per  h, I yC"' t ~ k > 0 

e, p rendendo k ~-- W~-'(1 ~- W~( i y " - " ] ) ,  per h, i Y'n'I ~ W,- '(1 -4- W~(] y ( ' - "  [)) 

~',(h, t Y(" t ) > 1 + ~ ( 1  Y( .... " i )  - -  ~',(0) • , - ' (1 ~ ~ ( l y  ~,~-', [)) h, l y ' " l  + ~,(o,  

q;,(h~ (y(")l)--rY~( ly("-~'])>~(yC'-~')ly("'l + t ¢~/y("-~))ly(') ] - -  i tIW~(ly("--[)-- W,(0) l. 

Tenendo  conto di (1 12), abbiamo per  l y , - , l >  l :~(y (--,,) e t y '"-~' l  > ~, 

qT,(h, ] Y ' " i )  -- q;.2( ] Y("-" I) > ¢P(Y('-") I Y'~' [ • 

Pe r  la (1.14) la condizione C~'~a) ~. cost, comple tamente  stabilita. 
g) Pe r  d imostrare  t he  ta condizione C3') b una  conseguenza del le  C~) e 

d'n_~), osserviamo che dalla dn_~) segue l 'es is tenza di due numer i  positivi 
M, Y tali t h e  

f (x ,  y, y', ..., y'~') ~_~ M, per ! Y(~-~ t --~ Y. 

Ma dalla C~') abbiamo per  [y~'~-~)l_~ Y 

f(:v, y, y ' , . . ,  y~'~')~W,(0)--W.z(Y ). 

Da queste  due disuguagl ianze segue evidentemente  la C~). 
Cosi abbiamo st, abilito tut te  le relazioni sopra enunciate .  

2. Pe r  eomp]etare  le rela~ioni d imostra te  nel n. 1 diamo alcuni  esempi,  
supponendo,  salvo avviso contrario,  che At '~] sia la striscia - - h ~ x  ~ h. 

~¢) Esempio di funzione f(x,  y, y' , . . . ,  y(~) la quale soddisfa alle C~'), 
iw 

C~) e d'~_,), ma non alla C~). ( n :  2) 

y?t~ vl2 
f(x, y, y', y") --. 1 -t- y~ -t- ¥ 1 Jr y + y'~ 

8) Esempio di funzione f(x,  y, y', ..., yC~)) la quale  soddisfa alle condi- 
r /  

zioni C~') e C4) ma non alla C~'). ( n - - 1 )  

f(~, Y, y') = y', _ y 

-,,) Esempio di funzione f(x,  y, y', ..., y ~ )  la quale  soddisfa alte condi- 
rr / ~ 

zioni C(), C4) e d~_~) ma non alia C~). n~ I; onde d'~_~)~ d'~)). 

Oefiniamo una funzione M~z) per  z ~ l  mediante  le equazioni parametr iche  

(2.1) z ~ u ~ - -  log u per  u ~_ 1 

M(z) ~ log u 
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e per  0 ~ = z ~ l  de f in iamo M ( z ) ~ 0 .  Si vede  che  M(z) ~ crescen te  per  z ~  i 
e lira M(z)--~ ÷ oz. Allora,  p rendendo  

g~(x, y, y') - -  max  1 y,.2 __ y,  M ( ] y  t ) l + Y (9) 
g~(x, y, y') ~ y, 

abbiamo 

f (x ,  y, y') --- g~(x, y, y') - -  g2(x, y, y') = max  I Y'~ - -  Y, M (  t Y I ) I. 

]~ ev idente  che  ~ soddisfa t ta  la C~'). 
S iccome 

f (x ,  y, y ' ) ~ M ( l y i ) ,  

f soddisfa al la eondiz ione  do'). Abbiamo anche  

g~(x, y, y')>~ y'~ 

e la C~) ~ soddisfat ta .  Ma, in eor r i spondenza  a ogni y ' ~  1, abbiamo un y ~ 0 
tale che 

y'~ - -  y = log y' 

e per  ogni coppia  (y, y') cosi de te rmina ta ,  dal la  (2.1) si trae, M (y) ---- log y' e 

f (x ,  y, y') ---- log y'. 

Questa  uguagl ianza  most ra  c h e l a  f x, y, y') non pub soddisfare  alla condi- 
, t  

zione C2) (~0). 
' y~'~)) la quale  soddisfa al le condi- ~) Esempio  di funz ione  f(w, y, y ,  ..., 

zioni C~ ), C~), G'~)  ' " e d',,_~) ma  non al la  C~). (n = 1) 
yrS. 

f (x ,  y, Y')--~-~ + lYI ,  

in tendendo  che nel  eampo  A[ 11 sia I Y I ~ ¢~ ~ 0. Si ver i f iea  i m m e d i a t a m e n t e  
che f soddisfa alia eondiz ione C~','~) del la  Memor ia  (4), pag. 204, e per tan to  
al la C'~).  ]~ pu re  ev idente  che soddisfa  al la Q'), a l la  C~) o e a l l a  d ~ ) .  Ma s e  

la f soddisfacesse al la C~') av remmo 

f(x,  y, y') ~ q~'i(h~ I Y'[) - -  g2~(l Y [) 

(9) Con max  I Y'~ - Y, M([y]  ) I si in tende  per  ogni coppia (y~ y') il maggiore dei valori  
y ' 2 . _ y ,  M ( t y t ) .  

(i0) La  f ehe abbiamo dato in  questo esempio non  ha la der iva ta  fy~ (x~ y, y~) cont inua  
nel  campo A [1] e per  ogni  valore  di yr.. ma  si vede  subito ehe si pub fare una  l ieve modi- 
fieazione per  avere  anehe questa  proprieth. P e r  esempio, basra p rendere  al posto della 
max l y"2 - -  y, M ( l y [ ) l  u n a  funzione la quale s ia :  uguale  a M ( l y [ ) - - i  per  y , 2 _ y ~  
~ _ M ( I y l ) - - l ;  ugua le  a y ' ~ - - y  per  y ' ~ - - y ~ 2 d ( l y l ) ;  def in i ta  ne] eampo M ( t y l ) - - i  

y'-~-- y ~  M ( l y ] )  in  modo ehe sla cont inua  insieme con la der ivata  fy, per ogni coppia 
(y, y'~. 
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per  Qgai (x, y) d i -A[  ~1 e per tutt i  i valori  di y', dove la /I; i e ) ~  hanno  le 
proprietk  indicate  nel la  C~). In questo caso 

t2 ~ --~_W,(hi tY' I ) - - ~ ( ] Y i  ) - - ] Y l  

~ q2 (h, ] y ' t ) - - ~ ( ] y t ) +  w t ( l y i ) - - ~ ( t y l ) - - I y  t 

e siecome W,(u) - -  W.~(u) ~ + ~ col tendere di u all ' infinito, esiste un  Y, ~ 0 
tale ehe ~ t ( !Y  I ) -- ~ ( i  Y])----~ 0 per  [ y [ ~-- Yl ,  vale a dir~ per  I Y t ~  Yt- 

~ __-->~(hi l Y ' ] ) - -  ~ i ( ] Y I ) - - [ Y ! .  

Per  il fatto che Wt(u ) ~ concava verso l 'alto e tende a ÷ ~ per  u ~ co, 
esiste un  k ) 0  con W~(k)- -~ '~(0)~  0 in modo che per  ogni eoppia (y, y') 
tale che h I I Y' [ -- [ Y [ ~ k r isul ta  

W,(k)--k Wl(0)=-- K Ihi ]Y'l--lyif q~,(h, l Y ' I ) - - ~ , ( 1 Y  I)~----1 h, ] Y ' ] -  [Yll 

c o n  

K=~'i(k)-- ~(0)> O. 
k 

Allora, se [ y I >~-- Y , ,  ht I Y' I - -  i Y [ ~-~ k, avremmo 

Y'~-- >-~gl /h tY ' X - - lY l  ~ - I Y l - -  g h l  ]Y'I - ( g +  1) ly  1 y- 

ossia 

(2.2) y '~--y"  tKh ,  [ y ' I - - ( K +  1) ly I f > 0. 

Consideriamo le coppie (y, y') tall ehe 

g h i  t Y'I - - - 2 ( K +  1) l Y l; (2.3) 

siecome 
K + 2  

h~lY' - - I Y l - -  K lY l ,  

K-t--2 
per  ] y l ~ k - - - K - - -  la condizione h, I y ' l - - l y l ~ k  ~ soddisfatta. Per  le cop- 

pie ehe verif icano la (2.3), dal la  (2.2) segue 

2 ( K +  1) y)~ ( K +  1) [ ~ > 0  g ~  [Y = ; 

ma questa  disuguagl ianza non pub essere soddisfatta per  [y] suff ic ientemente  
grande.  Da questo assurdo si conclude c h e l a  f(x, y, y') non pub soddisfare 
alla condizione C~'). 

Annali  di Matemcttica 53 
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8. Utilizzando i r isul tat i  dei nn. 1 e 2, possiamo stabilire comple tamente  
le relazioni fra i teoremi I, II ,  I I I ,  IV, V della Memoria (~), e anche le rela. 
zioni fra i teoremi I-IV con la modificazione indicata  dal CINQUINI nel 
n. 3 8) della Nora (5) (ehe indichiamo con I', II ' ,  III ' ,  IV') e il teorema del n. 4 
della Nora (6) (indicate con V'n_~). In tenderemo,  facendo un paragone tra due 
di questi  teoremi, che il valore di m, il quale entra  nella condizione d'~), 6 
lo stesso per  i due teoremi paragonati .  In  partieolare,  paragonando qualeuno 
di questi  teoremi col V',~_~, in teuderemo c h e m - - - n -  1. 

Pe r  questo confronto 6 utile r ieordare  t h e  le ipotesi a), b), d) del teo- 
rema I di (4) sono comuni  a tutt i  i teoremi II,  I I I ,  IV, V, mentre  in luogo 
della c) del citato teorema I f igura r i spe t t ivamente  in 

I I  : la C,) 
I I I :  le C~') e C~) 
I V :  le C~') e C~') e C,~'~.) 

V :  le C. / )e  C~). 
Tra le modificazioni che compaiono nei teoremi II ' ,  III ' ,  IV' (in confronto 
a II ,  I I I ,  IV) r ich iamiamo quel la  relat iva alla funzione /, la quale consiste 
nell '  aggiunta  della condizione d',~). 

I1 simbolo A ~ B (A :l~ B) indica ehe le ipotesi del teorema A contengono 
(non contengono), come case partieolare,  quelle del teorema B ;  cio6 la classe 
di funzioni, le quali  soddisfano alle ipotesi del teor,',ma A, contiene la classe 
di quel le  soddisfaoenti  alle ipotesi del teorema B. 

Sussistono le relazioni 

a) I ---- I I  
(eio6 I ~ I I  e I I ~ I )  

b) I I I  ~ I I  
c) l I  :lD I I I  
d~ IV D I I I  
e) I I I  =]~ IV 
f) IV:t= v 
g) V: [n  IV 
h) V ~ I I I  
i) III=!~ V 
j) I' ~-- II '  
k) I I I '  ~ II '  
l) II' =L~ I I I '  

m) IV' ~ I I I '  
n) I I I ' - l~  IV' 
o) IV' ~ V'~_, 
p) I I I ' : I n  V',~_l 
q) V',,_~ :i~ IV' 
r) V',,_ l ~ I f l '  

[Notata dal CINQUINI nella (~)] 

[C,) => G'), c,)=> C~) n. 1] 
[Esempio c~) n. 2] 

~t Yt Cttr [C2):~ CG C~)=~. 3,G n. 1] 
[Cfr. il successive n)] 
[Esempio ~) n. 2] 
[Esempio 8) n. 2] 
[CD =~ C~') n. 1] 
[Esempio y) n. 2] 
[per a)] 
[per b)] 
[Esempio ~) n. 2] 
[per d ]  
[cib segue da o) e p)] 

C" C" [C1')=> 3,~), ,) + d ' , - i ) = >  C'3) n. 1] 
[Esempio i") n. 2) 
[Esempio 8) n. 2] 
[per h)]. 
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Cosi possiamo dire  t h e  non  esistono relazioni  f ra  i teoremi 
IV, V oltre alle seguent i  

IV ~ I I I  ~ I I  ~ I, V ~ I I I .  

Pe r  il ease dei teoremi modif iea t i  le re lazioni  sono 

IV' ~ I I I '  ~ I I '  = I '  

so , r e ( n - - l ;  e nel case m - - - n - - I  

IV'  ~ V' 3D I I I '  ~ II '  = I'. 

I, II ,  I I I ,  

4. Osserviamo ehe, nolle d imost raz ioni  delle relazioni C'4')=~. ~,~) e 
C'~)+ d ,_ , )=~ C~), non abbiamo fat to  use del la  condizione h, :> 2h, ma sol- 
tanto del ratio ehe h, :r~ 0. 

Risu l ta  che, per  m - - n - - 1 ,  il t eorema IV' cont iene  come ease partico- 
lare  il t eorema V' anche  se, nel  teorema V', a l la  condizione h, > 2h 6 sosti- 
tu i ta  la eondizione h, ~> 0. Da questo fatto, e da l la  dimostrazione del teo- 
r ema  IV' ind ica ta  nel la  lgota (~), si vede ehe nel teorema del n. 4 de l la  
Nora(6)  si pub sos t i tu i re  al la condizione h, > 2h la condizione meno restr i t -  
t iva h, > 0. 


