
Ein e lementarer  Bewe i s  ftir den F u n d a m e n t a l s a t z  
der Algebra  in ReeIIen (+). 

Memoria di ERNST MOHR (in Berlin). 

Znsammenfassung. - Die folgende Note enthdlt im Stile einer Anfdngervorlesung i~ber Diffe- 
rential- und Integralrechnung einen elementaren Beweis des Fundamentalsatzes der 
Algebra im Reetlen. 

1. Da sich yon j edem Polynome ungeradeu Grades ein Linearfaktor  
abspal ten lasst~ gentigt es, zu zeigen: 

Jedes Polynom yon geradem Grale  n - - 2 m  lasst sich als Produkt  yon 
quadrat ischen Faktoren darstellen, m. a. W. ist quadratisch zerf~llbar. 

Den Beweis ftihren wir durch Indukt ion nach m. F a r  m ~ 1 ist die 
Behauptung evident ;  sie sei bereits bewiesen far  alle Polynome geraden Grades 
yon einem Grad ~ 2m. Wi t  dtirfen annehmen,  dass das vorgegebene Polynom 
yore Grad n ~ 2m normiert  ist, und welter, dass es definit, also positiv definit, 
ist:  sehreiben wir  also dasselbe wie folgt 

(1) a(x~) - -  ao -+- a~c ~ ÷ a . S  + . . .  -+-  a , , _ y  '-~ + ~", 
so ist a o ~ 0. Da mit a(x) auch a(a~--c) zerfallbar ist und umgekehrt ,  denken 
wir uns den Ursprung  auf der x-Aehse  bereits  so gewahlt, dass f ( 0 ) ~  ao, 
das (oder ein) Minimum yon f (x)  i s t ;  dies bedeutet,  dass dann a , - - - 0  ist. 

2 Ferner  dilrfen wir  annehmen, dass a~-~- ... -t- a~_~ ~ 0 ist, da sonst 
a(x) ~ a0 4- w n ~ a,  -1- (w~)'~ und also naeh Indukt ionsvoraussetzung in x ~ qua- 
dratiseh zerfallbar ist ;  da aber hiervon j eder  (notwendig irreduzible) quadra- 
tische Faktor  p + 2q~c 2 + x '  (q.z < p , )  gleieh (:¢ + 2 ~  + x~)(a - -  2~x + x +-) mit 

] 

:¢ = ¥i0, ~ - -  V V P - -  q ist (alle Wurzeln positiv genommen), so ist a(x) bereits  

als quadrat iseh zerf~llbar erkannt  Da weiter  g(x} ---- a~w" + ,.. + a,~_~c n-~ + x" 
nach Indukt ionsvoraussentzung quadrat isch zerfallbar ist, bedeutet  die Vo- 

(*))~[an vergl,  dazu den auf ganz anderer  Grundlage beruhenden Beweis yon 
O. PERROS~ ]Sin Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra im Reellen~ ~ Annal i  di Mate. 

matiea ,,, Tomo X X V I I I .  1949, S. 184.187, 
oder ferner  die Arbei ten  
E. ~[o~R, Berveis des sogen. Fundamentalsatzes d~r Algebra im reellen Gebiete, ,, Journal  ftir 

reine und angewandte Math. ,, 18~, 175-177, ~1942), sowie einen ~ach t r ag  dazu in 
domselben Journal ,  Bd. 189, 250-252~ (1952), 

E. MOHR~ Der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra als Satz der reellen Analysis, ~, Math. 
Nachr. ~, 6. Bd., 65-69~ (1951), nebst einer Berichtigung in derselben Zeitschrift  6. Bd. 
3S5-386, (1952). 
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raussetmung a~ ÷ ...q-+a-~_~ ~ 0, dass g ( x ) i n  mwei echte 
toren zerlegt werden kann 

(2} gtxt  - -  a~x ~ + ... ÷ a ~ - , x  "-~  + x '~ --" ~(~)~{x) 

~0(w), +(x) teiler~remd, i. Z. (~(x), ~(x)) - -1 ,  

wo ¢?(x), ~(x) Gradzahlen ~> 0 haben. 

tei lerfremde Fak- 

2. Sei w(w} ein Polynom vom Grad n und als Produkt  zweier Polynome 
u(w), v(x) yon einem Grad ~ 0 darstel lbar  

(3) :++--i X++ 

(Uo ÷ u , x  ÷ ... + u,._~xY-' ÷ ~)(Vo ÷ v,+ + ... ÷ v,~_,x +-' ÷ x~). 

Dann bereehnen sich die w+ als Spal tensummen des folgenden Schemas, 
at tsgenommen die letmte Spal te :  

~,,Vo UoVt UoV. 2 ,.. UoVs_ i U o • 1 

u~v° u~v~ ... u t % _  ~ u~vs_ ~ u ~ .  1. 

{41 

~,+r--lVO ~r--tV! . . ,  a-~.-- tVs__ 1 

1 • v o 1 • v+  . . .  1 • v s _  ~ 1 • v+_~l. 1 

Bildet man die Funkt ionalde terminante  der n (( Variablen ~ w~ nach den 
n - - r  ÷ s ~ Variablen ~ uz und v~ so ergibt sich 

(51 
rt 
+l 

V0 

Uo 

V 4 r e . . .  V~_~ [ 

Vo 

~t  U~... Ur_ i 

1 

v i ... v~_~ 1 

1 

U~-i  1 

u~_~ 1 

und dies ist bis auf ein belangloses Vorzeichen gerade die Resultante yon 
u(x) und v(x). Sind nun u(wt und vla) tei lerfremd i. Z. (u(x), v ( x ) ) =  t, so ist 
nach einem bekannten Satz die Resul tante  :4: 0, also auch die Funktionalde- 
terminante (5) :~= 0, und es folg~ wieder nach einem bekannten Satz llber im- 
plizite Fankt ionen,  dass analog zu (3} eine Beziehung 

(6} (wo* -t- w , * x  ÷ ... -I- w * _ t x  "-~  -t- x ' )  = 

= (uo* + u , * x  ÷ ... -I- u * _ l x " - '  ÷ w~)(Vo* + v , * x  + ... + v*_tx  +-~ + ~ ) .  
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gilt  fiir al le P o l y n o m e  wo* -~- w~*w -t- ... + w*_~w' -  ~ + w" ffir d ie  I w~* - -  w~ ] < 
(v = 0, 1, .... n -  1) ist, w o ¢  ~ 0 e ine  gee igne te  Kons t an te  ist. W i r  dr i lcken 
d iesen  Saehve rha l t  kurz  so a u s :  

Aus  w(x )=u(x~ ) . v ( x )  mit (u(~¢), v ( x ) ) - - I  folgt e ine an~loge Bez iehung  
w*(~c) : u*(~v}.v*(x) ftir al le P o l y n o m e  w*(x), die dem Po lynom w(~) (< gent igend 
b e n a e h b a r t  )) sind. 

(l) (~} 
O ~ t < t < . . . < ~ *  
k - ' -  1, 2, 3, .. . .  

3. N u n m e h r  keh ren  wir  zu dem vorgegebenen  P o l y n o m  (i) zurilck, 
we lches  posi t iv  def in i t  is t ,  and  ftir das  a, --- 0, a~ + ... + a~,, _ t > 0 ist. W i r  
be t r ach t en  die e inpa rame t r i ge  Seha r  yon P o l y n o m e n  

i7) a x ; t) = aot + a~x ~ + ... + a,,_~ae "-~ + ~" 

=ao t  + g(;v) 

ftir  t > - 0 .  Es  ist a(~e; 0)---g(w), a (x ;  1)~--a(x).  Da g(~)=r~(x).~(ac)  mit  
(¢~(x). ~ (~ )} - -1 ,  so exis t ier t ,  nach  2. Seh luss  e ine rech t sse i t ige  t t a l b u m g e b u n g  
yon  t ~ - 0  derar t ,  dass  ft~tr al le  t aus  de r se lben  a ( x ;  t) quad ra t i s ch  zer fa l lbar  
ist (man beaeh te  die  I n d u k t i o n s v o r a u s s e t z u n g  !). W i t  be t r aeh t en  die ]~Ienge 
a l ler  der  Zah len  " : ~ 0  mit der  Eigenschaf t ,  dass  a ( x ;  t} ftir 0 < :  t ~ T 
zerfi~llbar ist, a n d  b i lden  die obere  Grenze  z * ~  0 d ieser  ~-Zahlen.  W i r  
b e h a u p t e n  : z* ist n icht  endlich.  W a r e  n~ml ich  ":* endlich,  so ware  j e d e n f a l l s  
aueh  a(x ;  -c*) zerfal lbar .  Itt de r  Tat  ex i s t i e r t  dann  eine Fo lge  yon t -W er ich  

(k) {~-) 
mit  t ~ z* derar t ,  dass  a(x ;  t) zer fa l lbar  ist  foil" 

~k) m {k) (k} 

18) a(x ; t) = I I I  P~ q-  2q~x ~ x ~ I 

wobei  - -  da  a(x ;  t,) fiir t ~ 0 posi t iv  def in i t  ist - -  j e d e r  F a k t o r  rechts  
(k) {k) 

ebenfa l l s  def in i t  d. h. p~ > q 2  ist (v ~ 1, ..., m). Speziel l  folgt  ftlr a¢---0 

(~) , n  (10 
(9) a~,t = II p~, 

v~:t  

und  somit  f a r  das k le ins te  der  (~) I~) (~) ~ p~, es heisse  p :  [ p l . ~ .  Va,':*, und  daher  fiir 

das  zugehi~rige q~ es heisse  kurz  q : < Vaoz*. Sehre iben  wi r  also (8) wie  folgt 

2q~c b ~" -~  w n-~ (10) a(x ; t) --- (p -I- -I- x~).  1 bo -t- b~ x q -  ... , - ~  ~ I ,  

so hat  das  Po lynom links,  sowie der  ers te  F a k t o r  reehts  Koeff iz ienten,  die 
absolu t  un t e r  e iner  fes ten  yon k nicht  abhang igen  Sch ranke  l iegen. Dasse lbe  
tr i ff t  dann  abe t  fiir die Koef f iz ien ten  des zwei ten  Fak to r s  in (10} zu, wie  
man  sofort  aus  dem zu (4) ana logen  Koef f i z i en tensehema  yon (10) entn immt.  
Fo lg l ich  exis t ie r t  e ine g e m e i n s a m e  yon k unabh~tngige Seh ranke  M ~  0 mit  

An~edi  di  Matem~ticm 5~ 
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der  Eigenshaft  

{k) i 

(11) tqt  < M  ( v - - 0 ,  1,..., n - - 3 } .  

ca) 
Kraft  ( l l )  kSnnen wir nun  eine Teilfolge auswahlen,  filr die p konver- 

(a) 
giert, aus dieser eine Teilfolge, ftlr die auch q konvergiert ,  aus dieser eine 

(k) 
Teilfolge, fiir die ausserdem b 0 konvergiert , . . . ,  schliesslich nach insgesamt n 

is) 
Schri t ten eine Teilfolge, filr die auch b,,_ a konvergier t ;  

(12) p -* p, q -~ q, b~ ~ b~ (v ----- 0, 1, ..., n - -  3). 

Dann folgt aus (10) ftlr k --* cc 

(13) a(x  ; ~*) = (p  -t- 2qx  ÷ x'~) . t bo -~ b ,x  -+- ... -e b~_3x " - 3  -~- x " -~  1, 

was naeh Induktionsvoraussetzun gbesagt : a(x; z*) ist quadrat ische zerfallbar, 
und da a ( x :  ~(<) positiv definit ist, so ist auch jeder  quadrat ische Faktor  
positiv definit d. h. irreduzibel. 

4. Nun sind zwei Falle m(iglich: entweder  a ( x ;  ~*) besitzt wenigstens 
zwei verschiedene quadrat ische Teller oder nicht. 

Im ersten Falle lasst sich a ( x ;  ~*) als Produkt  zweier te i lerfremder 
Po!ynome mit Gradzahlen > 0 schreiben a(~; ~*) ~ u(x ) . v l x )  mit (u(x), v ( x ) ) >  O. 
Nach 2. Schluss sind dann aber auch noeh atle a ( x ;  t) zerfallbar mit 
t -Wer ten  aus ether gewissen rechtsseit igen t-Ialbumgebung yon t ~ ' :  ~, im 
Widerspruch  za der  Eigenschaft  yon .c* aIs oberer Grenze. 

Im zweiten Fal le  ist a(x; ~*) yon der  Form 

(t4) a(x  ; ~*) - -  } p  + 2 q x - e  x~ } "~ p > q~. 

Dies bedeutet  aber  

([5) a('~; t) - -  ao(t - -  :*) + l (~c -Jr q)~ -+- (p  - -  q~) }m, 

und hier  ist die rechte  Seite, aufgefasst  als Polynom in t$-~-q)~ nach 
Induktionsvoraussetzung fllr alle t ~ ~:* quadratisch zerfallbar, folglich nach 
ether ua te r  1. gebrac~ten Bemerkung auch in (x-t-q) und damit schliesslich 
~uch in x quadrat isch zerfallbar. Dies verstiisst aber wieder gegen die Eigen- 
schaf~ yon "c* als oberer Grenz% und wir sind auch jetzt za einem Wider- 
spruch gelangt. 

In  jedem Falle ergab sich also aus der Annahme, z* set endlich, ein 
Widerspruch.  ~* ist also nicht  endlich, und folglich speziell a ( x ;  1} ~ a(x) 
quadrat isch zerfallbar. 


