Ein elementarer Beweis fiir den Fundamentalsatz
der Algebra in Reellen (*).

Memoria di Ernst MoHR (in Berlin).

Zusammenfassung, ~ Die folgende Noté enthdlt im Stile einer Anfdngervorlesung iiber Diffe-
rential- und Infegralrechnung einen elementaren Beweis des Fundamentalsatzes der
Algebra im Reellen.

1. Da sich von jedem Polynome ungeraden Grades ein Linearfaktor
abspalfen lisst, geniigt es, zu zeigen:

Jedes Polynom von geradem Grale w—2m ldisst sich als Produkt von
quadratischen Foaktoren darstellen, m. a. W. ist quadralisch zerfallbar.

Den Beweis fithren wir durch Induktion nach m. Fiar m=1 ist die
Behauptung evident; sie sei bereits bewiesen fiir alle Polynome geraden Grades
von einem Grad < 2m. Wir diirfen annehmen, dass das vorgegebene Polynom
vom Grad n = 2m normiert ist, und weiter, dass es definit, also positiv definit,
ist: schreiben wir also dasselbe wie folgt

{1 afr) =a, + a,x' + a,x° + ... + 0y_,x" "t - 2",

so ist @, > 0. Da mit a(x) anch a{x — c) zerfillbar ist und numgekehrt, denken
wir uns den Ursprung auf der x-Achse bereits so gew#hlt, dass f(0)=a,,
das (oder ein) Minimum von f(x) ist; dies bedeutet, dass dann a, =0 ist.
Ferner diirfen wir annehmen, dass @+ ..+ 0%, >0 ist, da sonst
afx) = a, -+ 2" = a, + (¢°)” und also nach Induktionsvoraussetzung in «® qua-
dratisch zerfillbar ist; da aber hiervon jeder (notwendig irreduzible) quadra-
tische Faktor p -+ 2qx* + x* (¢* < p*) gleich (x + 282 + x®)(x — 28z + x°) mit

xa=Vp, f= V\% ist {alle Wurzeln positiv genommen), so ist a(x) bereits

als quadratisch zerfillbar erkannt Da weiter g(x) = a,2° + ... + @,_, 2" 4+ 2"
nach Induktionsvoraussentzung quadratisch zerfillbar ist, bedeutet die Vo-

(*) Man vergl. dazu den auf ganz anderer Grundlage beruhenden Beweis von

O. Perron, Hin Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra im Reellen, » Annali di Mate-
matica », Tomo XXVIII. 1949, S, 184.187,

oder ferner die Arbeiten

E. Mour, Beweis des sogen. Fundamentalsataes der Algebra im reellen Gebiete, « Journal fiir
reine und angewandte Math.», 184, 175177, (1942), sowie einon Nachtrag dazu in
demselben Journal, Bd. 189, 250-252, (1952),

E. Monr, Der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra als Satz der reellen Analysis, « Math.
Nachr, », 6. Bd., 65-69, (1951), nebst einer Berichtigung in derselben Zeitschrift 6. Bd.
385-886, (1952).
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raussetzung a} + ... +a’,_, >0, dass g(x) in zwei echte teilerfremde Fak-
toren zerlegt werden kann

(2) gl) = a,2* + ... + @, X" + 2" = p(x)d{x)
p(x), dlx) teilerfremd, i. Z. (p(x), d(x)) =1,

wo ¢(x), $(x) Gradzahlen > O haben.

2. Sei w(x} ein Polynom vom Grad » und als Produkt zweier Polynome
ulx), v(x) von einem Grad > 0 darstellbar

(3) W, ~+ W A s+ Wy X" 4 2" =
= (U, + UL + ... + U_, 2" + &)Y, + 0,2+ ... + v, 2" + &),

Dann berechnen sich die w, als Spaltensummen des folgenden Schemas,
ausgenommen die letzte Spalte:

U, Uy, W,y v UV, Uy 1
u,v, U0, e WV, n., u, « 1.
(4)
Ny Vs U, Uy e Wy Uy U, -1
1.0, 1.o,.. 1.9, 1w _,1.1

Bildet man die Funktionaldeterminante der n <« Variablen » w, nach den
n=1r + 8 « Variablen » u; und v, so ergibt sich

v, v, Vg wns oy 1
r Yy V, o v, 1
v, Ve Wy 1
]
w, U, Uy e u,_, 1
s u, U, .. w,_,
Uy u, Uy 1

und dies ist bis auf ein belangloses Vorzeichen gerade die Resultante von
w(®) und v(x). Sind nun ufx) und v(x) teilerfremd i. Z. (ulx), vix)) =1, so ist
nach einem bekannten Satz die Resultante == 0, also anch die Funktionalde-
terminante () ==0, und es folgt wieder nach einem bekannten Satz tiber im-
plizite Funktionen, dass analog zu (3) eine Beziehung

(6) (W, * 4w, %2 4 oo + Wy @ - ") =

== (U, * A U T A on b U@ A 270, A 0, F A e+ VX T A ).
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gilt fiir alle Polynome w,* + w,*0 4 ... + wy_x"~* + 2" fir die | w,* —w, | <e
v=0,1,..., n—1) ist, wo & >0 eine geeignete Konstante ist. Wir driicken
diesen Sachverhalt kurz so aus:

Aus w(x) = u(x)-v(x) mit (ufx), v(x)) =1 folgt eine analoge Beziehung
w*(x) = u*(w).v¥*(x) fir alle Polynome w*(x), die dem Polynom #w(x) « geniigend
benachbart » sind.

3. Nunmehr kehren wir zu dem vorgegebenen Polynom (1) zuriick,
welches positiv definit ist, und fir das a, =0, al+..+a*,_, >0 ist. Wir
betrachten die einparametrige Schar von Polynomen

‘7) a w: t) = aot e agw‘z + . - a"_‘wnw{ -+- xn
= ayt + g(»)

fir t = 0. Bs ist afx; 0)=glx), ale; 1) =afz). Da glx) = o) $x) mit
(p(x). dlx)) =1, so existiert, nach 2. Schluss eine rechtsseitige Halbumgebung
von ¢t =0 derart, dass fir alle { aus derselben a(x; #) quadratisch zerfallbar
ist (man beachte die Induktionsvoraussetzung!). Wir betrachten die Menge
aller der Zahlen ©>0 mit der Eigenschaft, dass a(r; ¢ fir 0<t<
zerfillbar ist, und bilden die obere Grenze t* > 0 dieser t-Zahlen. Wir
behaupten : t* ist nicht endlich. Wire n#mlich * endlich, so wiire jedenfalls

auch afx; ¥ zerfillbar. In der Tat existiert dann eine Folge von {-Werten
O @ *) )
0<ct<t <. <7 mit ¢ — t* derart, dass afx; {) zerfillbar ist fiir
k=12 3, ...
k) m (k)

(k)
(8) afz; ) = I {p, + 2¢,xc + «* |
Ve ()

wobei — da afx; {) fir £> 0 positiv definit ist — jeder Faktor rechts
{# %)
ebenfalls definit d. h. p, > q,* ist (v =1, ..., m). Speziell folgt fir £ =0

() m (i)
(9) ant = I_Il_pv;

{¥) gy (k) [ —
und somit fiir das kleinste der p,, es heisse p: [p| < Va,*, und daher fir

o

k k m
das zugehorige g, es heisse kurz (q): }(g)l < Va,7*. Schreiben wir also (8) wie folgt
{#} {k} (k) LI, (%}
(10 ale; )= (p+2qx +x°)+ {6, + b, x4+ ... +b,_a""t 2"},
so hat das Polynom links, sowie der erste Faktor rechts Koeffizienten, die
absolut unter einer festen von k nicht abhiingigen Schranke liegen. Dasselbe
trifft dann aber fiir die Koeffizienten des zweiten Faktors in (10) zu, wie

man sofort aus dem zu (4) analogen Koeffizientenschema von (10) entnimmt.
Folglich existiert eine gemeinsame von & unabhingige Schranke M >0 mit
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der Eigenshaft
}

=N E

|p|
(11) lq]
(%)
|0 !
(k)

Kraft {11) kdnnen wir nun eine Teilfolge auswithlen, fiir die p konver-
13

)

R

i
({<M v=0,1.., n—3.

{%)
giert, aus dieser eine Teilfolge, fiir die anch ¢ konvergiert, aus dieser eine
(&)
Teilfolge, fiir die ausserdem b, konvergiert, ..., schliesslich nach insgesamt »

(k)
Schritten eine Teilfolge, fiir die auch b,_, konvergiert;
%) (k) i)
(12) P~ P, q - q, b, — b, (v=0, 1,.., n—3).
Dann folgt aus (10) fiir & — =
(13) afx; )= (p 4+ 2qx + °) - { by + b+ . + bp_ " P,
was nach Induktionsvoraunssetzun ghesagt: a(x; t*) ist quadratische zerfillbar,

und da afx: t«) positiv definit ist, so ist auch jeder quadratische Faktor
positiv definit d. h. irreduzibel.

4. Nun sind zwei Fille moglich: entweder a(x; t*) besitzt wenigstens
zwei verschiedene guadratische Teiler oder nicht.

Im ersten Falle lisst sich af{x; t*) als Produkt zweier teilerfremder
Polynome mit Gradzahlen > 0O schreiben afw; t*) = u(x). vix) mit (u(x), v{ac)) > O.
Nach 2. Schluss sind dann aber auch noch alle af(x; ¢} zerfillbar mit
{-Werten aus einer gewissen rechisseitigen Halbumgebung von {=1* im
Widerspruch zu der Eigenschaft von t* als oberer Grenze.

Im zweiten Falle ist a(x; v*) von der Form

(14) afx; ) ={p+2qe+ 1" p>q.
Dies bedeutet aber
(15) afx; §) = a,(f — ) + { (x+ g + (p — )™

und hier ist die rechte Seite, aufgefasst als Polynom in (x + ¢)° nach
Induktionsvoraussetzung fir alle {> t* quadratisch zerfillbar, folglich nach
einer unter 1. gebrachten Bemerkung auch in (% + ¢) und damit schliesslich
auch in « quadratisch zerfillbar. Dies verstosst aber wieder gegen die Eigen-
schaft von t* als oberer Grenze, und wir sind auch jetzt zu einem Wider-
spruch gelangt.

In jedem Falle ergab sich also aus der Annahme, t* sei endlich. ein
Widerspruch. t* ist also nicht endlich, und folglich speziell afx; 1) = a(x)
quadratisch zerfillbar.




