Sulle esteusioni della formula integrale di Cauchy
alle funzioni analitiche di piti variabili complesse.

Memoria di Exzo MarTINELLI (8 Genova).

Sunte. « Si da la completa dimosiraszione di risuliati generali enunciati in una nofa pre-
ventiva del 1946 (1), che assegnano per le funzioni analitiche di n variabili complesse
formule integrali di tipe CavonyY con varietd d’infegrazione di dimensione gqualunque
compresa tra n e 2n — 1, in parallelismo con i gic stabiliti teoremi integrali di ugual
dimensione.

INTRODUZIONE

Scopo di questo lavoro & I’estensione alle funzioni di pin variabili
complesse del 2° teorema, o formula integrale, di CAucHY. L’ analoga estensione
del 1° teorema integrale & invece ormai stabilita. Ci sia concesso tuttavia
d’indugiarci, in questa introduzione, a ricordare i passi successivi coi quali
& stata conseguita la pilt ampia formulazione dell’ estensione del 1° teorema:
ne risulterd pit chiaro lo spirito dell’attuale ricerca relativa al 2° teorema
integrale.

I1 1° teorema integrale per una funzione analitica f(2) della variabile
complessa z = x + 9y, ¢ espresso dalla formula

M | ez =o.

i

Nella (1) il cammino & integrazione I', & una linea chiusa qualunque appar-
tenente alla regione (aperta)} B, di olomorfismo per f(2) nel piano d’ARGAND-
GAUSS (x, y) ove si distende la variabile complessa z, se si suppone R,
semplicemente connessa. Quando non si faccia alcuna ipotesi concernente R,,
e ¢indichi con I', un 1-ciclo orientato qualunque, eventualmente riducibile
(cioé composto di una o pin linee chiuse ciascuna con un prefissato verso
di percorrenza od orientamento), ed eventualmente singolare (cioé trasformato
univoco, ma non necessariamente biunivoco, di un 1-ciclo ordinario), la con-
dizione cui deve soddisfare ', per la validita della (1) si esprime con linguaggio
topologico dicendo che I', deve essere omologo a zero (I', o~ 0) in B, (*).

() Citata, nella bibliografia posta in fine, col numero [14].
(*) Per le nozioni topologiche occorrenti ved. il § I.
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Passiamo alle funzioni analitiche f(z,,.., 2, delle n» variabili com-
plesse z; (z; =a; +4y;; j =1, .., n). Rappresentiamo, per un momento, le
variabili #,,.., #, sopra » piani d’ ARGAND-GAUSS (x,, ¥,), .., @n, Yn)
Applicando » volte la (1) si ottiene immediatamente la formula:

2) [...[f(zi yours Zn)AZ, oo doy =0,

0y
dove I, ..., I',® sono n l-cicli degli # piani di ARGAND-GAUSS softoposti
a condizioni analoghe a quella espressa per la validitd della (1).

La (2) pud considerarsi come un’estensione della (1) al caso di piu
variabili; ma si tratta di un’estensione molto ristretta. Per convincersene,
si rappresentino le variabili z,, .., 2,, anziché nel modo indicato, sopra uno
spazio enclideo reale a 2n dimensioni Sy, (®,, .., Zu, ¥,, ..., Yn). L’ integrale (2)
si interpreta allora come un integrale n-plo sopra un n-ciclo [,/ di S,.,
prodotto topologico di I, .., I''™, il quale ha manifestamente caratteri
topologici e di posizione in S,, molto particolari. B ormai classico il risultato
di POINCARE, secondo cui sussiste la formula ben pit generale della (2):

(8) /‘f(zi, ey 22,5, 2) =0 (%),

T

dove I', & un qualunque n-ciclo orientato di S,, (se vuolsi riducibile e singo-
lare), omeclogo a zero eventualmente con divisione (I') 8 0) (*) nella regione
di olomorfismo R,, della f(z,,.., 2,) in §,,.

Ma la (3) non di ancora la pil ampia estensione della (1). La (3) esprime
soltanto il primo teorema di una serie di » teoremi integrali distinti nei quali
le varieta d’ integrazione sono cicli di dimensioni rispettive n, n—+1, ..., 2n — 1.
Parleremo brevemente di {feorema infegrale (n -+ l-dimensionale (I =0,
1,.., n—1) per alludere alla corrispondente dimensione della varieta d’inte-

grazione. Tale teorema si spezza in realtd in ( l) proposizioni distinte, ciascuna
delle quali & espressa dalla uguaglianza :

-

@) [ 1@y 200, s 2y, 2y ey 22) =0,

o
Pn-H

dove T, ., & un qualunque (# -+ I)-ciclo omologo a zero in R, (f,,80), 2, 81l
complesso coniugato di z,, e «,,..., «, & un’arbitraria combinazione di classe /

degli interi 1,.., n.

(?) Usiamo per i diffevenziali multipli i simboli della teoria delle forme differenziali
a moltiplicazione esterna (ved. il § II).

(*) Quando la dimensione di B,, & >>2 non si pud escludere a priori 'esistenza in E,,
di cicli divisori dello zero (§ I); donde la opportunitd di riferirsi all’omologia con divisione
(cfr. § III, n. 1, Oss.).
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Le (’;’) uguaglianze (4) possono anche compendiarsi nella:

(5) f [y s 20 2 Aopr@is s 25 85 22) =0,

A IR 7]
an 1

indicando con )\a’m,ﬁz parametri complessi arbitrari.

Per ! =n-—1 il teorema (5) ¢ stato stabilito da W. WIRTINGER [22],
e per [ qualunque da me in [10], dove ho anche stabilito i risultati inversi,
dimostrando precisamente che, per ogni valore di / 1’uguaglianza (5) garantisce
I’ analiticitd della f(z,...., 2,), quando sol ne sia nota la continuitd : estensione
questa del teorema di MORERA e .di quello di SEVERI [19] che si riferisce
all’inversione del teorema integrale n~dimensionale (*).

Dopo quanto abbiamo detto, appare naturale che la formula di CAUCHY

®) mif(C) = f z_lif?z de
T

sia suscettibile, nel campo delle funzioni di piu variabili, di estensioni via
via pint generali e parallele a quelle espresse dalle (2), (3), (4) o (D).

Se si suppone semplicemente connessa la regione R, di olomorfismo
per f(2) e I', irriducibile, per la validitd della (6) occorre che I', stia in R,,
sia orientato positivamente e racchinda all’interno il punto O di R,.
Qualora non si faeccia alcuna ipotesi particolare su R, e I',, le condizioni
di validitd della (6), espresse con i simboli topologici, sono:

(L) I''cR,— O,
(I1,) 'O in R,,
(I1L,y All(T,, 0) =1,

dove con All{T,, O0) ¢’indica il coefficiente d’allacciamento di T, col punto O,
cioé Vindice d infersezione di KroNECKER) [K,, I'], o numero algebrico

di intersezioni, di una semiretta K, uscente da O col ciclo ', (§ I). Se invece
della (III,) vale la

(I11,) AT, 0)=N,

la (6) deve sostituirsi con la formula pia generale:

-

(73 2N/ (D) = [ f (?C da.
T

(*) Lie inversioni del teorema di Poixcari quali sono date in precedenti lavori di
V. Vourerra e di E. PascAn presuppongono la continuity delle derivate parziali prime
delle componenti reale e immaginaria di f, e pereid non costituiscono che una monca esten-
sione del risultato di Morera (il cui interesse sta invece nel richiedere soltanto la conti-
nuitd di f). Pertanto la prima vera estensione del teorema di MorERA al easo n-dimensio-
nale deve ritenersi quella citata di SeverL
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La condizione (II1,) pud interpretarsi come determinante il valore del-
I’interno N che appare nella (7) (¢;. Con linguaggio impreciso, pud dirsi che N
& il numero algebrico complessivo delle volte che I', avvolge O positivamente
e negativamente.

Ora 1’estensione della (6) o (7) parallela alla (2) ¢ ovvia e su di essa
non mi fermo (7). L’estensione parallela alla (3) & stata data da me [9] per
due variabili, e, con maggior completezza e per un numero qualunque dj
variabili, da B. SEGRE [16]; essa fornisce la seguente formula integrale
n-dimensionale :

(2, ., 2)
(Z-—C) (8, —C,)

®) @ri)" NG, , wn, §,) = @, o, 2,).

Per esprimere le condizmm di validitd della (8), occorre considerare
la varietd T,,_, costituita dagli % spazi lineari (caratteristici) di dimensione
2n — 2 rappresentati rispettivamente dalle equazioni 2, =¢, ..., 2, =¢,, e quindi
uscenti dal ponto OF,,.., {,) della regione R, di olomorfismo per f.
La T,,-, & (in generale) luogo di poli per la funzione integranda nella (8),
onde la chiameremo brevemente varietd polare. Ebbene, le condizioni di validita
della (8) sono analoghe alle (I,), (IL,), (IIL,), precisamente le prime due si
scrivono cosi:

(1%, 0 Pn c RSn - Tzn—27

(1, o) r,$80 in (R,, — T,—) + O,

mentre la terza, (IIL, o), che non sftiamo a scrivere qui (efr. § IV, n. 18)
esprime il valore di N in tal guisa ch’esso appare un carattere intero definente
lo stato di allacciamento (°) dell’ n-ciclo I', con la varietd polare T,, .

Nel lavoro gia citato [10] ho dato poi la formula inlegrale 2n — 1)-
dimensionale seguente :

(2mi)” ?;“

(n— 1)1 Q2,5 s 2y 2yl )

Nf(gn :g)— [f("n zn)z (—— }_)a—‘l %

T,

9)
2n—14

4
z rappresenta la distanza del punto fisso O dal punto

dove o =315 —

(#,, .., 2,) variabile sul (2n — 1)-ciclo d’integrazione I,,, (ipersuperiicie

{®) Le condizioni (I,), {II,}, (III,) sono sufficienti per la validita della (7). Non pud
pariarsi di condizioni necessarie e sufficienti in gquanto, se p. es. si assume f(2)=0, le
eondizioni (II1,), (I1I1,), non occorrono. Tuttavia & ovvio che le (1,), (II,), (III,)} sono le
condizioni sufficienti pi& ampie che possono scriversi perché valga la (7) con riferimento
ad una f{2) analitica qualunque. Analoga osservazione sussiste per le generalizzazioni di
cui appresso,

("} Ctr. p. es. GoursaT [4], pag. 279, ovvero SuvERI-Scorza DraGoxt [21], pag. 88.

(®) Usiamo qui una recente felice espressione di F. SEvErL
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chiusa). Lie condizioni di validita della (9) sono:

(In, n——l) r 2n—t - Rm - 05
(II%, w—»l) I‘2n"‘i oo 0 in Rzn 3
(11L,, 1) N=All {Pm-—-i , O)= [K 1 Pzn—-i]’

essendo K, una semiretta uscente da O.

La formula (9) & stata posta anche sotto altro aspetto nei miei lavori
[11, 12], e, nell’ aspetto (9), & stata successivamente ritrovata da S. BocHNER
e D. C. May [2, 15].

Le formule (8) e (9) possono considerarsi come estensioni della formula
di CaucHY parallele alla (5) per I =0 ed I =mn — 1. Nel lavoro [13] ho stabilito
altresi 1’ estensione parallelei alla () per I =1, e nella nota preventiva [14],
gia citata in principio, ho enunciato il risultato generale che fornisce una
formula integrale (n -+ l)-dimensionale parallela alla (5) per ogni valore con-
sentito di /, comprendente naturalmente tutti i casi precedenti.

Nella presente memoria do la completa dimostrazione di tal formula
n
l
fermo in questa introduzione ad indicarne 1’aspetto analitico e le condizioni
di validitd, ché mi occorrerebbe, altrimenti, disporre di vari concefti e simboli
di cui parlerd in seguito. Il lettore trovera i risultati conclusivi nel § IV,
nn. 16-20 (%)

Le semplici relazioni (1IL), (IIL,, ,—), che definiscono lo stato di allac-
ciamento dei cieli I', e I',,_, col punto O, devono gia venir sostituite da una
relazione piu riposta nel caso della formula integrale n-dimensionale (I = 0).
Nel caso generale (n + /)-dimensionale apparird poi manifesto che non basta
pitt un solo caraftere a definire lo stato d’allacciamento degli (n + I)-cicli
d’ integrazione con una opportuna varietd polare T,,,. ,, della dimensione
indicata. B percid che buona parte di questa memoria ¢ dedicata a conside-
razioni topologiche rivolte appunto a determinare i caratteri definenti il detto
stato di allacciamento, per il che occorrerd far ricorso a strumenti topologici
pitt elevati, quale il teorema di dualitd di ALEXANDER.

E d&’uopo pertanto cominciare con alcuni richiami di topologia (§ I).
Nel § II sono invece richiamate alcune nozioni della teoria delle forme
differenziali a moltiplicazione esterna secondo K. CARTAN. Nei successivi
§§ Il e IV (dei quali il primo dedicato a sviluppi topologici ed il secondo
analitici) si enfra nel vivo dell’argomento.

(n + l)-dimensionale, la quale compendia in realta ( ) formule distinte. Non mi

{*) Per un’idea sommaria si potrd utilmente tener presente la mnota preventiva [i4],
rispette alla quale 'attuale memoria presenta soltantoc qualche lievissimo cambiamento formale.

Annali di Matematica a6
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§ 1. - Richiami di topologia

Raccogliamo in questo paragrafo quelle proprieta di fopologia cui dovremo
far riferimento nel seguito. Ci limitiamo ad indicazioni sommarie, tuttavia
sufficienti per le applicazioni che abbiamo in vista, dove invero occorre
soltanto la conoscenza di aleuni fatti fondamentali ().

Orientazioni, eontorni, cieli.

1. Nel corso di questa memoria ’ambiente geometrico ove si svolgeranno
le nostre considerazioni, sard sempre uno spazio euclideo reale pluridimen-
sionale. Tuttavia avremo da wusare gli strumenti topologici non soltanto
direttamente in tale ambiente, ma anche in ambienti ad esso subordinati:
p- es. varietdh di determinata e semplice definizione, regioni ad esse comple-
mentari, o anche regioni (aperte) di natura indeterminata. In ogni caso saranno
o si supporranno soddisfatti i requisiti essenziali per lo sviluppo delle pro-
prietd topologiche, i quali si compendiano (almeno rispetto alle ordinarie
trattazioni elementari) nella reficolabilita dell’ ambiente.

Un ambiente o varietd r-dimensionale M, (di uno qualunque, imprecisato,
dei suddetfti tipi che ¢’interessano) si trasforma mediante reticolazione, e
previa eventuale aggiunta di punti di frontiera, in un r—complesso (finito) K,,
vale a dire in un insieme finito di k-celle aperte di dimensione k=20, 1, ..., r
(0 in particolare, se vuolsi, costituito di k-simplessi), a due a due disgiunte
e soddisfacenti alla condizione che il conforno di ogni k-cella sia costituito
di (£ — 1)-celle dell’insieme (**).

Entro K, avremo da considerare varietd k-dimensionali subordinate
(p. es. campi d’integrazione). Intenderemo che ogni tal varieta, V,, sia a sua
volta reticolabile (mon di necessitdh con celle di K,), e che pili precisamente
la reticolazione trasformi V, in una Ek-catema C,, ciod in una combinazione
lineare (a coefficienti interi) di k-celle, che si supporranno orieniate. Quando
Vi si consideri come campo d’integrazione, dovremo inoltre supporre che ogni
k-cella E, di G, sia di classe di differenziabilita 1 (almeno), vale a dire che
le coordinate cartesiane (relative allo spazio euclideo ove & immersa M,) di
un punto variabile su E, si esprimano con funzioni continue dotate di deri-

(") Per le dimostrazioni e i raffinamenti cfr. i noti trattati di topologia, tra i quali
principalmente : SpirerT-THRELFALL [18], LEFscueTz [7, 8], ALExanDROFF-Horr [1].

(1Y) Ricordiamo che k-cella chiusa Ex @ ogni insieme di punti trasformato per omeo-
morfismo di una sfera solida k-dimensionale 3z, ipersuperficie sferica di contorno H;_,
inclusa. L’ insieme di punti trasformato di Sp = Zx — Hj—, costituisce la k-cella aperta Ej
determinata da K, mentre l'insieme di punti trasformato di H,_, ne costituisce il contorno.
Ogni 0-cella & un punto. Un k-simplesso & una k-cella considerata come trasformata per
omeomorfisme i un k-simplesso reffilinec o poliedro elementare (per k==2 triangolo, per
k=23 tetraedro, ecc). Il coniorno di un k-simplesso & costituite di (b — 1)-simplessi.
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vate parziali prime continue, a deferminante jacobiano non nullo, delle coor-
dinate di un punto variabile in una k-sfera solida.

1’ orientazione delle singole k-celle di C; pud pensarsi determinata in
vari modi. Per le applicazioni che ne faremo, sarhd opportuno avere partico-
larmente presente il procedimento seguente.

Siano ¢,, ..., fx direzioni orientate e ordinate uscenti da un punto P di
una k-cella Ej e tangenti ad Ej (che si suppone di classe = 1). Esse costi-
tuiscono un k-edro di direzioni, il quale & non degemere se appartiene allo
spazio tangente in P ad E; e non ad uno spazio lineare di dimensione infe-
riore. Siffatti k-edri di origine P si distribuiscono in due classi: quelli di
una stessa classe, che diconsi fra loro equiversi, sono riducibili 'uno all’altro
con una deformazione continua, durante la quale il k-edro variabile, sempre
di origine P, si counserva nello spazio tangente in P e mai degenera; tale
riduzione non & invece possibile per k-edri di classi diverse, che diconsi
contraversi. Conviene in particolare ricordare che, alterando I’ ordinamento
delle direzioni di un %-edro con una permutfazione di classe pari o dispari,
ovvero alterando il verso di un numero pari o dispari di direzioni, si
ottiene un nuovo k-edro risp. equiverso o contraverso col dato. Ebbene,
quando si associ all’intorno di P su E; una classe o Paltra di k-edri, si
orienta quell’ intorno in un verso o nel verso opposto.

Si riconosce subito che una fissata orientazione in P si pud trasportare
univocamente ad ogni altro punto @ di Ey, trasportando in @ I’assegnato k-edro
di origine P, sempre mediante deformazione continua priva di degenerazione e
facendone scorrere l’origine lungo un cammino qualunque che porti da P
a Q su Ex. Si pud cosi attribuire una determinata orientazione all’intera
cella Ex, la quale dicesi percid orientabile (**). Se I indica una cella orien-
tata, — Ejy indicherad la cella stessa con I’orientazione opposta. Una k-catena
O & dunque una somma di k-celle considerate con molteplicita corrispondente
al valore assoluto dei coefficienti della combinazione lineare che esprime Ci,
e con orientazioni corrispoundenti al segno dei coefficienti.

Notiamo per inciso che, pit in generale, dicesi orientabile ogni varieta
k-dimensionale per la quale 1'orientazione fissata da un k-edro in un suo
punto pud trasportarsi univocamente ad ogni altro punto in modo simile a
quello indicato per una cella. Cosl ogni regione r-dimensionale connessa di
uno spazio cartesiano (®,,.., %,) & orientabile. Diremo orieniazione naturale
dello spazio (x,,.., ) o di una sua regione, quella determinata in ogni

{1?) Quande Er & un simplesso di vertiei P!, P% .., Pk+1, se ne pud definire un’orien-
tazione assegnande un ordinamento dei vertici, e sia P%,.., P%+1, considerato a meno
di una permutazione di classe pari. Tale orientazione pud identificarsi con quella definita
dal k-edro di direzioni P*P%, PUP* . ., P*P%+1 (con riferimento al simplesso rettilineo
di cui il dato & immagine).
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punto dall’r-edro delle direzioni parallele ed equiverse ai semiassi positivi
coordinati «,,..., «, considerati nel loro ordine naturale,

2. Una volta fissata un’orientazione per una k-cella Ey, si pud determi-
nare in conseguenza un’orientazione per le singole (K — 1)-celle Ex_; che ne
costituisecono il contorno, procedendo nel modo seguente. Sia P un punto di
una Ep_; del contorno di una Er e (.., fxr) un k-edro di origine P orien-
tante Ep (ci riferiamo alla k-cella contorno ineluso). Previa deformazione
(senza degenerazione) del k-edro, pud farsi in modo che la sua prima dire-
zione ¢, volga verso lesterno di Hy; allora il (k— l)-edro (¢,,..., &), che
appartiene allo spazio tangente in P ad Ey_;, fornisce I’orientazione voluta
per Eix_i, la quale dicesi ién relazione positiva con la. preassegnata orienta-
zione di Ej.

La (¢ — l)-catena costituita dalle (¢ — 1)-celle del contorno di Ej orien-
tate al modo detto, dicesi conforno orienfato di Ep. Nel caso k=1, E, si
riduce ad un arco di linea di estremi P, . Se l’orientazione fissata per E
corrisponde al verso che porta da P a @), si assume come contorno orientato
di E, Uinsieme delle O-celle P, @, alla prima delle quali si attribuisca il
gsegno — e alla seconda il segno —+.

Ritornando alla %-catena Cx che copre un’assegnata Vi, il conforno
orientato di Cr o, cid che & lo sftesso, di Vi, & la (b — 1l)-catena somma
algebrica dei contorni orientati delle singole celle di Cx. Lo indicheremo
con CVy. Denotando con — ¥ la varietdh medesima con I’orientazione oppo-
sta, risulta C(— Vi) =-— CVi. Pitt in generale il contorno di una variety
somma algebrica di varieta della stessa dimensione & somma algebrica dei
contorni di queste.

Un k-ciclo (orientato) & una k-catena I'x senza contorno: CI'y=0. Il con-
torno di una qualunque %k-catena & sempre un (k¥ — 1)-ciclo. Ogni.O-cella si
considera (d’ ordinario) come uno O-ciclo.

3. Avremo bisogno altresi di considerare varietd o catene singolari, ciod
trasformate univoche (ma non necessariamente biunivoche) continue, ed even-
tnalmente di classe di differenziabilith =1, di catene ordinarie. Per una tale
varietd singolare si pud parlare di contorno (singolare) come frasformato del
contorno della catena ordinaria da cui la varietd singolare ha origine.

Omologia ed omotepia.

4. Ricordiamo la nozione di omologia (ordinaria) per i ecicli k-dimensio-
nali di M, 0 <k=<r). Un k-ciclo I'x si dice omologo a zero entro M, ¢ si
serive [¢e00 in M,,

allorche esiste una varietd (& + 1)-dimensionale Vi.,, eventualmente singo-
lare, appartenente ad M, tale che sia CViyy=1I%. Due k-cicli I'x, I’ si
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dicono omologhi, I'y coT}/, allorché I'y —I't' =0 (indicando con — I'y il eielo Ty
medesimo ma dotato di orientazione opposta).

Ricordiamo altresi la nozione di omologia con divisione. Un k-ciclo Ty
si dice omologo a zero con divisione, I'x &0, allorch® un suo conveniente
multiplo intero 1Ty & o> 0; se nello stesso tempo non risulta I'rco0, I'y dicesi
divisore dello zero. B Tp STy se Tp—T% 0.

Le definizioni riportate hanno senso qualunque sia la natura dell’ am-
V ambiente M, (n. 1). Quando perd M, sia una varietd aperta, per guisa che
essa non coinecide esaitamente col complesso K, che la reticola, ma con
K, — L;(*%, essendo L, un complesso subordinato (s <r— 1), le definizioni
sono suscettibili di due interpretazioni diverse entrambe legittime. Invero
possono riguardarsi come cicli di M, le varietd assolutamente prive di con-
torno (cicli assoluti), ovvero le varieta il cui eventuale contorno appartenga
ad L, (cicli relativi). 1) ordinario ci si riferird a cicli assoluti, cosicché verra
omesso in tal caso 1’ attributo « assoluti ».

Le definizioni si estendono anche al caso di cicli di dimensione k> r,
necessariamente singolari. Ogni tal ciclo risulta sempre o0 in M,.

5. Esempi notevoli di relazioni di omologia si ottengono mediante la no-
zione di omolopia (o deformazione omotopica) Siano V,, V, due varieta
(eventualmente singolari) di M,., le quali possano considerarsi trasformate
univoche continue della stessa varietdh non singolare U,. Se P, @ sono punti
variabili risp. in M,, Uy, indichiamo le trasformazioni con P={£(Q), P=1 (),
essendo f,, f, simboli di funzioni confinue. Le varietd V,, V,' sono omotope,
o deformabili omotopicamente I’ una nell’ altra, quando esiste una serie con-
tinua di trasformazioni univoche continue di U sopra M,, che faccia pas-
sare dalla trasformazione di Up in Vi a quella di Ux in Vy. In formule,
deve esistere una f(Q, ), funzione continua del punto @ e del parametro !
variabile tra 0 ed 1, fale che la trasformazione P==f(§, ¢ si riduca per
t=0, {=1 risp. alle doe trasformazioni sopra indicate. Se V', & costifuita
da un sol punto di M,, si dice che Vi & omofopa (o riducibile) ad un punto.

Due cicli Tr, Ti' omolopi sono omologhi, giacché al variare di @, 4, il
punto P= f(Q, ) descrive sopra M, una varietd eventualmente singolare che
ha per contorno I'y — I'y'. Similmente: un ciclo 'y omoforo a un punio é omo-
logo a zero.

6. Le classi di k~cicli di M, fra loro omologhi (senza divisione, ovvero
con divisione) costitniscono in ogni caso un gruppo abeliano del quale sono
gli elementi (I’ elemento unitd essendo costituito dai cicli omologhi a zero e
il prodotto di due elementi corrispondono alla somma di due cicli). Si dimo-

(13) Si usa qui il segno — nel semso della teoria degli insiemi e non come simbolo di
orientazione.
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stra che di ogni elemento del gruppo esiste un rappresentante tra i cicli che
sono k-catene del complesso X, reticolante M,, e che ogni tal ciclo di K, che
sia coQ & di fatto il contorno di una (k¥ 4 1)-catena di K, (**). Poiche K, si
& supposto finito, da cid che segue che il gruppo ammette una base finita.

Riferiamoci al gruppo dell’ omologia con divisione, o gruppo di BETTI
k-dimensionale, che a noi basterd considerare. Hsiste allora un numero finito
pr di k-cicli I, ..., T¥¥ di M,, tali che, per uu k-ciclo qualunque I'y di M,,
risulia

6.1) I‘kzxil‘;}’+...+xpkr§fk' in M,,

essendo A, .., A, convenienti interi (positivi, negativi o nulli).

Allorché py & il minor numero di cicli di M, che permettono di serivere
una relazione del tipo (6.1) per ogni I'y, si dira che 1‘%‘, ey T costituiscono
una base minima. Hssa riesce altresl caratterizzata dal fatto che i suoi cicli
sono omologicamente indipendenti, cioé tra essi non pud sussistere una rela-

zione del tipo:
6.2) MWIE 4+, TR0 i M,

con le A,,.., Ay, mnon tutte nulle. In queste condizioni pr & il k-mo numero
di BETTI della varietyd M,. Per k> (n. 4) & sempre pr=0.

Indici di intersezione e di allacciamento.

7. Oltre le ipotesi gia poste (n. 1), supponiamo ora che la varietd am-
biente M, sia omogenea, orientabile ed orientata in modo prefissato. In queste
condizioni & noto come possa svilupparsi rigorosamente la teoria degli indici
di intersezione poggiando sulle reticolazioni duali di Poincar®. Noi c¢i con-
tenteremo di riportare qui, in forma semplificata e adatta al nostro scopo,
qualche definizione e proprietd relafiva.

Siano Ay, B,—x due catene di dimensioni complemeniari k, r — k rispetto
alla dimensione dell’ ambiente M,, differenziabili di classe =1, e sia P un
loro punto di intersezione. Facciamo 1’ ipotesi che le celle di 4y, B, cui
appartiene P siano semplici per entrambe le catene e che i loro spazi tanp-
genti in P riescano indipendenti entro lo spazio tangente in P ad M,, ovvero,
cid che & equivalente, abbiano in comune il solo punto P.

Consideriamo un k-edro (f,,.., &) ed un (r —k)-edro (fxy1,..., ¢, di ori-
gine P, non degeneri ed orientanti le due celle di 4z e B, x che contengono
P secondo 1’ orientazione che ad esse speita in quanto celle di Ay, B, r.
Nelle condizioni poste, I'r-edro (£, ..., #) risulta anche esso non degenere.
Ebbene, si dice che 4g, B, hanno in P un’infersezione posifiva o negativa,

(14} In particolare ricordiamo (giacchd ci occorrera) che, quandoe K, si riduce ad una
r-cella, ogni %-ciclo di K, & contornante una (k + 1)-catena.
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a seconda che ! r—edro (¢, ..., {») risulta equiverso o contraverse con I’ r-edro
che determina in P 1 orientazione fissata per IM,.

Se Ai, B,_x sono tali che @4y non incontra B, 5 e @B, non incontra
Ay, si dimostra che, previa una eventuale piccola deformazione omotopica di
Ak, By, si pud fare in modo che in ogni punto comune alle due catene
siano soddisfatte le condizioni sopra ammesse. La somma algebrica delle inter-
sezioni positive e mnegative delle due catene (la quale risulta indipendente
dalla deformazione detta) si chiama allora indice di inlersezione (0 di KRONE-
CKER) di Ax, By—x, e si denota col simbolo [4x, B, i}

Dalla definizione si traggono immediatamente le proprieta di uso corrente:

(7.1 [4x, Bri] = — [— 4k, Br—x] = — [4r, — B,],
(7.2) 4k, Br—z) = (— 1F=R[B, 5, Ax],
(7.3 [4r, Bl e+ B, =[dr, BYi] + [4r, B2,

Ricordiamo inoltre che: Se 4y, B, i sono cicli, uno dei quali almeno é
omologo a zero (eventualmente con divisione), risulte [Ax, B,_x] = 0.

8. Consideriamo ora due cicli orientati T'p.y, A, di dimensioni duali
k— 1, r —k rispetto alla dimensione dell’ ambiente M,, non intersecantesi ed
omologhi a zero in M,. Dall’ ultima proprietd del n. 7 consegue che, se Az &
una catena di M, avenfe per contorno orientato I'r_;, I’ indice di KRONECKER
[4x, A, %] ha un valore indipendente dalla scelta di Ayx. Infatti, indicando
con A4 un’ altra catena avente per comntorno I'y_;; risulta

(A, Apox] —[4r', Ar k] =[4r— Ax Bz},

dove |’ ultimo indice & nullo poiche A,_, 0 per ipotesi, e la catena A — 4y’
& un ciclo in quanto @(Ak hd Ak’) = @Ak - @Ak' fre [‘k——-l —_ I‘k——l = 0.

L’ indice di allacciamento di Ti_i, A,_x, che denotiamo col simbolo
All Te—1, Ay—x), si definisce ponendo

8.1) AN Ty, Arg)=1{4r, Ak}

Analogamente, se B, x.; ¢ una catena di M, avente per contorno A, ,
si pone
(8.2) AN (Ar—re, Tre1) = (Brtot1, T

Per gli indici di allacciamento sussistono le proprietd espresse dalle
relazioni :
(8.3) AU ey, Api)=— A (— Trg, App) = — AU Ty, — App),
(8.4) ANl (T, App) = (— LU= ATV (A, 5, Try),
®5) AU (Te—r, A0, 4 A2 ) = Al (T, AP )+ ALl (T, A%,

Si ha inoltre la proprietd fondamentale seguente: Se é Ty_y &Vr_; eniro
la varietd M, — Ax—x, complemeniare di A, rispello ad M,, risulta
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AU Ty, Ap_g) == All ("k—1, A,—x). Infatti dall’ ipotesi segue [ esistenza di
una catena Ay di M, — A, che ha per contorno ¥(I'x—y —I'x—). onde si ha

AU (Pes — Meq, Ar—k)Z%[Akp A,_g], e l'indice di KRONECKER espresso &

nullo perché 4; non ha alcun punto in comune con A, .

In particolare, due cicli I'x—1, [x—1 omotopi in M, — A, hanno lo stesso
indice d’allacciamento con 4,_r, in quanto sono necessariamente omologhi
(n. 5). Cosl pure un ciclo omotopo ha un punto, od omologo a zero in
M, — A,_x, ha indice di allacciamento nulle con A,_,. Questi fatti rendono
intuitiva la nozione di indice di allacciamento.

Dualitd di Alexander.

9. 1’ ambiente sia lo spazio sferico H, (che pud oftenersi p. es. da uno
spazio euclideo mediante 1’ aggiunta di un punto all’ infinito). Entro H, con-
sideriamo una varietd m—dimensionale reticolabile T,,. Il teorema di dualitc di
ALEXANDER pone a confronto i gruppi di omologia ed i corrispondenti nu-
meri di Berrr della varietd T, e della varietd aperta H, — T, , complemen-
tare di T, rispetto a H,.

Cowme sopra, a noi basterd considerare 1’ omologia con divisione. Indicati
con Pr—i, Pr_r i numeri di Berrt di dimensioni k¥ —1, r — & risp. in T, e
H, — T,,, risulta in primo lunogo:

9.1) Pr—1=prr (**).

La relazione (9.1) & valida per k=2, ..., r — 1; invece per k=1, r deve
sostituirsi risp. con p,=pr 1+ 1 e con p,_1=p; —1, quando si assuma
per p, e pr U ordinaria definizione (n. 6) che risulta considerando come
O-ciclo ogni punto dall’ambiente (n. 2). Si pud perd modificare il significato
di p,, p; considerando come O-cicli soltanto le coppie di punti (o combina-
zioni lineari di tali coppie di punti), uno dei quali sia dotato di segno -+ e
I altro di segno — (qual’ & p. es. lo O-ciclo contorno di una l-cella; n. 2).
Risulta immediatamente che, rispetto alla nuova accezione di 0O-ciclo, gli
interi p,, p; vanno sostituiti con p, — 1, p; — 1, cosicche la (9.1) pud allora
considerarsi valida per k=1, ..., ».

Il teorema di dualitd asserisce inoltre che (con riferimento sempre alla
nuova accezione di O-ciclo per i casi k=1, 7):

Scelta arbitrariamente una base minima A%, .., AP per il gruppo
di BEMT (B — l)-dimensionale in T,, pud frovorsi una base minima
I, ooy TP per il gruppo di Berri (r — k)-dimensionale in H, — T,
(0 viceversa), in guwisa che la wmaitrice dei mutui coefficienti di allacciamento

(15} 8i noti che, siccome per k— 1>m & sempre p,—, = 0 (n. 6}, cosl & anche p*, ;=0
per r —k<r—m~— 1L
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risulti unitaria, cioé si abbia :

@ {1 per i=j
9.2) AR, T9 =] 10 per id°

Le due basi soddisfacenti le (9.2) diconsi mutuamente duali.

Si poti il seguente immediato corollario dell’esistenza di basi duali:
Condizione necessaria e sufficiente affinché un (k —1)-ciclo Ax—1 di T, sia S0
in T, éche risulti All Ax—1, I'sx) = 0 per ogni (r — k)~ciclo T,y dé H.— Ty,
(e analogamente scambiando le veci delle varieta T, , H.— T, e dei cicli
in esse considerati). Infatti, la necessitd della condizione scende gia dal n. 8;
per la sufficienza, posto A, 1R I; AP, in base alle (9.2) risulta:
Ay=All (Mg, TP ;) =0, onde 4,10 in T,

Prodotti topologiei.

10. Ricordiamo infine la nozione di prodotto fopologico di pit varietd
V(ll), V‘s) Si da questo nome alla varieta, astrattamente definita, Wy (et =
Vm XX V‘s), i cui punti rappresentano le s—ple ordmate di puntl estratti
il pumo da V” il b@COT\dO da V‘Q) , s—mo da V¥, Se le varieta V' stanno
in spazi euclidei S, L. ), potremo riferirci al modello conereto della
varieti Wk ek, che si ottlene nello spazio euclideo SrT _r,s(mm e ao(rl‘), s
2, ..., :x;r)) 2l modo seguente. Un punto di eoordlnate .. x(,l), . LU .1;(;”
appartlene a Wy . —rk se i punti di coordinate «{", ..., acf) in S appartenaono

V“) per ¢ = 1, ...

Supposta ogni varieta V}Z') orientabile ed orientata mediante un k,-edro
di direzioni tangenti uscenti da un punto P®, il prodotto topologico Wi 1.1z,
risulta anch’esso orientabile e pud pensarsi orientato in conformita dell orien-
tazione dei fattori. Precisamente, si pensi ogni S,, come quello spazio subor-
dinato ad S, ...t i cui punti hanno coordinate 0, ..., 0, o L aoﬁf) , 0,..., 0,
e si assuma su Wi,...4r, 1 orientazione definita dal k, + ... 4 kg)-edro
di direzioni tangenti uscenm dal punto P=P"X.. ><P“" delle quali 1le
prime %, sono parallele alle direzioni del k,—edro tangente a V , le seconde k,
alle dlremonx del k,~edro tangente a V) ,» © cosl Via,

Se le V¥ x; sono k-catene, Wkn---'—rks é una (&, + ... + k,)—catena, e il suo
contorno orientato risulta espresso dalla relaziome:

5 . .
(10.1) CWe 4.k, = ;i (— 1 T s VE) < @V V) > V),
dove i prodotti topologici a secondo membro s’intendono orientati in conformita

dell’ orientazione dei singoli fattori.

Annali di Maiematica 37
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§ II. - Richiami sulla teoria delle forme differenziali esterne.

Diamo anche su questo argomento indicazioni sommarie e limitate
a quanto ci occorrerd nel seguito (**).

Forme esterne.
1. Siano «,, ..., @, variabili reali. Indicheremo un differenziale di grado k.

o k-differenziale, col simbolo
(11) d(mily ey wik)a

che si suppone emisimmelrico rispetto agli indici ¢,,..., ¢ (ciascun dei quali
pud assumere i valori 1,..., 7). Cid significa che, se j,,.., jx & una permu-
tazione di classe p di 4,,..., 4z, si pone A% 5 ey @) = (— DPA@i 5 ey 23).
Ne segue che & nullo un differenziale con due indici uguali, e in particolare
ogni differenziale di grado % > r.

Una forma differenziale di grado %k, o brevemente k~forma, & una combi-
nazione lineare di k-differenziali

(1'2) Wp = Z C"’ii...’ik(xi PRI m’l‘)d(wii 3 see s m’ik)ﬂ

1/1,...,1/h
dove i coefficienti i,...i, SONO funzioni di ,, ..., %, , e gl’indici di sommazione
possono assumere indipendentemente tutti i valori da 1 ad r (in altri termini
la somma s’intende estesa a tutte le disposizioni 4,,.., ¢ degli interi 1, ..., r,
con eventuali ripetizioni).

Tenuto conto della emisimmetria dei simboli (1.1), la (1.2) pud anche
scriversi nella forma seguente, che diremo contrafia, dove la somma & limitata
alle sole combinazioni di classe k& degli interi 1,..., r, ordinate secondo
la crescenza:

(1.3) wp= ¥ A 5@, ©IA®, s Bi)
RS
Le funzioni Ai&,,_ik si oftengono ovviamente come combinazioni lineari delle
®i,..i,, @ riescono definite per 4, < .. <{dx. Ma, se si suppone di attribuire
il carattere di emisimmetria anche ai simboli Aii---iw questi vengono ad avere
significato per tutte le disposizioni 4,,..., i con eventuali ripetizioni. Cosl
tacendo la espressione (1.3) pud sostituirsi con 1’altra equivalente, che diremo
normalizzate, particolarmente comoda nei calcoli:

1
(1.4) o =5 Z . Ai i@y ey 20)A@E0 5 ey @)
By yeees By

i

(16) Cfr. p. es. E. Carrax [8], B. Goumsar [5}, W. V. D. Hopoge {6], o il recente
trattato di B. Srers {17}
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Si noti che, mentre i coefficienti %,...i, NON SONO individuati da wg, lo sono
invece i coefficienti Aii"'ih' Intenderemo sempre nel seguito che gli A,-i_,,,-k siano
funzioni univoche di classe 1 (almeno) nel campo di definizione di ogni
forma wr che avremo da considerare. Tuttavia, per sottolineare questa condi-
zione sui coefficienti 4; i, , parleremo talora di campo di regolaritc di wg.

Una forma differenziale di grado 1 non & che un ordinario pfaffiano.
Sara opportuno considerare come forma di grado zero una funzione.

Caleolo simbolico.

2. Sulle forme esterne si pud operare con un calcolo simbolico, basato
sulle operazioni di prodotto esterno e di differenziazione esterna.

11 prodotio esterno di due differenziali d(w;,,..., %), d(wj‘,..., wx;,) di gradi %, h,
6 il (& + h)-ditferenziale d(w;,, ..., x,, Lj, 5 eens Tjy)s cioé (usando il segno X
per indicarne !’ operazione corrispondente):

d(mii y ey %) DX d(m,-‘ Ceey ) = d(:m1 yoe s iy Lj ooy X ).
La definizione si estende alle forme differenziali monomie ponendo
ad(@i, s e 5 %) > bd@;, ;... @) = abd(®s, 5 v Tjy s Bj 5 ey Tjp),

nonche alle forme differenziali generali ammettendo la proprietd distributiva
rispetto alla somma, e al caso di piu fattori ammettendo la proprieta associativa.
Si ha cosi in particolare la relazione :

2.1 d(wix R Cl}ih) = dil}gi >X e X dmik s

che esprime un k-differenziale come prodotto esterno di differenziali semplici.

Il prodofto esterno non & ovviamente commutativo ma allernante, come
risulta dalla emisimmetria dei k-differenziali. Se wp, v, sono forme di
gradi %k, A, si ha in generale
2.2 o X 0y, = (— 1w, X .

Una volta assunta a fondamento la covariansa per trasforwnazioni di
variabili dell’ operazione di prodotto esterno, si deduce subito il modo di tra-
sformarsi di un k-differenziale (e quindi di wuna k-forma) merce la (2.1),
assumendo valide le ordinarie regole di trasformazione per i differenziali
semplici. Si pud in generale riferirsi a trasformazioni che esprimano le x,, ..., @,
come trasformate wumnivoche (e non necessariamente biunivoche) di nuove
variabili 9, .., ¥, (§=7):

2.8 i = XY, s Ys) G=1,.., ),
essendo le funzioni a secondo membro di classe > 1. La (2.1) d& cosi per
la k-forma nelle y,,..., y, trasformafta di i 5 s i) I’ espressione :

am; 3x;
(2.4) 2 dy; 1< X< —=dy; |,
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mella quale i prodotti esterni vanno naturalmente eseguifi secondo le regole
di alternanza.

E immediato dedurre dalla (2.4) una formula esplicita di trasformazione
esprimente d(@; , ..., ;) in funzione dei k-differenziali d(y; ,..., y;), ma non
ci occorre secriverla poich® in pratica ci riuscird pitt comodo usufruire diret-
tamente della (2.4). Notiamo soltanto che, qualora sia s =k, si ottiene sem-
plicemente :
a(wiiy ey xig)

25 Ai ey 1) = AT Gy )
( ) ('B 1 (2 a(g!’ s yk) (?l! yk

3. 11 differenziale estermo (0 di CARTAN) della k-forma (1.2) & la (k+ 1)-
forma :
(3.1) doy = > Adi, .., X ALy vy Bi)-
11,...,1'% )

1’ operazione di differenziazione esterna risulta anch’essa covariante per
trasformazioni di variabili del tipo defto.

Ci servird nel seguito aver presente 1’ espressione esplicita del differen-
ziale esterno della wy scritta nella forma normalizzata (1.4). Si ha:

1

(3'2) e = W . Z Bii"'ik+1d(wi1’ o m‘-“-i)’
LAPTNT
con
;i ., i, iy
(3.3) Bi ., = gmik _ 19; B A (— 1) ax-i x
4 iy Ykt

Se si osserva che I’espressione fornita per Bﬂ‘--ikﬂ dalla (3.3) ¢ emisim-
metrica rispetto agl indici, si trae che il secondo membro della (3.2) @
anch’esso scritfo in forma normalizzata, e che, in forma contratta, pud invece
seriversi cosi:

(34} dmk = Z B,'

i ‘<...<'i,,' -y

i"‘ik+1d(m’.1 3 sees wgkﬂ),
con lo stesso significato per i coefficienti Bq‘]'"ik-%i'
Notiamo la seguente regola di differenziazione di un prodotto esterno:

(3.9) Ao > wy) = dwg X 0y + (— 1Rag X doy, .

Teorema di Volterra-Poincard.

4. Allorchd esiste una (£ — 1)-forma Q_; tale che risulti dQy_;— wg in
tutto il campo di regolaritdh di wy, la forma wy si dird esalfa. Per k=1 Q
si riduce ad una fonzione e si ricade nella nozione ordinaria di differenziale
esatto.
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Se dwr =0 la forma w; si dird chiusa. Dalla (3.4) consegue che: condi-
zione necessaria e sufficiente perché ; sia chiusa & che si annullino tutte
le espressioni 3.3).

Sussiste il seguente teorema di VOLTERRA-POINCARE :

Una forma esatta ¢ sempre chiusa. In simboli: dd@p_; = 0.

Il teorema pud invertirsi localmente. Ciod: se wr & chiusa, nell’intorno di
ogni punto del suo campo di regolaritd esiste una forma Q,_; per cui
AdQr_; = oy (senza che di necessith esista una tale Q. _; regolare in tutto il
campo di regolaritd di wx).

Avremo nel seguito particolarmente bisogno dell’ ultima proposizione, ed
anzi di una precisazione di questa risultante dalla sua dimostrazione (7).
Intanto la €4, non riesce univocamente deferminata dalla wz (pur con
riferimento, come si & detto, ad wun fissato intorno), 1’ indeterminazione
dipendendo dalla arbifraria aggiunta di una (¢ — 1)-forma chiusa Il
(g1 =0, d(Q1 + Ux—1)=0). Ora, a cagione di tale arbitrarietd, si pud
sempre costruire Q;_; non contenente uno prefissato det differenziali dx,, ..., de,.
In altri termini, & lecito supporre identicamente nulli i coefficienti di Rz
seritta in forma normalizzata, per i quali uno degli indici abbia un valore
arbitrariamente fissato tra 1...., 7.

Integrazione di k-forme.

5. Per definire l'integrale di una k-forma wj; sopra una k-cella orientata
B, dello spazio euclideo S.{x,,.., ®,) si pud procedere nel modo seguente.

Si supponga Ej di classe differenziale =1 e rappresentata sopra una

k-sfera solida Zj dello spazio euclideo Si(y,,.... yx) medianfe equazioni para-
metriche del tipo (2.3) con s =#k La trasformazione di variabili (2.3) muta
la vy in una forma monomia f(y,,.., ¥.d@,,.... ¥i) (che, tenuto conto delle

(2.5), si scriverebbe subito esplicitamente). Si pone allora per definizione:

”

(.1) / wr = [ Y, . Y)Y, - WY,

B 3
dove al secondo membro appare un integrale multiplo ordinario e deve assu-
mersi il segno -+ o il segno — a seconda che ! orientazione naturale dello
Sy, ..., yx) corrisponda o no all’assegnata orientazione di Er. A norma del
§ I, n. 1, il significato dell’ultima condizione pud intendersi cosi. Conside-
riamo in X; un k-edro di direzioni aventi componenti (dy,, O,.., 0),
©, ay,,0,..,0), ..., O, ..., O, dyx) con ogni dy, > 0, che indicheremo brevemente
come k-edro (dy,,.., dyx). Ebbene, deve assumersi il segno positivo o nega-
tivo a seconda che il trasformato mediante le (23) del k-edro (dy,, .., dyz)

{1") Quale pud leggersi p. es. in E. Goursar [5], pag. 106.
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risulti equiverso o contraverso con il %-edro che fornisce I’ assegnata orien-
tazione di Ey.

F immediato che la definizione espressa dalla (5.1) risulta indipendente
dai cambiamenti della rappresentazione parametrica di Ex, e che pud esten-
dersi senz’altro alle k-celle singolari. I/ integrale di w; sopra una varietd Vi
che possa considerarsi come un k-catena, eventualmente singolare, si ottiene
come somma degli integrali sulle k-celle che compongono la catena (conside-
rate con l'orientazione e la molteplicitd che loro spetta); esso risulta indipen-
dente dalla reticolazione di V.

6, Sussiste la seguente formula generale di GREEN-STOKES :

(6.1) fwszdmk,
CVisr  Viwy

dove la varietd Vi, (che si suppone al solito una (k -+ 1)-catena) appartiene
al campo di regolarity della k-forma o, e CViyy ne & il contorno orientato
nel senso precisato nel § I, n. 2. La (6.1) & valida anche con riferimento a
varieta singolari. Si noti che per %k =0, supposto V, un arco di linea di
estremi P, @, orientato da P verso @, risulta CV,= @ — P (I, n. 2) e la (6.1)
diviene :

©2) [ar=r0—rm,

1A

essendo f = w, una funzione definita su V,.
Occorrerd aver presenti le seguenti immediate conseguenze della (6.1).
Indichiamo con B la regione di regolaritd di una forma wg.
1) Se wy é chiusa (dw, =0), ¢ nullo I’integrale di v, sopra ogwi k-ciclo
T+ 80 in B, o, in particolare, ivi omotopo ad un punlo. Invero, per 1V ipotesi
esiste in B una varietd Vi1, eventualmente singolare, tale che @ Vi1 =1k,
con ¢ intero 4=0 (I, n. 4). Dalla (6.1) segue allora senz’ altro 1).
2) Se wy é chiusa, sono uguali gli integrali di oy sopra k-cicli Ty, Ty
fra loro omologhi in B Ty 3 Tx). In particolare non varia 1’ integrale f Wy per
IV
deformazioni omotopiche di I'y in R. Si trae da 1), riferendo quel teozfema al
k-ciclo Ty — I'y" e¢he & &80 in R.
3) Se wy ¢ esatla (wx = d@k_y), é nullo U infegrale di o, sopra ogni
k-ciclo Ty di R. Consegue dalla (6.1) considerata per k£ — 1 in luogo di %, e
applicata alle forme Q;_; e dQy_, integrate sulle varietdh CI'x =10 e T.

Estensione al eampo complesso.
7. Le proprietd formali delle forme differensziali, richiamate ai nn. 1-4,
si estendono ovviamente al campo complesso considerando in luogo di varia-
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bili reali, variabili complesse 2z, , .., 2z, &, =u;+dy;; j=1,.., n) e suppo-
nendo analitici in 2,,..., 2, i coefficienti delle forme.

Ma si pud fare I’ estensione anche in modo un po’ pitt generale. Si con-
sideri invero una k-forma differenziale, a coefficienti analitici reali o com-
plessi dei 2n argomenti reali % ,.., ©,, ¥, .., ¥,, che indicheremo succinta-
mente con wx(®;, ¥;). La wgle;, y5) si spezza in realth nel modo seguente:

(7.1) ox(;, @) = 0r'(@;, ;) + ioe"([®X;, yj),

essendo oz, w;” forme reali del tipo gia considerato. Ora, a cagione della
supposta analicitd dei coefficienti, si pud estendere la variability degli argo-
menti x;, y; al campo complesso, e la forma wi(x;, y; conserva significato.
B lecita percid la sostituzione lineare (complessa) di variabili:

) 1 1 ﬂ
(1.2) =50+, Y= 50— 25)

n?

mediante la quale wi(x;, ;) si muterd in una forma nelle variabili z,, ..., 2
Z2,,... #,, che indicheremo con @(z;, #;), del tipo seguente:

(1.3 ox(z, 2) = >

yoigd orig(Bis B 5 ey Biy By sl 7)),

iy seertpody sesdg
dove p+ q=Fk e le ai . ;. sono funzioni analitiche di 2;, 2; (j =1, ... n).

Forme differenziali aventi la struttura (7.3) saranno particolarmente
oggetto delle nostre considerazioni. Occorre notare che perd noi avremo inte-
resse a cousiderare la @x(z;, 2;) soltanto per valori complessi coniugati degli
argomenti z;, z;. Come segue dalle (7.2), ¢id equivale a considerare la primi-
tiva forma or(x;, y;) per valori reali degli argomenti x;, y;, vale a dire,
usando linguaggio geometrico, nello spazio 2n-dimensionale reale S, (x,, ..., x,,
Y, 9, Pur con riferimento alla @x(2;, #;) assumeremo come immagine
del campo di definizione tale §,, reale, trattando insomma le z;, 2; come
coordinate isotrope in S,,. Si ponga perd attenzione al fatto che le #;, 2
devono tuttavia riguardarsi talora quali variabili indipendenti (p. es. quando
intervengano derivazioni parziali sui coefficienti di &x(2;, ;).

E importante I'osservazione seguente. Sia f(z,, ..., 2,) = u(x;, y;) + iv@w;, ¥;)
funzione analitica di 2, ,..., #,. Siccome le componenti %, v di f sono anali-
tiche negli argomenti reali «;, y;, la variabilitd di questi pud estendersi al
campo complesso. Eseguendo allora la trasformazione (7.2) la funzione u + v
mutasi in una funzione f(zj, E,-) analitica delle z;, Ej (j=1,.., n), la quale,
per #;, z; complessi coniugati deve coincidere con la f(z,,.., 2,). In base al
principio di identith per le serie multiple di potenze (*¥), si conclude che vale

(*® Ci riferiamo al principio enunciato nella forma seguente: Dus serie di potenze che
coineidono per valori reali degli argomenti, coincidono anche per valori complessi. Bastera
allora applicare il principio alle serie di potenze che rappresentano le funzioni f, f, previo
ritorno alle variabili x;, y;.
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identicamente (cio¢ anche per valori indipendenti di z;. 2;): F(z;. 2;) =F(2,; - 2,)-
Dunque, allorche si pensi f come funzione delle variabili indipendenti 2;, 2;,
le condizioni di monogeneitd si esprimono nella forma semplicissima:
f
(7.4 = =0 () (G=1,.., n.
32’7'

Dalle (7.4) consegue che la forma @; espressa dalla (7.3) si riduce ad una
forma analitica nelle 2,,..., z, del tipo cui si & alluso al principio del pre-
sente n., allora e soltanto allora che né i coefficienti né i differenziali dipen-
dono dalle variabili z;.

8. Il significato dell’ integrazione di una ferma @x(2;, 2;) sopra una
k-cella Ej (e poi sopra una k-catena) dello S,(@,,.., Z,, 4,,.., ¥,) reale, si
presenta spontaneo se si tien conto che, in tale S,, reale, @(z;, #;) uguaglia
la forma wx(x;, ¥;) nelle variabili reali @;, y;, espressa dalla (7.1). E percio
naturale porre:

8.1) [ Dnley; #9) = [ o], ¥j) = / o' (@, Ys) + ¢ /_ o (@, Yy
By B By By
Siapo:
(8.2 X5 == (U, , .o, Uk), Y= Y, , .., up) G=1,.., n

equazioni parametriche rappresenfanti Fp sopra una k-sfera solida I, dello
spazio (#,, ..., #x). Se la trasformazione di variabili (8.2) muta le forme w;’, v”
risp. nelle forme f“(u,,..., ux)d®, ,..., uz), fSWm,,..., ur)dw, ..., ue), in base al
n. 5 la (8.2) si esplicita nella

(8.3) / Wr(zs, 7)) =% [ @ + ifO)du, ... dug,

Ef: 2

dove a secondo membro appare un integrale multiplo ordinario della fun-
zione complessa f 1 if* e vale la gid detta regola per la scelta del segno.

Convien notare che pud anche scriversi direttamente la (8.3), senza pas-
sare per il tramite delle forme wy, ®y", considerando le equazioni parame-
triche di Ej riferite alle coordinate isotrope:

( 27 = XU,y ey Ur) + BY (U, oo, Ur) =25 (U, oo Up)

(8.4) B i A
Uozj= ooy W) — Y500, 5 vy Up) == 25U, onvy k)

G=1,.., n),

ed eseguendo sulla ®(¢;, #;) la trasformazione di variabili (8.4), con che si
ottiene la forma (f' -+ ¢f™)d(u,, .... 4z).

(#%) Una immediata verifica formale mostra d’altronde ’equivalenza delle (7.4} e delle
condizioni di CAvcHy, tramite le (7.2).



E. Marminerwr: Sulle estensioni della formula integrate di Cauchy, ece. 297

Siccome, in base alla (8.1), gli integrali di forme del tipo di @x(z;, #4) si
decompongono in due integrali di forme reali, & poi ovvio che la formula
(6.1) e le sue consequenze (n. 6) si estendono sewz’ aliro al caso di forme com-
plesse. Ed & importante osservare che, a cagione della covarianza per trasfor-
mazioni di variabili della operazione di differenziazione esterna (n. 3), pud
calcolarsi diw(#;, #;) senza che occorra passare alle variabili x;, y;, ma diret-
tamente rispetto alle variabili #;, #; (considerate come indipendenti, n. 7).

§ I1I1. - Parte topologica della ricerca.

La formula di Cauchy elementare.

1. Abbiamo richiamato nell’ INTRODUZIONE la seguenfe espressione gene-
rale della formula di CaucHY per le funzioni analitiche di una variabile
complessa z==a + ¢y

(1.1) 2miNf(G) = / 18 4
I
Nella (1.1) T, pud supporsi un l-ciclo qualunque {eventnalmente riduci-
bile e singolare, § I, n. 3) della regione (aperta) B, di olomorfismo di f(z),
nel piano di ARGAND-GAUSS (x, y). Essendo O() un punto di R,, le condi-
zioni di validitd delle (1.1) possono (come si & detto) esprimersi cosi:

1, I'cR,— 0,
I, 0 in R,
(I11) Alld,, O)=N.

Indichiamo con K, una semiretta orientata uscente dal punto O, p. es.

parallela al semiasse positivo delle . Secondo le ricordate convenzioni per
I’ orientazione dei contorni (I, n. 2), risulta

CK, = — 0,
onde, tenuto conto delle definizioni e delle proprietd del § I, n. 8, si ha
1.2 AT, O)=—All(0, T)=All(—0, T)=[K,, T,

dove Pindice di KroNmCKER [K,, I'|] ¢’ intenderad valutato con riferimento
all’ orientazione naturale (I, n. 1) del piano (x, 9). La (1.2) permette sempli-
cemente il calcolo dell’intero N,

Benché si tratti di cosa molto elementare, ricordiamo come si deduce
la (1.1) sulla base delle condizioni (I,), (IL,), (II1,), ch® queste, nella forma in
cui sono scrifte, non risanltano forse famigliari od ogni lettore. Dopo di cid
la linea del procedimento eon il quale si perviene alle piti generali estensioni
della (1.1) riuscird del tutto naturale.

Annali di Matematica as
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2
st

In primo luogo, siccome la funzione 8 regolare nella regione B, — O,

& lecito considerare ! integrale

(1.8) RICEPR

[

JE—h
sopra qualunque cammino contenuto in R, — O; in particolare, essendo sod-
disfatta la (I,), & definito l'integrale a secondo membro della (1.1).

Ora la condizione (II) assicura !’ esistenza di una varietd 2-dimensio-
nale V,, eventualmente singolare, contenuta in E, ed avente per contorno
I' I, n. 4. Supponiamo dapprima che V, contenga il punto O, senza esclu-
dere anzi che V,, se singolare, possa ricoprire pill volte I'intorno del punto O
sul piano (x, y) (*°). Sia U, la porzione di V, che appartiene ad un piccolo
intorno circolare C, del punto O, e I'’ il ciclo (eventualmente singolare) che
& contorno di U,. St ha (I, n. 2):

@(Vz—‘ U2)= @VE—@zjz =P1 _F;:
ciod, siccome la varieta V, — U, & contenuta in B, — 0,
I''—T/c0, ovvero I',coT in R,— O.

Applicando il 1° teorema di CAUCHY si ha dunque che & nullo I’ inte-
grale (1.3) sopra il ciclo I', —T'/, cioé sono uguali gli integrali (1.3) sopra i
cicli omologhi T,, T,. Cid ci autorizza a sostituire nel secondo mewmbro
della (1.1) il ciclo d’ integrazione T, col ciclo I','; quest’ultimo pud poi a sua
volta sostituirsi con un ciclo qualunque ad esso omologe in C, — O, pur di
supporre Uintorno circolare C, cosl piccolo da esser comtenuto in R,, perché
allora ogni relazione di omologia valida in C, — O @& altresi valida in E, — O.
Si vede cosi che, per il calcolo dell’integrale in oggetto, sé é infine condotti
alla determinazione della base del gruppo di omologia per i cicli 1-dimensio-
nali di C,— 0 (1, n. 6).

Tale base & costituita da un ciclo di C, che giri una sola volta intorno
ad O, p. es. la circonferenza y, contorno di C,, orientata nel senso positive
ordinario. Si ha cosi

(1.4) I''ecol'/covy, in R,— 0,
con v intero conveniente, e il secondo membro della (1.1) si riduce a
f@
vv/ p— Cdz.
N

(2" Cid che accade p. es. quando I', avvolge pit volte il punto 0, essendo allora T,
necessariamente costituito da pit cireuniti sconnessi o da un sol ecircuito connesso dotate di
punti multipli.
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D’altronde il valore della precedente espressione & indipendente dal raggio »
di y,, quindi coincide col suo limife per r tendente a zero. Un calcolo ele-
mentare di per questo limite il valore 2mivf ().

Perche sia provata la (1.1) resta da far vedere che v—=N. Applicando
alla (1.4) la proprietyd fondamentale degl’indici d’allacciamento (I, n. 8) e la
1.2), si ottiene

AT, O)=All(vy,, O)=Vv[K,, v,]=V;

b4

quindi, tenuto conto della (IIL), abbiamo appunto N=v.

Dobbiamo esaminare l’ipotesi in cui V, non contenga il punto O (*%).
In tal caso si ha I', co0 in R, — O (e non soltanto in R,). Il secondo membro
della (1.1) risulta allora nullo e lo stesso accade per il primo membro poichs
si ha anche N=All(T',. 0)=0, in base ad una delle conseguenze della pro-
prietd fondamentale degl’indici d’allacciamento (I, n. 8). La formula (1.1)
resta dunque valida, ma perde interesse poiché essa non serve piui per espri-
mere il valore di f({) mediante i valori di f(z) su I',. Si pud osservare che
questa eventualitd si presenta soltanto nel caso considerato in cui I', 00
in R, — O. Infatti, nell’ipotesi confraria, dalla (1.4) si deduce che & necessa-
riamente v 3= 0 e quindi N 4=0.

OssErvAZIONE. - Nella formulazione della condizione (II,) facciamo uso
dell’ omologia ordinaria (co) e non dell’omologia con divisione (3, che inter-
verrd invece nella formulazione delle condizioui topologiche analoghe alla
precedente, concernenti le estensioni della formula (1.1) al caso di pilt varia-
bili. Cid dipende dal fatto che, la sostitnzione del segno oo con & negli
enunciati elementari concernenti regioni B, del piano d’ARGAND-GAUSS (, #)
darebbe luogo ad una maggiore generalithd soltanto apparente, poiché in ana
siffatta R, non esiste alcun l-ciclo divisore dello zero (I, n. 4). Invero 1 esi-
stenza di un ciclo divisore dello zero di dimensione ‘di un’unitd inferiore
alla dimensione dell’ambiente, implica la non orientabilitd dell’ ambiente
medesimo (*!), mentre B, & sempre orientabile, per es. in conformitad con
U orientazione naturale del piano (x, y). Lo stesso pud dirsi per le relazioni
di omologia (2n — 1)-dimensionale in una regione 2n-dimensionale R,, dello
spazio euclideo §,,.

Considerazioni generali sull’estensione della formula di Cauchy.
2. Quando si cerca di estendere la formula (1.1) alle funzioni di » varia-
bili complesse 2,,.., 25, si hanno di fronte n possibilitdh distinte, a seconda

{**) Per quanto anche questo caso possa farsi rientrare nelle considerazioni precedenti
aggiungendo a V, un 2-ciclo contenente 0, p. es. una superficie sferica singolare, H,,
schiaceiata su due cerchi sovrapposti contenenti 0. Sjccome @H,==0, si ha invero
GV, + Hy) = @Vy=Ty, e pud sostituirsi ¥V, con Vy+4 H,.

(*?) Cfr. p. es. SgirErT-THRELFALL [18], pag. 90.
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che si voglia costruire una formula di dimensione n, n+1,.., 2rn—1,
secondo la terminologia indicata nell’ INTROD.

Rappresentiamo-al solifo le » variabili complesse nello spazio 2n-dimen-
sionale S,,(®,, .., ®u, ¥, .., Yu), essendo z;=uwx;+1iy; (j=1,.., n). Sia
f(z ,.., z») una funzione analitica ed olomorfa in una regione (aperta) E,,
di S,,, ed 0&,,..., &) un punto interno ad R, . Abbiamo gid scritto nel-
I InTROD. le formule (8), (9), risp. di dimensione n e 2n — 1.

La funzione integranda che appare nella (8) si presenta come la piu
naturale estensione .della funzione infegranda a secondo membro nella (1.1).
Tuttavia, mentre per # =1 la funzione integranda ha un sol punto singolare
in O, per n qualunque le singolarith sono distese sopra la varietd (2n — 2)-
dimensionale 7,, ,, composta degli » spazi lineari caratleristici (**) (2n — 2)-
dimensionali, passanti per 0, di equazioni rispettive:

2.1 2, =05, =0;.; a="0.

Come nella (1.1) N & I’ indice d’ allacociamento del ciclo I', col punto O,
cosi nella (8) N & un carattere intero che esprime 1’ analogo stafo di allaccia-
mento del ciclo d’ integrazione I', con la varietd T7,,_, (I', essendo natural-
mente non incidente la varietd T,,.., luogo di singolaritd per la funzione
integranda).

Nell’ altra formula citata, (9), la forma dilferenziale integranda risulta
invece singolare nel solo punto O, e I’ intero N uguaglia 1’indice d’allaccia-
mento del ciclo d’integrazione T,, ., (non passante per O) col punto O stesso.

Se ora si cerca di scrivere una formula integrale generale (# -+ l)-dimen-
sionale (! =0, 1...., » — 1), quale varietd singolare pud presumersi per la
forma differenziale integranda ?

La varietd che, nel modo pitt naturale, si presenta adatta allo scopo &

quella costituita dagli (l—t 1> spazi caratteristici (2n — 2/ — 2)-dimensionali

passanti per il punto O(,,.., §,), ciascuno dei quali ¢ rappresentato dalle
equazioni:

2.2) Zon = Gy ooy By = Gy

essendo «,,.., o,,, una combinazione qualungue degli inferi 1, ..., #. Invero,
per n =1, I==0 e per # qualunque, ! ==n — 1, le {2.2) si riducono alle equa-
zioni del punto O; per n qualunque, ! =0, si riducono invece alle equazioni
(2.1) degli » spazi caratteristici che compongono T,, .

Indichiamo con T,, ., ., la varietd definita, e assumiamola senz altro
come varietd singolare per la forma differenziale integranda della formula

(2%} Ciod immagini di spazi lineari complessi dello spazio complesso (z,..., ,} (LEVI-
Civita, SEVERI).
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generale che vogliamo costruire. La diremo wariefa polare (di centro O0),
perchs, com’ & nei casi contemplati, supporremo ch’ essa riesca luogo di poli
per la forma integranda.

Un punto fondamentale che dobbiamo affrontare consiste allora nella
determinazione di uno o piw caratteri interi definiti dal ciclo T, ,, che servano
a caratterizzare lo stato d’ allacciamenio del ciclo con la wvarieta polare con-
siderata. Tali caratteri dovranno invero apparire nella formula generale che
abbiamo di mira, allo stesso modo che il carattere intero N appare nelle
formule ricordate.

D’ altra parte, abbiamo visto (n. 1) che la dimostrazione della formula
(1.1) si fonda essenzialmente sulla considerazione della base del gruppo di
omologia per gli 1-cieli di C, — O, cio® di un intorno circolare del punto O stesso.
Analogamente, per stabilire la formula (# + /)-dimensionale, ci sard necessaria
la conoscenza della base del gruppo di omologia per gli (» 4 I)-cieli di un
intorno del punto O, privato dei punti di T, _,,_,. Conviene assumere come
intorno di O 1 n~cilindro C ,,di raggio r definito dalle disuguaglianze:

(23) Izi_gaiér""’ lzn—cnygr'

Poiche la determinazione di tal base & strettamente legata alla determi-
nazione dello stato d’allacciamento di ', , colla varietd T, .. ., comince-
remo appunto con lo studio del gruppo di omologia (w -+ l-dimensionale di
qu — T, 2n—2l2

Contrazione omotopica di S,, — T,,—,,—,.

8. Perverremo alla determinazione del gruppo di omologia, il cui studio
ci siamo proposto, estendendo un procedimento di contrazione omotopica della
varietd ambiente considerato da B. SEGrE in [16].

Per illustrare chiaramente questo punto un po’ delicato, & opportuno
ricordare dapprima il caso elementare discusso dall’A. citato. La varietd am-
biente era in quel caso la variety aperta S,, — T,,—,, cioé lo S,, privato dei
punti della varietdh T,,_, definita al n. 2 (varietd cui riducesi la T,, ., per
I =0). Si costrunisce allora nel modo seguente una deformazione omotopica
(I, n. ) che muta S,, — T,,, nella varieta &,, di dimensione n, definita
dalle equazioni :

3.1 lg, —C, l=r ., |5,—C, =7 (r > 0).
Sia P,..., z,) un punto qualunque di §,, — T, ,. Posto

(3.2) Zy=C; + p,0%% s >0;j=1,.., n),

si consideri la trasformazione che muta P nel punto P di coordinate

(3.3) &' =G + [p; + br — py)] e G=1,.., n),
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essendo { un parametro reale definito nell’ intervallo (0, 1). Per { =0, il punto
coincide col punto P, e per { =1 col punto di coordinate

1, ; .
z'j)-——-cj—i—re’@j Gj=1,.., n),

che & un punto della varietd &,. Poich® la posizione di P & ovviamente
funzione univoca e continua del parametro { e del punto P, resta cosl definita
al variare di £ da 0 ad 1, una deformazione omotopica di §,, — T,,—, nella
varietdh &, . A una deformazione di questo tipo si da anzi il nome di contra-
zione omotopica, in quanto (come subito si verifica) durante la deformazione
ogni punto di S,, — T,,—, resta entro S,, — T,,,, mentre ogni punto di &,
rimane fisso.

La contrazione costruita non & in fondo altro che quella ottenibile con-
siderando la varietd S,, — T, ., come prodotto topologico (I. n. 10) degli n
piani (%,, ¥,), ..., (®,, ¥,), privati risp. dei punti {,,..., {,, indi contraendo
omotopicamente e simultaneamente ciascuno di quei piani forati nella cir-
conferenza su di esso tracciata con cenfro nel foro e raggio r.

Nel nostro caso la varietd ambiente che si desidera contrarre omotopi-
camente & la S,, — T,,—,.,, che in generale non si pud pii ottenere come
prodotto topologico. N& pud applicarsi utilmente ai punti di S,, — T, .,
la trasformazione (3.2); giacche (per I > 0) esistono in S,, — T, ., punti
per i quali & nullo qualche p; ed indeterminato il corrispondente 6,. Onde, in
tali punti, la trasformazione che muta P nel punto P*® di coordinate (3.3),
non risulta pitt univoca e continua, cosicché non ne resta definita una
deformazione omotopica.

Di fatto accade che non & in generale possibile una contrazione omoto-
pica di S,, — T,,—.—, sopra la varietda &,.

2n
4. Consideriamo allora le varietd (w + l)-dimensionali 47"*, definite
dalle equazioni:
2, — | =12,—0C, | = oyl =|2, — S, =T,
|2 — S| S5 ey [ 20, — Ly | = (r=0),
dove gli indiei [«,, .., «,], cosi posti tra parentesi quadre nella prima riga,
stanno a significare che s’ intendono esclusi dalla uguaglianza multipla scritta

(4.1)

i termini corrispondenti a quegli indici. Si hanno (l\ varieta A:ll%, tante
/

quante le combinazioni «,,..., «, degli interi 1, ..., n. Indicato con =; il piano
caratteristico per O di eqguazione:
4.2 2, =8, 2=C,, b, 2,=C,,

lo §,, pud considerarsi come prodotto topologico di = ,.., m,. La varietd
A%~ appare allora come prodotto topologico subordinato degli / cerchi di

centro O e raggio v nei piani =,,.., ®,, e delle n-—1 circonferenze con
ugual centro e raggio nei piani w,,..[n,. o, 7.
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Rappresenteremo con &, I'insieme delle varieta A™%:
n-l

(4.3) A=, 47,
[ A 7}

Ricordando le (2.2) si vede immediatamente che &,,, appartiene ad
S,, — Ty, ——, - Vogliamo dimostrare che S,, — T,,—,,—, pué conirarsi omoto-
picamente sopra la varieta &,.,.

Sia P(z,,...2,) un punto qualunque di §,, — T, ,,—, e si conservino le

posizioni (3.2). Fissato P, siano px,, ..., px, ! dei p,, ..., p, di valore pili basso,
per guisa che risulfi

4.4) er < p; =k, , .., k;j=1, .0kl n),

ove gli indici tra parentesi quadra s’intendono al solito esclusi. Si indichi
inoltre con p il valore minimo dei p; per j=—1,..[k ko, n.

Cid posto, consideriamo la trasformazione che muta P nel punto P® di
coordinate

o) =5 + [oy + tr — p,))eits (G = 1, i, )
(4.5) z(k’:f) — Ck + [Fk + t(r fpic — Pk)}eiek (k = k“ e y kl)'

per ¢ variabile tra O e 1.

Dimostriamo che la posizione del punto P riesce funzione univoca e
continua del parametro { e del punto P variabile in S,, — T, .

Per accertare che la posizione di P & univocamente definita dalle (4.5)
bastano le osservazioni seguenti. 1) Nelle (4.5) & sempre p == 0, perche, essende
esclusi i punti di T,,—,,—,, possono annullarsi al pit [ dei p,,..., p,, e quindi sol-
tanto px,, ..., px, 2) Se qualcuno dei pg,, ..., pr, & nullo, e sia pi, risulta in
conseguenza indeterminato 6;, ma non ne viene indotfa alcuna indetermina-
zione nella posizione di P®, giaccheé si ha allora 2 = {x per ogni {. 3) Pud
accadere che, per un dato P, non siano determinati gli indiei %,,.., k; in
corrispondenza ai quali pg,, ..., px, assumono gli / valori piu bassi; e sembre-
rebbe allora che le (4.5) potessero riuscire diverse a seconda della scelta che
si faccia per gl’ indici %,,.., k,, onde potesse conseguire indeterminazione
per il punto P®. Ma tale indeterminazione & soltanto apparente, poiché I’am-
biguitd nella determinazione dei px,, ..., pr, minimi fra tutti i p,,..,p, pud
presentarsi soltanto in corrispondenza a taluni di questi valori tra loro uguali
e necessariamente coincidenfi con p, cosicché uno scambio fra questi non
altera le equazioni (4.5) che nell’ aspetto formale.

Stabilita cosi la univocitd della posizione di P®, la sua continuitd come
funzione di P, ¢ risulta per il fatto che, qualora %,,.., k;, restin fissi, i se-
condi membri delle (4.0) sono ovviamente funzioni continue di ¢,,..p,,
0,y.., 0,, ¢, e d’altronde, qualora al variare continuo di P debban mutarsi
k,...k;, il mutamento si effettua di necessitdh passando attraverso posi-
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zioni di P in corrispondenza alle quali si ha indeterminazione negl’ indici
k..., k, e quindi, a norma della precedente osservazione 3), due scelte diverse
di tali indici sono entrambe legiftime.

Si osservi ora che, per =0 il punto P? coincide con P¥ =P, e per
t =1 col punto P di coordinate:

1 . .
z; b — g_,. 4 rett; (j= 1, ks B, 1)

z;ci) =L+r E;Bm}c (k = ki y ey By

Tenuto presenti le (4.4) e il significato di p, si ha per le coordinate di P¥:

1 “
15;’ —Cl=r (=1, el ek, W)

lz;cl)_cklzfr%csr &=k, ., k)
il che, ove si ricordino le (4.1), mostra che P appartiene alla varieta A:‘;';kl .

Risulta cosi in conclusione che la trasformazione costruita definisce una
deformazione omotopica di S,, — T,—y—, nella varietd &, ,. Per convincersi
che si tratta propriamente di una contrazione omotopica, come desiderato,
resta ancora da assicurare che sono soddisfatte le condizioni che, durante
la deformazione, @) ogui punto di §,,— T,,—,,, resta entro S,, — T\, s,
b) ogni punto di &, ., rimane fisso.

Per provare a) si osservi che dalle (4.5) risulta che, per j=1, -fk ..k )., B,
| &9 — ;| con ¢ nellintervallo (0, 1), & sempre compreso tra p; ed 7, e quindi
& diverso da zero, essendo p; ed v maggiori di zero. Onde il punto P non
pud cadere su T, ., ,, ché altrimenti dovrebbero annullarsi ! -+ 1 almeno
degli » moduli |2 —¢ |, ..., 129 —¢,|, secondo risulta dalle equazioni (2.2).
Per provare b), si supponga che P cada su &,., ed in particolare sopra
la componente 47", rappresentata dalle (4.1). Risulta allora che gl indici
k,,.., k; coincidono con a,,.., o, **) e pj=p=7r per j=1, .0k, N
Le (4.5) si riducono percio a

=1, + psei®i G=1,.., n),

cioé P® coincide con P per qualunque Z.

5. Limitiamo la deformazione omotopica costruita nel n. prec. alla sola va-
rietd ambiente C,, — T, ., (anziche estenderla a tutti i punti di S,, — T,,—,,—,,
come si & fatto sin qui). Si prova immediatamente che si ottiene anche
in questo caso una contrazione omotopica di C,,— T, ., sopra &,.,.

Valgono all’uopo le stesse considerazioni del n. 4. Deve soltanto aggiungersi
I’ osservazione che, se il punto P & contenuto entro C,,, anche P®, per

24) G in ogni caso possono scegliersi coincidenti con «y..., %;; cfr. 1’osservazione 3
2 1 y %13
di cui poco sopra.
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qualunque ¢ dell’intervallo O, 1), & contenuto entro C,,. Infatti, essendo
per ipotesi

pi=|y—§l<r G=1,.., n)
si deduce dalle (4.5)

ﬁzg)mciigr (j=1’"‘7ﬂ’):

Gruppo di omologia (n + )-dimensionale entro S,, — T,,—,,—,.

6. Applichiamo la confrazione determinata al n. 4, ad un ciclo qualunque
di S,, — T,u—p—. Esso si deforma omotopicamente in un ciclo di &d,,,.
Pertanto ogni ciclo di S, — Tyn—p—, ha un suo omotopo, e quindi omologo
(1, n. b), sulla varietd &,.,. D’ altronde, se un ciclo k-dimensionale Iy di &,
& o0 in §,,— Tp—y—s. vuol dire che esiste una varieta (k-4 1)~dimensio-
nale V,,, di S,,— T,——, che ha per contorno I'x. Allora, applicando a V,,,
la contrazione omotopica, V., si trasforma in una varietd V', , (*) di &,,,
che ha ancora per contorno I'x: quindi I'x é altresi 0 sopra &,.,. Se ne
deduce che come base per i cicli di qualunque dimensione di §,, — Tp—,—,
pud prendersi una base per i cicli della stessa dimensione sopra &,.,. A noi
interessa (n. 2) la dimensione k= n + 1.

Per procedere & opportuno fissare un’orientazione su ciascuna delle
varieta A" definite dalle (4.1). Abbiamo gia osservato (n. 4) che A7 & pro-
dotto topologice di I cerchi e di » —{ circonferenze, cosicche, essendo orientabili
le varieta fattori del prodotto. risulta orientabile 47"*, e potrebbe determinarsi
su di essa un’ orientazione assegnando orientazioni sulle varieta fattori (I, n. 10).
Tuttavia riuscird pitt comodo per il seguito fissare altrimenti un’orientazione
su A”*. Ricordate le posizioni (3.2), le equazioni (4.1) di A4™"* possono
sostituirsi con le equnazioni parametriche:

il i6
g = C! 4~ e 1, [ 17 ael]‘.. , By = C% ) /rg' n

i8 i8
Zoy = Goy = P M, e Ro, = Z“z + a1,

©6.1)

essendo i parametri 0,,..., 0, variabili tra O e 2n, e i parametri p,,..., 04,
tra 0 ed r. Ebbene, assumeremo su AZ:J“I U orientazione delerminala, in un suo
punto generico, dallo (n+ l)~edro di direzioni (9, , ..., d8, , dp,,, ..., dp,) (usando
il simbolismo abbreviato di cui nel-§ II, n. b), vale a dire Porientazione cor-
rispondente mediante le (6.1) all’orientazione naturale (I, n. 1) dello spazio
cartesiano (9,, ..., 0,, pu, e, Pa)-

1’ orientazione definita dipende dall’ordine nel quale compaiono gli
indici «,, .., @;; precisamente essa s’inverte o no a seconda che si esegua
una permutazione di classe dispari o pari su x,,.., o, (I, n. 1). Cosicchs,

(23) V'k4, pud risultare singolare anche se tale non & Viq, (cid che accade certamente
quando k+4-1>>n+ ); ma sappiamo che questo non ha importanza ai fini della determina-
zione dalle relazioni di omologia (I, n. 4).

Annali di Matematico 39
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p. es., i simboli A®™"%, A™"%% pappresenteranno la stessa varietd con
n+4-7 n4}

orientazioni opposte e potrd scriversi: AX7* = —A4"* % In generale,
dunque, il simbolo 4;"* dovra d’ora in avanti riguardarsi come emisimmetrico
rispetto agli indici a,,..., a,.

Cid posto, determiniamo il contorno orientato di A:L";“l (I, n. 2). Ricordando
la formula (I, 10.1) che da il contorno di un prodotto topologico, e tenendo

conto dell’ orientazione dianzi definita, si trova senza difficoltd:

1

Oeeeliy 1 yn+p—t gorepla
(6.2) QAN = }1] 1) A
dove con i simboli A:‘lll[ﬂ“l (ciod A’-"r=%+%l) i rappresentano varietd
del tipo delle 47""*, corrrispondenti ad un valore di ! di una unitd inferiore
e conformemente orientate.
Si considerino ora le varieta
1

Olgeas Ol . __1yg—1 oee[qleeey
(6.3) Lo ey _;q( 12—t A7
essendo «,,.., «;., una combinazione qualunque di classe I+ 1 degli interi

1,.., n. Giovandosi della (6.2) & presto visto che /e I‘:‘;;“lﬂ sono cicli (n + I)-
dimensionali. Infasti risulta :

a—1 141
@Fm al_H_E (___1 q—1 [Z (— 1)n+p_1A’o:1;;Ef‘q]...al+i+Z ___1),,,_,.1, ,A:LE.I:] Ay
g+1
1
= Yl AL A (e =0

Ebbene, dimostreremo che:

Gli (l :?'_ 1) cicli I‘Z:_";“lﬂ(oc, < e < ap,,) costituiscono una base per i ciclé

(n + l-dimensionali della varietd &,..,, e quindi di S,, — Tyn—sy—s-
Si tratta ciod di provare (I, n. 6) che ogni (# 4+ )-ciclo di &,.; & omologo
ad una combinazione lineare dei cicli I'' "+,

7. Premettiamo 1’ osservazione seguente : ogni (n + I)-ciclo di &,.., ha come
omologo un (n + l~ciclo costituito da wuna combinazione lineare delle varietd
A:ll“l componenti di &, .

Se le varieta AZIH"“ fossero (m + l)-celle di una reticolazione di &,.,,
I’ affermazione sarebbe caso particolare della proprietd generale secondo cui
d'ogni ciclo d’una varietd reticolata pud trovarsi un omologo tra i cicli che
gson catene del complesso reticolante (I, n. 6). Di fatto le AZ:_‘;“‘ non sono
(n + l)-celle; tuttavia ci si pud ridurre alla proprietd ricordata costruendo
una retlcolamone di &,y in guisa che ciascuna A”“H ! risulti costituita da una

somma di (n 4 I)-celle della reticolazione. Si pud p. es. considerare la retico-
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lazione di &,,, che si oftiene rignardando ciascuna 47" come prodotto
topologico di # — [ circonferenze e di ! cerchi (n. 4), dopo aver reticolato
ciascuna circonferenza decomponendola in due 1-celle, e ciascun cerchio
considerandolo come una 2-cella contornata da due 1-celle. In tal modo
ogni AZ-;% di &4, risulta decomposta in 27—% (n + l)-celle. Ora, se un (n + I~
ciclo di d,,, composto di (# + l)-celle del complesso costruito contiene una
determinata (n + l)-cella, confiene in conseguenza tutta la varietdh A%
cui quella (n <+ l)-cella appartiene, ché altrimenti I’(n + l)-ciclo verrebbe
a possedere punti di conforno interni alla Ai‘“;"‘"f , mentre, per essere un ciclo,
non ha contorno, Ne segue che tale (w -+ I)-ciclo & costituito da una combi-
nazione lineare di varieta A7,"". Tenuto conto della proprieta gemerale
ricordata, si deduce cosi la veritd dell’ osservazione iniziale.

Per stabilire il risultato desiderato siamo allora ridotti a provare che
ogni (n + )-ciclo composto con varieth 47" & omologo ad una combinazione
lineare dei cicli P:}{:;“Hﬂ. Proveremo, anzi, che coincide con una tale combi-
nazione lineare.

Per giungere a cid nel modo pil rapido, & opportuno osservare che le
mutue relazioni di incidenza delle varieta Az:_‘;“‘, per I=1, 2,..., »—1, sono
risp. le medesime di quelle delle facce di dimensione I — 1 di an (n — 1)-sim-
plesso. Precisamente, siano P',..., P" i vertici di un (» — 1)-simplesso P*-"
e Pov-x la faccia individuata dai vertiei P=, .., P%, che & a sua volta un
( — 1)-simplesso. Facciamo corrispondere alla varietd Aii}“‘, orientata mnel
modo indicato al n. 6, la faccia Px-, orientata secondo risulta dall’ ordi-
namento dei suoi vertici, ovvero — c¢id che & lo stesso (**) — orientata mediante
lo (I — 1)~edro formato dalle direzioni orientate PuP®, P#upPa . P#spPx,
L’ identitd delle relazioni d’incidenza risulta allora come ovvia conmseguenza
delle equazioni (4.1); e risulta altresl immediatamente che la relazione fra
le orientazioni di due varietd A incidenti e di dimensioni differenti di un’unira,
¢ sempre la medesima o sempre 1’ opposta che tra i corrispondenti simplessi,
a seconda della paritd o disparita di n.

In quest’ordine d’idee si riconosce che gli (n + I)-cicli I‘::_';“l—a corri-
spondono agli I — 1 cieli I*"*+1 contornanti le facce I-dimensionali P™ %141
dell’(n — 1)-simplesso P (*)), Ora un (I — 1)-ciclo comunque formato con
(I — 1)-simplessi di P*-" & sempre contornante di una /-catena di P!-®
(I, n. 6, nota (**)), onde pud ottenersi come somma dei contorni degli /-simplessi
della catena, ciod risulta in ogni caso combinazione lineare dei cicli I[™ "+,
Del pari accade dunque che ogni (n + [)-ciclo formato con varieta A:;_f’* pud

(26) Cfr. la seconda nota a pie’ di pagina del n. 1, § 1.

(?) 11 fatto che le varieta Tj1;% siano cicli, gia dimostrato direttamente al n. 6,
risulta qui un’altra volta, poichd a cicli formati con gli (I —{1) — simplessi P**% eorrispon-
dono necessariamente ciecli formati con le varieta 423%1.

nil
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ottenersi come combinazione lineare degli (m + l-cicli I+, Cid & quanto
si era asserito. Osserviamo ancora soltanto che per /=1 il ragionamento
esposto sussiste immutato, considerando perd come O-cicli irriducibili di P*-"
le coppie di vertici dotati di segno opposto (e non i singoli vertici, come
si fa d’ordinario).

Abbiamo dunque dimostrato che gli ( ) cicli I‘::;“Mx formano una

n
I+1
base per il gruppo di omologia (n + l)-dimensionale di &,,, e quindi di
8,, — T,—2—:- La dimostrazione sviluppata & valida per I’ omologia ordinaria,
ma a noi basterad ritenere il risultato limitatamente all’omologia con divisione
alla quale ci riferiremo percid d’ ora in poi. Non si fraita perd, come ve-
dremo, di una base minima (I. n. 6).

8. K facile ormai stabilire il risultato conclusivo seguente :

Una base wminima per il gruppo di BETTI (n + I)-dimensionale di
S, — T~y € fornita dai cicli del tipo I‘:‘f;"“‘, essendo k un intero arbitra-
riamente scelto e fissato tra 1, .., n ed a,, .., a, una combinazione qualunque di
classe 1 degli interi 1,..1x..., n (fra ¢ quali § intende escluso k). Il numero di

l
Ricorriamo alla corrispondenza dianzi considerata fra gli (» + [)-cicli
7% e gli (I — 1)-cicli I*%++ del simplesso P'-». I cicli del tipo [‘::‘_‘;"“‘,

BETTI (0 + l)-dimensionale di S,, — T,, ., vale percid (% - 1).

1
con % fissato, corrispondono agli (! — 1)-cicli II**"* contorni delle facce

Pk che si ottengono congiungendo il vertice P* con un (I — 1)-simplesso
qualunque P»-% apparteuente alla faccia (n — 2)~dimensionale PL-l¢l-* op.
posta a P* entro Pl-*,

Ora & chiaro intanto che tali (I — 1)-cicli II"* sono tra loro indipen-
denti, poiché ciascun d’ essi contiene un simplesso diverso, precisamente
Pz, Inoltre, un (I — 1)-ciclo II™"%+1 contornante una faccia I-dimensio-
nale qualunque di P+* se contiene il vertice P* coincide con uno degli
(I — 1)-cicli ¥=-x, ¢ se non contiene P* & costituito con un certo numero
di (I —1 -simplessi appartenenti a P!-¥b.» onde, come subito si verifica,
pud oftenersi come somma dei cicli IT¥4* contenenti le facce I-dimensionali
che da P* proiettano quegli (! — 1)~-simplessi. Queste proprieta, trasferite dai
cicli I¥* ai cicli Ffi‘i""‘, conducono senz altro all’enunciato di cui sopra,

OSSERVAZIONE. - Le considerazioni sviluppate non sono tutte legittime
per 1 =0, valore di ! che pure ¢’ interessa considerare (n. 2). Osserviamo
perd che in tal caso le varietd A si riducono ad una sola varietd n-dimen-
sionale 4,, prodotto topologico di n-circonferenze, la quale coincide con d,,.
Cosi pure i cicli T' si riducono ad un solo n-ciclo I', coincidente con &,. E
allora le prime considerazioni del n. 6, applicate nel caso attuale, conducono
gid a concludere che !’ unico n-ciclo I'y = ¢, = 4, fornisce una base minima
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per il gruppo di omologia n-dimensionale in S,, — T,n—y—p. Come si vede,
dunque, pud considerarsi sempre valido I’ enunciato generale precedente.

9. I ragionamenti dei nn. 6, 7, 8 si trasportano immutati con riferi-
mento al gruppo di omologia (# + l)-dimensionale di C,, — T,,—,,—,, anzicheé di
Sy — Typ—sj—g . Cid in virtd del n. 5. Ne segue pertanto che gli enunciati des
. 6, 8 restan validi sostituendo ad S,, — T,—y—, lu varieta C,, — Top gy -
Vale a dire che gli stessi cicli I');"”+1 ivi considerati sono anche atti a for-
nire basi per il gruppo di omologia (# -+ {)-dimensionale di C,, — T,,—,,—,.

Basi duali in S,,— 7,, 5 ¢in T,

10. Chiudiamo lo spazio euclideo S,, coll’ aggiunta di un punto all’infi-
nito @, ottenendo uno spazio sferico S,, (**). 1’aggiunta del punto  mede-
simo a T,, . ,, trasforma T, , , in una varieth chiusa T, ,. Le
varieta aperte S,, — T,,_,—, ed S, — T, ., risultano pertanto topologica-
mente equivalenti, per guisa che la base per il gruppo di omologia (n + 7)-di-
mensionale determinata in S, — T,,—,,—, (n. 8) pud essere indifferentemente
considerata come base per il gruppo medesimo in Sy — Topyis -

Il teorema di dualith di ALEXANDER (I, n. 9) ci assicura I’esistenza di
basi duali peri gruppi di omologia (» — [ — 1)-dimensionale ed (n + I)-dimen-
sionale risp. entro T,,—p—, ed entro S,,— T,,—— © S;n— Tyyy,. Ci propo-
niamo appunto di determinare una base in T,. 4, che possa considerarsi
come duale di quella gid determinata in S,, — T,—,—-

Si considerino gli » piani caratteristici =,,.., =,, uscenti dal punto
0K&,,..., G, di equazioni (4.2), e si fissino in essi » semireite orientate
fyy .., t, uscenti da O, una per ciascun piano (p. es. possono fissarsi le n
semirette per O parallele ed equiverse ai semiassi posifivi «,, ..., ,).

Indichiamo con K, U n-edro solido reftangolo determinato delle semireite
t, .., t,, matuamente ortogonali. Cio&, assunte ¢,,.., f, come semiassi po-
sitivi di un riferimento cartesiano ortogonale nello spazio n~dimensionale
individuato dalle semirefte medesime, e indicate con le stesse lettere #,,..., I,
le coordinate corrispondenti, K,, & la varietd ad »n dimensioni definita dalle
disuguaglianze: ¢{, =0, ..., {,=>0 La varieth K, pud considerarsi come pro-
dotto topologico delle # semirette : K, =% > ... t,.

Allo scopo di rendere pitt rapida e perspicua I esposizione successiva,
conviene considerare 1’ n-edro solido K, anche al modo seguente. Si pensi

(2%) La considerazione dello spazio sferico S_m non & qui che un artificio topologico
tendente a rendere pilt spedita D applicaziene di teoremi noti. Essa non ha nulla a che
vedere con 'aggiunta di punti all’infinito sllo 8,, che si suol fare quando occorra conside-
rare valori infiniti delle variabili complesse #,, ... 2,,. In tal caso, come & noto (Sever1 [20]),
12 pitt opportuna aggiunta & invece quella che corrisponde, nella rappreseniazione reale,
all’ampliamento delle 8,(2,,..., #,) euclidee complesso nelle S, yroiettivo complesso.
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lo spazio individuato da {,, .., £, come uno spazio proieftivo, previa aggiunta
di un fittizio iperpiano all’infinito; K, sega tale iperpiano in un (# — 1)-sim-
plesso k,—, che ha per vertici i punti all’infinito delle semiretfte ¢,,..., {,.
Viceversa K, appare allora come proiezione da O di k,—,, la proiezione
essendo eseguita medianfe semirette (¢ non mediante rette).

Cid posto, consideriamo le (9;
Tali facce sono (» — [ — 1)-simplessi; indichiamo con k'fl f"i—‘ quello
(n —I— 1)-simplesso i ocui vertici sono punti all’ infinito delle semirette
fays oo s Bg,_,- Sia 521_ B";“ lo (n-l-~2)—-clclo contorno di kB‘ B"Z“l Eseguendo
Ia pr01ez10ne da O nel modo indicato, kﬁl _#~t da luogo ad un (n — l)-edro
solido KB‘ B"“, prodotto topologico di tau tB”_l:

) facce (w—1 — 1)-dimensionali di k,_,.

(10.1) Kilmfn—b o tﬁ 3w K tﬁn o

mentre 531 IB""‘ da luogo alla varietd (# — ! — 1)~-dimensionale A?‘ ZB":‘ che &
contorno di K*’1 B"—L

(10.2) CK P Bnmlm ABBay

n—p—y °

S’intende che le varieta KB f"“l e Ai‘ ZB"—’ pur essendo ottenute mediante
proiezione di varietd fittizie all infinito, si considerano depurate di elementi
all'infinito, e ciod appartenenti allo spazio euclideo S,,. Risulta allora che
Aﬁf B"'-‘ éun (n—17—1)~ciclo relativo (I, n. 4) dello spazio euclideo aperto S,,.
Quando invece si chiuda lo §,, coll’aggiunta di un punto all’infinito trasfor-
mandolo nello spazio sferico S,,, il punto. allinfinito Q viene ad aggiungersi

anche a Ai‘_ﬁ":‘, che si muta in un {(» —!— 1)~ciclo assoluto AB’ B”‘—l di S,,.

Intendiamo altresi di fissare sull’ (w — l-edro solido KB‘ f""’ 1’ orienta-
zione determinata dall’ (n — I)~edro delle direzioni delle semn‘ette I
e sul ciclo AB‘ #a— Ghe lo contorna I’ orientazione corrispondente alle note
convenzioni (I n1 1). Siccome le orientazioni cosi definite si alterano o meno
a seconda che si esegua una permufazione di classe dispari o pari sugli in-
dici B, ..., B.—,, considereremo come emisimmetrici rispetto o tali indici ¢ simboli

KPP, AB‘ B”—’*, similmente a quanto si & fatto per le varieta A7~ (n. 6).

w—i

Si riconosce facilmente che gli (?) cicli APl appartengono a Thy,-

R—]—¢
Infatti, applicando alla varietd (10.1) la formula (I, 10.1) che da il contorno
di un prodotto topologico, risulta che il ciclo AB‘ B”:l & composto di pro-
dotti topologici di semirette #3 ciascuno contenente #—I—1 fattori. Sia
tg, X . X g, ., uno di questi prodotti componente di Ai'_lf:l. Indicati con
Opywey 250, gli interi residui tra i primi » dopo avere scartato B§,,..,
By——,, © chiaro che te, >< .. > lg,_,  appartiene allo spazio caratteristico
di equazioni (2.2), poich® tale spazio caratteristico pud considerarsi come
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prodotto topologico dei piani caratteristici mg,,..., 75, che contengone risp.
tg,y s tp,,_,» E siccome il considerato spazio caratteristico & a sua volta
componente di T,, ,,—,, ne segue I’ asserto.

Accade invece che, come subito si verifica, la varietd Kﬁ‘_‘_‘f“‘"‘ di cui
Aizfﬁ;“—i & contorno, non appartiene a T, _,.

Si osservera anche che, per I =n—1, le varieta Ki'_':f"—l si riducono alle
semiret'e fg, e i cicli L\i‘_"ff‘"‘ al punto O (cui si riduce anche T, _,.,). consi-
derato negativamente. Nello S, sferico, deve aggiungersi a #3 il punto all’infi-
nito Q, ottenendosi cosi una 1-cella chiusa fg, il cui contorno & costituito dallo
O-ciclo @ — 0 (I, n. 2). I1 punto — O deve percid considerarsi come wuno
O-ciclo relativo di S,, (0 di T,,—,,—) (**).

Nel seguito ci sard comodo rappresentare i cicli A::"E';—l anche mediante
altri simboli. Sia a,,.., %, By, -, Bs_; una permutazione degli interi 1, ..., u,
e ¢ indichi con els(a,,..., %, By, .., Ba—y) la sua classe (che nom e¢i occorre
valutare esplicitamente). Porremo :

(10.3) Aa;...a, == (— 1)1 @y s Brs oy B Ait_flz;-—z .
Dalla (10.3) risulta ovviamente che, anche il nuovo simbolo 4, , va consi-
derato come emisimmetrico rispetto agli indici.

11. Dimostreremo che:

Gli (7) cicli Ail-:fff‘ costituiscono una base per il gruppo di BuITI

(n — I — 1)-dimensionale entro Tyo—,. Tra di essi gli (W'; 1) cicli

A:_B_‘l'ﬁ“—‘—t, che si oftengono per & arbitrariamente scello e fissato tra 1,... n
ed essendo By, .., By, una gqualungue combinazione di classe n—1—1
estratia da 1,..1%).., n, formano una base minima, duale della base per il gruppo
di BErTI (0 + l)-dimensionale di S,.— Ty, costituita dai cicli I‘::‘;‘”" di
cui ol n. 8.

Per stabilire il teorema occorre considerare i mutui indici d’allaccia-
mento dei ecicli A:E;‘_ﬂ"“b‘“t e I‘:f_‘;"“’ (@, nn. 8, 9) il che implica sia fissata
un’ orientazione dell’ ambiente S,,. Intendiamo fissala I orientazione naturale
delio S, (@ ooy ®ny Yy sy Yu), corrispondente ciod al 2n-edro dei semiassi po-
sitivi delle coordinate considerate nell’ ordine scritto (I, n. 1). Tuttavia, per
non complicare inutilmente !’ esposizione, in una prima fase delle deduzioni
non ci preoccuperemo di tale orientazione, lasciando nn’ ambiguith di segno
nella determinazione degl’ indici d’allacciamento, che preciseremo piu oltre.

(?9) Esso pud considerarsi anche come 0O-ciclo assoluto di §,, quando ogni O-cella si
pensi come O-ciclo, ma qui dobbiamo attenerci alla definizione di 0-ciclo di eui in I, n. 9,
ai fini dell’applicazione del feorema di dualitd di ALEXANDER.
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Ricordando la (10.2) si ha intanto:

(11. 1) A_Il (A:_‘g—‘-’lf{tml,-»‘ , Pkm;...al) p— [K:_B:;'Bﬂ—'l—‘ , F:f"'al] .

ni} 14

Ora Vindice d’intersezione a secondo membro nella precedente, in virti
della (6.3), uguaglia la somma:
1

(112)  [KFeebamt, domn] 4 3 (= DRy, AFmeldhen],
1

cosicch® siamo ridotti a valutare indici di KrRoNECKER del tipo
(11.3) [KBufui, 4],

A questo scopo (prescindendo come si & detto dalle orientazioni), pen-
siamo ’ambiente S,, come prodotto topologico m, X< ..., dei piani caratte-
ristici di equazione (4.2) uscenti dal punto O. Sappiamo (n. 4) che la varietd
A% pud considerarsi come prodotto topologico, subordinato al precedente,
di I cerchi di centro O nei piani m,,.., 7, e di circonferenze con lo stesso
centro nei rimanenti % — I piani caratteristici. La varietd KPF-Fr— & invece
prodotto topologico di n — I semirette #g ,..., f;  uscenti da O e situate risp.
nei piani =g, ,..., ®m_, (n. 10). Ma possiamo trasformare tale prodotto di n—1
fattori in un prodotto di » fattori da considerarsi anch’ esso subordinato al
prodotto m, > ..Xm,, assumendo il punto O come fattore del prodotto in
ciascuno degli ! pianix,, .81, Bpil,, T,

Cid posto, I’ intersezione di Kg g , ed 4, ., coincide col prodotto topo-
logico delle intersezioni, in ciascun piano w,, dei fattori del prodotto espri-
mente KP-Br— e di quelli del prodotto esprimente Ax-%. Ne segue che
Kbty ed A% non hanno aleun punto in comune eccetto che nel ecaso
in cui le due combinazioni «,,.., @ e B,,.., 3, siano fra loro complemen-
tari rispetto alla combinazione 1,.., n. Infatti, esiste altrimenti almeno un
piano =; sul quale il fattore di KP-8.— gi riduce al solo punto O ed il fat-
tore di A%~ alla circonferenza di centro O, e i due fattori mon hanmno
alcun punto in comune. Nel caso invece in cui 1 intersezione di KB-Ba— ed
A»-7 non & vuota, questa si riduce ad un sol punto che & prodotto topolo-
gico dei punti d’intersezione delle semirette g ...., {3 _, con le circonferenze
tracciate sui piani mp,..7wg_, e del punto O considerato su ciascuno dei re-
sidui piani m,,.., 7, . In tal caso I’indice di KRONECKER (11.3) vale per-
tanto == 1.

Per precisare il segno occorre (I, n. 7) paragonare un 2n-edro orientante
S,. nel modo convenuto con il 2r-edro che si ottiene accoppiando ordinata-
mente un (n — l)-edro orientante K f‘:f”*-l e un (» + l~edro orientante Af:::;“‘,
entrambi aventi origine nel punto di intersezione delle due varietd (quando
Oy ey 0 € Byy ey Buey siano combinazioni complementari di 1,..., n). All’ uopo,
stanti le (3.2), immaginiamo di parametrizzare 1’ intorno in §,, del detto punto
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4’ intersezione mediante i parametri p,,..., pn, 8,,..., Y. Si riconosce subito
che Vorientazione naturale dello S,, (..., ®u, ¥, ... ; Ya) corrisponde a quella
data dal 2n-edro (dg,, ..., dow, d9,,..., db,), (con il simbolismo del § II, n. 5).
Invero, se si trasporta tal 2wn-edro in un punto ove sia 6,=0, g; >0
(j=1,..., n), esso viene a coincidere ordinatamente col 2n-edro (dx,, ...,
de,, dy, ..., dy,. I’ altronde 1’ orientazione convenuta per Ki‘_‘_"f”—‘ (n. 10)
¢ quella data dall’ (w — l)~edro (dpg,, .., dpg,_,) e I orientazione conve-
nuta per A:l_;fé (n. 6) quella data dall’ (n + })-edro (db,, ..., db,, dp,,, ... , dp.,).
Siccome il 2n-edro (dpg,, ..., dep, ,, A8y, .., dB,,, dpy,, ..., dp,) si riduce al
al 2n-edro (dg,, .., dg,, db,, .., dB,) con una permutazione di classe
I+cls{ay, .., 2, B, ..., Bu—y), si conclude che 1 indice di KroNECKER (11.3)
vale (essendo o,,..., «; ¢ B,,.., §,—, combinazioni complementari di 1,..., n):

(_ 1)l+ 18 (0ny veny s Py oo s Bn—l) .

Ritornando alla somma (11.2) si ha dunque che gli ultimi ! indiei di
KRONECKER sono sempre nulli poiché le due combinazioni £B,,.., By, ©
k, o, ,..[9.., %, non sono mai complementari (contenendo lo stesso intero k).
Pertanto 1’ espressione (11.2 si riduce al solo primo indice di KRONECKER, il
quale vale anch’esso zero eccetto quando le combinazioni %, 8,,.., B.——,
e o, ..., o, sono complementari, nel qual caso la (11.2) ha il valore:

(_ 1>l 4 els fon y ey ays Ky Bryees Bn—l—-{l) N

NS AL . . .
In conclusione gli <% ] ) indici d’allacciamento (11.1) che si ottengono in
corrispondenza alla scelta delle combinazioni «,, .., «, e 8,,..., By, tra gl'in.

teri 1,..(%j..., #, sono nulli, ad eccezione di quegli ( !

rispondono a combinazioni complementari entro la combinazione 1, ..ix..., .
Per i cieli A:f;ff—"b-i, I‘:j_‘l“‘ sono dunque soddisfatte relazioni di dualita del
tipo (I, 9.2).

Se adottiamo per i cieli A'*P—i—t gli altri simboli definiti dalle (10.3),

le relazioni di dualitd possono scriversi piii comodamente cosi:

N, oL .
) indici che corri-

O Per (aa 3 oemey “l} .:l: (71: ey Yl)
114) Al (Ao, TEaem) =
( (An-r Z 1 per (e, %) =1y s Y2

essendo ,,..,2; e v,,..,Y; combinazioni ordinate (x, < .. <<a, ¥, < .. <<7)
degli interi 1,..zj..., %

Una volta provate le (11.4) & immediato concludere che i cicli A*frBa—i—,;
ovvero i A, ., costituiscono una base minima per il gruppo di Brrmx
(n— ! — 1)~dimensionale entro 7, . ,.

Annali di Matematicn 10
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Sia invero A,_,—, un (B — ! — 1 ~ciclo qualunque di 7,,,,—,. Posto
Oy, = (— D AL (B, THo1112),

si consideri il ciclo

A’n—*l—q:An—g—-i— Z QYI"'YIATP"YP
n<..<yy
la somma essendo estesa a tuite le ecombinazioni ordinate v,,..., y, degli
interi 1, ..., n.

Se si valuta Pindice d’allacciamento del ciclo A',—,, con uno qualunque
dei cicli [*»-2, tenuto conto delle (11.4) si trova che Uindice & nullo. Poiché
d’altronde i cieli T*%--; costituiscono una base per i cicli (» + l)~dimensionali
di S, — Tyn—p;—s, segue che & nullo I'indice d’allacciamento di 4%,_,-, con
qualunque (» + l)-ciclo di S,,— Tpp—p—: € cid implica &, 80in Ty,
in base al corollario finale del n. 9, § 1. Val quanto dire che risulta

O3 .
Ay iy oo Z afl...‘”A‘ﬂ.-.Y‘l in Toppiys
e yy
il che prova appunto che i cicli A, ,, costitniscono una base minima per il
gruppo di BETTI (8 — I — 1)-dimensionale in T, ;.

12. Dal risultato stabilito consegue che gli (1; } cieli Ait;ﬁ*:e, essendo

B,, ., Bu una combinazione qualunque di 1,.., », mnon somo omolo-

. o . . . . . (p—1
gicamente indipendenti, e che devono esprimersi mediante gli ( ! >

d’essi del tipo Akﬁ‘ n (= ok A,,..y) essendo B, .., B, ,, una combinazione
qualunque di 1 {kl ., % (e Y, 7; la combinazione complementare). Ora

l
guenti relazioni identiche (¢ non soltanto di omologia):

& facile provare direitamente che tra gli (n) cieli predetti passano le se-

#—1-+-1
(12.1) ; (— 1)P—*A El——l—]l Py = 0,
per ogni combinazione B, ...., B, degli interi 1,.., % (e col solito signifi-
cato di esclusione per il simbolo [»I).

Per verificare la (12.1) determiniamo esplicitamente la composizione del
ciclo ABl f‘l’—iﬁpﬂ Fr—i+1 applicando la formula (I, 10.1) alla determinazione
del contorno del prodotto topologico K‘a‘ lﬁf’—lgﬂﬂ s = gy X Xt X

,_,,HX .Xtg,_,,,- Ricordando la (10. 2/ o tenendo comto che il contorno
di ciascuna semiretta f; & il punto O considerato negativamente, si ottiene:

—1 n—43
ABx...{PJ---Bn—~Z+i-——Z (— D%, X g 3. X g, |+ Zq(_m e X i a1 X B,

N4
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La somma a primo membro nella (12.1) diviene allora:

Homd 1 i1
A?qu (= DP+e=ty, X g, 0. X by + 21]1’<q (— 1P+ % X g @ X By, =

n—d1
qutgl Xl gl X tgﬂ_”lﬂ[(_.. 1)P+e—! 4 (— 1)P+2-%] = (,
1

ed & cosi provata la (12.1) (*°).

Sia ora B,,.., B,—, una combinazione qualunque di 1,..(s.., n. Appli-
cando la (12.1) in relazione alla combinazione %, §,,.., B.— di 1,.., n, si
ottiene
(12.2) APrbry — Zp (— 1)p—tAFBrPheBy

"—i—‘i =4

formula che esprime ogni ciclo Ag‘ “i—’ che non sia gid nella base minima
dei cicli AkBl Bi""—i mediante una comblnazlone lineare di questi ulfimi.

Caratterizzazione dello stato d’allaceiamento di un (n - I-)ciclo con la
varieth T,y s.
13. Consideriamo un (# + [)-ciclo qualunque T, ., di S,,, non incontrante

la varietd T,, . Il ciclo determina gli (7;) caratteri interi :

(13.1) NbwBat = All (APBomt T, ),

n—]—y

corrispondenti agli ]

ordinata estratta da 1,..., #n. Quando occorra considerare tutte le disposizioni
B, s Bn—y, sappiamo (n. 10) che il simbolo Afr-Fx—; deve riguardarsi come
emisimmetrico, lo stesso sard quindi del simbolo NPfv-Ex—;, tenuto conto delle
proprietd degli indici d’allacciamento (I, n. 8).

Diremo che gli interi NB--Ba—y caratierizzanc lo stato d’allacciamento del
ciclo T,., con la varieta T,, ,_,, nel senso che, assegnato un (n—1I1— 1)~
ciclo A,,, qualunque di T, ,, , (la dimensione » —{—1 di A, essendo
duale di quella di T,,, rispetto alla dimensione dell’ambiente §,,) 1’indice
d’ allacciamento di A,_,, e I',., pud ottenersi come combinazione lineare
degli interi NPf.—, i coefficienti della combinazione dipendendo soltanto
dalla posizione di A,._,, entro Ty, 4, e non da I',,,. Quanto si & asserito &
conseguenza immediata del fatto che i cicli AB - B";“’ costitniscono una base per
gli (n—1—1)-cicli di T,,—,—,, per guisa che, entro T,,,.,, sussiste una

) cicli APPa— ogsendo B, <... < B,_, una combinazione
n—j—4

(39} Lia formula stessa poteva anche dedursi dalle relazioni che infercedono tra i eicli
aﬁ{:,‘ﬂ_;'-'ﬁnwm che sono contorni delle facce (n—1-—1)-dimensionali di uno skesso (v — I)-
simplesso di k.—; (n. 10).
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relazione di omologia del tipo

Bree-Byp,
w1 g Z bBl“'an—LAnl——-z-fi L’
Breen <Byyey

A

essendo bz g , opportuni interi. La precedente & valida, a maggior ragione,
entro 1 ambiente S,, —I',.,, che contiene T,,_,_,. onde, tenuto conto delle
proprieta degli indici d’allacciamento (I, n. 9), si deduce appunto:

ANA,—, T = Z by, N B Ent.
Brelen o Bpponi

Insieme ai caratteri NPv-Bx— considereremo anche i caratteri

(13.2) Na;...oci = All (Acn..-acz; Pn+z)a

corrispondenti all’uso dei simboli A, , anziché AP-Ex—, per rappresentare,
come sappiamo (n. 10), sempre gli stessi ecicli (con orientazioni perd non
necessariamente coincidenti). I nuovi caratteri non differiscono dagli altri se
non che eventualmente per il segno. Dalle (10.3) si deduce che si ha preci-
samente :

(133) Nm...ocl — (_,_ 1)cls l“l-"c‘ng"Bn—L)NBl"-Bn—L’
essendo &, , .., o; € B ..., Bu_, combinazioni complementari rispetto alla com-
binazione 1,..., n. Anche i simboli N, . debbono considerarsi emisimmetrici.

Gli (1> interi N®u--fn— (8, < ... < B,—,) non sono fra loro indipendenti. Fra
di essi passano le relazioni seguenti, che si deducono dalle (12.1):

[
(13.4) o (— 1P Nevelplebyy = 0,
1

per ogni combinazione 8,,..., Bpyy, di 1, ...,

Dalle (13.4) segue che gli (?) interi NPF--8.—; possono esprimersi in fun-

7 ——
zione di (n . 1> d’essi del tipo N%*B-Bu—— (essendo k arbitrariamente scelto

fra i1, ..., » e fissato, e 8, ..., B,—,—, una combinazione qualunque di 1, ..ixl..., n),
mediante le relazioni seguenti, corrispondenti alle (12.2):

n—l

(13.5) NBByy = 21’ (— 1)2=1 N 5Bl
1

Per il seguito ci servira di tradurre le (13.4), (13.5) anche in termini dei
caratteri N, ., cid che si ottiene senza difficolta mediante la (13.3).
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Si bhanno cosl, in luogo delle (13.4), le:
(13-6) Zh Nhal...al_.i = 0,

[215 ey 011

dove la somma s’intende estesa al variare di h tra gli interi 1, ..[u..y_qb., ®
(gli indici posti fra parentesi quadra essendo esclusi). Si ha una relazione del

tipo (13.6) in corrispondenza ad ogni combinazione «,.., o, di 1,..., n.
In luogo delle (13.3) si hanno invece le:
(13.7) Nka;...at_i = Zh Nhal a1
[kon.. 1]

che permettono di esprimere ognuno dei caratteri Nio..wp, per i quali uno

4 . . Lo . —1 .
degli indici ha il valore k fissato, mediante i rimanenti (n ] ) caratteri.

14. La considerazione dei caratteri N, ., determinati dall’( 4 I)-ciclo
[,., ci permette di dare una semplice espressione di I',y,, a meno di omo-
logia, mediante i cicli base I‘kf‘l_‘ % o addirittura mediante le varietd A“‘ 7,
espressione che ¢i riuscird utile nel seguito. Possiamo scrivere intanto

(14.1) | P Zm<”_<¢l G“l--dzrn:z in Sy — Thpepiss
[%]

dove la somma & estesa alle combinazioni ordinate %y yeey 0 di 1, k., b,
ed essendo ¢, ., interi da determinare.

Ugunagliando gli indici d’allacciamento degli (7 + f)-cicli che appaiono
nei due membri della (14.1. con gli (n — ! — l)~cieli A,..y, € tenendo conto
delle (13.2), (11.4), risulta:

NYl"'YL = (- 1)lc~(l...~” )
onde la (14.1) diviene :
(14°2) Fn-'—-I S (— 1! 221<...<1l Na"""’tl‘::i.l;.% in 82” o T":"_ﬂ_g )

ix]

Ora ciascun ciclo T ”“] " pud esprimersi mediante le (6.3), percid il
secondo membro della (14. Z) pud anche scriversi (trascurando il segno di (— 1))):

2

%al<...<a,, Nm_‘.atg At Ea (— Lagko-lale

ovvero, tenuto conto della emisimmetria dei simboli 4**, N.,,..,, (nn. 6, 10),

1

[4
‘ Alenek, Ken s % (
7 - Ny,,,_,al-e A 4 gq (— Degrn-tde |

1o
14}
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dove ¢ intende che la somma rispetto a « ,.., %, senza indicazione di ordi-
namento, sia riferita alle disposizioni «,,.., «, prive di ripetizioni degli
interi 1,.., . Con analoghi significati per le somme considerate qui di
seguito, Pespressione pud successivamente trasformarsi cosi:

l
1 1 o k.
—_— [« ST 7 Lesspmy 1?’*‘1"'1&
! Z“l‘"% Na’""“"A o A gl’ deu-fpl---lz N“"""p~1k°‘p+1"'7'lA +

[%]
1y For. ]
pen [y —
120 Dty Dra (DA

] l[lcal...f/,q_,_Lmq_l_‘...xl]

1¢ i
Dgeer?] - — q dl...{q1".%z '
le<m<%Noqm'z;A - i Zlq [;}m' ‘[ql.-.’x;,( 1) A 3 Zh N"“"""Q’i""@-}-x“'x&g R

{“1"'“q«~¢“q+1"'°‘l]

!

D’ altronde, in base alle relazioni (13.6), I’ espressione in parentesi graffa
si annnlla; quindi la (14.2) diviene in definitiva:

(14.3) Loy (=17 Y Nundl5% in Sy — Topgrs -

) AL er L0
Si noti che, contrariamente a quel che accadeva per la (14.2), nell’attuale
formula (14.3) compaiono simmetricamente tutti gli <?) caratteri N, ., del

ciclo T,.;, perché ivi la somma deve intendersi estesa alle combinazioni
ordinate «,,.., a; di 1,..., » senza alcuna esclusione. Si osservi anche che
il secondo membro della (14.3), pur essendo naturalmente un ciclo (identica-
mente ugunale al ciclo secondo membro della (14.2), combinazione dei cicli
I*#%)  piesce qui espresso come combinazione lineare delle varieta A7

Yol ]
dotate di contorno.

15. Finalmente rileviamo che, in base al n. 9, la relazione di omologia
(14.1), e conseguentemente le (14.2), (14.3), possono ritenersi valide anche
nell’ambiente pin ristretto C,, — T,,—s—,, essendo C,, 'n-cilindro di cenfro O
e raggio r (coincidente col raggio r che appare nelle (4.1) rappresentanti le
varietd A:’:;_';“‘).

§ IV. - Parte analitica della ricerca.

1. Per stabilire la formula integrale generale (n + l)~dimensionale che &
scopo della nostra ricerca, seguiremo una via costrutfiva che ci condurra,
mediante successive induzioni al crescere di » e di /, alla completa determi-
nazione della struttura analitica della formula.

Naturalmente si potrebbe invece sapporre gid nota la formula, quindi
procedere alla sua verifica. Non ¢ perd difficile convincersi che questa
seconda via porterebbe per una prima parte sostanzialmente agli stessi svi-
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luppi espressi in forma diversa, mentre per una seconda parte richiederebbe
calcoli assai penosi, che invece riusciremo ad evitare.

La via che abbiamo scelto presenta d’altronde il vantaggio di mostrare
che 1 successivi passi del processo costruttivo fendono ad ottenere la struttura
analitica pitt semplice adatta per una formula integrale (n +l)-dimensionale (**).
Percid & da presumersi che la formula conclusiva, nonostante la sua com-
plessita, sia di fatto la formula (n + /)-dimensionale pili semplice che possa
scriversi.

Condizioni fondamentali sulla forma nucleo.

2, 1’ esame delle formule (7), (8), (9) dell’ INTROD. c¢i conduce ovviamente
a presamere per la formula generale che abbiamo in vista, di cuile formule.
ricordate devono risultare casi particolari, la struftura seguente:

(2.1) X €y s Cu) = [ [, s 20)Puts

B
essendo ¢,,, una forma differenziale di grado » -/, indipendente da f, che
diremo forma nucleo, del tipo:

~ 1
(22) Cpn+z — l—'— Z
Ly geens

CPmi...y,L(ﬁi——C, ey zn"‘Cn; z|‘_‘C1 yrers zn-Cn)d(z; yeees Bny zmly weey zz,)
%

»
= Z C?'x‘.‘.’lz’d(zi,'"'} Bns Boy sy R
a‘<...<1¢
dove le funzioni Doy, si suppongono emisimmetriche rispetto agli indici,
quali ¢’ intende possano assumere tutti i valori interi tra 1 ed .

Come si & gia detto al n. 2 del § IIL, la f(z,,..., 2,) si suppone regolare
in una regione aperta Rs, contenente il punto O, , .., {u); Tugz & un (0 -1~
ciclo di Sz, non incontrante la warietd polare Ts,—ao di centro O; y & una
costante dipendente soltanto dal caratteri interi Nai---at che determinano lo
stato d’allacciamento del ciclo T'yyy con Toy oo (III, n. 13); P2z, SORO infine
funzioni analitiche degli argomenti indieati, le gquali si suppongon dotate al
pitt di singolaritd polari su Tpy—g-2, in guisa che la forma ¥ni1 TiESCA TEZO-
lare st ogni ciclo d’integrazione I'y; del tipo indicato.

E inoltre immediato ricomoscere che la pilt semplice struttura per le
Doy comprendente come casi particolari le citate formule (7). (8), (9) del-

(3} B ovvio che, una volta scritta una formula integrale di data dimensione, se ne
possono ottenere altre della stessa dimensione modificandone opportunamente il nucleo:
P. es. gia nel caso elementare della formula di Caucmy si pué liberamente aggiungere al

nucleo

- una qualungque funzione intera di 2.
g4
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P InrroD., si ha assumendo le P, fUnZiOND razionali del tipo:
o fb",_éi %{c s vees Op)
2.5 Potyenry = “ o\
2, ) wagl v (B = Gn)
dove le '3‘,“_"% sono a loro volta funzioni ramonali degli argomenti reali
2.4) o =p = — G)es — =15 —§[ G=1L.,mn
e il simbolo {2 ,..., #,] indica al solito 1’ assenza dei fattori (zﬁi—C1i). .

(@s, — sz) nel prodotto (z, — C,) ... (¢, — L)

“Osserviamo ora che, a,ffmehé possa sussistere una formula del tipo (2. 1),
occorre che l'integrale a secondo membro nella (2.1) non vari se si deforma
con continuita il ciclo d’integrazione I'y.; nel campo di regolaritd della fun-
zione integranda, cioé in Sgn — Ton—99, e che inoltre il cielo I, possa
deformarsi in tal campo in guisa da venir ridottc in un intorno comunque
piccolo del punto O ove si vuole assegnare il valore di f(z,,..., #,), 0 quanto
meno che I,.; abbia un suo omologo in un intorno comunque piccolo di O
(efr. il successivo n. 18, Nel caso elementare della formula di CAvoRY si &
visto (I1L, n. 1) che le condizioni analoghe, analitica e topologica, sono piena-
mente soddisfatte. e, per quanto concerne la prima, in dipendenza del fatto
che all’integrale a secondo membro nella formula in oggetto pud applicarsi
il 1° teorema integrale di CAucHY nel campo di regolarith della funzione
integranda. Nel caso attnale, invece, i coefficienti della forma integranda in
(2.1) non sono funzioni analitiche deHe variabili #z,,..., 2, soltanto, ma del
complesso di variabili 2,,..., 2, 2, ~, 2 (*), onde non sono applicabili al
nostro scopo le estensioni del 1° teorema di CAUCHY.

Tuttavia !indipendenza del valore dell’integrale da una deformazione
di T, (0, pilt in generale, da una trasformazione per omologia di I', ;) resta
acquisita se si suppone che la forma integranda sia chiusa in Sz, — Ton—a1s,
cioé si annulli ivi identicamente il suo differenziale di CarrTaN (II, nn. 6, 7):

(2.5) Afoni = 0.

Tenuto conto delle (I, 7.4), cui soddisfa la [ per essere analitica nelle
variabili z,, ..., #,, e facendo uso della (II, 3.5), la (2.5) divienc:

; 2 ~ ~
\Z %dz,) > Dt +- fd:Pn—H: 0.
7 %%

Ma il prodotto esterno a primo membro nella precedente & identicamente
nullo, onde la (2.5) equivale alla

(2.6) APny1 =0,
Abbiamo fin qui esaminate alcune condizioni cni deve soddisfare una
forma nucleo ¢,y di pit semplice struttura affinché possa sussistere la (2.1).

(32) Un fatto analogo accade gid per la formula (9) citata nella INTROD.
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Poiché su tali condizioni baseremo Veffettiva costruzione di 9,3, & opportuno
che ne raccogliamo qui di seguito I’enunciato (*%):

@) condizione di chiusura (2.6);

b) condizione di struttura (2.3);

¢) condizione di regolaritd in Sp, — Toy—91-2.

Trasformazione delle eondizioni &), b).
3. Esplicitando la condizione di chiusura (2.6) si ha (II, n. 3):
py t?a Jrke.ayg
3.1 (— 1yr—t A
Z a(za - ga&,.)

dove «,,.., o,,, & una qualunque combinazione degli interi 1,.., n e
cpai Jrl. 0Ly == c?a SOy By fy e
D’ altronde, in base alle (2 3), (2.4), le (3.1) divengono:

(A8}

8‘3 O L 7
P r—t Sty
3.2) 2 (— 1) B =0.

i

Se allora si considera la forma differenziale reale di grado ! nelle
variabili ¢,,..., 0,

x 1
(8.3 ¥, = 71 Z '8'41.. atd(ca‘) ey Oml);
By

appare che le (3.2) esprimono che la forma &, & chiusa, ciod
(3.4) d%, = 0.

Dunque, in virtd della condizione b), le equazioni (2.6) e (3.4) sono equi-
valenti. Il problema della determinazione di una forma nucleo ¢,,, soddisfa-
cente alle condizioni a), b), & cosi ridotto a quello della determinazione di
una forma differenziale reale di grado ! chiusa.

Naturalmente perd non ogni forma &, chiusa & buona al nostro scopo,
perché la forma ¢,,, che se ne deduce deve soddisfare all’ulteriore condi-
zione ¢,

Prima di esaminare questo punto, esprimiamo in generale le soluzioni
di (3.4) in maniera opportuna.

4. In base al teorema di VOLTERRA-PoINcARE (II, n. 4) sappiamo che
ogni soluzione di (3.4) pud ottenersi come differenziale di una forma di grado

(*%) Non sarsbbe difficile aggiungere altre condizioni eui a priori deve soddisfare ga.,
p. es. concernenti il grado di omogeneiid delle ¢g...4 (supposte queste funzioni razionali
omogenee, cid che & conforme alla pilt semplice struttura per Pnt1). Ma le condizioni elen-
cate risulteranno gid sufficienti allo scopo.

Anneli di Matematico i1
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1—1, e viceversa (*). Pud scriversi ciod:

4.1 a6, =%,,
dove
~ 1
(4.2) @l-—-a - m Z ®a‘ ..al.__id(cai 3oty Gal_i)y
Oy svemr gy

essendo le (“)a‘,,_a
indiei.

Sappiamo anche che, assegnata una ¥, soddisfacente la (3.4), non & uni-
vocamente determinata una O,_, per cui valga la (4.1) e che, in particolare,
tenendo conto del grado di arbitrarietd esistente nella costruzione di 79,__”
si possono sempre assumere identicamente nulle le funzioni 84‘...41_1 coeifi-
cienti di ©,_, per le quali uno degli indici «,,.., «,_, ha un valore prefis-
sato & (scelto tra gli interi 1,.., ), ciod:

., tunzioni reali di o,,.., o,, emisimmetriche rispetto agli

(4.8) Oks, .y, = 0 ()
Tenuto conto delle (4.3), la (4.1) si esplicita cosi:
0
E ®a1...al_1 = 8"1‘06‘.--0!;_1
44 1 3
;r (— 1)’1”i 5‘0_: gml...[r]...al = 'B'oci...a,l (“U sy &y :4: k)'

Le (4.4) forniscono dunque la piu generale soluzione dell’equazione (3.4)
essendo le ®“1"'0‘b-—4 (@, 4 ey 2y, k) funzi()gi arbitrarie di 6,,..., G,.
OSSERVAZIONE. - Accanto alla forma ©,_, soddisfacente la (4.1) si pud
considerare una forma ®,,,_,, di grado # + [ — 1, tale che
dq)n-!—l—i = Pagrs
bastando assumere
. 1 _ _
Oty = 777 1 Y Doy A, s 2, Zays s Pap
‘ Yoy seapy
con
8“1-"”‘%1(04 s eey Op)

(5‘ - C;) "-[ai...nq“&]"- (Z,, - Cn) )

(I)ai‘..al_i =

La considerazione della forma ®,,, , pud riuscire utile in talune appli-
cazioni delle formule integrali di cui trattiamo. Ne ho mostrato un esempio,
per il caso ! =% — 1, deducendo dalla formula (2% — 1)-dimensionale (9) del-

(3%} Lia prima affermazione ha validitd soltanto locale quando si abbia riguardo ai
campi di regolaritd delle forme. Ma, per il momento, non ¢’interessa tener conto di questi.

(*%) Siccome le 8,..,_, si suppongono emisimmetriche rispetto agli indiei, §’intende
che le (4.3) esprimono anche I’ annullarsi delle Oa kg yy Ooioake.oj_ys e B0, .ay b+
Analoghe avvertenze devono aversi unell’interpretare le formule successive.
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I’INTROD. una immediata dimostrazione del teorema di HARTOGS sumi campi
di regolarity delle funzioni analitiche di pin variabili complesse (*%).

Primo esame della condizione c).
5. B ormai il momento di tener conto della condizione ¢) (n. 2), la quale
implica che i poli di ciascuna funzione razionale Pty appartengono a To, o .
Consideriamo Poyerry @ la funzione razionale "B’%"'“t ad essa legata dalla
(2.3), entrambe ridotte ai minimi termini. Ricordando le equazioni di Th, o »
(I1L, n. 2), si ha intanto che il denominatore di ¢, ., dev’ essere tale che il
suo annullarsi tragga seco l’annullarsi di /41 delle quantith z — ¢, ...,
B — G -
Dalla (2.8) segue allora che, non appena =1, la condizione c) si spezza
nelle due condizioni:
¢ il numeratore di &“1---11 contenga a fattore il prodotto o, ..lz,,...a). 6y ;
¢’y il denominatore di »&,,1_"% sia composto con fattori del tipo seguente
(facendo al solito I’iputesi di struttura pit semplice):

G wes
& + ot Gsl—'{-i 4

dove ¢,, ..., &, ® una combinazione qualunque degli interi 1,..., n.

La ¢) ci dice dunque che le Yooy devono annullarsi per o, =0 con
p =1, .l2,,.0l, n; cosicchd occorre in primo luogo che le funzioni arbitrarie
®°‘1"'“z—1 che appaiono nelle (4.4) siano vincolate dalle relazioni:

2
13og

6.1) , i
\ 51_“,. (— 1)"—1[3‘5; ®a1...[r]...al]g = 0 (@0, d=k; g=1, dzomale, 0).

q

@“1-"%—1Lp=0= 0 (p =1, wlhoayooty o, )

Assumeremo addirittura:
5.2 [0y Jog0 =0 (p =1, lfnyny_ ), W)

con che la prima delle (5.1) & senz’altro soddisfatta e la seconda si riduce
semplicemente alla :

1
o
5.3 — 1y — .
( ) ;9‘ ( 1)"' {agar ai---[ﬂ-"“;Lkzo = 0 (a; y y % 4: k)

Ricordando altresi la (4.3), possiamo allora asserire che, assunto un sistema
di funzioni razionali @, .., _, compatibili coi vineoli (4.3), (5.2), (5.3) ma peraltro
arbitrarie, le equazioni (4.4) permettono la costruzione di funzioni &“r--%
mediante le quali riescano soddisfatte le condizioni a), b), c').

(3%} Cfr. « Comm. Math. Helvetici », 15, p. 840 (1942.43).



324 K. MarriNecnr: Sulle estensioni della formaula integrale di Cauchy, ece.

Operazione «k ». Processo ricorrente per la costruzione di 9.

6. V'3 ancora un passo per soddisfare anche la condizione ¢”), e quindi la ¢).

AlY vopo immaginiamo il seguente procedimento ricorrente. Supponiamo
di aver gid risolto il problema che ¢’interessa in relazione ad n — 1 variabili
e al grado [ — 1, anzich® in velazione ad % variabili e al grado I Siano
G, «lkl., on le m—1 variabili, sia ,_, la forma di grado {— 1 che sta in
luogo della ¥, éki gradc I, e siano '&%"“a—; (s,, -[kl.., Oy) le funzioni razionali
coefficienti di 4., (essendo «,,.., @,_, una combinazione qualunque degli
inferi 1, ..[l.., n). Poiché si suppone che le &, ., _, verifichino la condizione ¢")
(con i cambiamenti conseguenti al cambiamento di n, I in »n—1, I —1),
si ha che il denominatore di &%mm ¢ composto esclusivamente con fattori
del tipo

1
o, + ... 4G

dove ¢,,..., ¢, & una combinazione qualunque degli interi 1,..[x1... n.
Ebbene, si aggiunga a ciascuno dei predetti fattori la variabile o

scrivendo

(6.1) Ok + O, .+ Gy

e g’indichi con 0, .., _, la funzione razionale nelle n variabili o,,..., on che cosi
si ottiene a partire dalla ¥, ., _ (5, -, o). Posto inoltre 9"“1---“1-2 = 0,
si ottengono in tal guisa tutte le funzioni coefficienti di una forma ©,_,
di grado ! — 1 nelle o,, ..., 4, che diremo oftenuta mediante 1’ operazione «%»
dalla forma &,_, nelle variabili o,, ..[kL.., oy.

E facile stabilire (come indicheremo fra un momento) che le funzioni
coefficienti di ©,_, costruite soddisfanno ai vincoli (4.3), (5.2), (5.3), onde, in
base a quanto si & detto alla fine del n.5, da esse possono dedursi mediante
le (4.4) i coefficienti di una forma &, nelle n variabili o, ..., 0., per la quale
riescono soddisfatie le condizioni a), b), ¢/). Ma possiamo aggiungere che riesce
per essa soddisfatta anche la condizione ¢”), e quindi la ¢), giacchd nei deno-
minatori dei coefficienti di &, non possono comparire altro che i fattori
medesimi che compaiono nei denominatori dei coefficienti di O,_, i quali
hanno la forma (6.1).

Stabiliamo il punto in sospeso concernente i vincoli (4.3, (6.2), (56.3).
Il primo vincolo & gia insito nella costruzione data per ©,_,. Osserviamo
poi che:

(6'2) [ui...zl_‘(cx PR Gn)}akzo == 'S'u‘...al_l(cn o)y Gﬂ) (“; youeey %py :*: k)
Siccome le &“x"'“z——l soddistanno le (3.2) con [ — 1 in luogo di I, cio®
! CL
21‘(__1)7”—1__91i Ir] %20 (OC”.... o, k).
1 095,

il vincolo (5.3) riesce soddisfatto in virtu delle (6.2).
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Infine, poiché la condizione ¢) & valida per le &, ., , si ha
(¥, ny (05 ey On)lpm0 =0 (p==1, ka1, M),
le quali, tenuto ancora conto delle (6.2), danno:
(04,0, Jo,=0.6,=0 =0 (p=1, . .[ha ], n),

e queste, siccome o non appare nel numeratore di @“1'"°‘z-
al vincolo (5.2).

Mediante I’ uso dell’ operazione «%k»> abbiamo cosi istituito un procedimento
ricorrente che permette di costruire, a partire da una forma §,_, nelle
variabili o, ..., o, una forma &, nelle variabili o,,.., o,, in guisa tale
che se la forma nucleo cp(”_”w_i) che si ottiene da ¥,_, soddisfa alle condizioni
fondamentali a), b), ¢), lo stesso accade per la forma nucleo Pniy Che si
ottiene da ¥,. Il procedimento ricorrente ci permette dunque la risoluzione
del mostro problema per n, I non appena lo si sappia risolvere per n —1, 0,
cid che & senz’altro, corrispondendo al caso della formula del tipo (8,
dell’ INTROD.

,» equivalgono

Casi l=0, {=1.

7. Prima di passare alla determinazione di una forma nucleo ®u4q generale,
sara opportuno, per maggior chiarezza, fermarsi sui casi l=0el=1.

Per 1 =0, la forma ¥, diviene una forma differenziale di grado zero ¥,,
vale a dire (II, n. 1) una semplice funzione ¥. La equazione (3.4), che fraduce
la condizione a), da allora

%, =d¥ =0,

onde &, =79 non & che una costante arbitraria, che possiamo assumere
ugunale ad 1. Ricordando le (2.2), (2.3) si ottiene senz altro la forma nucleo
~ 1
P ) e — T
che corrisponde appunto alla formula n-dimensionale (8) dell’ INTROD.
Passiamo al caso I = 1, applicando il procedimento ricorrente. A tal fine
si osservi preliminarmente che, volendo considerare valide anche per /=10
le condizioni ¢), ¢”) del n. b, riesce necessario pensare la ¥ == 1 ora determinata

Gy e c,,

A@,y ey 2n),

seritta come quoziente —
n

Cid premesso, partmmo dalla forma §,= 9 =1 nelle variabili o, , ..[xI..., o,
cioe da
~ Gy welklee Gy

@.1 by == G, lkl.. Oy

eseguendo su di essa lloperazione «k>. Si oftiene cosi la forma di grado
@ ®
zero nelle variabili o,,..., 6, che indicheremo con 8,.=© (ponendo qui e in
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seguito, per una ragione che vedremo, I'indice &k sopra ai simboli gia usati),
espressa dalla:

(%) i "
(72) (~) (Q')— G, [t oy

(O + 6,) 1 (G + On)

Mediante differeunziazione esterna, cioé applicando la (4.1) o (4.4), si ottiene
(k) (®)
la forma di 1° grado ¢, =d©,, di coefficienti:

) 3 (/)n g, wu[]ene Oy 2 —1
- & *T 86, (ok + 0,00 (O + 05) & 3, + 5
(7.3) TR 3, el Oy 1
&_ . (2 =ER).

aca (0s + 0,) It (Of 4 Gn) O + Ty

*)
Siamo sicuri a priori che la forma ¥, ha tutti i requisiti necessari per
@ (5]
fornire una forma nucleo ¢,,, adatta allo scopo. Appare dalle (7.3) che ¥,

non riesce simmetrica rispefto alle variabili o,,.., o, e quindi del pari
*)

accade per o,,, rispetto alle variabili z,,.., #,, 'asimmetria dipendendo

dall’indice % fissato. In altri termini, le espressxom precedenti forniscono #
) )

forme distinte §, e ¢,,, in corrispondenza ai valori che pud assumere F.

Si giungera quindi, in definitiva, ad n formule (# + 1)-dimensionali distinte,

Tuttavia si pud anche compendiare le % formule in una sola formula

simmetrica, dotata di forma nucleo combinazione lineare delle forme nucleo
)
asimmetriche ¢,,,, mediante parametri complessi arbitrari A, E=1,..., n).
Si ponga allora
® * . )
E)k'&i? c?n»{-i::z)‘k:?n-}—{-
k

k
Per le funzioni ¥, coefficienti di 5‘i si trova subito dalle (7.3):
L Ay
— )\ 3 = (3
Zt Z k G +« Oy g%k gk.;.sa}ﬂj(dk‘-%-cj) g.—_{}" Gﬁ—‘l—ﬁj)\

e %

(@==1,.., n),

dove il simbolo II; rappresenta un prodotto esteso in corrispondenza ai valeri
k

delV indice j =1, .14, n, e similmente. Ricordando le (2.2), (2.3) si ha quindi:

N M L
Fran = L6 L)t G “"”)E%wca Mo+s)  foz+)

d(z( P AR zﬂ} zO)P

forma nucleo che coincide con quella della formula integrale (# — 1)~dimen-
sionale simmetrica gid considerata nel mio lavoro [13]
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Caso generale.

8. Trattiamo ormai il caso generale. Dovendo giungere a costruire una %
nelle » variabili o,,.., 6., bisognera partire dalla §,=%=1 in n—1
variabili, e siano o, ..{k,.lo), O

Posto (per le ragioni gid addotte, n. 7):

§ — g Ouory i O
o Gy LB G,
L Ak KL G,

una prima applicazione dell’operazione « k» per k=15, fa passare alla forma
th) (1

di grado zero O, =0 nelle n—141 variabili o, .1%.5)., o,. Mediante

(kv )

differenziazione esterna si deduce quindi la forma di grado 1: ¥, =d®,.

Conh}ma seconda applicazin(/n;a) dell’ operazione «k> per k=£k,, si passa poi
2] i/t

da ¥, alla forma di grado 1, 6,, nelle #— + 2 variabili o, ﬂ..[ks...kl]...(; f"; dglkl?

gl i
quale poi mediante differenziazione si ottiene la forma di grado 2: ¥,=d0,;
e cosi via. (by... k)

Indicheremo con 6,,., la forma di grado m — 1 nelle n — ! 4+ m varia-

bili o, .0MFmny,. M., 0, cai si giunge dopo m (<) successive applicazioni
hy,. By

dell’ operazione <k» e con ¥, la forma di grado m che se ne ottiene per

differenziazione :

(751",'..15,,1) (/51:‘-’~km)
8.1 I =d Opy.
(kl-ukm—i) (klv-‘km}

Affermiamo che le funzioni %ar,ﬂm_ﬂ, 611.__%_1 coefficienti delle forme
Uieppy)  lhty)

Fm—s, Om, sono date dalle tabelle (8.3), (8.4) che seguono.

Prima di scrivere le (8.3, (8.4) premettiamo alcuni simboli e convenzioni
di secrittura :

i

Zf, ” ; rappresentano risp. somme e prodotti dove l’indice j percorre
ELk ik P N N : .
Uyt Loty gli interi 1, ..ix,.x1.., ® (con esclusione cioe di k,, .., k);
Z rappresenta una somma estesa in corrispondenza a tutti i gruppi
e =m d. . . . N , N
i interi e,>=0 <coluzioni dell’ equazione X e, = m (essendo
¥

r=1, ..[x.k)l., n, secondo risulta dall’ espressione cui ci si
riferisce);

(8.2) 9;11.::.[]7::‘..7%]..‘8” — ; (Ok, + oo + ox, + oj)—(1+ej) .
U6, k)



8.3)

8.4
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Cid posto si ha:
(k k )

wm
u ki, K
%-k ?cm__l—('—‘ 1)(“)(m—1}!c‘ BRLIS -, Z Qf‘ {;_i] En
Xer=m——1
kL k 3
R
+1 k. k)]
&kr"kﬁﬂ—ﬁ‘kp-i-y"km——z (—1 )( ) (=2 6y oy oy Ty Z 3agel [l:_‘
e a=me—1
@=fkiy o, by p=1,., m—1),
(Ic 1)
(*) le & .4, 80RO emisimmetriche rispetto agli indici bassi;
(k ..k& )
R,
(3) sono nulle tutte le &“4”-7‘;11-1 con pitt di un indice basso diverso dagli

. indici alti;

dove va notato che le espressioni scritte, stanti le condlzmm (*), (*), permet-

ko k. Uy k)

o cme—y

tono effettivamente di ottenere tutti 1 coefficienti %ﬁl___am_‘ della forma %,

nelle n — -4 m — 1 variabili o, ..[s, z] ..y Gn, giacche gli indiei a,, ..., oy
possono assumere soltanto i valori 1 Kppses Byl M3

/(k‘m'm (m) [ke . k)]
Ok, = (— 1\ — 1)V o, trpk o > Qi ikt
Ze=m—1
(kimkm)
_— L : [heE e,
Ok, .. oyt B (——1)(2)'*” (m =20 &y ., Jep oy y KL Oy 2 sasekl S

2 g ==t

ek, ..,kb;p=1.,m=—1)

®km%--am—2:0’ COM &y, ., Oy indiei qualunque estratti da 1,..lk,.,. k., %,

& k 3
oo
(°) le ®%~4m—1 sono emisimmetriche rispetto agli indici bassi,
. k)
\(8) sono nulle tutte le @a‘,__a
ku ey km—-1§

con pitt di un indice basso diverso da

et §

con analoga avvertenza a quella indicata per le (8.3) tenuto conto che la
(}c1 )

forma @m_1 dipende dalle variabili o, ..ltny, sk, On, onde nei suoi coeffi-
A 7”

cienti 8%-.-1"1—1
1y by s skl s B

gli indiei o, .., ®%m—1 possono assumere soltanto i valori

Dimostrazione delle (8.3), (8.4).
9. Per dimostrare le (8.3), (8.4) procederemo per induzione, cominciando

con l'osservare che le (8.3) sono esatte per m — 1 = 1. Invero esse forniscono
k) )
allora le funzioni 9y, ¥, (x=kk,) del tipo (7.3) gid determinato, con I avver-
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tenza che nel caso attuale si parte, anziché dalla 5*0 in »—1 variabili
espressa dalla (7.1), dalla ¥, in » — [ variabili seritta al prinecipio del n. 8.

Lia dimosfrazione sarad percid compiuta quando si sia provato che: 1) si
passa{kdalle (8.3) alle (8.4) met?;al:te; I’ operazione «k» per k=1Fy,; 2) 1%‘ tun-)

. TorxFs

zioni i%%“% coefficienti della %, quale si deduce mediante la (8.1) dalla B O,
di coefficienti (8.4), hanno la stessa struttura delle (8.3) in cui si ponga m
in luogo di m — 1.

Per provare il punto 1) basta osservare che ' operazione « k » (n. 6) per
k =k, fa passare da ;" V” ]”’] “noad Qiﬁ‘,‘j‘[f;;“k’l"‘%, come seguz ovviamente dalle
8.2).

Prima di passare al punto 2), conviene premettere alcune identitd for-
mali concernenti le funzioni Qf ”‘ fl-2n o le loro derivate.

10. Ecco le identita :

)
. d RIS ke g,
(10.D) 30z Z Qzll[k; [ - — Z 9211 I g).,e ;
P 3 Sr:!“‘-l Sel =
02 3 Y epimd = 3 gl (L +e)
é‘g;; 2 =p—-1 25,,:-1.;.——1 Oy + 4 ka -+ Ty,
— Z e gsx [k1 g,
- b
el =
a PR LR 21 S
e 1T (GO ] S Fy ,
(10.8) dor. < Zwl%ggklmkm — —(P'“‘I) Z st)El [1 e ns
P T el =
3 [k Eilc fJh L,
(10.4) af&-H Z aagﬁ 1o fgl. gy — Z gag Bgi; 3 1 Eyl e
3 Z £ :p,—i 3! :Pv

dove supponiamo p intero =0; p=1,.., m; o, B==k,, .., &k e a==.

Nel seguito dei calcoli per provare le precedenti, indicheremo succinta-
mente con Q¢ la funzione definita dalla (8.2), considerando ¢ come rappre-
sentante simbolico degli #» — ! indici e, ..[x,..40...
deferminare la funzione.

Si ha intanto:

, &, , che servono in effetti a

(10' 5) 3 96 — Z Qe ] - (1 + 3474) .
ackf, Ze=u—1 Esmp.———l [kln-k]L] Ok + .t ka + GJ

Ora si osservi che tutte le soluzioni intere non mnegative €, ... .&)...

dell’ equazione X ¢’, = 1. possono ottenersi dalle analoghe soluzioni e,,..[t,..k}..., €,

dell’ equazione I ¢, — g — 1, assumendo
r
3 ! —— ’ — ! — ] ]
(10.6) gy =g, B, =g, =41 g =g, ., Ea=gy,

(=1, .k K., ).

42
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Ne segue che il secondo membro della (10.5) non & che una combina-
zione lineare di prodotti del tipo

(10'7) II; (le e "!"‘ ka ~+- Gj).(1+5’i)’

(k.. 7]

essendo &', ..if. 1L, €y tutte le possibili soluzioni intere non negative del-
I'equazione I,¢, = p. B facile contare quante volte appare il termine gene-
rico (10.7) nella combinazione lineare. Infatti gli interi ¢’; in (10.7) proven-
gono, nel modo detto, da » — ! gruppi di interi ¢;. Fissata I’ attenzione su
quel gruppo per cui ¢; =¢, + 1, il coefficiente che in corrispondenza compete
al termine (10.7) & proprio, come risulta dalla (10.5), — (1 4-¢;) =—¢/;. Se
ne trae che il termine (10.7) compare complessivamente col coefficiente
— 2; ¢/; = —p, uguale per tutti i termini. Il secondo membro della (10.5)

equivale dunque a
—_— 2 Qe ,

2 gl==p

ed & cosi provata 1’ identita (10.1).
Passiamo alla (10.2). La prima uguaglianza ivi espressa @ immediata.

Per passare alla seconda uguaglianza basta porre &;==¢; per ¢ = 1, ..z K]

e g,=c¢,-+1. Non si Ottenorono cosl tutte le soluzioni intere non neaatlve
dell’equazione X, ¢, = p, ma soltanto quelle per cui ¢, = 1. Tuttavia & lecito
considerare anche le soluzioni per cui £, =0, giacche, stante il fattore mol-
tiplicativo ¢/, nel terzo membro della (10.2), nulla si viene cosl ad agginngere.
La (10.2) & pertanto completamente provata.

Per dimostrare la (10.8), si ha infanto:

ks =Y @ Z] e (l gy

ca i '7
90k, 5. 509 S S

cioe, con la posizione (10.6) e ragionando come sopra,

a I 7
5o £, = Zj Z Qe'(— e,ep)

» Ee——p.—-l [kl...kl] pIIES

= Zy‘ Z Q(— &6y + Z Qef— — 1)’

aky.. 0y} Ze'=yp Se/=p

= Zj Z Q(— e'.e'y) + Z o2

[k} Ze'=p Se'=p

=—p Y O+ )j Sesy

Zerz==p Ze/=p

Segue quindi la (10.3).
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Passiamo infine alla (10.4). Si ha:

Sy e ¥ oo —uwlre
o008 5, G o+ Gx;m —+ Og

=p~—1 Ze=p—1

Si ponga ¢, =¢; per ¢ =1, .Bk.kl.., n e ep=1¢z+ 1. Siccome si & supposto
a3 & ¢, =¢,, onde risulta:

tenuto conto di un’ osservazione analoga a quella fatta per provare la (10.2).
B cosi dimostrata anche 1’ identita (10.4).

11. Ritorniamo al punfo 2) del n. 9. Si tratta di applicare la (8.1) per
(1ol (.. )

dedurre le ¥, , dalle @“1---0‘}71-——1 fornite dalle (8.4). Sappiamo dal n. 4 che,
quando valgono le (4.3), la (4.1) si esplicita nelle (4.4). Nel nostro caso siamo
appunto in simili condizioni: k essendo sostituito da k%,, ! da m, le n varia-
bili 6,,..., o, dalle w — ! 4+ m o, ..k, 4., 0, la (41) dalla (8.1), la (4.3)
dalla terza delle (8.4), e infine la (4.4) dalle

3 e k.. k)
‘ é‘g; ®a1...am_1 - %km%-u“w—g
(11.1)
. - 3 k) &, .. Eyy)
21‘, (—1 ‘é;;‘ ®ai...[ﬂ...am - ’S'ai...am (0 ) seny % = B).
ki r

Avuto riguardo alle (8.4), e alla identitd (10.1), si ha dunque:

(ko) (o ) 3 gy

(11.2) %’(‘pﬁm = (— 1)m—~i %"fmka"'k""—q: {— 1)m-1 55_];: 8 &

g0+ g

H-t-1
= (— 1)( % ! O, iy ke Oy 3y QiyEreite .

Ze=m

Si ha poi, per p=1,..., m — 1, in base all’identita (10.3):

) (ko) (k)
(UL3) By by iy =(—1) Vot ot SN T e Bk by
m
w1y . 4
= (— {)( 2 }r (m — Ug Gy ki ok, Oy Z Ezgix’.'.“'[f;,,kﬂ...ln ;

Xg,m
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mentre per p = m, tenuto conto delle identita (10.3), (10.2), viene:

(ki__]cm) n—3 a k ---km’ . a {ki“-knz)
— 7—-1 e o e n-1 "~ .
R i P
m—1 3 Gk 3 By
— __1ym Y 1yt -
;r( D7 ey Ot (D5 O,
» A

w1 | nm—1
== (= 1)( ) (fm - 9)!0- ) 6n§' Z!r {1_ Z e, 5: [L1 -

| 7|5 3 e, =m—1

[+ 72
(m—l)—'{’ Z ’9/1 ;,{:n‘ i }+

q
% 3ol =

RV D - = S L YR H

% 3 ge=m—1 3l e=m

-1
o= (— 1)(mér )'H(m — 1) Vo, bk Oy } —1— Z 1+ s,QQ?;fﬁL;-"z]”-En —

o
&3 e, =m—1

Gk1+vov+ckm+cq Z ¢ Qsl [kl I‘t] “r+ _.’_:' 2 E'mgzil"'gl'"kl]‘“srn( i
Gy 2l Cn 3 gf v
Stante 1’uguaglianza tra secondo e terzo membro dell’identita (10.2), i
primi due addendi entro 1’ultima parentesi graffa si elidono, onde risulta in
definitiva :
Uk )
ke " T k..
(11.4) 8-,%1 km—ﬂ:(“’l)( :) (m— 1) oy kg 2kt kgl O E £ Qg“ - then
Ze=m
cosicch® appare che il risultato conclusivo della (11.3) resta valido anche
per p = m. Uk, )

Ora il confronto delle espressioni delle &;:ﬁ; _, date dalla tabella (8.3)
k) ke

con le espressioni ottenute per le &;:“,‘m mediante le (11.2), (11.3) (per
p=1..., m) mostra che queste due ultime hanno la stessa struttura di quelle

fornite dalla tabella per m in luogo di m — 1, quando perd si sia verificato
UL

che le &, o, soddisfano a condizione analoga a quella contrassegnata con (%)
nella (8 3) kK
- " . » .
Si tratta ciod di verificare che ogni &, , con due indici bassi. almeno,

diversi da k‘, ey Km. € siano o, B {a=Ef), & nulla. Se tra i rimanenti indici
k ) 3 h )
. -

ve k. la 8- ..o considerata pud scriversi unella forma %k By, gy © S
7/5

ottiene con la. prima delle (11.1), onde proviene per derwamone da una
¢4 h )
-

Ve con due indiei =« 3 diversi da k. ... kn, cosicehé & zero in
1 Py
bage alla condizione (3) della tabeila (8.4).
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&k B D
o
Se invece non appare l'indice basso k, nella &@1”% considerata, essa
(G
£ m
pud scriversi g, . (%, s Oz 4= k), © si ottiene dalla seconda delle

* k )
(11.1), onde riesce comblnazxone lineare di derivate di m . ., delle quali
m —— 2 sono seng altro nulle in base alla citata condizione (3). Le rimanenti
danno :
p) (himh } 3 [

m i m
('()aa

B¢,

h k)
1m

aad’i“‘@m—? - aga

(11.5)

gy E—Gé 1 Fm—p

& B
Ora le due ©.. a 29 membro nella (11.5) sono anch’esse nulle in virtd
della (8) ed & quindi nullo il 1° membro come vuolsi, a meno che gli indici
%y, e, %2 (tra i quali non v'& per ipofesi k,) costifuiscano una combina-

rione estratta da k,, .., ku—1. Sia (%, .., &m2) =&, ..[0).., kp-). Viene:

i 3 k k > ¢ koY
“ i“'}"m> a ¢ & m ki"'ﬁm

d
B P F ey Jo,, 8&1'"/"@-"1*8&2)-!-1":‘%—4 dog @?‘1“‘i“¢~15‘3‘i@+1"~""m~x ’

J .k )
1o F
cosicché la verifica dell’annullarsi di %‘aﬂki"'[p]"'km""i gi riduce alla verifica
della simmetria rispetio ad «, 3 dell’ espressione :
3 gy

(11.6) = o

. 20—17]5 g m'—‘i *
%8

Valutiamo la (11.6) avuto riguardo alla (8.4) e all’identita (10.4). Si oftiene:

Tht "y
(~-1)(~’/‘ (M6 [k, h, 7 3B, o] Gy Z e, Qi [’” Tkt 5y 3 o€l Q ;/1 1y,

e e=m—1 Ze,=m

-

e, trascurando un fattore simmetrico in «. B,

PO 2 - S 4 EICT {0 % -1
E g, Qb o E e’ g5 et —
% g‘i"‘km }3\‘ %= B ki"’ka
i, =m

¢, =m—1

Mo — (o, + e+ ox + Op) 2 ¢ ,88Q + (ok, -+ . + O ) 2 e & gQe"

2 s=m—1 el=m Ig'=m

Posto ¢’ =¢, d=1, .k k)., n), &p=¢5—1 e tenuto conto che nelle
espressioni precedenti possono trascurarsi le soluzioni dell’equazione X&', == m
con ¢g=0 (perch® in corrispondenza ad esse & nullo il contribute nella

somma I ¢ ,gzQ), viene:

Yo Y LU D (G 0y ) Y €, =

S m—1 Xt —=m—1 Ygl=m
1, nQyar” kKL s .k K
- Z s% Sﬁ Qﬁtl"'ﬂm " + (Gh a Gk ) Z E 78 ')le"‘km '
St el Sef=m

espressione quest ultima la cui simmetria rispetto ad «, § ¢ manifesta.
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B cosi compiuta la verifica suddetta e riesce pertanto completamente
provato il punto 2) del n. 9. Dunque la tabella (8.3) & valida per m—1=1, 2,...,1
e la tabella (8.4) per m —1=1. 2,..., I — 1. A noi interessano;per i valori
massimi di me — 1.

Determinazione delle forme nucleo ¢,.;.
12. £ opportuno che riscriviamo la tabella (8.3) per il valore massimo di

m— 1, ciod m—1 =1 8i ottengono cosi le funzioni coefficienti della desi-
By, K

derata forma &, di grado [ nelle » variabili s,,..., 5, (n. 8). Si ha:

)
vy 11
F[ Fpy,.n, = (— 1)( ¢ )l Lo, . dm..k).. g% Z 9?;.'.{20;“'kz]-"%
Se=l
k. k)
1y R ’ g
&k““kp“-“iakﬁ+i"'hl =(— 1)( =) oy ik ke aky R Oy 2 eaga[k; it
Se,=l
(12.1) ¢ (ekk ,u, b3 p=1,.,10)

® k)

(*) le ’3'“1‘“3‘[ sono emisimmetriche rispetto agli indici bassi, i quali possono
assnmere tutti i valori 1,..., n;

(ki"'kl)

() sono nulle futte le %'%“0‘

1 indiei alti.

, con pilt di un indice basso diverso dagli

(klx'&l)
Le (12.1) mostrano che la forma &, non @& simmetrica rispetto alle

variabili o,,.., o4, ’asimmetria dipendendo dalla scelta degli interi distinti
[

. 7 % , .
ko .k fra 1,.., n. Si hanno dunque (l) forme &, diverse, da ciascuna
ey, )
ok

delle quali pud ottenersi una forma nucleo —CEn—‘H diversa (un. 3), e in definitiva
altrettante formule integrali (# + /)-dimensionali distinte. Procedendo poi
similmente al n. 7, si possono compendiare tali formule in una sola conte-

nente parametri arbitrari, ma di cid ci occuperemo pitt in la.
(It}_,_kl)

In base alle (2.3) si ottengono per la ¢, i coefficienti:

mi"""f (H—l) _ B _ B oL
Phpy = (— DN 205, — ) by (B — G Dy Qg0
Ze=l
G, 0 )
-y ety o B -
(12.2 kl=(_1)( g (I—1z,—C )tk kBl (Ba—C0) Z %Qi‘;jj&l"“ thetn

2=l

2 N R 7 0 SPT SO
’ (“zizku"';kl;pzlr"'?l)
|

(*), (3) condizioni analoghe alle corrispondenti del gquadro (12.1).
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Determinazione del i° membro delle formule integrali (n+ {)~dimensionali.
13. Sappiamo ormai (n. 3) che 1'integrale:

(kxz/f )
(13.1} /\f(zgy seey zn) C?n+;

rn+g

& regolare sopra ogni ciclo I'y.;C Roy — Tan—s12, essendo Ry, la regione di
regolaritd di f(z,...., #x), e che il sno valore non muta sostituendo I',; con
un qualunque ciclo omologo entro Rg, — Ton-so. Abbiamo ancora un passo
da compiere: esprimere questo valore mediante il valore della f nel centro

0%, , ... wn) della varietdh Ty, o o. Si otterrd cosi il 1° membro della formula
Uy,

integrale corrispondente alla forma nucleo ¢,;.
Al nopo occorre supporre che sia:

(13.2) e B0 in (Bow  Ton—z—) + O,

perché c¢id permette di sostituire nella valutazione di (13.1) il eiclo T,y con
un ciclo ad esso omologo entro Ry, — Tsy—p-2 e comungue prossimo ad O.

Invero la 13.2) significa 'esistenza di una varietd (» + [ 4 1)-dimensio-
nale (eventualmente singolare) V, 11 C(Rpy — Toy o19) + O, tale che

(13.3) CViprrry = ey,

essendo ¢/ un conveniente intero non nullo.

Possiamo sempre assumere la varieth V,...1 passante per O, previa
Ieventuale aggiunta di un ciclo (» -+ I 4 1)~dimensionale passante per O
e contenuto in (Rew — Tou—s19) + O (*'). Ora, sia U,y un intorno di O su
Vpoie1, cost pieccolo da appartenere per intero ad un #n-cilindro Co, (IIL, n. 2)
a sua volta contenuto nella regione aperta R, (la guale si suppone conte-
nente 0). Se I",; ¢ I’ (» -+ I)~ciclo contorno di Uuii4, si ha

CVoutrrg — Unirp) = sy — T,
cosicche risulia

(13.4) eucolluy in Bow— Tonas.
Abbiamo dunque che !’ integrale (13.1) uguaglia il seguente:
1 U,
(13-5) fo(z“ ser s ch) Oyt
oy

{(37) D’altronde, qualora esista una V,,;,,; non contenente O e soddisfacente la (13.3),
vuol dire che I,.;20 in Byn— Th,—si—s, ¢ quindi 'integrale (13.1) risulta nulle. La for-
mula conelusiva (16.5) & allora senz’ aliro valida, perch® in tal ecase riescono aneche nulli
tutti gli indici Ny,...s, che definiscono lo stato d'allacciamento di Tt con Tyn—p—y {cfr. per
n=11il n. 1 del § III e per il caso generale il successivo n. 20).
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Ora, siccome il ciclo 1", appartienc all’ n-cilindro Cy,, possiamo appli-
care a I',,; la relazione di omologia (III, 14.3), che. come sappiamo (III,
n. 15), ¢ valida anche in Cy, — Top 2 e quindi in Roy — T, 5 4. essendo
Ayi™ le varieth definite dalle equazioni (IT1, 4.1), con r coincidente col
raggio di Cy,. Abbiamo ciod:

(13.6) F'n_‘ht S (— 1) Z N’J‘L--%Azl-f-“lml in Ry — Top o,
LIRS =7
dove

N';x,..’ll = AH (Ad.x...ouly Pl'n-}l)

sono i caratteri che definiscono lo stato di allacciamento di I',.; con la
varietd b, oo (111, n. 13).

D’altronde, in base alla proprietd fondamentale degli indici d’allaccia-
mento (I, n. 8), tenuto conto della (13.4), & immediato esprimere i caratteri
N'y. .2 in funzione dei caratferi

(137) Nan...al = All (Aal...'xla Pn+l)

che definiscono lo stato di allacciamento del primitivo ciclo Iy con Ty g1 s.
Si ha precisamente
4 ——ee
N Flawnly tNd«l...dl b

cosicche la (13.6) diviene:

(138) Fl“"f—lx (— 1% Z Nm“ﬂlA:‘Ll_E“Z“l in Reyp — Tonsis.

n<..<oy

Sostituendo allora nella (13.5) il ciclo 1",.; eol 2° membro della (13.8),
com’ ¢ lecito, I’integrale (13.1) si riduce a:

.k
(13'9) (—— 1)l Z me...ocl [f(zi DRLLE] z‘ﬂ) Prtl
ML ety "‘a "
Anii-'i 1

Finalmente si osservi che 1’espressione (13.9), in quanto ungunaglia (13.1),
riesce indipendente dal raggio r di Cy, e delle varietd A47%;". Facendo ten-

Tl

dere r a zero, (s, e le 4" tendono al punto O, ..., {u): percid, attesa la
continuith di f(z,, ..., 2.), 1'espressione (13.9) pud sostituirsi col suo limite:

ey ,;;k l)

(_ 1)lf(:1 3 eeey Cn) lim Z N’L}...dl CP'M*H .

7 e 0 n<..<zy o
Am,.ial
T
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il quale uguaglia altresi:

Uy, kp
(1310) (— l)lf(cu seey Cn) Z N”’"“"lf Pu-t1y
... Lay o
Az

giacchd (13.9) riesce indipendente da r anche quando si assuma f(2,, ..., 2,)=1(*%),
La valutazione dell'integrale (13.1) & cosl ridotta a quella dell’espressione
(13.10), e infine degli integrali:

" k) .. _ B
(13.11) // Pl = Zn<.,-<r, P By s vy By Zpyy ey B
5K 5 {27 s 2
An‘—’rl L Anl-;-z !

14. Ricordando le equazioni parametriche (III, 6.1), della varieta Ay%i*,
s8i ha sn essa:

dlz;, 7)) =.dreds, re=%=r'd0;, 8)=0 (=1, Ir.a., 0)

(141) — 8, 10, .
d(zapa za,p = d(?ape ®, Pazpe )= Q@Papdigap s ?ap) (p= 1; vy )

3
quindi degli (» -+ !)-differenziali d(z,, ..., #4, Em ,_ETI) che appaiono in (13.11)
& diverso da zero su 473" soltanto d(z,,..., Zn, 24, ., 2,). La (13.11) pud
percid scriversi semplicemente :

. b [
(14.2) f Pl == Popa, MRy 5 ey Bny 2oy ones Za,)e
f2s PR 2 [~ S RN~ 3
A A

Per le (III, 6.1) e (14.1) su 433" si ba poi:

- T\ ou UCIE R LT B 9
A2y s Bny Rayy ooy o) = 2 o, ... Pxg PR TG0 ey By Py e ou),

e, avuto riguarde alle (12.1), (12.2),

)
(01212 )0, 9

— pl—n
c?acl...ot,/ =r e al,..al(ci y ey G’n)y

onde 1a (14.2) diviene:

(lilmltz) (1’:1.__3:3)
- — in 1
f In1 =1 fz Poy »er Pfxl 8‘11...11(64 9 "oy Gn)d(ex 3%y e”? Poys ey Pal)'
<3P Ay, 0
A" A

{38) Considerando il caso in cui tuiti gli indiei Ny,...»; siano nulli tranne uno, si trae
che ciascano degli integrali (18.11) ha valore indipendente da 7, ¢id che si poteva assicurare
a priori in quanto la forma @..; ha grado di omogeneitd zero. Sulla base di questa osser-
vazione era anzi lecito presumere che le funzioni Doty coefficienti di $n+L, supposte razio-
nali omogenee, dovessero di necessith avere grado — (4 1). Cfr. nota (%3) al n. 2.

Annali di Matematica i3
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Ricordiamo (IIL, n. 6) che I’orientazione della varieta Anii" & quella
determinata dall’ (n 4 l)-edro (d,, ..., d., do,,, ..., dp,) o, cid che & lo stesso,
(db,, ..., dby, do,,, .., do,). Consideriamo allora, nello spazio euclideo reale
n-dimensionale E, (s, .., o,) rappresentativo delle variabili reali o,,..., 6y,
le varietd parallelepipediche I-dimensionali, che indicheremo con Bi"™, di
equazioni :
(14.4)

\ 6, = .Jur.g),. =0, =§

) 0<o,<s, ., Ogoalgs,

ove si & posto s =1*, orientate in conformitd dell’l-edro (ds,,, ..., do,). Inte-
grando rispetto a 6,,..., 6, nella (14.3), questa si trasforma allora nella

Uy, ) ey
{14.5) f Purt = (2n5)" V.0, MOy w5 G2
A% B?L..oc,

[

Siamo dunque ridotti cosl al calcolo di integrali multipli delle funzioni
(ki'“kl)

razionali ¥, .. Tale calcolo si presenta estremamente lungo se affrontato
diretfamente; riuseiremo perd ad evitarlo del tutto usufruendo (come si &
detto al n. 1) delle relazioni tra le forme &,, ©,_, considerate nelle pagine
precedenti.

15. All'unopo si osservi in primo luogo che la (14.5) pud sostituirsi con la

£y, k) ;o by
(15.1) j Pt = (2mE)" / ¥y,
A;‘él_'i_'_i“l By

ey, k0
-5y
perché i differenziali d(sy,, ..., o,) che appaiono in &, sono diversi da zero
su B soltanto in corrispondenza ad indiei y,,.., vy, che costituiscano

una permutazione di «,, .., ;.
) by, Ky

Ora, sia la forma &, , sia la forma ®,_,, da cui la prima & ottenuta
per differenziazione di CARTAN (come indica la relazione generale (4.1)), sono
regolari su ogni B ™, giacch® per entrambe le forme nelle funzioni razio-
nali coefficienti (espresse rispett. dalle (12.1) e dalle (8.4) per m =1) com-
paiono a denominatore soltanto espressioni del tipo

Ok + oee =t Oy -+ Gy

con j=Ek,, .., k;, le quali non sono mai nulle sulle varietd di equazioni (14.4)

Ju base alla formula di GREEN-STOKES generale (II, n. 6), pud percid venire
Gy, K

sostituito Vintegrale a 2° membro mnella (15.1) con Vintegrale della forma ©,_,
sul contorno della varieta By ™.
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Dalle (14.4) risulta immediatamente

! o
(15.2) @By = Zp (— 1)”"[Bfii'[p]"'“l . O?ﬁt{“@ﬂ“ﬂ““i"'“l},

i

ey -

dove ¢'indiea con Bi:;™—+ una varieta del tipo gid definito ma di dimensione

-]
I —1 anzich® I, e con City7r—1"r"p+1+™ la varietd di equazioni

| 0= g, = Gy == 8, G% = 0,

1.-‘ B
( 9 3) g O é cﬂ; és, ...{P},.-, 0 S Uagss7

con 1'orientazione definita dall’ (! — 1)~edro (do,,, ..[pl.., do,). Si noti che
O7yr—1%%+1-" coincide con la varietd By dello spasio euclideo (n—1)-
dimensionale B, _, (o, ..[2l.., 9,).

Risulta allora:

ey, kl) Gy, Bp " oy, Jp)
(15.4) Z (— 1yt S [ 0, — / 8,1
o o o
ng.. o B?ﬁ{[pl'“a‘ Cg-l-'i'%_‘ap%""mdl

D’altronde, ai fini della valutazione dell’espressione (13.1) che a noi
interessa in definitiva, non occorre il caleolo dei singoli integrali (15.1), ma
soltanfo della loro combinazione lineare

£ 0 )
(15.5) Y N j sy = ()" Ny / §,.
2<... <0 n<.. <le

Aal a; Bon <44

Mediante la (15.4), la combinazione lineare a 2° membro nella (15.5) si
decompone in una somma di integrali sulle varieta B,_, e di integrali sulle
varietd C,_,. Gl integrali della prima categoria danno complessivamente:

)

1
2ni)” Z Z,, (— Dp”iNaz.--azf Biss
<. <oy 1 Bza‘_l_'"[p]mal

thy.. kp
cios, a meno del fattore (2n7)”, I’ integrale di 8,_, sulla varieta:

14
2 Zp (— 1P~ N Bat [Ploy o Z Ndpm..«[p] .'%Aal...[p]...zzl (*)

3T 7 B | a1 s 8]

1
= El——"—]-) ! Z zh th Ay % B Ay

LIT ,al_‘?[on a1

(89) Si ricordi I’ emisimmetria dei simboli Ny,..s, (111, n. #8).
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varietd che svanisce identicamente a cagione delle relazioni (III, 13.6) inter-
cedenti tra gli indici N, .. Gl integrali della 1 categoria non danno quindi
aleun contributo.

Quanto a quelli della 22 categoria, estesi sulle varietda C,.,, si osservi

innanzi tutto che dalle (15.3) risulta che su Cftj®—1*%+1-" & diverso da zero
[

il golo (I — 1)-differenziale A(Gy, ; Ao, Gy), onde ®,_, siriduce ivi alla sola
forma monomia componente

Ry, B

(15.6) Os, .51.lGn, s DL, G2,
Ma, come appare dalle (8.4) per m =1, la (15.6) contiene i fattori

Sy ...[al,...,ocpwi,acp+‘,....al,/q]... y On,
quindi in particolare o, , a wmeno che sia a, =k, Siccome o, =0

-}
su Ofry%e—1%%+1+%1 | ne segue che il contributo degli integrali della 2% cate-
(By ., Jp

goria si riduce all’integrale della forma ®,_, considerata sulla varietd
1 o
J — [ TR SN 7. AL PR~ B
(15'7) - le %a!<...{}l]...<a;(— I)p Nai...ap_ik;ap+i...agCL—-1 Cat e _
1

<
Fre ik
=(— 1y Z“1<"'<“l-g Nal...ab__ikzolil -
L5

Ricordando le (6.2) si ha & altronde che su Cfi™—1 ove oy, = 0, risulta

(g, B (hy,  kp
[ B, (3, ey U")]"kz“_“oz F1_i(0,, A, Oy),

dove si & messo in luce che la forma a 2° membro dipende dalle sole
variabili o, .0k, o4

Nello stesso tempo, conformemente ad un’osservazione precedente, la
=3

varietd, Ciy™1"! coincide con la varietd Bi*y"*—: considerata nello spazio
Eu—i (6, .0x.., 0,). In definitiva risulta:

Uk (k. kp
(158) Z Nai...al [ ¥y =(— 1y Z“1<--'<“l N"‘y--"‘l——iklf 61-—5

v k ©
SN Blm.‘ %y Ul 0211..1.&[..1761

Uy,

— : 3

=(—1) iZ]ld’1<’"<al““i —Nai‘.‘ag__ikz\] ;s
1

(22 PO S
By

con Uavvertenza che nel 3° membro della (15.8) la varieta B2y e la forma
Gy, kp

¥,_, vanno considerate nello spazio E,_, (o, .[k.., Gp).



E. MarrineLnr: Sulle estensioni della formula integrale di Cauchy, ece. 341

Con tale avvertenza, il passaggio dal 1° al 3° membro nella (15.8; pud
riguardarsi come una formula ricorrente, la quale, applicata iteratameunte, da
per Vintegrale in oggetto le espressioni successive:

(Ryanky. o)
' ]
111} 2:
(_ 1) & i Zi]<m<o'.z_2 Na{"'“l—zkl—gkl f '3' —
1— %1 ¢
' By

da considerarsi nello spazio H,_, (o,, kK., Gp), €ce.. 8ino a:

da considerarsi nello K, 111 (9,, [kykil, Op)
Finalmente, applicando la prima uguaglianza espressa dalla (15.8) per
! =1, si ha

H-t %)
(15.9) (_" 1)< 2 )Nk‘...kl 80)
cf‘
dove la varietd G‘:fi dello E, ;.1 siriduce al solo punto o, = .[k .kl =0, =3,

(£}
or, =0, nel quale deve valutarsi la forma di grado zero ®, nelle variabili
G, ~lkgkile, Gy, ciog, come esprime la (7.2), la funzione

5 O, wlk kgl O
(15 10) 9, =0 = it " )
(°’°1 + G,) lk kgl (O - On)

Siccome la (15.10) si riduce ad 1 nel punto G’El, si ha in conclusione

_ (}C].;.kg) (I_I_l)
(15.11) 2 Nai...az Yp=(—1'? Nki...klo
ooy _—
Byl
Abbiamo cosi valutato la somma di integrali (15.5), che ci occorreva per
la determinazione del valore della (13.10). Essa riesce indipendente dal rag-
S1ennCi]

gio r delle varietd 4,7 (come si era previsto; n. 13), e da per la (13.10)
il valore:

1 1
(— ) EHamy Ne sy FC, oy G

Riandando al n. 13, si conclude che abbiamo cosi stabilito la formula
integrale (n -+ l)—-dimensionale :
Gk

1
(15.12) (— 1)(2)(2Tti)"Nk‘...kl [ ws G = f [@osees 20) Pusre
Fn—l-l
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Espressione esplicita delle formule integrali generali

16. Per scrivere in forma esplicita la (15.12) conviene introdurre qualche
simbolo.

Nello spazio euclideo Sz, rappresentativo delle variabili z, ..., 2,, abbiamo
gia indicato con p la distanza del punto fisso O(C,, ..., §») dal punto P, , ..., 2x)
che descrive il cielo I'yy;, ponendo cio#

(16.1) o= Dyle — 5= — 4 — 5.
1 1

Sia 83" lo spazio 2m-dimensionale caratteristico, subordinato ad S,
di equazioni
z—C,, wdglesy B = Gy
Quando si pensi S, come prodntto topologico dei suoi piani caratteristici
per O =, ., ®, (III, n. 4), immagini risp. di rette parallele agli assi
2,, ., 2y dello spazio complesso (z,, ..., 2), lo S5, ""= appare come il prodotto
topologico subordinato Ty, X oo X Ty Ebbene, indicheremo con Py, la
proiezione ortogonale di p su Sz-%m, ciod porremo:

(16.2) Pil...a = Zp ‘ Ba, cap |2 Zp gaﬁ (zap zmp) = Zp P:p:
m i T

per guisa che, in particolare, si ha:

k3
(16.3) =0 ,= et
1
Ricordando la (8.2), coi nuovi simboli pud scriversi:
(16.4) o e | sl
kRl
i

Non v’& che da sostituire queste espressioni nelle (12.2), quindi giovarsene
l +1
per rendere esplicita la (15.12). Dividendo per il fattore (— 1)\ 2 ) ! perveniamo

cosl al seguente risultato.

Per una [z, ..., 2,) olomorfa in una regione aperia Ry, di S, conlenente
. . . 7"
il punio O3, , .., Cu), sussisiono le ( !
corrispondenti alle combinazioni k, ..., k, degli inferi 1, ..., n

. (275@)

formule integrali (n + | -dimensionali

(16.5) (-1 N, (€5 oy T) =

V= = = —2(1ts; -
[f(z| gy zw);(zi"‘"Cl)"'[ki"'kl]"'(zn'—gﬂ) Z kIIj Pki‘(_,i:}’)d(z, yoves By Rl yeery zkl) -
- Seg=l [k k]

1 — ot w
on Z (8,—C, )o@k oy ooiglens(Z — ) Z &, I’L (m)d(zl, s R . ‘,zg By o0 ,zkl)(\,
11

K yenrkeg] Ze=l ok
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dove il ciclo (n -+ l~dimensionale I'.,, soddisfa alle condizioni topologiche :

1) Fu-;-z  FRon — Ton—a1 9 5
<IL:, n F%q—: 3 0 in (Bow— T2n—2}5—2) -+ 0,
(IIIn,l) Nai...az - AH (Aa‘..a” Fn+1),

essendo To, oo la varieta costituita dagli (l»:?: 1) spazi caralteristici (2m— 21— 2)-
dimensionali uscenti da 0, de equazioni
B, — Coc4 PRI zal-}-;. = CaH_i s

che si ottengono in corrispondenza alle combinazioni «, , ..., «,,, degli interi
1...., n, e infine essendo Aai...oq gli (9;) cicli che forniscono una base (non minima)
per il gruppo di BEITI (n — | — 1)-dimensionale di Tw, o1 5, secondo specificato
nel § II1, nn. 10, 11.

Le relazioni (111,.;) servono soltanlo ad esprimere i caratleri inleri Nou---%:
definenti lo stato di allacciamento del ciclo T'n,, con la varietd Tey s o (I11,

n. 13, dei quali ne compare uno per ognuna delle formule integrali scritte.
Tali caratteri possono anche esprimersi come indici di intersezione cosi:

(16.6) Ny oy =(— 1)els (g e0gB B Kgl_--_-lﬁu—t? Turil,

4
ove &, ..., B,, ., Bu_y € una permutazione di 1,..., n (cls indicandone la
classe) e Koot & 1 (m — l)-edro solido rettangolo, prodotio topologico di n — 1
semirette tp , ..., b, uscenti da O sui piani caratleristici g, 5wy Mg, g

Kppt=tg X o X b,
orientato in corrispondenza oll’ ordine delle semirette medesime.

La (16.6) segue senz altro dalle (10.2), (10.3), (13.1), del § IiI, tenuto
conto della definizione di indice d’allacciamento (I, n. 8).

OSSERVAZIONE. - Le (1;) formule (16.5' non sono fra loro indipendenti.

Infatti, sicecome i caratteri Nai---w sono legati dalle relazioni (III, 13.6) me-
diante le quali si riducono ad (%7 1) indipendenti, del pari accade che le

formule (16.5) risultano legate dalle corrispondenti relazioni lineari e si ridu-
cono pertanto a <n7 ) formule indipendenti. Tuttavia conviene avvertire

che (come si pud verificare facilmente giad per I=1, » =3) tali relazioni
lineari non sussistono in generale tra le forme differenziali integrande nelle
formule di cui {rattasi, ma soltanto tra gli integrali di tali forme. Val quanto
dire che le corrispondenti combinazioni lineari delle forme integrande non
sono identicamente nulle, ma sono soltanto forme esolfe in Ss — Top_o o
(I, n. 6. Nel caso I =% —1 le relagioni lineari di cui si discorre sussistono
invece anche tra le forme integrande (efr. il successive n. 17).
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Casi particolari.
17. Se si fa nella (16.5) I =n — 1 si deve ricadere nella formula (2n — 1)~
dimensionale scritta nella (9) dell’ INTROD. Come ora indicheremo si ottengono

in realtay ( n )
1w —1

sostanzialmente ad una sola formula integrale (cfr. n. 16, Oss.).

Scelta una combinazione %, , ..., k,_, di classe n — 1 degli interi 1, ..., n,
indichiamo con %, 1 intero residuo. I fattori PE .k, i) €OD § +k e, kay,
che appaiono nella (16.5) per ! =mn—1, si riducono allora, per la (16.3),
= p1.n==p, ¢ la (16.5) diviene:

=mn formule fra loro equivalenti, cosicché c¢i si riduce

a4 O,k K,

at (218)" . : e oo ~
(_-1) mei"'kn——if(C1}"'757&): f(zﬂ“'!z" ? d(zl’ z"" zk""'7zer—i)+

P?n—'i
1 n—1 _ = _ M
n—1 Zp (— 1)n“p(zk;p - Ckp)(n/ — Dp=™"d(z, , ., 2u, Ze,y Pl Zk”)g ’
1
ciod:
4.4753) hid -wi gk — -
( 1) Nk ’f,,._if(cl) 3] C")_" f(zla 21“( p d(zﬂ z") 2k‘,---[1’3-‘-,~ zkn)'
1 P

Loy
11 secondo membro non dipende, fuorché nel segno, dalla permutazione
k.., ks, degli interi 1, ..., n. Moltiplicando i due membri per (— 1)eis ...k
e ricordando che, in base alla (I1I, 13.3), pud scriversi
(— Dts kN = N,

la precedente diviene:

" - =

2 " g - I’ N
A7.1) é@"”l NEL(G, .. cn>-/ en) Y, (—1y pm(?fd(z&,...,zm 2,, oy )
t

F?’n—i
La (17.1) coincide con la citata formula (2n — l)-dimensionale. Infatti,
applicando al caso attuale la relazione (III, 13.4) tra gli indici d’allaccia-
mento, si ha intanto:
(17.2) Nte=N'=..=N":

d’ altronde, per la (III, 13.3). risulta:
Ne = All (A" Ty, ).
E siccome gli n cicli A® si riducono al punto O considerato negativamente
(III, n. 10), il comune valore degli indici (17.2) pud anche esprimersi con
All(— 0, Do) == All (P91, O)=[K,, Ton),

essendo K, una qualunque semiretta per 0. Si ritrova cosi la stessa relazione
(111, »-—1) scritta nell’INTROD.
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18. Passiamo ad esaminare il caso I =0. Se si fa I =0 nella (16.5) una
parte delle espressioni che ivi compaiono perde significato. Mostreremo
che, tuttavia, conservando soltanto la parte che ha significato, si ricade effet-
tivamente nella formula integrale n~dimensionale indicata nella (8) dell’InTROD.

Cosi facendo si ha invero

@ri)"Nf(EC,, s Cw) = [ F@ys s 2m)@, — C,) o (on — Clor2 . . 072d(3,, v,y 22),

ciod, ricordando le (16.2),

. [ e, 2
(18.1) @i NFE, ) e Cn) _f O i L CABE!

n

che & ben la citata formula, dove all’intero N, privo di indici bassi, deve
darsi il significato che risulta dall’applicazione della (III, 13.8), cio®

(111, ) N = Ntn = All (Ay%, Ty) =[Ky™, Tl
B questa la terza condizione, (III, o), di validita della (18.1), che avevamo
omesgo di serivere nella INTROD.

19. Nel caso =1 la (16.5) da, scrivendo p} + p; in luogo di o7, come
indica la (16.2),

{19.1) - (2ni)"Nkf(C1 y oy Cu) =
[f(z 2 ) C) _cn 5 1 O_Z(fu_,,jmz_k)__d(% ,zn,za)
(s vy B e L . ,
. l[;][f (ex +9;‘) e el 2,—T, g,

e le condizioni di validitd divengono:

(In, 1) rn-H - R?n —_ T2n—-iy
(Hn, 1) | P S0 in (Rop — Ton—g) + O,
(IIIn, 1) N,=All(4,, Pm}.t) =(— 1)4~1{K}£jf]'--” s Pn—l}-

Le formule (19.1) sono gia state date da me in [13] (*), scritte perd nella
forma simmetrica che le compendia tutte per i diversi valori di k=1,..., n
(cfr. n. 7).

Altre espressioni per le formule integrali generali.
20. Si possono porre le formule (16.5) sotto altri aspetti, mediante ovvie
trasformazioni formali. P. es., se si osserva che

O 7) B [N 1 )
Y el =1 Y Qe

[k o 'kl] Es_l Esjzl

(4%) Per i confronti col lavoro ecit, si tenga eonto che ivi si assume una definizione
dei coefficienti d’allacciamento diversa nel segno rispetto all’att iale.

Annali di Matematico m
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la (16.5) pud anche soriversi (moltiplicando per I, supposto ==0):

. @) “
(20'1) ( 1) (l 1) ! Nk k[f(CI g ey Cn) —
o . Az, ..., &n, ;k o 2)
ff(z; Jrery zn)(zi—'cx)"'(z”'“ Cn) Za 2 eoc H} fr ulj;j d = = !
Kok o=t (k] (2, —Ck )ee (7 — Ck;}
—B«H—l - _ -
i Q@ ey Bny sy By 2y, zkpﬂ ey Zay) i
T e, — T o (o, — G s — Gy — Gy ) oo (B — ) )

La (16.5), o la (20.1), non sono simmetriche rispetto alle variabili. Pud
esser percid desiderabile compendiare le 1;) formule che esse esprimono in

una solo formula simmetrica, analogamente a quel che si & fatto per il teo-
rema integrale (n + l)-dimensionale mediante la (5) dell’ INTROD.
Il caso I =1 si & gia trattato al n. 7. Per raggiungere lo scopo in gene-

rale basta eseguire una combinazione lineare delle (1;) formule (16.5) assu-

mendo come coefficienti parametri complessi arbitrari . .x;. E comodo
supporre i parametri Ax,.x, emisimmelrici rispetto agli indici. Si trova allora
senza difficolta :
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Le condizioni di validitd della (20.2) sono naturalmente le stesse (I, 3,
(IL,, 9, (IIL,, 7 indicate al n. 16.
Si osservi infine che, affinché la (20.2) sia adaftta ad esprimere il valore

della f nel punto O(Ci,...’, Cn) occorre assumere i parametri M‘...al soddisfa-
centi alla
DI IR, A
a1<...<al

cid che & sempre possibile, a meno che siano tutti nulli gli indici d’allaccia-
mento N%_,,al di Iy con Tou 2. Ricordando la (III, 14.3) appare che que-
sta circostanza si presenta allora e soltanto allora che sia

(20.3) Fupiao0 in Rpy— Ton—o9;
e, quando valga la (20.3), sappiamo a priori che il 2° membro della (20.2)

& sempre nullo perché la forma ivi integranda & chiusa e regolare in
R2n" T2u-2l——-2-
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