
Sulle estensioni della formula integrale di Cauchy 
alle funzioni analitiche di pifi variabili complesse. 

~¢Iemoria di ENZO ]~ARTINELLI (a Genova). 

S a n t o .  - Si d~ la completa dimostrazione di risultati generali enunciati in una nora pre. 
ventiva del 1946 (i), che a~segnano per le funzivni analitiche di n variabili complesse 
formule integrali di t+ipo CAVCHY con variet~ d'integrazione di dimensions qualunque 
comprssa tra n e 2n--1, in parallelismo con i gi~ stabiliti teoremi integrali di ugual 
dimensione. 

INTRODUZIONE 

Scopo di questo lavoro 6 l 'estensione alle funzioni di pi~t variabili  
complesse del 2 ° teorema, o formula integrale, di CAUCHY. L'  analoga estensione 
del 1 ° teorema integrale ~ invece ormai stabilita. Gi sia concesso tuttavia 
d ' indugiarci ,  in questa introduzione~ a ricordare i passi suceessivi col quali  

stata eonseguita la pifi ampia formulazione dell 'estensione del 1 ° teorema:  
ne risulter'h pifi chiaro lo spirito del l ' a t tuale  ricerea relativa al 2 ° teorema 
integrale. 

I1 1 ° teorema integrale per una funzione anali t ica f(z) della variabile 
complessa z - -  x + iy ,  ~ espresso dalla formula 

(1) f (z)dz  --- O. 

Nella (1) il cammino d ' integrazione F i ~ una l inea ehiusa qualunque appar- 
tenente alla regione (aperta)R~ di olomorfismo per f(z) nel piano d'ARoA~D- 
GAUSS (x, y) ore si distende la variabile complessa z, se si supp()ne R~ 
semplieemente eonnessa. Quando non si faeeia aleuna ipotesi eoneernente R~, 
e s ' indiehi  con F i un 1-ciclo orientato qualunque, eventualmente r iduc ib i le  

(eio~ eomposto di una o pifi linee ehiuse eiascuna con un prefissato verso 
di percorrenza od orientamento), ed eventualmente s ingo lare  (eio~ trasformato 
univoeo, ma non necessariamente biunivoco, di un 1-eielo ordinario), la con- 
dizione eui deve soddisfare F l per la validit~ della (1) si esprime con linguaggio 
topologico dicendo che Y~ deve essere omologo a zero (Pi c~ 0) in R. 2 (2). 

(l) Citata, nella bibliografia posta in fine, col numero [14]. 
~-~) Per le nozioni topologiehe occorren¢i red. il § I. 



278 E. M~T~NEr~: Sutle estensioni della ¢ormMa integrale di Catwhy, ecc. 

Passiamo alle funzioni analit iche f ( z , ,  . . . ,  z,,) delle n variabiti com- 
plesse zj  (zl - -  x j  J r  iy j  ; j - -  1, . . . ,  n). Rappresentiamo, per un memento, le 
variabili  z~, . . . ,  z,~ sopra n piani d'ARGA•D-GAvss (xl, y,), ..., (xn, y,~). 
Applicando n volte la (1) si ottiene immediatamente  la formula :  

(2) 

dove F~ (~,..., I'~ c') sono n 1-cicli degli re piani di ARC, A~D-GAcss sottoposti 
a condizioni analoghe a quelta espressa per la validiti~ della (1). 

La (2) pub considerarsi  come un 'es tens ione  deila (1) al case di pifl 
variabil i ;  ma si t rat ta di un 'es tens ione  molto ristretta. Per  convincersene, 
si rappresent ino Ie variabili z~, .., z,, anzieh~ nel mode indicate, sopra uno 
spazio euclideo reale a 2n dimensioni $2,, (m,, ..., x , ,  y, .... , y,~). L' integrale (2) 
si in terpreta  allora come un integrale n-plo sopra un n-c~clo I~,, ' di $2,,, 
prodotto topologico di r~t) , . . . ,  I'~ ("), il quale ha manifestamente (.aratteri 
topologici e di posizione in S~,~ molto particolari,  t~ ormai classico il risultato 
di POINt,RE, secondo cui sussiste la formula ben pifl generale della (2): 

(3) f f (z , ,  ..., ..., = 0 
/ 

dove F,~ ~ un .qualunque n-ciclo orientate di S.~,~ (se vuolsi riducibile e singe- 
lare), omologo a zero eventualmente  con divisione ( F , ~ 0 )  (') nella regione 
di olomorfismo R ~  della f ( z ~ , . . . ,  z,~) in S.2,~. 

)[a la (3) non d'~ ancora la pifi ampia estensione della (1). La (3) esprime 
soltanto il primo teorema di una serie di n teoremi integrali  distinti nei quali 
le variet~ d' integra~ione sono cicli di dimensioni rispettive n, n-I- i , . . . ,  2n - -  1. 
Par leremo brevemente di teorema in tegrale  (n ÷ l ) -d imens iona le  (l -~ O, 
1, ..., n - - 1 )  per al ludere alia corrispondente dimensione della variet~ d' inte- 

grazione. Tale teorema si spezza in realt~ in (n)proposizioni  distinte, ciascuna 
delle quali ~ espressa dalla uguagl ianza:  

/ - _ 
(4) f ( z , ,  . . . ,  z,,)d(z~, . . . ,  6 , ,  zai , . . . ,  zat) - - 0 ,  

•l 

"2n÷ l 

dove F,~+z ~ un qualunque (n + l)-ciclo omologo a zero in R ~  (g,~+~ ~ 0), z~ ~ il 
complesso coniugato di z~, e %, ..., a~ ~ un' arbitraria combinazione di classe 1 
degli interi  1, ..., n. 

(3) Usiamo per  i differenzial i  muttiloli i simboli  della teoria delle forme differenzial i  
a molt ipl icazione esterna ( red.  il § I I ) .  

(4) Quando la d imensione  di R.2n ~ ~ 2 non  si pub escludere a priori  l 'es is tenza in  R2,, 
di cicli divisori  dello zero (§ I ) ;  donde la opportunit~ di r i ferirsi  al l 'omologia con divisione 
(cfr. § I I I ,  n. 1, Oss.). 
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Le ( / ) u g u a g l i a n z e  (4)possono anehe eompendiars i  ne l la :  

(5) [ f (z , ,  ..., z,,) ~ ).%...~d(z,, . . . .  z. ,  z-%, ..., = o ,  

F,,+ t ' j  ~¢~<...<¢q 

indicando con ).%...~ paramet r i  complessi  arbitrari. 
Per  l - - - - n 1  1 il teorema (5) ~ stato stabilito da W. WIRTINOER [22], 

e per  l qua lunque  da me in [10], dove ho anehe stabilito i r isul tat i  inversi,  
d imostrando pree isamente  ehe, per  ogni valore di l 1 ~ u~uaglianza t5) garant isce  
1' anali t iei t~ della  f(z i .... , z,), quando sol ne sia nora la eontinui t~ : estensione 
questa  del teorema di MOR]~RA e d i  quello di SEVERI [19] ehe si r iferisce 
a l l ' invers ione  del [eorema integrale  n -d imens iona le  (5). 

Dope quanto  abbiamo detto, appare  natura le  c h e l a  formula  di CAuc~¥ 

(6) 2r~if(~) : f ~ . ~  dz 
F1 

sia suseett ibile,  nel campo delle funzioni  di pifi variabili ,  di estensioni via 
via pifi general i  e paral lele  a quelle espresse dalle (2), (3), (4) o (5). 

Se si suppone  sempl icemente  connessa la regione R. 2 di olomorfismo 
per  f(z) e r~ irr iducibile,  per  la validiti~ della (6) oceorre che I'~ stia in R.~, 
sia orientato pos i t ivamente  e raech iuda  a l l ' i n t e rno  il punto  0(~) di R.z. 
Qualora non si faecia a leuna  ipotesi par t ieolare  su R~ e B~, le eondizioni 
di validit~ della (6), espresse con i simboli topologici, sono:  

(L) r~ ~ R~. - -  0, 

(II~) F lc ,z0  in R~, 

(IIIi)' All  (F,, 0) ---- 1, 

dove con All (r~, O) s ' i nd ica  il coef[iciente d'allacciamento di F~ col punto  O, 
eio~ l'indice d'intersezione di I~RONECKER) [g~, r,], O numero  algebrico 
di intersezioni,  di una  semiret ta  K~ uscente  da O col ciclo 1~ (§ I). Se invece 
della (III ,)  vale la 
(III,) All (P,, O) : N, 

la (6) deve sosti tuirsi  con la formula  pifi genera le :  

(7) 2r:i~f(~)-'- f ~ dz. 
r l  

(5) L e  invers ion i  del teorema di POX~CAR~ quai l  sono date in p reeedent i  l avor i  di 
V.  VOLTERRA e di E.  PASCAL presuppongono la eont inui t~ del lo de r iva te  parzial i  p r ime 
delle eomponent i  rea le  e immaginar ia  di f, e perei6 non costituiseono ehe una  monea esten- 
sione del  r isul ta to  di MORERA (il eui in teresse  sta inveee  nel  r ieh iedere  soltanto la  eonti- 
nuit~ di f). Pe r t an to  la p r ima  v e r a  estensione del teorema di MORERA al easo n-d imens io-  
nale  deve  r i teners i  quel la  ei tata  di SEVE'~L 
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La eondizione (III,) pub in terpre tars i  come de te rminan te  il valore del- 
l ' i n t e rne  h 7 che appare  nel la  (7) (6). Con l inguaggio imprecise,  pub dirsi che 2V 
~. il numero  atgebrieo eomplessivo delle volte ehe r~ avvolge 0 posi t ivamente  
e negat ivamente .  

Ora l ' es tens ione  della (6)o  (7) paral lela  alla (2) ~ ovvia e su di essa 
non mi fermo C). L ' e s t ens ione  paral le la  alla (3) ~ stata data da me [9] per 
due variabili ,  e, con maggior  completezza e per  un  numero  qua lunque  di 
variabili ,  da B. SEGRE [16]; essa fornisee la seguente  formula integrale 
n-di~,ensionale : 

f f ( z , , . . . ,  z,) d(z, ... z~). 
r 

Per  espr imere  le condi~ioni di validit~ della (8), occorre eonsiderare 
la varieth T~,_~ cost i tui ta  dagli  n spa~i l ineari  (earatteristici) di d imensione 
2n -- 2 rappresenta t i  r i spet t ivamente  dalle equazioni z, ~ ~ ,  ..., z~- - -~ ,  e quindi  
uscenti  dal punto  0(~, , . . . ,  ~,) della regione R~, di olomoffismo per  f. 
La T~,_~ ~ (in generale) luogo di poli per  la funzione in tegranda  nella (8), 
onde ta ch iameremo brevemente  varietdt polare. Ebbene,  le eondizioni di validit/~ 

analoghe alle (I~), (II~), (III,), p rec isamente  le pr ime due si della (8) sono 
scrivono cosi : 
(I~. 0) 

(II~, 0) 

l ?  C R ~  - -  T~,~_~, 

I '  ~ 0  in ( R ~ . - - T ~ , _  2 ) + 0 ,  

ment re  la terza, (III,,, 0), che non st iamo a serivere qut (err. § IV, n. 18) 
esprime il valore di 2V in tal guisa ch' esso appare un  carat tere  intero def inente  
lo state di allacciamenlo (s) dell '  n -c ie lo  r~ con la variet~ polare T~,~_~. 

Nel lavoro gi~ citato [10] he date poi la formula integrale ( 2 n -  1)- 
dimensionale seguente  : 

f - , (9) ( n - -  ' " "  ""' ' ~ '~ 
o] 1 

F~n--i 

* ~  I zi ~i ]2 I~ rappresenta  la distan~a del punto  fisso 0 dal punto  dove y --- } 1~ - -  

(z~, . . . ,  z~) variabile sul ( 2 n -  1)-cielo d ' in tegrazione  F~_~ (ipersuperficie 

(~) Le  condi~ionl (Ilt , ( I I t )  , ( I I I l )  sono suff ic ient i  pe r  la vat idi t~ del la  (7). ~ o n  pub 
par lars i  di eondizioni  necessar ie  e suff ic ient i  in quanto,  se p. es. si assume f(z)~0, le 
eondizioni  (II l) ,  {III~), non occorrono. Tu t t av ia  ~ ovv io  ehe le (li)  , (IIi),  ( I I I t )  seno le 
condizioni  suff icient i  pile ampie ehe possone scr ivers i  perch~ va lga  la (7) con r i fer imento  
ad una  f(z) anal i t ica  qualunque.  Ana loga  osservazione  sussiste per  le genera l izzazioni  di 
cui alopresso. 

(~) Cfr. p. es. GOURSAT [4], loag. 279, ovvero  SEV~RI-SeoRzA DI~AGO,'qI [21], pag. 88. 
(s} Us iamo qui  una reeente  fel lce espressione di ~.  SEVER~. 
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chiusa). Le condizioni di validitA della (9) sono: 

(I,~, ,~--1) P~,~_, E R.2~ - -  O, 

(II~, ~-1) r~,_~ c~  0 in  R , . ,  

(Ili,,, ~_~) N = All (I~,,,_,, O) --- [K,,  l?~,~_,], 

essendo K~ una semiret ta  uscente da O. 

La formula (9) i~ stata posta anehe sotto altro aspetto nei miei lavori 
[11, 12], e, nel l 'aspetto (9), ~ stata successivamente ritrov~tta da S. BOCI:I~ER 
e D. C. ~AY [2, 15]. 

Le formule (8) e (9) possono considerarsi  come estensioni della formula 
di CAVCHY parallele alla (5) p.er 1 - -  0 ed 1 - -  n - -  1. Nel lavoro [13] ho stabilito 
altresi l 'es tensione parallela alla (5) per 1 - - 1 ,  e nella nota preventiva [14], 
gi~ citata in principio, he enunciato il risultato generale ehe fornisee una  
formula integrale (n + l)-dimensionale parallela alla (5) per ogni valore con- 
sentito di l, comprendente  na tura lmente  tutti i casi precedenti .  

Nella presente memoria  db la eompleta dimostrazione di tal formula 

( n +  l)-dimensionale, la quale compendia in realt~ ( / ) f o r m u l e  distinte. ~ o n m i  
~ g 

fermo in questa introduzione ad indiearne l 'aspetto analitico e le condizioni 
di validitY, ehi~ mi oceorrerebbe, altrimenti,  disporre di vari concerti e simboli 
di cui  parlerb in seguito. I1 lettore troverit i r isultati  eonelusivi nel § IV, 
nn. 16-20 (9). 

Le sempliei relazioni (]II3, (III,,, ~-1), ehe definiscono lo stato di allac- 
eiamento dei cieli F~ e F~_~ col punto O, devono gih venir  sostituite da una 
relazione pitt r iposta nel caso della formula integrale n-d imensionale  ( l ~  0). 
Hel caso generale (n + / ) - d i m e n s i o n a l e  apparir~ poi manifesto c h e  non basra 
pifl un solo carat tere  a definire lo stato d 'a l lacciamento degli (n + / ) - e i c l i  
d ' in tegrazione con una opportuna varieti~ polare T~.~_~z_~, della dimensione 
indicata. ]~ percib che buona parte di questa memoria  ~ dedicata a conside- 
razioni topologiche rivolte appunto a determinare  i carat teri  definenti  il detto 
stato di allaeciamento, per il che eccorrer~ far  ricorso a s t rumenti  topologici 
pifl elevati, quale il teorema di dualit~ di ALEXAI%DER. 

]~ d 'uopo pertanto eomineiare con alcuni r ichiami di topologia (§ I). 
Nel § I I  sono inveee r ichiamate alcune nozioni della teoria delle forme 
differenziali  u moltiplicazione esterna secondo E. CAlibAn. Nei successivi 
§§ I I I  e IV (dei quali il primo dedieato a sviluppi topologici ed il seeondo 
aualitiei) si entra  nel vivo del l 'argomento.  

(9) Per  un ' idea sommaria si potrk utilmente tener presente la nora preventi~-a [14], 
rispetto alla quale l'attualo memoria presenta soltanto qualche lievissimo cambiamenio formale. 

Annati  di M a t ~ o t i c a  
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§ I. - R l c h i a m i  d i  t o p o l o g i a  

Raccogliamo in questo paragrafo quelle propriet/~ di topologia cut dovremo 
far r iferimento nel seguito. Ci l imitiamo ad indicazioni sommarie, tut tavia 
sufficienti  per  le applicazioni che abbiamo in vista., dove invero occorre 
soltanto la conoscenza di aleuni  fatti fondamental i  (~'~). 

Orientazioni, eontorni, ci¢li. 
1. Nel corso di questa memoria l 'ambiente geometrico ore si svolgeranno 

le nostre considerazioni, sar~ sempre uno spazio euelideo reale pluridimen- 
sionale. Tut tavia  avremo da usare gli s trumenti  topologiei non soltanto 
diret tamente in tale ambiente, ma anche in ambienti  ad esso subordinat i :  
p. es. varieti~ di determinata  e sempliee definizione, regioni ad esse eomple. 
mentari,  o anehe regioni (aperte) di na~ura indeterminata.  In ogni easo saranno 
o si supporranno soddisfatti  i requisit i  essenziali per  Io sviluppo delle pro- 
priet/~ topologiehe, i quali  si compendiano (atmeno rispetto alle ordinarie 
trattazioni elementari) nella reticolabilit~ dell 'ambiente.  

Un ambiente  o variet/~ r -d imensionale  M~ (di uno qualunque,  imprecisato, 
dei suddetti  tipi che e ' interessano) si t rasforma mediante reticolazione, e 
previa eventuale aggiunta di punti  di frontiera, in un r-complesso (finito)K~, 
vale a dire in un insieme finito di k-celle aperte di dimensione k = 0, l, ..., r 
(o in partieolare,  se vuolsi, costituito di k-simplessi), a due a due disgiunte 
e soddisfacenti  alla eondizione che il contorno di ogni k-cel ia  sia eostituito 
di ( k - - 1 ) - c e l l e  del l ' ins ieme (~). 

Entro Kr avremo da considerare variet~ k-dimensional i  subordinate 
(p. es. campi d'integrazione). In tenderemo che ogni tal varieta, Va, sia a sua 
volta reticolabile (non di necessit/~ con celle di K~), e che pill precisamente 
la reticolazione trasformi Vk in una k-catena Ca, cio~ in una combinazione 
l ineare (a coefficienti  interi) di k-celle,  c h e s i  supporranno orientate. Quando 
V a s i  consideri come eampo d' integrazione,  dovremo inoltre supporre che ogni 
k-cel la  Ea di Ca sia di classe di differenziabilit& 1 (almeno), vale a dire che 
le coordinate eartesiane (relative allo spazio euclideo ore b, immersa Mr) di 
un punto variabile  su Ea si esprimano con funzioni continue dotate di deri- 

(10) P e r  le dimostrazioni  e i r a f f inament i  cfr. i noti  trat tat i  di topologia~ tra i quali  
principalmente: SEIFERT-~HRELFALL [18], LEFSCHETZ [7; 8], 2~LEXANDROFF-]~0PF ['~]. 

(tt) l~icordiamo che k-ce l la  chiusa E~ ~ ogni insieme di punt i  t rasformato  pe r  omeo- 
morfismo di una sfera solida k -d imens iona le  E~, ipersuperf ic ie  sfer ica  di contorno Hk_ l 
inclusa. L ' i n s i e m e  di punt i  t rasformato  di ~ = ~ - - H k - -  l costi tuisce la k-ce l la  apc~ta E~ 
determinata  da E--~, men t re  l ' ins ieme di punt i  t rasformato di Hk_ l ne eosti tuisce il  contorno. 
Ogni  0-cel la  ~ un  punto. U n  k-s implesso ~ una  k -ce l l a  considerata  come t ras formata  per  
omeomorf ismo di un k-s implesso rettitineo o poliedro elementare {per k--~ 2 t r iangolo,  per  
k = 3 te t raedr% eec.). I1 contorno di un k-s implesso ~ costituito di ( k -  1)-simplessi.  
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ra te  parziali prime continue, a determinante  jaeobiano non hullo, delle coor- 
dinate di un punto variabile in una k-sfera solida. 

L 'or ientazione delle singole k-cel le  di Ck pub pensarsi  determinata  in 
vari modi. Pe r  le applicazioni the  ne faremo, sara opportuno avere partico- 
tarmente presente il procedimento seguente. 

Siano t~,..., tk direzioni orientate e ordinate uscenti  da un punto P di 
una k-cel la  Ek e tangenti  ad Ek (che si suppone di classe ~ 1). Esse eosti- 
tuiscono un k-edro di direzioni, il quale ~ non degenere se appart iene allo 
spazio tangente in P a d  E k e  non ad uno spazio lineare di dimensione infe- 
riore. Siffatti  k-edr i  di origine P s i  distribuiseono in due classi :  quelli  di 
nna stessa classe, che diconsi fra loro equiversi, sono riducibili~l'uno all 'altro 
con una deformazione continua, durante la quale il k-edro variabile, sempre 
di origine P,  si conserva hello spazio tangente in P e mai degenera ;  tale 
riduzione non ~ invece possibile per  k-edri  di classi diverse, ehe diconsi 
contraversi. Conviene in partieolare r icordare ehe, alterando l 'o rd inamento  
delle direzioni di un k-edro con una permutazione di classe pari o dispari, 
ovvero alterando il verso di un numero pari o dispari di direzioni, si 
ottiene un nuovo k-edro risp. equiverso o contraverso col dato. Ebbene,  
quando si associ a l l ' in torno di P su Et: uua classe o l ' a l t ra  di k-edri ,  si 
orienta quell '  intorno in un verso o n e l  verso opposto. 

Si riconosce subito che una fissata orientazione in P si pub trasportare 
univoeamente ad ogni altro punto Q di E~, trasportando in Q l 'assegnato k-edro 
di origine P, sempre mediante deformazione continua priva di degenerazione e 
facendone seorrere l 'or igine lungo un cammino qualunque che porti da P 
a Q su E~. Si pub cosl at t r ibuire  una determinata  orientazione a l l ' in tera  
cella E~, la quale dicesi percib orientabile (i~). Se E~ indica una cella orien- 
tara, - - E k  indicherA la cella stessa con l 'orientazione opposta. Una k-ca tena  
Ck ~ dunque  una somma di k-celle considerate con molteplicit/~ corrispondente 
al valore assoluto dei coefficienti della eombinazione lineare che esprime Ck, 
e con orientazioni corrispondenti  al segno dei coeffieienti.  

I~otiamo per inciso che, pi~t in generale, dicesi orientabile ogni varietA 
k-dimensionale per  la quale l 'or ientazione fissata da an k-edro in un suo 
punto pub trasportarsi  univocamente  ad ogni nitro punto in modo simile a 
quello indieato per  una cella. Cosi ogni regione r -d imensionate  connessa di 
ano spazio cartesiano (~, , . . . ,  xr) b orientabile. Diremo orientazione naturale 
dello spazio (x~,..., x~) o di una sua regione, quel la  determinata  in ogni 

(l-,} Quando E~ bun  simptesso di vertici Pi, pc,..., pk+i, se ne pub definire un'orien- 
tazione assegnando un ordinamento dei vertiei, e sin P~,..., Pak+l, eonsiderato a meno 
di una permutazione di classe purl. Tale erientazione pub identificarsi con quella definita 
dal k-edro di direzioni pa~pa~ p~pa~, ..., Pa~P~k+i (con riferimento al simplesso rettilineo 
di eui il dato b immagine). 
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punto da l l ' r - edro  delle direzioni parallele ed equiverse ai semiassi positivi 
eoordinati  x~, . . . ,  x~ considerati  nel loro ordine naturale. 

2. Una  volta fissata un'orientazione per  una  k-ce l la  E~, si pub determi- 
nare in conseguenza ua '  orientazione per  le singole ( k -  1)-celle Ek_~ the  ne 
eosti tuiscono il contorno, proeedendo net modo seguente. Sia LP un punto di 
una  E~-I del contorno di una Ek e ( t , , . . . ,  tk) un k-edro di origine P orien- 
tante E~ (ci r i fer iamo alla k-cel la  contorno incluso). Previa  deformazione 
(senza degenerazione) del k-edro, pub farsi in modo the  la sua p r ima  dire- 
zione t~ volga verso l ' es terno di Ek; allora il ( k ~ l ) - e d r o  (t.2,... , t~), the  
appart iene allo spazio tangente in P a d  Ek-~, fornisce l 'or ientazione voluta 
per E1c-1, la quale dicesi in relazione positiva con la  preassegnata  orienta- 
zione di Ek. 

La ( k -  1)-catena costituita dalle ( k -  1)-celle del contorno di Ek orien- 
tate al modo detto, dicesi contorno orientato di E~. Nel caso k - - 1 ,  E( si 
r iduce ad un arco di linea di estremi P, Q. Se l 'er ientazione fissata per E 
corrisponde al verso che porta da P a Q, si assume come contorno (>rientato 
di E~ l ' ins ieme delle 0-cel le  1), Q, alia prima delle quali  si a t t r ibuisca iI 
segno - -  e a l l a  seconda il segno --l-. 

Ritornando alla k -ca tena  Ck the  copre un 'assegna ta  ~ ,  il contorno 
orientato di Ck o, cib che ~ lo stesso, di Vk, b la ( k - - 1 ) - c a t e n a  somma 
algebrica dei contorni orientati  delle singole eelle di Ck. Lo indicheremo 
con ~Vk.  Denotando con - -  V~ la varieth medesima con ] 'orientazione oppo- 
sta, r isul ta  C ( ~  V k ) : = - - ~ V ~ .  Pifi in generale il contorno di una variet~ 
somma algebrica di variet'~ delia stessa dimensione ~ somma algebrica dei 
contorni di queste. 

Un k-ciclo (orientato) ~ una k-catena Fk senza contorno : Cl~k---0. I1 con- 
torno di una qualunque  k-ca tena  ~ sempre un (k ~ 1)-ciclo. 0gni  0-cel la  si 
considera /d ~ ordinario) come uno 0-eiclo. 

3. Avremo bisogno altresi di considerare varieth o catene singolari, cio~ 
trasfocmate univoche (ma non neeessar iamente b iunivoche)cont inue ,  ed even- 
tualmente  di classe di differenziabilit '~ ~ 1, di catene ordinarie. Per  una tale 
variet~t singolare si pub parlare  di contorno (singolare) come trasformato del 
contorno della catena ordinaria  da cui la variet~ singolare ha origine. 

0moiogia  ed omotopia.  
4. Ricordiamo la nozione di omologia (ordinaria) per  i cicli k-dimensio- 

nail di M,  ( 0 < k ~ r ) .  Un k-ciclo Fk si dice omologo a zero entro M,. e si 

scrive Fk e,z 0 in M,., 

allorch~ esiste una variet'~ (k +-1)-dimensionale V~+I, eventualmente singo- 
lare, appar tenente  ad M,., tale ehe sin ~ V k + l : F k .  Due k-cicli  F~, rk' si 
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dicono omologhi, F~ ~ Fk', allorch~ ['k - -F~'  c,~0 (indicando con - -  Fk' il ciclo F~' 
medesimo ma dotato di orientazione opposta). 

Ricordiamo altresi la nozione di omologia con divisione. Un k-ciclo Fk 
si dice omologo a zero con divisione, I ' k ~ 0 ,  allorch~ un suo conveniente 
m ultiplo intero tFk ~ c~ 0;  se hello stesso tempo non r isul ta  Fk ~ 0, I'k dicesi 
divisore dello zero. ~ rk ~ F~:' se Fk - -  F~' ~ 0. 

Le definizioni r iportate hanno senso qualunque  sia la natura  dell '  am- 
1' ambiente  Mr (n. 1). Quando perb Mr sia una varieti~ aperta, per  guisa the  
essa non coincide esat tamente col complesso Kr the  la reticola, ma con 
K r - - L ~  (~), essendo Ls un complesso subordinato ( s ~  r - - I ) ,  le definizioni 
sono suscettibili  di due interpretazioni diverse entrambe legittime. Invero 
possono r iguardarsi  come cicli di Mr le varietk assolutamente prive di con- 
torno (cicii assoluti), ovvero le variet~ il cut eventuale contorno appartenga 
ad L,  (cicli relativi). D' ordinario ci si riferiri~ a cicli assoluti, cosicch~ verri~ 
omesso in tal caso 1' at tr ibuto ~ assoluti )). 

Le definizioni si estendono anche al caso di cicli di dimensione k ~ r, 
necessar iamente  singolari. 0gni  tal ciclo r isulta sempre c~ 0  in Mr. 

5. Esempi notevoli di relazioni di omologia si ottengono mediante la no- 
zione di omotopia (o deformazione omotopica). Siano Vk, V~' due varietk 
(eventualmente singolari) di M,., le quali  possano considerarsi  t rasformate 
univoche continue della stessa varietk non singolare Uk. Se P, Q sono punti  
variabil i  risp. in Mr, Uk, indichiamo le trasformazioni con P'-'-f0(Q), P - -  f,(Q), 
essendo f0, f, simboli di funzioni continue. Le variet'~ Vh, Va' sono omotope, 
o deformabili  omotopieamente I' una nell' altra, quando esiste una serie con- 
t inua di trasformazioni univoche continue di Uk sopra Mr, t he  faccia pas- 
sare dalla trasformazio~e di Uk in V~ a quella  di Uk in Vk'. In formute, 
dove esistere una f(Q, t), funzione continua del punto Q e del parametro  t 
variabile ira 0 ed 1, tale the  la trasformazione P - - - f (Q ,  t) si r iduca per  
t - - 0 ,  t ~  1 risp. alle due trasformazioni sopra indicate. Se Va', ~ costi tuita 
da un sol punto di Mr, si dice che Vk ~ omoiopa (o riducibile) ad un punto. 

Due cicli F~, Fk' omotopi sono omologhi, giacch~ al variare di Q, t, il 
punto P - - f ( Q ,  t) descrive sopra Mr una va r i e th  eventualmente  singolare the  
ha per  contorno r~ - -  F~'.~ Similmente : un ciclo Fk omotol:o a un  punto  ~ omo- 
logo a zero. 

6. Le classi di k-cicl i  di Mr fra loro omologhi (senza divisione, ovvero 
con divisione) costi tuiscono in ogni caso un gruppo abeliano del quale sono 
gli elementi (1' elemento unitk essendo costituito dai cicli omologhi a zero e 
il prodotto di due elementi  eorrispondono alla somma di due cicli). Si dimo- 

(i3) Si  u s a  q u i  il s e g n o  - -  ned s enso  del la  t eo r i a  dogl i  i n s i e m i  e n o n  come s imbo lo  di 

or ie  n t az ione .  
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stra ehe di ogni elemento del gruppo esiste un rappresentante  ira i cicti che 
sono k-ca tene  del complesso Kr ret ieolante 1V/r, e che ogni tal cielo di Kr che 
sia t-.z0 ~ di fatto il contorno d i u n a  (k-I -1)-ca tena  di K~ (L~). Poich~ Kr si 

supposto finito, da cib che segue che il gruppo ammette una base finita. 
Riferiamoei al gruppo dell' omologia con divisione, o grupp 0 di B E ~ I  

k-dimensionale, che a noi basterh eonsidcrare. Esiste allora un numero finito 
pk di k-ciel i  F~ 1), ..., F~ pk) di Mr, tall ehe, per  un k-ciclo qualunque Fk di M~, 
r isulta 

(6.t) F e ~ t . l ,  k -t-... + 

essendo ).~,..., ~p~ convenienti interi (positivi, negativi o nulli). 
Allorch~ Pk ~ il minor numero di cicli di Mr che permettono di scrivere 

una relazione del tipo (6.1) per  ogni r~ ,  si dir'~ che F~ ), ..., P~P~) costituiscono 
una base minima. Essa riesce altrest caratterizzata dal fatto che i suoi cicli 
sono omologicamente indipendenti~ cio~ tra essi non pub sussistere una rela- 
zione del t ipo:  

(6.2) )., P~ -+- ... -I-- ).p~P~ ~) ~ 0 in Mr, 

con le k , , . . . ,  )'pk non tutte nulle. In queste condizioni Pk ~ il k-too numero 
di BET~ della variet/~ 2ilr. Pe r  k ~ r (n. 4) /~ sempre p~-- -0 .  

Indici  di intersezione e di al lacciamento.  
7. 01tre le ipotesi gih poste (n. 1), supponiamo ora che la variet~ am- 

biente Mr sia omogenea, orientabile ed orientata in modo prefissato. In queste 
condizioni b noto come possa svilupparsi  r igorosamente la teoria degli indici 
di intersezione poggiando sulle reticolazioni duali  di POINCAI~. 5"oi ci con- 
tenteremo di r iportare qui, in forma semplif icata e adatta  al nostro scopo, 
qualehe definizione e proprieti~ relativa. 

Siano Ak, B~_~ due catene di dimensioni eomplementari k, r - - k  rispetto 
alia dimensione dell' ambiente Me, differenziabili  di elasse ~ 1, e sia P un 
loro punto di intersezione. Faeciamo 1' ipotesi che le celle di Ak, B~_k cui 
appart iene P siano semplici per entrambe le catene e che i loro spazi tan- 
genti in P riescano indipendenti entro lo spazio tangente in P a d  Mr, ovvero, 
eib the  ~ equivalente,  abbiano in eomune il solo punto P. 

Oonsideriamo un k-edro  (t~,..., tk) ed un (r - -  k)-edro (tk+l, ..., tr) di ori- 
gine P, non degeneri  ed orientanti  le due celle di Ak e Br-k ehe contengono 
P seeondo l' orientazione ehe ad esse spetta in quanto celle di Ak, B¢_k. 
Nelle condizioni poste, l ' r - ed ro  (t~, .... tr) r isul ta  anehe esso non degenere.  
Ebbene,  si dice che A~:, Br_~ hanno in P an '  intersezione positiva o negativa, 

(i4) In particolare ricordiamo (giaeeh~ ei oeeorreri~) ehe, quando K r si riduce ad una 
r-celia, ogni k-eiclo di Kr b contornante una (k + 1)-catena. 
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a seeonda che 1' r - ed ro  ( t , , . . . ,  t~) r isulta equiverso o eontraverso con 1' r - edro  
che determina in P l' orientazione fissata per  M~. 

Se A~, Br_~ sono tali ehe ~A~ non ineontra Br_~ e ~Br -~  non ineontra  
Ag, si dimostra ehe, previa una eventuale pieeol~ deformazione omotopica di 
A~, Br-~,  si pub fare in modo ehe in ogni punto eomune alle due eatene 
siano soddisfatte le condizioni sopra ammesse. La somma algebrica delle inter- 
sezioni positive e negative delle due eatene (la quale risulta indipendente 
dalla deformazione detta) si chiama allora indice 
CKZR) di A~, B~_~:, e si denota col simbolo [A~, 

Dalla definizione si traggono immediatamente 

(7.1) 

(7.2) 

(7.3) 

di intersezione (o di KRO~E- 
Br-~]. 
le propriet/~ di uso eorrente:  

[A~, B~_~] = - -  [ - -  A~, Br_~] = - -  [A~, - -  Br_~], 

[A~, Br_~] = ( - -  1)~(~-~)[B~_~, A~], 

Rieordiamo inoltre ehe:  Se A~, Br_~ sono cicli, uno dei quali almeno 
omologo a zero (eventualme~de con divisione), risulta [A~, Br_~]--O. 

8. Consideriamo ora due cicli orientati  rk--1, hr--k di dimensioni duali 
k -  1, r -  k rispetto alla dimensione dell '  ambiente Mr, non intersecantesi ed 
omologhi a zero in M~. Dall' ul t ima propriet/~ del n. 7 eonsegue ehe, se Ak 
una catena di Mr avente per  contorno orientato rk-1,  1' indice di KRONECKER 
[Ak, hr--~l ha un valore indipendente dalla seelta di Ak. Infatti ,  indieando 
con Ak' un'  al t ra  catena avente per  eontorno rk_~; r isul ta  

[Ak, ar_~] - -  [Ak', At--k] = [Ak - -  A ;  %_~], 

dove 1' ult imo indice ~ nullo poieh~ h~_k ~ ,0  per  ipotesi, e la catena A ~ - - A k '  
nn eiclo in quanto ~(A~ - -  A~') = CAt: -- ~Ak' - -  I'k_l - -  r~--i = 0. 

L' indice di aUaceiamento di rk_l ,  At-k, che deno t i amo ' co l  simbolo 
All (Fk._l, At_k), si definisee ponendo 

(8.1) All (rk_l,  hr_~) = [Ak, hr_~]. 

Analogamente,  se Br-1,+i ~ una catena di M,. avente per  eontorno h,~k, 
si pone 
(8.2) All (At--k, rk_~) - -  (Br_~+~, r~_~). 

Per  gli indici di al laeeiamento sussistono le propriet~ espresse dalle 
relazioni : 

(8.3) 

(8.4) 

(8.5) 

la 

All (Fk--1, At--k) = - -  All (--  rk-1, fir-k) = - -  All (Pk-1, - -  At--e), 

All (F7,_1, fl~-k) = ( - -  i) (k-~)~r-~)÷l All (kr--k, Pk--1), 

All (V~-i, 5(~)-k + r-~j = All (I'~_i, r-k) + All ( rk - i ,  r-~J. 

Si ha inoltre la proprietit fondamentale  seguente :  Se ~ I'k--l~F'k--i entro 
varietd M r - - h k - - k ,  complementare di hr_~ rispetto ad Mr, risulta 



288 E. ~ART/NNISLI: S,~dle e,~tem~io~i della form~da i~degrale di Cauchy, ece. 

All (F~_I, At--k) = All (P'k-1, 5r-~). Infat t i  dalF ipotesi segue 1' esistenza di 
una catena Ak di M r -  Ar--k che ha per contorno t ( F k - x -  r'k-1), onde si ha 

1 [Ak h,_k], e 1' indice di KRO~ECKER espresso All (['k-1 - -  I"k--1, 5r--~) = ~  , 

nullo pereh~ Ak non ha aleun punto in comune con 5~_~. 
In partieolare~ due eieli Fk-1, P'k-1 omompi in Mr - -  Ar_~ hanno lo stesso 

indiee d' al laceiamento con At_e, in quanto sono necessariamente omologhi 
(n. 5). Cost pure un eielo omotopo ha un punto, ed omologo a zero in 
M r - - 5 r - e ,  ha indiee di al laeeiamento nullo con z~+_~. Questi fatti  rendono 
intuit iva la nozione di indi te  di allacciamento. 

Dualit'k di Alexander.  
9. L'  ambiente sia lo spazio sferico H~ (che pub ottenersi p. es. da uno 

spazio euclideo mediante 1' aggiunta di un  punto all' infinito). Entro Hr con- 
sideriamo una variet~ m-dimensionale  reticolabile T,~. I1 teorema di dualitY+ di 
ALEXANDER pone a confronto i gruppi di omologia ed i corrispondenti nu- 
meri di BETTI della variet~ T~ e della variet~ aperta H r - - T , , ,  complemen- 
tare di Tm rispetto a H~. 

Come sopra, a noi baster~t considerate 1' omologia con divisione. Indicati  
con Pk-1, P,*k i humeri di BET~I di dimensioni k -  1, r - - k  risp. in T,~ e 
H r -  T,,,, r isulta in primo tuogo: 

* (% (9.1) Pk-1 ~ Pr-~ 

La relazione (9.1) ~ valida per k-----2, ..., r -  1; inveee per k = 1, r deve 
sostituirsi risp. con po -- p~:*l ÷ 1 e con pr-1 --Po* - -  I, quando si assuma 
per P0 e p* l ' o rd ina r ia  defiuizione (n. 6) che risulta considerando come 
0-ciclo ogni punto dal l 'ambiente (n. 2). Si pub perb modificare il significato 
di Po, P* considerando come 0-cicli soltanto le coppie di punti (o combina- 
zioni l ineari  di tail coppie di punti), uno dei quali sia dotato di segno + e 
l' altro di segno ~ (qual' ~ p. es. lo 0-ciclo contorno di una 1-cella;  n. 2). 
Risulta immediatamente  che, rispetto alla nuova accezione di 0-ciclo, gli 
interi  P0, P* vanno sostituiti  con P0 - -  1, /9* - -  1, cosiech~ la ~9.1) pub allora 
considerarsi valida per k-~-1 . . . . .  r. 

I1 teorema di dualit~ asserisce inoltre che (con riferimento sempre alla 
nuova accezione di 0-ciclo per i casi k - - 1 ,  r):  

- ( 1 )  . Scelta arbitrariamente una  base min ima  ak_ i . . . . ,  A(k~7-~) per il gruppo 
di BE'c~'~ ( k - -1 ) -d imens iona le  in Tin, pub trovarsi una  base min ima  
F(1) F iv'~) per il gruppo di BET~I ( r -  k)=dimensionale in Hr ~ T,~ 
(o vieeversa), in  guisa e h e l a  matrice dei mu tu i  coe]~icienti di allacviamento 

(i5) Sinot lche ,  siccomeper k - - l ~ m  ~ sempre Pk-i~O (n. 6), cost ~ anche P * r - k ~ 0  
per r ~ k ~ r - - m - - 1 .  
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risult i  unitaria,  cio~ si abbia : 

(9.2) A l l ' h  (0 .(~) , _ _ i l  per i - ' j  
~-~' ~ - ~ - - ! 0  per  i : ~ : j "  

Le due basi soddisfacenti  le (9.2) diconsi  mu tnamen te  duali.  
Si noti  il seguente  immedia te  corollario dell 'esisten~a di basi dua l i :  

Condizione necessaria e sufficiente al~inch~ un (k --1)-ciclo 5~_~ di T~ sia ¢~ 0 
in T,, , ~ che risul t i  All (.~_~, r~_~) ---- 0 per ogni ( r - -  k)-ciclo P~_~ di H~ - -  T,~ 
(e analogamente  scambiando le veci delle varieti~ T~ ,  H ~ - - T , ~  e dei cicli 
in esse considerati). Infatt i ,  la necessiti~ della condizione scende gi~ dal n. 8 ;  

)~ A(0 in base alle (9.2) r i su l ta :  per  la su[ficienza, posto 5;~_~ ~ ~ ~,~_~, 
r (i) ~ 0, onde A ~ _ ~ 0  in T,,~ ),~ ~ All (A~_~, ,_,~ ~_~ 

Prodo t t i  topologiei. 
10. Rieordiamo infine la nozione di prodotto topologico di pifi va r ie t l  

V ii)k~ , ..., V~ .  Si di~ questo nome alla var ie t i ,  as t ra t tamente  definita, Wk~+...+k~----- 
T~(l~, . X V(~ 0, i cui punt i  rappresentano le s -p le  ordinate di punt i  estratt i  
il pr imo da V~ll. il secondo da V~I,... , l ' s -mo  da V~ I. Se le varieth V~}i stanno 
in spazi euclidei  S,~ x~ ), ..., ~c~), potremo riferirci  al modello concrete della 
variet~ W~_,~_..+k, che si ott iene nello spazio euelideo S~+...+r~(x~ 1), ~0) 

~(s) t ,AO w]O, ..., ~])  al me'do seguente.  Un punto di coordinate x~", .'.., x~] .... , ~1""' , ~*... ,'""~,, 
appar t iene  a W~+...+k~ se i punt i  di coordinate ~c~, ..., ~**J0 in S** appar tengono 
a ~(i) per  i 1. s. 

Supposta  ogni v a r i e ~  V~ orientabile ed orientata mediante  un  k,-edro 
di direzioni tangent i  uscenti  da un punic  p(0, il prodotto topologico Wk~+...+k~ 
r isul ta  anch 'esso  orientabile e pub pensarsi  orientate in  conformit4 dell'orien- 
tazione dei fattori. Precisamente ,  si pensi ogni S,~ come quello spazio subor- 
dinate  ad S,  -;_...+r~ i cui punt i  hanno coordinate 0, ..., 0, x (0, ..., w~̂ '(0, 0, ..., 0, 
e si assuma su Wk_~...+~ l 'or ientazione definiti~ dal (k~-t-- . . . -I-k,)-edro 
di direzioni tangent i  uscent i  dal punto  P - ~ P " ' X . . . X P  c*), delle quali  te 

~r(n le seconde ko pr ime k~ son'o parallele alle direzioni del k~-edro tangente a ~ ,  
alle direzioni del k~-edro tangente  a ~z(u) e eosi via. 

v k  2 
Se le V(~}~ sono k~-catene, W~+...+,~ 8 una  (k~-~-... ~ k~)-catena, e i l  sue 

eontorno orientate r isu]ta espresso dalla re lazione:  

8 
' k  

(10.1) C Wk +...+~ ~ ~ i  (__ 1)k~+..-T ~--t ~T(i) vk,,'~...,~,--k~__i ."X W . . . .  Tr[~-l)"~''~ Y(0"~" F(i+l)"~k~z-. 7~+~ ,--x...X Y{~ s}~, 
1 

dove i prodotti  topologici a seeondo membro s' in tendono orientati  in conformiti~ 
del l 'or ientazione dei singoli fattori. 

A n n a l i  di Matemat i va  37 
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§ I I .  - R i c h i a m i  s u l l a  t e o r i a  d e l l e  f o r m e  d i f f e r e n z i a l i  e s t e r n e .  

Diamo anche  su questo a rgomento  indicazioni  sommar ie  e l imi ta te  
a quan to  ci oecorrerh  net  seguito C~). 

Forme esterne. 
1. Siano x~, ... ~ x~ var iabi l i  reali .  Ind iche remo un  d i f ferenzia le  di grade k, 

o k-dif ferenziale,  col simbolo 

(1.1) d(x~l, ... .  ~ ) ,  

t h e  si suppone  emisimmelrico r ispet to  agli  indici  is , . . .  , i~ (ciascun dei qual i  
pub assumere  i valori  1, ..., r). Cib s ignif ica  che, se J t , . . . ,  j~ ~ una  permu- 
tazione di classe p di i~ , . . . ,  i~, si pone d(x j~ , . . . ,  x]~)~-~ ( - - 1 ) ~ d ( x ~ , . . . ,  x~). 
Ne segue che b nul lo  un  d i f ferenzia le  con due indici  ugual i ,  e in par t ieo lare  
ogni d i f ferenzia le  di grado k ) r .  

Una  fo rma di f ferenzia le  di grado k, o brevemente  k- forma,  ~ u n a  combi- 
nazione l ineare  di k-d i f ferenzia l i  

(i.2) ~0k-- ~ a%..~(x~,. . . ,  ~ , )d (x~ , . . . ,  x~), 
i I ~ . - , i  k 

dove i coeff ic ient i  ai~...~ sono funzioni  di x~, . . . ,  x , . ,  e gl ~'indici di sommazione 
possono assumere  i ud ipenden temen te  tut t i  i valori  da 1 ad r (in altri  termini  
la somma s~intende estesa a tu t te  le disposizioni  i s , . . . ,  ik deo~li in ter i  1, ..~, r, 
c o n  eventua l i  ripetizioni).  

Tenu to  conto del la  emis immet r i a  dei s imboli  (1.1), la (1.2) pub anehe 
scriversi  ne l la  forma seguente ,  che diremo contratta, dove ta somma ~ t imi ta ta  
alle sole combinazioni  di classe k degli in ter i  1, . . . ,  r, ordinate  secondo 
la crescenza : 

(1.3) to~---- ~ A~v..~(x,, . . .  , x~)d(x~, ..., x~). 

Le funzioni  A~...~ si ot tengono ovviamente  come combinazioni  l inear i  delle 
a~...~, e r iescono def in i te  per  i~ ~ ... ~ i~. Ma, se si suppone  di a t t r ibu i re  
il cara t te re  di emis immet r i a  anche  ai simboli  A~...~, quest i  vengono ad avere 
s ignif ica to  per  tu t te  le disposizioni  i i ,  . . . ,  i~ con even tua i i  r ipetizioni .  Cosi 
facendo la espress ione (1.3) pub sost i tuirs i  con F a l t ra  equivalente ,  che diremo 
normalizzata,  par t i co la rmen te  comoda nei ca lco l i :  

1 
(1.4) ~ = ~ .  ~ A~,...~(x~, ... ,  ~ ) d ( x ~  , . . . ,  ~ ) .  

~ , . . . ~  i k 

(~6) Cfr. p. es. ]~. CAI~TA~ [3], •. GOURSAT [5], ~V. ~o D. HODGE [6], O il recente  
trattato di B. SEGgE [17]. 
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Si noti ehe, mentre  i eoefficienti a~...~ non sono individua$i da o)~, lo sono 
invece i coefficienti A~...~. Intenderemo sempre nel seguito the  gli A~...~ siano 
funzioni univoche di elasse 1 (almeno) nel campo di definizione di ogni 
forma ¢o~ che avremo da eonsiderare. Tut~avia, per sottotineare questa  eondi- 
zione sui coefficienti A q . . . ~ ,  parleremo talora di c a m p o  d i  r e g o l a r i t ~  di ~ : .  

Una forma differenziale di grade 1 non ~ the  un ordinario pfaffiano. 
Sar~ opportune considerate  come forma di grade zero una fanzione. 

Caleolo simbolieo. 
2. Sulle forme esterne si pub operare con un caleolo simbolieo, basato 

sulle operazioni di prodotto esterno e di differenziazione esternu. 
I1 p r o d o t t o  e s t e rno  di due differenziali d(~c~,...~ x~),  d(~jt,... , xj~) di gradi k,  h, 

il (k + h)-differenziale d ( x ~ i , . . . ,  x ~ ,  x j i , . . . ,  xj~); cio~ (usando il segno )4  
per  indiearne l' operazione e orr ispondente):  

d(x~i , ... , x~ )  X d(•j, . . . .  , wj~) --- d(x i ,  , .. , x ~  , xj~ , ... , ~cj~). 

La definizione si estende alle forme differenziali monomie ponendo 

a d ( x ~  , . . . .  x~o) X bd(x~ i , . . . ,  wj~) = a b d ( x ~  , . . . ,  x ~  , xj~ , . . . ,  xj~), 

nonch~ alle forme differenziali generali ammettendo la proprieth distr ibutiva 
rispetto alla somma, e al case di pifi fattori ammettendo la proprieth associativa. 
Si ha eosi in part icolare la relazione : 

(2. I) d(x~  , . . . ,  xi~) --- d ~ ,  X ... X d x ~  , 

che esprime un k-differenziule come prodotto esterno di differenziali semplici. 
I1 prodotto esterno non ~ ovvia.mente commn~ativo ma a l t e r n a n t e ,  come 

risulta dalla emisimmetria dei k-differenziali .  Se t%, to h sono forme di 
gradi k, h, si ha in generale 

(2.2) o)~ >< ~)h ~ (-- i)~h¢% X ~ .  

Una volta assunta a fondamento la c o v a r i a n z a  per trasformazioni di 
variabili  del l 'operazione di prodotto esterno, si deduce subito il mode di tra. 
sformursi di un k-differenziaIe (e quindi di uLm k-forma) merc~ la (2.1), 
assumendo valide le ordinarie regole di trasformazione per i differenziali 
semplici. Si pub in generale riferirsi a trasformazioni che esprimano le x~,..., x~ 
come trasformate u n i v o c h e  (e non necessariamente biunivoehe) di nuove 

variabili  y~, ..., y~ (s ~ r) : 

(2.3) x~ ----- x~(y~ , . . . ,  y~) (i = 1, . . . ,  r), 

essendo le funzioni a seeondo membro di classe ?~ 1. La (2.1) di~ eosi per 
la k - fo rma  nelle y i , . . . ,  y~ t rasformata di d ( x ~ , . . . ,  x~) l ' espress ione:  

(2.4) ( ~ x ~ ,  ... ~x~  
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~ella quale i prodotti esterni vanno natura lmente  ese~uiti secondo le regole 
di alternan~a. 

immediato dedurre  dalla (2.4) una f(~rmula esplieita di trasformazione 
esprimente d(w~, .... w~) in funzione dei k-differenziali  d(y~ , . . . ,  yi~), ma non 
ci oecorre seriverla poichi~ in pratica ci riuscir~ pitt eomodo usufruire  diret- 
tamente della (2.4). Notiamo soltanto che, qualora sia s = k, si ottiene sem- 
plicemente : 

~(~,,. . . ,  x,~) 
(2.5) d('xi~, ..., ~c~) - -  ~(y,, ..., y~) d(y~, ..., y~). 

3. I1 differenziale esterno (o di C ~ )  delia k-forma (1.2) ~ la (k-t- t)-  
[orma : 

(3.1) do)~ .~- ~ .  d a ~ . . ~ . X  d(x~,  ..., x~). 

L'operazione di differenziazione esterna r isulta anch 'essa  covariante per 
trasformazioni di variabiti del tipo detto. 

Ci serviri~ nel seguito aver presente l 'espressione espticita det differen- 
~iale esterno della ¢o~ serit ta nella forma normalizzata (1.4). Si ha :  

1 
(3.2) dcok--- ~ - ~  i) i. ~ .  B~c"~*~d(~*,' ""' x,~_,), 

$i  ; "" ;  ~ k ÷  4 

C O I l  

(3.3) B~c..i~+i -- 
OA~...~+~ ~A~%..~÷~ 

~v~ i ~x~ 

OAiv..i k 

Se si osserva che l 'espressione fornita per B~c..i~+ i dalla (3.3) b emisim- 
metriea rispetto agl ' indici ,  si trae che il secondo membro della (3.2) 
aneh'esso seritto in forma normalizzata, e che~ in forma contratta~ pub invece 
seriversi cost : 

(3.4) dto,--- ~a Bic..~+,d(x*,, .... ~ + , ) ,  

con lo stesso significato per i coefficienti B~c..i~+ ~. 
Notiamo la seguente regola di differenziazione di un prodotto esterno:  

(3.5) d((o~ X ¢%) - -  de% X ~% + (--  1)~c0k X d(%. 

Teorema di Volterra-Poincard.  
4. AUorchb esiste u n a  ( k -  i ) - forma f~k_~ tale che risulti d ~ - i  = ~ok in 

tutto il campo di regolarit~ di c%, la forma ~o~ si dir~ esatta. Per  k - - - 1  ~2 o 
si r iduce ad una [unzione e si r ieade uella nozione ordinaria di differenziale 
esatto. 
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Se d¢o~ ~ 0 la forma ¢o~ si dir~ chiusa.  Dalla (3.4) eonsegue che :  condi- 
zione necessaria e sufficiente pereh~ (ok sia chiusa ~ the  si annullino tntte 
le espressioni 3.3). 

Sussiste  il seguente teorema di VOL~ERRA-POI~CAR.~ : 
Una f o r m a  esatta ~ sempre chiusa.  In simboli : d d ~ k _ l  ~-~ O. 
I1 teorema pub invert irs i  localmente. Cio~: se ¢% 5 chiusa, nell ' intorno di 

ogni punto del suo campo di regolarit~ esiste una forma Qk--i per cni 
d~k-1 ~ ~ (senza che di necessit~ esista una tale ~ - 1  regolare in tutto il 
campo di regolaritfi~ di to~). 

Avremo nel seguito part ieolarmente bisogno dell' ult ima proposizione, ed 
anzi d i u n a  precisazione di questa r isul tante dalla sua dimostrazione (~:). 
in tanto la ~e - i  non riesce univoeamente determinata  dalla toe (pur con 
riferimento, come si ~ detto, ad un fissato intorno), l ' indeterminazione 
dipendendo datla arbi t rar ia  aggiunta d i u n a  ( k -  1)-forma chius~ IIe_~ 
(dIIe_~ ---~ 0, d (~_~  -~ I I~_~) -  0). 0ra,  a cagione di tale arbitrarieth, si pub 
sempre costruire g]e_~ non  contenenle uno pref issato dei di f ferenziali  dx~, ..., dx~. 
In  altri termini, ~ lecito supporre identicamente nulli i coefficienti  di Q~_~ 
scri t ta in forma normaliz~ata, per  i quali  uao degli indici abbia un valore 
arbi t rar iamente  fissato tra 1 .... , r. 

Integrazione di k-forme. 
5. Per definire l ' integrale di una k- forma o)~ sopra una k-cel ia  orientata 

E~ dello spazio euclideo S~(w~, ..., x~) si pub procedere nel modo seguente. 
Si supponga Ek di classe differenziale ~_1 e rappresentata  sopra una 

k-sfera  solida Z~ dello spazio euclideo Sk(y4, .... y~) mediante equazioni para- 
metriche del tipo (2.3) con s : k .  La tras[ormazione di variabili  (2.3) muta  
la ¢')k in una forma monomia f (y~ , . . . ,  yk)d(y~,. . . .  Yk) (che, tenuto conto delle 
(2.5), si scr iverebbe subito esplicitamente). Si pone a | lora  per  definizione: 

(5.1) ] ~o~ ~ f(y~, ..., yk)dy~ ... dyk ,  

dove al secondo membro appare un integrale multiplo ordinario e deve assu- 
mersi il segno -~- o i l  segno - -  a seeonda the  l 'or ientazione naturale  dello 
Sk(Yt, ..., yk) eorrisponda o no ull 'assegnata orienta~ione di Et:. A norton del 
§ I, n. 1, il significato del l 'u l t ima eondizione pub intendersi  cosi. Conside- 
r iamo in ~ un k-edro di direzioni aventi eomponenti  (dy i ,  O, ..., 0), 
(0, dye,  O, ..., 0), ..., (0, ..., O, dye) con ogni dyi  ~ 0, ehe indicheremo brevemente  
come k-edro (dye, ..., dyk). Ebbene,  deve assumersi  il segno positivo o nega- 
tivo a seconda the  i| t rasformato mediante le (2 3) del k-edro (dye, . . . ,  dyk) 

(~:) Quale pub teggersi p. es. in E. ~OURSAT [5], pag. 106. 
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r isul t i  equiverso o coatraverso con il k-edro  che foruisee l ' asseguata  orien- 
tazione di Ek.  

]~ immediato e h e l a  definizione espressa dalla (5.1) r isulta indipeudente  
dai eambiament i  del la  rappresentazione paramet r ica  di E~, e ehe pub esten- 
dersi senz'altro alie k-cel le  singolari.  L ' in t eg ra le  di ~o~ sopra una  variet~ V~ 
ehe possa eonsiderarsi  come uu  k-eatena,  eveutua lmeute  siugolare, si ott iene 
come somma degli in~egrali sulle k-eelle ehe eompongono la eatena (conside- 
rate con l 'orientazione e la molteplicit/t  ehe loro spetta);  esso r isulta indipen.  
dente  dalla ret ieolazione di V~. 

6. Sussiste la seguente  formula generale di GREEN-STOKES: 

(6.1) /(t)k - - - / d t~k ,  

~vk+ i v~+~ 

dove la variet/~ Vk+l (ehe si suppone al solito una (k-+-1)-catena) appar t iene  
al eampo di regolari tk del ia  k - forma ~%, e CVk+I ne b il contorno orieutato 
nel senso precisato nel § I, n. 2. La  (6.l) b valida anehe eou r i fer imento  a 
variet~ singolari. ~i noti che per  k ~ 0 ,  supposto V~ uu arco di l inea di 
estremi P, Q, orientato da P verso Q, r isul ta  .~V~-- Q - - P  (I, n. 2) e la (6.1) 
diviene : 

(6.2) / d r - -  f( Q) - -  f(P), 
~5 

essendo f ~-¢% una  funzioue defini ta su Vt. 
Oeeorrer~ aver preseuti  le seguenti  immedia te  conseguenze della (6.1). 

Ind ieh iamo con R la regione di regolarit~ di una  forma ~ok. 
1) Se o)k ~ chiusa (&%-----0), ~ hullo l'integrale di ~ok sopra ogni k-ciclo 

Fk ~ 0 in R, o, in particolare, ivi omotopo ad un punto. Invero,  per  1' ipotesi 
esiste in R una variet/~ V~:÷I, eventua lmeute  singolare,  tale che ~Vk+l~- tFk,  
con t intero =4=0 (I, n. 4). Dalla (6.1) segue a l lora-senz 'a l t ro  1). 

2) Se ¢% ~ chiusa, sono uguali gli integrali di (% sopra k-cicli Pk, Fk" 
fra loro omologhi in R ( F ~  Pk'). In particolare non varia l'integrale f~ok per 

rk 
deformazioni omolopiche di Fk in R. Si trae da 1), r i ferendo quel  teorema al 
k-eielo F k - - F k '  ehe b ~ 0  in R. 

3) Se ~k ~ esatta (~o~--= d~k-,), ~ hullo l' integrale di o~k sopra ogni 
k-ciclo Fk di R. Consegue dalla (6.1) considerata  per  k -  1 in luogo di k, e 
appl ieata  alle forme (.~_~ e d ~ _ ~  integrate  sulle variet/~ ~F~----0 e F~. 

Estensione al eampo eomplesso. 
7. Le propriet'~, formali  delle {'orme diff~reaziali, r iohiamate ai an. t-4, 

si estendouo ovviament~ al eampo eomplesso eonsideraudo in luogo di varia- 



E, ~ABTI~[;[~I: Su~lp, este.~.~io~i della form,¢la i~teff~'ate di Ca~tch?t, ecc. 295 

bili reali, variabili eomplesse z~, .... z~ (zj : ~j Jr i y j ;  j = 1, ..., n) e suppo- 
nendo analitici  in z i ,  .... z, i coefficienti delle forme. 

3ia si pub fare l 'es tensione anehe in modo un po' piil generale. Si con- 
sideri invero una k- forma differenziale, a coefficienti analitici  reali  o com- 
plessi dei 2n argomenti  real i  x , , . . . ,  x~,,, y , , . . . ,  y , ,  the  indicheremo suceinta- 
mente  con a)k(~j, yj). La o)k(x~j, yj) si spezza in realth nel modo seguente :  

' _L it0 "" (7.1) o~k(xj, xj) - -  ~k (~i, YJ) 7- k ~xj, yj), 

essendo to~', ,o7¢" forint  reali del tipo gi~t considerato. Ora, a cagionc della 
supposta analicit~ dei coefficienti, si pab estendere la variabilit~ degli argo- 
menti  xj, yj al campo complesso, e la forma tok(xj, yj) conserva signifieato. 

lecita percib la sostituzione t ineare (complessa) di variabil i :  

-- 1 1 (z] + zi~, yj : (z I - -  Z~) (7.2) xj : :~ 

mediante la quale oJk(~vj, y]) si mnter~ in una forma helle vari~bili z~, .... z,,, 
z, .... , z~, che indicheremo con a)~(zj, z~), del fipo seguente:  

(7.3) C~(zj, z ~ ) =  ~_j a,~...~#,..4~(zj, z~)d(zi,, . . . ,  z~ ,  zj~, .... z-~q), 
i~,.,.,i~,~ .... dq 

dove p ~  q = k  e le ah...~,~..4q sono funzioni analit iche di z~, z~ ( ] : 1 ,  .... n). 
Forme differenziali aventi la s t rut tura  (7.3) saranno part icolarmente 

oggetto delle nostre considerazioni. Occorre notare che perb noi avremo inte- 
resse a eousiderare la ~(z~, z~) soltauto per  valor i  complessi  coniugat i  degli  
a rgomen t i  z], z]. Coma segue dalle (7.2), eib equivale a eonsiderare la primi- 
tiva forma (o~(x~, y]) per valori reali degli argomenti  x~, yi, vale a dire, 
usando linguaggio geometrico, hello spazio 2 n - d i m e n s i o n a l e  reale S.~,,,(x~, ..., ~,~, 
y~ .. . . .  y~) Pur  con riferimento alla 6~(z~, zi) assumeremo come immagine 
del eampo di definizione tale S~,, reale, trat tando insomma le zi, z i come 
coordinate  isotrope in S~,,. Si ponga perb a~tenzione al fatto ehe le z], 
devono tuttavia riguard~rsi  talora quali variabili indipendenti  (p. es. quando 
intervengano derivazioni par~,iali sui eoefficienti di 6)~(~i, z~)). 

l~ importante l'osserva~,ione segnente. Sin f(z~, ..., ~,~) - -  u(~c~, yl) + iv(x1, yl) 
funzione anali t ica di z~,..., z,,. Siccome ]e eomponenfi u, v di f sono an~li- 
fiche negli argomenti  reali  ~], y~, la variabilit~ di questi pub estendersi  al 
campo complesso. Eseguendo ~llora la trasformazione (7.2) la funzione u 4 - i v  
mutasi  in una funzione [(zi, z~) anali t ica delle ~ ,  z~ (j----- 1, ..., n), la quate, 
per  z], z1 complessi coniugati deve coincidere con la f(z~, ..., z~). In base al 
prineipio di identit~ per le serie multiple di potenze (~8), si conclude che vale 

(~s} Ci r i fer iamo al pr incipio  onuneiato nel la  forma seguente :  Due serie di potenze ehe 
coineidono per  va lor i  real i  degli  argomenti ,  eoincidono a, nche per  valor i  eoml~lessi. Baster~ 
allora applieare il  pr ineipio alle serie di potenze che raploresentano ]e funzioni [, f, previo 
r i torno alle var iab i l i  xj~ y j .  
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ident icamente (cio~' anche per  valor] indipendenti  di z~. z-~): ](z~. z ~ ) ~  f ( z , , . . . ,  z ) 
Dunque,  allorch5 si pens] f come funzione delle variabili  indipeudenti  z~. z~; 
le condizioni di monogeneith si esprimono nella forma sempliciss ima:  

(7.4) ~f 5 A .  - - -  ~z~ 0 (~) ( i - :  1, ..., n~. 

Dalle (7.4) consegue the  la forma cb~ espressa dalla (7.3) si r iduce ~d una 
forma analitica uelle z , , . . . ,  z,~ del tipo cui si ~ alluso al principio del pre- 
sente n., allora e soltanto allora che n~ i coefficient] n~ i differenziali dipen- 
done dalle variabili  z~. 

8. I1 siguificato delF integrazione d i u n a  forma 6)k(zj, zj) sopra un~ 
k-cel la  Ek (e poi sopra una k-catena) dello S~(x~,...~ x,~, y~,. . . ,  y.) reale, si 
presenta  spontaneo se si tien conto che, in tale $2~ reale, 6)k(zj, zj) uguaglia 
la forma (ok(xj ,  yj) nelle variabili  real] x j ,  y j ,  espressa dalla (7.1). ]~ percib 
naturale por te  : 

Q)k(Xj, yj) = ~Ok(Xj, yj) + i O)~"(Xj, yj). 

Siano : 

(8.2) x j  = xj(u~ . . . .  , uk),  y j  = y j (u  t , . . . .  uk) ( j  " - -  1, . . . ,  n)  

equazioni parametr iche rappresentant i  Ek sopra una k-sfera  so]ida Zk de]lo 
spazio (u~, .... uk) Se la trasformazione di variabili  (8.2) muta le forme tok', o)~" 
risp. helle forme f")(u~ , . . . ,  u~)d(u ,  , . . . ,  uk),  f ( ~ ( u ( , . . . ,  uk )d (u ,  . . . .  , uk), in base al 
n. 5 la (8.2) si espiicita nella 

(8.3) ] 6)k(z~, ~) ~-- --+-- (f '" + i f ' * ' )du ,  ... d u k ,  
t 

dove a secondo membro appare un integrale multiple ordinario della fun- 
zione complessa f( ')  ~ i f i  ~), e vale la gii~ detta regola per la sceita del segno. 

Convien notare che pub anche scriversi diret tamente ta (8.3), senza pas- 
sare per il tram]re delle forme (ok', ek", considerando le equazioni parame- 
triche di Ek riferite alle coordinate isotrope:  

zj := x j ( u , ,  . . . ,  uk)  ~,- iy~(u~ . . . .  , uk)  ~ z j(u~,  . . . .  uk)  ( j  - ~  1, . . . ,  n).  (8.4) 
I ~ - - - - -  x~(u , ,  . . . ,  u~) - -  i y j ( u , ,  . . . ,  u~) -~  ~(u i , ..., uk) " 

ed eseguendo sulla 6)k(z~, zj) la ~rasformazione di variabili  (8.4), con che si 
ottiene ]a forma ( f " ~ - + - i f ( ~ ) ) d ( u j , . . . ,  uk) .  

(i9) Una immediata verifica formale mostra d'attronde l'equiva]enza detle (7.4) e detle 
condizioni di CAucIt¥, tramite le (7.2). 
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Siccome, in base alla (8.1), gli integrali  di forme del ripe di 6~k(~j, -z1) si 
decompongono in due integrali  di forme reali, 6 poi ovvio che la formula  
(6.1) e le sue conseguenze (n. 6) si estendono senz' allro al case di  forme com. 
plesse. Ed ~ importante osservare ehe, a eagione della eovarianza per  trasfor- 
mazioni di variabili della operazione di differenziazione esterna (n. 3), pub 
caleolarsi d(o~(zj, zj) senza che oeeorra passare alle variabili :vj, Yi, ma diret- 
tamente  rispetto alle variabili zj, z~ (considerate come inflipendenti, n. 7). 

§ I I I .  - P a r t e  t o p o l o g i c a  d e l l a  r l c e r c a .  

La formula  di Cauchy elementare. 
1. Abbiamo richiamato nell'IN~RODUZlOlVE la seguente espressione gene- 

rule della formula di CAuc]t¥ per le funzioni analit iche di una  variabile 
complessa z - -  x + iy  : 

(1.1) 27:iiVf(~) - -  ; f(z) _ dz --.lz-- ~ " 

P1 

Nella (1.1) P, pub supporsi un 1-ciclo qualunque (eventualmente riduci- 
bile e singolare, § I, n. 3) della regione (aperta) R~ di olomorfismo di f(z), 
nel piano di A~OA~D-GAusS (x, y). Essendo 0(~) un punto di R2, le condi. 
zioni di validit~ delle (1.1/ possono (come si ~ detto) esprimersi  cosi:  

(It) P~ C R.~ - -  0, 

(IIl) P ~ 0  in R.2, 
(IIIl) All (P~ , O)  - -  _IV. 

Indichiamo con K~ una semiret ta  orientata useente dal punto O, p. es. 
paral lela al semiasse positive delle x. Secondo le r icordate convenzioni per 
l 'or ientazione dei contorni (I, n. 2), r isulta 

~ K ,  = - -  0 ,  

onde, tenuto eonto delle definizioni e delle proprieti~ del § I, n. 8, si ha  

(1.2) All ( r , ,  o) = - -  Alt (0, 1~,) = All ( - -  O, r , )  - -  [K,,  r,], 

dove l ' indice  di KRON]~C]~t¢ [Ks, P~] s ~ intender~t valutato con r iferimento 
all' orientazione natura le  (I, n. 1) del piano (x, y). La (1.2) permette sempli- 
cemente  il ealcolo dell' intero .hr. 

Bench6 si tratti  di cosa molto elementare,  r icordiamo come si deduce 
la (1.1) sulla base delle condizioni (I,), (II~), (III,), ch~ queste, nella forma in 
cui sono scritte, non risultano forse famigliari  od ogni lettore. Dope di cib 
la l inea del procedimento con il quale si perviene alle pifl generali  estensioni 
della (1.1) riuscir'~ del tutto naturale.  

An~ali  di Matematica 38 
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primo luogo, siccome la funzione z,_~_) ~r(z ~ regolare nella regione R.2-- O, In  

lecito considerare 1 ~integrale 

(1.3) ] [(z) dz 

sopra qualunque cammino contenuto in R 2 - - O ;  in particolare, essendo sod- 
disfatta la (I~), ~ definito I ' integrale a secondo membro della (1.1). 

Ora la condizione (II,) assicura l 'esistenza di una  varieti~ 2-dimensio- 
nale V~, eventualmente  singolare, contenuta in R~ ed avente per contorno 
F, (I, n. 4). Supponiamo dapprima the  V~ contenga il punto 0, senza esclu- 
dere anzi the  V~, se singolare, possa ricoprire pifi volte l ' intorno del punto 0 
sul piano (x, y) (~0). Sia U~ la porzione di V~ che appart iene ad un piccolo 
intorno circolare C.2 del punto 0, e I' t' il ciclo (eventualmente singolare) che 

contorno di U.z. Si ha (I, n. 2): 

eio~, siecome la variet~ V ~ -  U~ b eontenuta in R ~ -  O, 

F i - -F~ ' c , z0 ,  ovvero r~c ,~F(  in R ~ - - O .  

Applicando il 1 ° teorema di CAuc~¥ si ha dunque che i~ nullo l ' inte- 
grale (1.3) sopra il ciclo 1~4- F,', cio~ sono uguali  gli integrali  (1.3) sopra i 
cicli omologhi F4, 1~ '. Cib ci autorizza a sostituire nel secondo membro 
della (1.1) il ciclo d ' integrazione F~ col ciclo l~l'; quest 'ultimo pub poi a sua 
volta sostituirsi con un ciclo qualunque ad esso omologo in C~--O,  pur di 
supporre l ' intorno eircolare C, cosi piccolo da esser contenuto in R2, perch~ 
allora ogni relazione di omologia valida in C~ - -  0 ~ altresi valida in R 2 - -  0. 
Si vede eosl che, per il calcolo dell ' integrale in oggetto, si ~ infine condotti 
alla determinazione della base det gruppo di omologia per i cicli 1-dimensio- 
nali di C ~ -  0 (I, n. 6). 

Tale base ~ costituita da un  ciclo di C~ che ~iri una  sola volta intorno 
ad O, p. es. la circonferenza T, contorno di C~, orientata nel senso positive 
ordinario. Si ha cosi 
(1.4) I'~ c,z P,' c,z vT~ in R 2 - -  O, 

con v intero conveniente, e il secondo membro della (1.1) si r iduce a 

[ f(z) dz. 
v . / z  - 

(co) Cib che aecade p. es. quando Pl avvolge pill volte il punto O, esseado allora F l 
necessariamente costituito da pifi circuiti seonnessi o da un sol circuito connesso dotato di 
punti multipli. 
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D'al tronde il valore della precedente espressione ~ indipendente dal raggio r 
di y , ,  quindi coincide eel sue limite per r tendente a zero. Un calcolo ele- 
mentare  da per questo iimite il valore 27:iv/(~). 

Pereh~ sia provata ta (1.1) resta da far vedere ehe v-----N. Applieando 
alla (1.4) la propriet-~ fondamentale degl ' indici  d 'a l laeciamento (I, n. 8) e la 
(1.2), si ottiene 

All (Ft, O) - -  All (v?~, O) = v[K~, "(~] = v ; 

quindi, tenuto conto della (IIIt), abbiamo appunto N---v .  
Dobbiamo esaminare l ' ipotesi  in cui V~ non eontenga il punto 0 (~). 

In .tal ease si ha ]?i c,z 0 in /?~ ~ 0 (e non soltanto in R.2). I1 secondo membro 
della (t.1) risulta allora nullo e lo stesso accade per il primo membro poich~ 
si ha  anche N--~--All (r~. 0 ) =  0, in base ad una delle conseguenze della pro- 
prieth fondamentale  degl ' indici  d 'a l laeeiamento (I, n. 8). La formula  (1.1) 
testa  dunque valida, ma perde interesse poich~ essa non serve pifi per espri- 
mere il valore di f(~) mediante i valori di f(z) su 1~4. Si pub osservare che 
questa eventualit~t si presenta soltanto nel case considerate in cui F~ c, z0  
in R ~ -  0. Infatti ,  nell ' ipotesi  contraria,  dalla (1.4) si deduce che ~ neeessa- 
r iamente  v =4= 0 e quindi N=4= 0. 

0SSERVAZmNE. - Nella formulazione della eondizione (II,) facciamo use 
dell 'omologia ordinaria (co) e non dell ~omologia con divisione (~), che inter- 
verr'h invece nella formulazione delle condiziol~i topologiehe analoghe alla 
precedente,  concernent i  le estensioni della formula (1.1) al case di pifi varia- 
bili. Cib dipende dal fatto the,  la sostitazione del segno c,z con ~ negli 
enunciat i  e lementar i  concernenti  regioni R~ del piano d 'ARG~D-GAuss  (x, y) 
darebbe luogo ad una maggiore generalit~ soltanto apparente,  poich~ in una 
siffatta R 2 non esiste alcun 1-ciclo divisore dello zero (I, n. 4). Invero l 'esi- 
stenza di un ciclo divisore dello zero di dimensione 'di un ' un i t a  inferiore 
alla dimensione del l 'ambiente,  implica la non orientabilit~ de l r amb ien t e  
medesimo (2~). mentre  R~ ~ sempre orientabile, per es. in eonformit~t con 
1' orientazione natura le  del piano (x, y). Lo stesso pub dirsi per le relazioni 
di omologia (2n ~ 1)-dimensionale in una regione 2n-dimensionale / ~ ,  dello 
spazio euclideo S~,. 

Considerazioni generali sull'estensione della formula di Cauchy. 
2. Quando si cerca di estendere la formula (1.1) alle funzioni d i n  varia- 

bill eomplesse zi, ..., z~, si hanno di fronte n possibilita distinte, a seconda 

t ~i) P e r  quanto anche questo case possa farsi  r i en t ra re  nel le  considerazioni  precedent i  
agg iungendo  a V2 un 2-c ic lo  contenente  O~ p. es. una superf ic ie  s fer ica  singolare,  H~, 
schiacciata su due cerch[ sovrappost i  contenent i  O. Siecome ~ H ~ 0 ,  si ha  invero  
C(V~ -+-//-2) ----- ~V~ ~ r~,  e pub sost i tuirsi  V2 con V~ -l- H ~  

(~2) Cfr. p. es. SEIFERT-THRELFALL [18], pag. 90. 
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t he  si voglia costruire una formula di di~nensione n, n +  1,...~ 2 n - - 1 ,  
secondo la terminologia indicata nelI'I~TROD. 

Rappresen t i amo  al solito t e n  variabili complesse hello spazio 2n-dimen- 
sionale S~n(xi,. . .  , x,n, Y t , . . . ,  Y,), essendo z s = x j - t - - i y  j ( j - - l , . . . ,  n). Sia 
f ( z , , . . . ,  z~) una funzione anali t iea ed olomorfa in una regione (aperta) R~,~ 
di S ~ ,  ed 0 ( ~ , . . . ,  ~n) un  punto interne ad R ~ .  Abbiamo gi~t scritto nel- 
l' INTROD. le formule (8), (9), risp. di dimensione n e 2n ~ 1. 

La funzione integranda che appare nella (8) si presenta come la pill 
naturale  estensione della funzione integranda a secondo membro nella (1.1). 
Tnttavia, mentre  per n = 1 la funzione iutegranda ha un sol punto singolare 
in O, per  n qualunque le singolarit'~, sono distese sopra la variet~ ( 2 n -  2)- 
dimensionale T2,_~, composta degli n spazi l ineari  caratteristici (2~) ( 2 . n -  2)- 
dimensionali,  passanti per O, di equazioni r ispett ive:  

(2.1) z~ - -  ~ ; ~ - -  ~ ; ... ; zn "-- ~ .  

Come nella (1.1) N ~ l ' ind ice  d' al lacciamento del cielo F~ eel punto O, 
cosi nella (8) N b u n  earat tere  intero che esprime 1' analogo state di allaccia. 
menlo del cielo d' integrazione F~ con la variet~t T~,~_ 2 (F, essendo natural .  
mente non incidente la varieth T~,~_~ luogo di singolarit/~ per la funzione 
integranda). 

Nell' al tra formula citata, (9), la forma differenziale integranda r isul ta  
ini~eee singolare nel solo punto O, e 1' intero 2Y uguaglia 1' i n d i c e d '  allaeeia. 
mento del eielo d' integrazione F~._~ (non passante per 0) eel punto 0 stesso. 

Se era  si eerca di scrivere una formula integrale generale (n 4- / ) -d imen-  
sionale (l = 0, 1 .... , n -  1), quale variet/~ singolare pub presumersi  per la 
forma differenziale integranda ? 

La variet~ che, nel mode pih naturale,  si presenta adatta allo scope 

( n ) s pazi caratterist ici  ( 2 n - -  2 l - -  2)-dimensionali quella costituita dagli 14- i 
g 

passanti per  il punto 0 ( ~ , . . . ,  ~)~ eiaseuno dei quali ~ rappresentato dalle 
equazioni : 

(2.2) z~----- ~ ,  ..., z ~ . ~ i :  ~ ,_ , ,  

essendo ~ , , . . ,  ~l+~ una combinazione qualunque degli interi 1, ..., n. Invero, 
per n = 1, l~---0 e per n qualunque,  1 : n ~ 1, le (2.2) si ridueono alle equa- 
zioni del punto 0 ;  per n qualunque,  l = 0, si ridueono invece alle equazioni 
(2.1) degli n spazi earatterist ici  che compongouo T~,~_~. 

Indichiamo con T~,~_~_~ la variet'~ definita, e assumiamola senz ~ altro 
come variet/~ singolare per  la forma differenziale integranda della formula 

(e3) Ciob immagini di spazi lir~eari complessi dello spazio complesso ( z i , . . .  ~ z n) (IJEvI- 
CIV~TA, S~vEm). 
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generale che vogliamo costruire. La diremo variet~ polare (di centro 0), 
perch, ,  com '~  nei casi contemplati,  supporremo ch' essa riesca luogo di poll 
per la forma integranda. 

Un punto fondamentale  the  dobbiamo affrontare consiste allora nella 
determinazione di uno o pii~ caratteri interi definiti dal ciclo P,,._,, che ~ervano 
a caratterizzare lo stato d' allacciamento del ciclo con la variet& polare con- 
siderata. Tall carat ter i  dovranno invero apparire  nella formula generale che 
abbiamo di mira, allo stesso modo che it carat tere  intero ~T appare nelle 
formule ricordate. 

D' al tra parte, abbiamo visto (n. 1) c h e l a  dimostrazione della formula 
(1.1) si fonda essenzialmente sulla c onsiderazione della base del gruppo di 
omologia per gli 1-cieli diC, --  0, cio~ di un intorno circolare del punto 0 stesso. 
Analogamente,  per stabilire la formula (n + / ) -d imens iona le ,  ci sarh necessaria 
la conoscenza della base del gruppo di omologia per gli (n + l)-cicli di un 
intorno del ptmto O, privato dei punti  di T2~-~,-.2. Conviene assumere come 
intorno di 0 t' n-ci l indro G 2,~di raggio r definito dalle disuguaglianze : 

(2.3) Iz,--~,l~r,...,  [z~--~,~l<r. 

Poich~ la determinazione di tal base ~ s t ret tamente legata alla determi- 
nazione dello stato d' al lacciamento di F,,~.~ colla varie~'~ T~,~_.~_~, comince. 
remo appunto con lo studio del gruppo di omologia (n- t - l ) -d imens ionale  di 

Contrazione omotopica di S ~ , -  T~_~_~. 
3. Perverremo alla determinazione del gruppo di omologia, il cui studio 

ci siamo proposto, estendendo un procedimento di contrazione omotopica della 
varieti~ ambiente eonsiderato da B. SEGRE in [16]. 

Pe r  i l lustrate  chiaramente  questo punto un po' delicato, ~ opportuno 
r icordare dapprima il caso elementare  discusso dall'A, citato. La varieth am- 
biente era  in quel caso la variet'~ aperta  S~,~- T~r2,  cio~ lo S~,, privato dei 
punti  della variet~ T~._~ definita al n. 2 (varieth cui r iducesi  la T~,~-~z-~ per 
l : 0 ) .  Si eostruisce allora nel modo seguente una deformazione omotopica 
(I, n. 5) che muta  S~--T2,~_  ~ nella variet~ ~ ,  di dimensione n, definita 
dalle equazioni : 

(3.1) I z ~ - - ~ I = r , . . . ,  I z , ~ - - ~ i = r .  (r > 0). 

Sia P(z, .... , z~) un punto qualunque di $2, ~ --T~,~_~. Posto 

(3.2) zj -- ~j + ~je~% (~ > 0 ; j = 1, ..., n), 

si consideri la trasformazione the  muta  P nel punto pet, di coordinate 

(3.3) z~}'--- ~ + [~j + t(r - -  ~)] e~  (j --~ t, ..., n), 
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essendo t u n  parametro reale definito nell' intervallo (0, 1). Per  t---0,  il punto 
coincide col punto P, e per t ~ 1 col punto di coordinate 

z~ ) = ~i 4- re~°~ (j - -  1, ..., n), 

che ~ un punto della varieti~ e l , .  Poich~ la posizione di P"> ~ ovviamente 
funzione uuivoca e continua del parametro t e del punto P, testa cosi definita 
al variare di t d a  0 ad 1, una deformazione omotopica di S~ , - -T . , , _  2 nella 
variet~ ~,~. A una deformazione di questo tipo si dt~ anzi i] nome di contra.  
z ione omolopica, in quanto (come subito si verifica) durante la deformazione 
ogni punto di S ~ -  T~_~ resta entro S~,~--T~,,_~, mentre ogni punto di ~,~ 
rimane fisso. 

La contrazione costrui ta  non ~ in rondo altro che quella ottenibile con- 
siderando la varieth S~,~--T~,~_~ come prodotto topologico (I. n. 10) degli n 
piani (x~, y~), ..., (x,~, y,,), privati risp. dei punti  ~ , . . . ,  ~,~, indi contraendo 
omotopieamente e s imul taneamente  ciascuno di quei plant forati nella cir- 
conferenza su di esso tracciata con centro nel foro e raggio r. 

5Tel nostro caso la variet'h ambiente che si desidera eontrarre omotopi- 
camente 5 la S.2,,--T~,~-2t-~, che in generale non si pub pitt ot tenere come 
prodotto topologico. 5T~ pub applicarsi  ut i lmente ai punti  di S~,~--Tzr,z~_ ~ 
la trasformazione (3.2); giaech~ (per 1 > 0) esistono in S.~,--T~,~_2t_ ~ punti  
per i quali  ~ nullo qualche p~ ed indeterminato il corrispondente 0j. Onde, in 
tall punti, la trasformazione che muta P nel punto p(t) di coordinate (&3), 
non risulta pitt univoca e continua, cosicch~ non ne resta definita una 
deformazione omotopica. 

Di fatto accade che non ~ in generale possibile una contrazione omoto- 
pica di S~,~ ~ T~,~_._,~_~ sopra la variettt ~ .  

4. Consideriamo allora le varlet& (n + / ) -d imens iona l i  A ~  ~,  definite 
dalle equazioni : 

(4.1) 
. . . ,  (r  

dove gli indici [a~,...,  at], cosi posti ira parentesi  quadre nella prima riga, 
stanno a significare the  s' intendono esclusi dalla uguaglianza multipla scritta 

(n) variet~ A~'"'~, tante i termini corr ispondenti  a quegli indict. Si hanno l , - ' -~ 

quante le combinazioni a~, . . . ,  :¢~ degli interi 1, ..., n. Indicato con r:j il piano 
caratterist ico per 0 di equazione:  

(4.2) z~ ---- ~ ,  z.~ = ~ ,  ...ul..., z~ = ~,,,, 

lo So,, pub considerarsi  come prodotto topologico di ~z~, ..., %,. La varietal 
A ~''''"~ appare allora come prodotto topologico subordinato degli l cerchi di 

+z+/ 

eentro 0 e raggio r net plant ~ , ,  ..., r ~ ,  e delle n - - I  circon~erenze con 
ugual centro e raggio net plant r:~ .... [~ ..... ,~,]..., un. 
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Rappresenteremo con ~t,~+~ 1' insieme delle varieti~ A~'"'~: 

(4.3) a~+~---- ~ A~'"'% n + l  
al(..,(a~ 

Ricordando le (2.2) si vede immediatamente  che ~,~+~ appart iene ad 
Sz,~-  T2,~_~z_ ~ . Vogliamo dimostrare ehe S~,~ --  T ~ _ ~ _  2 p u b  con t rar s i  omoto- 
p i c a m e n t e  s o p r a  la var ie t~  ~,~+l. 

Sia P(z~,... z~) un punto qualunque di S , , ~ -  T.2,~-u-~ e si conservino le 
posiz~oni (3.2). Fissato P, s iano ~k~, ..., ~k~ 1 dei ~ , . . . ,  ~,~ di valore pifi basso, 
per  guisa ehe risulti  

(4.4) ~ ~ ~ (k ~ k~, ..., k~ ; j - -  1, ...[~ ,..,~]..., n), 

ore  gli indiei tra parentesi  quadra  s' intendono al so]ito eselusi. Si indichi 
inoltre con p il v a l o r e m i n i m o  dei ~ per j--1,...[k~ ..... k~]..., n. 

Cib posto, eonsideriamo la trasformazione the  muta  P nel punto p(t~ di 
coordinate 

zj = ~j + [~j + t(r - -  ~)]e~O~ (j = 1,...[k~ ..... ~l..., n) 
__ f~k (4.5) z(~ j ~k ÷ ~k + t ,r  ~ - -  ~ d %  (k - -  k , ,  . . . ,  k~). 

per t variabile tra 0 e 1. 
Dimostriamo che la posizione del punto P~t) riesce funzione un i voca  e 

c o n t i n u a  del parametro  t e del punto P variabile in S~ ,~-  T~_~_~. 
Per  accertare  che ta posizione di P¢t~ ~ univocamente definita dalle (4.5) 

bastano le osservazioni seguenti.  1) 5~elle (4.5) ~ sempre ~ =~= 0, perch, ,  essendo 
eselusi i punti  di T.~_~__., possono annullarsi  al pifi l dei ~ .... , ~,, e quindi soi- 
tanto ~ , . . . ,  ~ , .  2) Se qualcuno dei ~ : , . . . ,  ~ ~ nullo, e sia ~ ,  r isulta in 
conseguenza indeterminato 0~, ma non ne viene indotta a lcuna indetermina- 
zione nella posizione di P(*), giacch~ si ha allora z ~ * - - ~  per ogni t. 3) Pub 
accadere ehe, per  un dato _P, non siano determinat i  gli indiei k~,... ,  k, in 
corrispondenza ai quali ~,,, ..., ~:~ assumono gli 1 valori pia  bassi; e sembre- 
rebbe atlora che le (4.5)potessero r iuscire diverse a seconda della scelta ehe 
si faeeia per  gl' indiei k~ , . . . ,  k , ,  onde potesse conseguire indeterminazione 
per il punto P(*. Ma tale indeterminazione ~ soltanto apparente,  poich~ l 'am- 
biguiti~ nella determinazione dei ~ , , , . . . ,  ~ minimi fra tutti i ~ ,  ..., ~,~ pub 
presentarsi  soltanto in corrispondenza a taluni di questi valori tra loro uguali 
e necessar iamente  eoincidenti con ~, cosicch~ uno scambio ira questi non 
al tera le equazioni (4.5) che nell '  aspetto formale. 

Stabilita cosi la univocit~ della posizione di P(*', la sua continuit'~ come 
funzione di P, t r isulta per il fatto ehe, qualora k ~ , . . . ,  k, restin fissi, i se- 
condi membri  delle (4.5) sono ovviamente funzioni continue di ~ , . . . ~ , , ,  
0~,..., (},~, t, e d' altronde, qualora al variare eontinuo di P debban mutarsi  
k , . . . . k , ,  il mutamento si effet tua di neeessitk passando attraverso posi- 
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zioni di P in corr ispondenzs alle quali  si ha indeterminazione negl' indict 
k~, . . . ,  kt e quindi, s norms della precedente  osservazione 3), due scelte diverse 
di tall indict sono entrambe leg i t t ime 

Si osservi ors  the,  per  t----0 il punto p~t~ coincide con p ~ o ) :  p,  e per  
t - - 1  col punto P(~) di coordin~lte: 

Z~I}: ~.] -I"- rd0j (j--- 1, ...[k ...... ~]--., n) 

z~ ~ = ~k + r ~= ¢% (k = k~, . . . ,  kt). 

Tenure presenti  le (4.4) e i l  signi[icato di a, si ha per le coordinate  di P¢~): 
_(H 

] aJ - -  ~ J l  ---- r ( i - -  1,...[k ...... k,1...,  n )  

I z(l) - -  ~ I - -  r ~k <_ r (k - -  k , , . . . ,  k,),  
P 

il che, eve si ricordino le (4.1), mostra che P(~) appart iene alla varlet& A k''''k~ . 
n.4-  l 

Risul ta  cosi in conclusione che la trasformazione costruita definisce una 
deformazione omotopica di S=,--T.~_=z_ ~ nella varlet& ~I,+a. Pee convincersi 
che si t rat ta  propr ismente  d i u n a  con~razione omotopics,  come desiderate, 
res ts  ancora da ass icursre  che sono soddisfatte le condizioni che, dursnte  
la deformazione, a) og~ai punto di S ~ , -  T.~,,_.:a_.~ res ts  entre S=,~-  T~,,_.~_~, 
b) ogni punto di g~,,+~ r imane fisso. 

Per  provare a) si osservi che dalle (4.5) r isul ta  che, per  j - -  1, ...[~ ..... ~:a]..., n, 
l ~}t) _ ~ l con t nell '  intcrvalto (0, 1), ~ sempre eompreso tra ~ ed r, e quindi 

diverse da zero, essendo 9] ed r maggiori di zero. Onde il punto P(~) non 
pub cadere su T=,_.,a_.~, oh} altr imenti  dovrebbero annullarsi  l-¢-1 almeno 

- -  ~" , ..., z~ ) -  ( ,  I secondo risulta dalle equazioni (2.2). degli n moduli lz~ t) ~ I i , 
Per  provare b)~ si suppongs che P cads su ~,~_~ ed in particolare sopra 

A ~, rappresentata  dalle (4.1}. Risul ta  allora che gl ' indici  la componente a~...a 
k~,. . . ,  k~ coincidono con a~,. . . ,  ~ (~) e ~ - - ~ - - r  per j - - -  1,...[~ ..... ~]..., n. 
Le (4.5) si r iducono percib a 

z~ t) = ~ + ~e~% (j  = 1, . . . ,  n),  

ciob p(t~ coincide con P per  qualunque t. 

5. Limit iamo la deformszione omotopics costruita nel n. prec. alia sols vs- 
riet~ ambiente C~,~-- T~_~z_. _, (anzieh~ es tender ls  s tutti  i punti  di S ~ , -  T.2,~l_. 2 , 
come si ~ fatto sin qui). Si p r eys  immediatamente c h e s i  ettiene anche 
in questo case una contrazione omotopica di C ~ - -  T~_~_.~ sopra Ct,~+l. 

Valgono a!l 'uopo le stesse considerazioni del n. 4. Deve soltanto aggiungersi 
l 'osservazione che, s e i l  punto P ~ contenuto entre C2~, anche P(~), per 

(.~4) G in  o g n i  ease  lOOSSOnO s c e g l i e r s i  c o i n c i d e n t i  con  zi  . . . .  , ~ ;  cf r .  l ' o s s e r v a z i o n e  3) 
di  cut  poco sopra .  
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qualunque t dell' intervallo 
per  ipotesi 

si deduce dalle (4.5) 

0, 1), ~ contenuto entre C~,. Infatti, essendo 

~ i = l z i - - ~ i l < r  (j = 1, ..., n), 

l z~ t) - -  ~1  ~ r ( j  = 1 . . . .  , , ) ,  

Gruppo di omologia (n + 1)-dimensionale entro S ~ . -  T~._~_~. 
6. Appliehiamo la contrazione determinata  al n. 4, ad un eielo qualunque 

di S . 2 , -  Te,~_~z_ ~ . Esso si deforma omotopicamente in un cielo di ~,+~. 
Per tanto  ogni ciclo di S : ~ -  Tv~-.21-~ ha un sue omotopo, e quindi omologo 
(I, n. 5), sulla varieti~ ~,+~. D'al t ronde,  se un cielo k-dimensionale  r~ di ~-+t  

c o 0  in $2,~--T2,_~_~; vuol dire t he  esiste una varietlt ( k +  1)-dimensio. 
nale Vk+ ~ di S ~ , -  T~,_~_.~ che ha per eontorne rk.  Allora: applicando a Vk+ ~ 
la eontrazione omotopica, V~+~ si t rasforma in una  varietit V'~+~ (~5) di ~--~z 
che ha ancora per contorno l~k: q u i n d i  F~ ~ al tres t  c,~O sopra  ~ , + z .  Se ne 
deduce ehe come base per i eicli di qualunque dimensione di $2~--T~,_.,:_ ~ 
pub prendersi  una base per i cicli della stessa dilnensione sopra ~,~_~. A noi 
interessa (n. 2) la dimensione k----n + l. 

Per  procedere 6 opportune fissare un 'or ientazione su eiascuna delle 
variet~t A ~'''~Z definite dalle (4.1). Abbiamo gi~ osservato (n. 4) che A:~+'I ~ ~ pro- n4-l 
dotto topologico di I cerchi e di n -  l circonferenze, cosicch~, essendo orievtabili  
le variet~ fattori del prodotto, r isulta orientabile A~"'~ ~÷~ , e potrebbe determinarsi  
su di essa un' orientazione assegnando orientazioni sulle variet~t-fattori (I, n. 10). 
Tuttavia  riuscir~ pifi comodo per il seguito fissare al tr imenti  un 'or ientazione 
su A ~ .  Ricordate le posizioni (3.2), le equazioni (4.1) di A ~'''~.~_~ possor.o 
sostituirsi con le equazioni parametr iche :  

z~ - -  ~ + re ~ , ...I~ ..... ~]... , z ,  == ~.  -+- re ~°. 
(6.1) 

• iO a 

essendo i parametr i  0~,..., O, variabili t ra 0 e 2% e i parametr i  ~ , . . . ,  ~ t  
t ra 0 ed r. Ebbene, a s s u m e r e m o  su  A ~  ~ l' o r i en taz ione  d e t e r m i n a t a ,  i n  u n  suo 

p u n t o  generieo,  da l lo  (n + 1)-edro d i  d i r e z ion i  (dO~, .. . ,  dO,,, d p ~ ,  . . . ,  dp~) (usando 
il simbotismo abbreviato di cui net ~ II,  n. 5), vale a dire l 'orientazione cor- 
r ispondente mediante  le (6.1) al l 'orientazione natura le  (I, n. 1) dello spazio 
cartesiano (0~, ..., 0~, p~, . . . ,  p~). 

L 'or ientazione definita dipende dal l 'ordine nel quale compaiono gli 
indici a~,. . . ,  :¢~; precisamente essa s ' inver te  o no a seconda che si esegua 
una permutazione di classe dispari o pari su ~ , . . . ,  ~t (I, n. 1). Cosicch6, 

(~5) V'~+ i pub r i su l tare  s ingolare  anche se tale non i~ V~+t {eib the  aecade eer tamente  
quando k + 1 ~  n + / ) ;  ma  sappiamo the  questo  non ha importanza ai f ini  del la  determina- 
zione dalle re lazioni  di omologia (I, n. 4). 

A n ~ a l i  d i  M a t e m a t i c ~  39 
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p. es., i simboli A ~ ' ' '~ t  A ~l~'''~t rappresenteranno la stessa variet~ con 
n + l  ' n + l  

orientazioni opposte e potr/~ ser iversi :  A ~'~'~'' '~-" - - A  ~ ' ' ' ' ~  In generale, 
n4" l  ~ + l  

dunque,  il simbolo A ~'''~Z dovr~ d' ora in avanti r iguardarsi  come emisimmetrico 
n + l  

rispetto agli indici ~ , , . . . ,  ~t. 
Cib posto, determiaiamo il contorno orientato di A ~'''~ (I, n. 2). Rieordando 

,n.a- l 
la formula (I, 10.1) ehe d~ il eontorno di un prodotto topologico, e tenendo 
conto del l 'or ientazione dianzi definita, si trova senza difficolt~: 

l 

(6.2) e A : ' ~  ~ - -  ~ p  (-- 1)"+~- 'A :'''tpl"''~ , 
• n + l - - I  

1 

dove con i simboli A ~'''[p]'''~ (cio~ A ~'''%-~%+r'~) si rappresentano variet~ 
~ + / - - t  n * [ - - I  

del tipo delle A ~'' '~ corrrispondenti  ad un valore di 1 d i u n a  unit~ inferiore 
n +  1 ' 

e conformemente orientate. 
Si considerino era le variet~ 

1+1 

(6.3) F ~'''~+~ --- ~ q  (-- llq-'A~'2i [q]'''~'+~ 
n "~ l 

1 

essendo a~,. . . ,  e~_~ una combinazione qualnnque di elasse 1-4-1 degli interi 
1, n. Giovandosi della (6.2) i~ presto visto che le r~"'~z÷~ sono cicli (n + 1)- 
dimensionali. Infat t i  r i su l ta :  

~-~ q--~ ~÷~ l 
[ ~  , +~-., ~1...cq~:]...~, (~r~'"~+~ --  ~q (-- i) q - ~ . ÷ ~  ~,( - 1~"+~-~4~'"[~]'"~+, --~- ~7 ~ _ ,  __ .~_ ,  _/. .~,-( i) A+~_~ ] 

1 q-F1 

--- ~.]p< A:~I[~]"'~,+,[(-- i) "+~+'-2 + (-- i) "+~+q-~] - -  0. 

Ebbene,  dimostreremo t h e :  (°) Gli l + 1 cicli r~1"'6¢~-4~'(~.+~ < ... < a~+t) costituiseono una base per i cicli 

(n + l)-dimensionali della varietg ~ , . ~ ,  e quindi di S ~ , -  T~,_.~_.~. 
Si trat ta  cio~ di provare (I, n. 6) the  ogni (n A- l)-oiclo di ~,,+~ 6 omologo 

ad una combinazione lineare dei cicli r ~''''~+~. 

7. Premet t iamo 1' osservazione seguente : ogni (n + 1)-ciclo di ~ ,*z  ha come 
omologo un (n + 1)-ciclo costituito da una combinazione lineare delle variet~t 
A ...... ~ componenti di CL,÷~. 

n + I  

Se le variet~t A ~1"''~ fossero (n + l)-celle di una reticolazione di ~,÷~, 
n 4 - l  

l 'af fermazione sarebbe ease part icolare delia proprieti~ generale secondo cui 
d 'ogni  ciclo d ' una  variet~t ret ieolata pub trovarsi un omologo tra i eicli the  
son catene del complesso reticolante (I, n. 6). Di ratio le A ~l"''a~ - - n + l  n o n  s o n o  

(n + l ) - c e l l e ;  tut tavia ei si pub r idurre  alia proprio, th r ieordata eostruendo 
una reticolazione di ~-+i  in gnisa ehe ciaseuna A ~'''n ristdti eostituita da una 

n + l  

somma di (n + l)-celle della reticoiazione. Si pub p. es. considerare la retico- 
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lazione di ~,~+z the  si ottiene r iguardando ciaseuna A:I+; ~ come prodotto 
topologieo di n - - l  circonferenze e di l eerchi (n. 4), dopo aver reticolato 
ciascuna circonferenza decomponendola in due 1-celle, e ciascun cerehio 
eonsiderandolo come una 2-cella eontornata da due 1-eelle. In  tal modo 
ogni A ~'''~ di ~ + t  r isul ta  deeomposta in 2 "-~ (n + / ) - ce t l e .  Ora, se un (n + 1)- n÷l 
ciclo di ~,~+z composto di (n + / ) - c e l l e  del complesso costruito contiene una 
determinata  (n-!-l)-eella,  contiene in conseguenza tut ta  la varieti~ A ~1"''~ 
cui quella (n- l - / ) -ce l ia  appartiene, ch~ al tr imenti  l ' (n- t - / ) -c ic lo  verrebbe 
a possedere punti  di contorno interni  alla ~I ~'' '~ mentre, per essere un ciclo, 
non ha eontorno. Ne segue the  tale (n-t- /)-eielo i~ eostituito da una eombi- 
nazione lineare di variet~ A ~'''~ Tenuto conto delia propriet~ generale n÷l • 
rieordata, si deduce cosi la verit~ dell 'osservazione iniziale. 

Per  stabilire il r isultato desiderato siamo allora ridotti a provare che 
ogni (n-t- /)-ciclo composto con varietk A ~'''~ b omologo ad una combinazione 

n ÷ l  

l ineare dei eicli F ~'''~z+~ Proveremo, anzi, the  coincide con una tale combi. n ÷ /  ° 

nazione lineare. 

Per  giungere a cib nel modo pifi rapido, ~ opportnno osservare che le 
mutue  relazioni di incidenza delle varietk A ~'' '~ per l .~ 1, 2, n - -  1, sono 

n-~-I ~ °°" 7 

risp. le medesime di quelle delle facee di dimensione l -  1 di un ( n -  1)-sim- 
plesso. Precisamente,  siano P~, ..., P "  i vertici di un (n ~ 1)-simplesso P~-.." 
e P~..-~ la faccia individuata  dai vertiei P ~ , . . . ,  P ~ ,  che i~ a sua volta un 
( l ~  1)-simplesso. Facciamo corrispondere alla variet'~ ~ ' " ~  "',,÷z ' orientata ne! 
modo indicato al n. 6, la faccia P~---~, orientata seeondo risulta dall 'ordi- 
namento dei suoi vertiei, ovvero - -  cib che i~ lo s~esso (~) - -  orientata mediante 
lo ( 1 -  1)-edro formato dalle direzioni orientate P~P% pa~p% ...,  p~.,p~. 
L' iden t i th  delle rela~ioni d ' ineidenza risulta allora come ovvia eonseguen~,a 
delle equazioni (4.1); e r isulta altresi immediatamente che la relazione tra 
le orientazioni di due varieth A incidenti e di dimensioni differenti  di un'  unitk, 

sempre la medesima o sempre l 'opposta che ira i eorrispondenti simplessi, 
a seeonda della parit~ o disparith di n. 

In  quest '  ordine d ' idee si riconosce che gli (n + l)-eicli r~l""~-~ eorri- 
spondono agli 1 ~ 1 cieli II~'"~+~ contornanti  le facce l-dimensionali  P~".'~+~ 
dell '  (n - -1)-s implesso P~..." (~). Ora un ( l - -1 ) -c ic lo  eomunque formato con 
(1--1)-simplessi di P~..-', b sempre contornante di una / -catena di P~...~ 
(I, n. 6, nora (~')), onde pub ottenersi come somma dei contorni degli l-simplessi 
della catena, ciob r isul ta  in ogni caso combinazione lineare dei cicli lI~""~+ ~ . 
Del pari accade dunque che ogni (n-+-/)-ciclo formato con variet~ A ~'' '~ pub n--}-l 

(~6) Cfr. la seconda nota a pie' di pagina del n. 1, § I. 
(~7) I1 fatto che le variet~t Pn~_l z siano cicli, gih dimostrato direttamente al n. 6, 

risulta qui un'altra volta, poichb a cicli formati con gli (l--il) -- simplessi paz...a~ corrispon- 
0{1,..~ dono neoossariamente oicli formati con le ~ariet~ A~_ l z. 
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ottenersi come combinazione l ineare degli (n + l)-cicli ]?~'"~+~. Cib ~ quanto 
si era asserito. Osserviamo ancora soltanto che per  l - ~  1 il ragionamento 
esposto sussiste immutato, considerando perb come O-cicli irriducibili  di P~'"" 
le coppie di vertici dotati di segno opposto (e non i singoii vertici, come 
si fa d' ordinario). 

( n ) eicli F~I""~+~ formano una Abbiamo dunque dimostrato the  gli l + 1 ~+~ 

base per  il gruppo di omologia (n-4--l)-dimensionale di ~,,+~ e quindi di 
S ~ , -  T.~,_~_~. La dimostrazione sviluppata b valida per  1' omologia ordinaria, 
m a a  noi baster/~ r i tenere  il risultato l imitatamente all 'omologia con divisione 
alla quale ci r i fer i remo percib d ~ ora in poi. Non si t rat ta  perb, come ve- 
dremo, d i u n a  base minima {I. n. 6). 

8. ~ facile ormai stabilire il risultato conclusive seguente :  
Una base m in ima  per  il gruppo di BET~I ( n - t - l ) - d i m e n s i o n a l e  di 

S.2~ - -  T~,-2~-2 ~ fornita dai cicli del tipo F k~l"''~ essendo k u n  intero arbitra. 
riamente scelto e fissato tra 1, ..., n e d  ~l, ..., ~ una  combinazione qualunque di 
classe l degli interi 1, ...[kl..., n (tra i quali s' intende escluso k). I l  numero di 

(n + 1)-dimensionale di $ 2 , -  T~,_~_~ vale percib - ( n - -  1) B~T~I 
l " 

Ricorriamo alla corrispondenza dianzi considerata ira gli (n + / ) - c i c l i  
F ~''''~ e gli ( 1 -  1)-cicli II~l""~+i del simplesso pL..~, I cicli del tipo F k~'''~q , 

n ~ - l  " n -* ' l  

con k fissato, corrispondono agli (l ~ 1)-cieli II k~''~ contorni delle facce 
pk~,..~, che si ottengono eongiungendo il vertice pk con un ( l - -1) -s implesso  
qualunque P~--'~ appartenente alia faccia (n - -  2)-dimensionale pL..[~]..., op- 
posta a pk entre p1...,,. 

Ora ~ chiaro intanto che tali (1- -1) -e ic l i  II '~ ' ' 'n sono ira Ioro indipen- 
denti, poich~ ciascun d r essi contiene un simplesso diverso, precisamente 
pa, . .~ .  Inoltre,  un ( l -  i)-ciclo H~"'a~+~ contornante ann faccia /-dimensio- 
nale qualunque di pL,~,  se contiene il vertice P~ coincide con uno degli 
( l - - 1 ) - c i c l i  I I~- . '~ ,  e se non con~iene pk ~ costituito con un certo numero 
di ( / - - 1 - s i m p l e s s i  appartenenti  a p1..[~],..,~, onde, come subito si verifica, 
pub ottenecsi come somma dei cicli II ~a'''~ contenenti  le facce /-dimensionali  
the  da pk proiettano quegli ( 1 -  1)-simplessi. Queste proprieth, trasferite dai 
cieli II k~'''~ ai cieli I 'k~'''~ conducono senz' altro a l l 'enunciato di cui sopra, 

OSSERVAZIONE.- Le considerazioni sviluppate non sono tutte legittime 
per  l : 0 ,  valore di l che pure c' interessa considerare (n. 2). Osserviamo 
perb che in tal easo le varieth~ A si riducono ad una sola varietlt n-dimen-  
sionale A,~, prodotto topologico di n-circonferenze,  la quale coincide con ~. , .  
Cosi pure i eicli F si r iducono ad un solo n-ciclo F,, coineidente con ~ n .  E 
allora le prime considerazioni del n. 6, applicate nel caso attuale, conducono 
gih a concludere che 1' unico n-ciclo Fn = ~ ,  : A,~ fornisce una base minima 



E. ~]-ARTIN]~L[LI.* Sulle estensioni della formula integrale di Cauchy, ecc. 309 

per il gruppo di (~mologia n-dimensionale  in S ~ -  T~,_.,~_~. Come si vede, 
dunque, pub considerarsi  sempre valido l' enunciate generale precedente.  

9. I ragionamenti  dei nn.  6, 7, 8 si t rasportano immutat i  con riferi- 
mento al gruppo di omologia (n -t- l)-dimensionale di C~,~-- T~,_~_~, anzieh~ di 
S ~ n -  T~,~_~_~. Cib in virti~ del n. 5. 5Te segue pertauto che gli enunciati dei 
nn. 6, 8 restan validi sostituendo ad S ~ , -  T~,_~_~ la variet(~ C ~ -  T.,,_.~_,_. 
Vale a dire ehe gli stessi cicli F ~'''~÷~ ivi considerati  sono anche atti a for- 

n . ~  l 

nire basi per il gruppo di omologia (n- t - l ) -d imensionale  di Czn--T~,~_~_~. 

Basi duali in S.~,~--T~.-~z-~ e in T.2,~-~l-~ 
10. Chiudiamo lo spazio euclideo S~ cow aggiunta di un punto al l ' infi-  

nite ~2, ottenendo uno spazio sferico S~ (~s). L' aggiunta del punto ~2 mede- 
simo a T~,~__~_~ trasforma T~,~_.2~_ 2 in una varieti~ chiusa ~P~,_~_~. Le 
varietal aperte S~,~--T.2~_2z_ ~ ed S , ~ -  ~r~,,_~_~ risultano pertanto topologiea- 
mente equivalenti ,  per  guisa che la base per  il gruppo di omologia (n-i- / )-di-  
mensionale determinata  in S~--T~_=>~_~ (n. 8) pub essere indifferentemente 
considerata  come base per  il gruppo medesimo in S ~ - - T ~ - ~ l - ~ .  

II teorema di dualit~ di ALEXANDER (I, n. 9) ci assieura l 'es is tenza di 
basi duali  per  i gruppi  di omologia ( n - -  1 - -  1)-dimensionale ed (n --I- l)-dimen- 
sionale risp. entre ~_~_.~ ed entre S.~--  T~_~-~ o S~ , . -  T~_~_~. Ci propo- 
niamo appunto di determinare  ann base in T~._~_~ che possa considerarsi  
come duale di quella  gi~t determinata  in S ~ - - T ~ _ ~ _ ~ .  

Si considerino gli n piani caratterist ici  ut,  ..., ~:~, uscenti dal punto 
0 ( ~ , . . . ,  ~) di equazioni (4.2), e si fissino in essi n semiret te  orientate 
t~,. . . ,  t, uscenti  da 0, una per  ciaseun piano (p. es. possono fissarsi le n 
semiret te  per 0 parallele ed equiverse ai semiassi positivi x , , . . . ,  x,). 

Indiehiamo con K,, 1' n-edro solido rettangolo determinate  delle semirette 
t t , . . . ,  t~, ma tuamente  ortogonali. Cio~, assunte t~,. . . ,  t,~ come semiassi po- 
sitivi di un r iferimento cartesiano ortogonale nello spazio n-dimensionale  
individuato dalle semire[te medesime, e indicate con le stesse lettere t~,. . . ,  t~ 
le coordinate corrispondenti ,  K ,  ~ la variet'h ad n dimensioni definita dalle 
disuguagl ianze:  t, ~ 0 ,  ..., t . ~  0 La  varietal K~ pub considerarsi  come pro- 
dotto topologico delle n semirette : K ,  : tt X ... X t , .  

Allo scope di rendere pih rapida e perspicua  1' esposizione successiva, 
conviene considerare l ' n - e d r o  solido K,~ anche al mode seguente. Si pensi 

(as) 13a considerazione dello spazio sferico S~n non ~ qui the un artificio topologico 
tendente a rendere pi~ spedita l'applicaziene di teoremi noti. Essa non ha nulla a the 
vedere con Faggiunta di punti all'infinite ~llo S2n che si suol fare quando occorra conside- 
rare valeri infiniti delle variabili complesse z i , .... z n. In tal case, come ~ note (SEVERI ['~0]), 
1 a pill oppertuna aggiunta ~ invece quella che corrisloonde, nella rappresentazione reale, 
all'ampliamento dello Sn(z l, ..., zn) euelideo complesso nello S~ t roiettivo complesso. 
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lo spazio individaato da ti ,  ..., t ,  come uno spazio proiettivo, previa aggiunta 
di un fittizio iperpiano all '  infinite ; K .  sega tale iperpiano in un ( n - - i ) - s i m -  
plesso h~_~ the  ha per vertiei i punti  all' infinite delle semiret te  t i , . . . ,  t,~. 
Viceversa K~ appare allora come proiezione da 0 di k,,_i, ia proiezione 
essendo eseguita mediante  semiret te  (e non mediante  rette). 

ooo i oriamo ,o 

k ~1"''~'-~ quello Tali facee sono ( n - - l - - t ) - s i m p l e s s i ;  indiehiamo con ,~-z-~ 
( n - - l - - i ) - s i m p l e s s o  i cui vertiei sono punti  all' infinite delle semirette 
t~, ... t~,_~. Sia ~l""~-t lo ( n -  1 -  2)-ciclo eontorno di h ~'' '~-g . Eseguendo 

n - - l - - 2  n - - l - - t  

la proiezione da 0 nel mode indicate, k ~''''~'-~ d/~ luogo ad un ( n - - / ) - e d r o  
r t - - l - -  l 

solido K ~''''~-~_~ , prodotto topologico di t~, ..., t~_g : 

(10.1) K ~'''~.-~ = t~ X X t~_~, 
n - - l  °°" 

mentrc  ~'"~'~-~ d/~ luogo alla variet~ ( n - - l - - 1 ) - d i m e n s i o n a l e  h~'"~-~ che 
contorno di K~'"~-~:  n - - l  

(10.2) ~ K  ~'''~-~ ~ h ~'''~-~ 
n - - ~  n - - Z - - I  * 

S' in tende  ehe le variet/~ K ~'''~'-~ e h ~'''~'-~ pur  essendo ottenute mediante 
proie~ione di varieta fitti~ie al l ' inf ini te ,  si considerano depurate di elementi  
al l ' infinite,  e eio~ appartenenti  allo spazio euclideo S~,. Risulta allora che 
A~--'~,,-~ ~ un ( n - - l - - 1 ) - c i c l o  relative (I, n. 4) dello spazio euclideo aperto S~. 

n._~__ t 

Quando inveee si ehiuda lo S~ coll 'aggiunta di un punto al l ' inf ini te  trasfor- 
mandolo nello spazio sferieo S~,  il punto_all ' infinito f] viene ad aggiungersi 
anche a ,A ~'''~*-~ the  si muta  in un ( n ~ l ~  1)-cielo assoluto h~'"'~-~ di Sz,~ 

n - - l - -  t ~ n - - l - -  t • 

Iutendiamo attresl di fissare sull' ( n ~ / ) - e d r o  solido K ~'''~"-~ l 'orienta- 
n - - t  

zione determinata  dall' (n ~ / ) - e d r o  delte direzioni delle semirette t~, ..., t~,,_~, 
e sul t i t l e  h ~'''~--~ ehe lo eontorna 1' orientazione corrispondente alle note 

n - - l - -  i 

conven~ioni (I, n. 1). Sieeome le orientazioni cosi definite si al terano o meno 
a seeonda che si esegua una  permutszione di classe dispari o pari  sugli in- 
dici ~,, ..., ~,~_~, considereremo come emisimmetrici  rispetto a tall indici i si~nboli 
K ~- '~ '~ h ~'''~'-~ s imilmente a quanto si ~ fatto per  le varieth A ~'' '~ (n. 6). 

n - - ~  ~ n - - l - -  i ~ n..u l 

Si rieonosce faci lmente che gli  (n l  cicli h~"~n-l apparlengono a T.2,_~_.~. 
\~ /  

Infatti ,  appiicando alia variet~ (10.1) la formula (I, !0.1) che d/~ ii contorno 
di un prodotto topologico, r isulta che il ciclo ~'"'~'~-~ b eomposto di pro- 

r t - - l - -  1 

dotti topologici di semirette t~ ciascuno eontenente n ~ l - - 1  fattori. Sia 
t~, X ... X t~_g_~ uno di questi prodotti componente di h ~''''~-~. Indicati  con 

n - - l - -  t 

~ , " . ,  %*t gli interi residui tra i primi n dope avere scartato ~ , . . . ,  
~_g_~, ~ chiaro che t ~ , X . . . X t ~ _ ~ _ ~  appart iene allo spazio caratteristico 
di equazioni (2.2), poieh~ tale spazio carat teris t ico pub considerarsi come 
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prodotto topologico dei plant caratterist ici  ~:~,, ..., r%,_~_~ the  eontengono risp. 
t~,, ..., t~,_~_ . E siceome il considerato spazio caratteristieo ~ a sua ~olta 
componente  di T2~-n-2, ne segue I' asserto. 

hccade  invece che, come subito si verifica, la varieti~ K ~''''~-~ di cut 
5~,'-'~,,-~ ~ contorno, non appart iene a T~_~_~. 

n - - l - - I  

Si osserver~t anche che, per 1 - - n - - 1 ,  le variet~t K ~''' '~-t si r iducono alle 
n - - 1  

semiret 'e  t~, e i cicli 5~,'"~--t al punto 0 (cut si r iduce anche T~_~_~). consi. 
n - - l ~ t  

S~ sferico, deve aggiungersi  a t~ il punto all 'infi. derato negativamente.  Nello ~ 
nito ~, ottenendosi cosl una  1-cella ehiusa t~, il cut contorno i~ eostituito dallo 
0-ciclo ~ 2 - - 0  (I, n. 2). I1 punto - - 0  deve percib considerarsi  come uno 
0-ciclo relativo di S~, (o di T.~_.~) (~). 

:Nel seguito ci sari~ comodo rappresentare  i cicli A ~'' '~-~ anche mediante  
altri simboli. Sia a~, ..., ~ ,  ~ ,  .... , ~_~ una permutazione degli interi  1,..., n, 
e s ' ind ich i  con c ls(a~, . . . ,  a~, ~ , . . . ,  ~_~) la sun classe (che non ei occorre 
valutare esplicitamente). Po r remo:  

(10.3) h~, ~ - -  (--  1) ~(~ ...... ~, ~ ...... ~_~) A~,'"~-~. 
""  n - - l - - ~ t  

D~lla (10.3) r isulta ovviamente the, anche il nuovo simbolo A~,..~ va consi- 
derato come emisimmetrieo rispetto agli indict. 

11. Dimostreremo che :  

Gli (1)  cioli A~,"'~.--~_~_, costituiscono una base per il gruppo di B E ~ I  

l - -  1)-dimensionale entro T.2~-~i-2. Tra di essi gli (n - -  1] eieli (n \ 1 / 
A k~''''~-~-~ c h e s i  ottengono per k arbitrariamenle scelto e fissato tra 1, .... n n - - l - - i  

ed essendo ~t~, ..., ~,~-z-~ una qualunque combinazione di classe n - - l - - 1  
eslratta da 1, ...[~1..., n, formano una base minima, duale della base per il gruppo 
di B E ~ I  (n + l)-dimensionale di S~ . - -  T~,_~z_. ~ coslituila dai cieli F k~'''~ di n + l  

cut c~l n. 8. 
Per  stabitire il teorema oceorre considerate  i mutui  indict d 'a t laccia-  

mento dei cicli h~'"~--~-~ e r ~ ' ' ~  (I, nn. 8, 9) il che implica sin fissata 
n ~ I - -  i n-~. 1 

un' orientazione dell' ambiente $2,, Intendiamo fissata l'orienlazione naturale 
dello S~, (x, ..., x~, y, , ..., y,,), corrispondente cio~ al 2n-edro dei semiassi po- 
sitivi delle coordinate considerate nell '  ordine seritto (I, n. 1). Tuttavia, per 
non complicare inut i lmente  1' esposizione, in una prima fuse delle deduzioni 
non ci preoccuperemo di tale orientazione, lasciando an '  ambiguit~ di segno 
nella determinazione degl' indict d 'a! laceiamento,  ehe preciseremo pitt oltre. 

(~9) Esso pub considerarsi  ancho come 0-ciclo assoluto di S.~, quando ogni  0-cella si 
pensi  come 0-ciclo, ma qui  dobbiamo at tenerci  alla definizione di 0-ciclo di cut in  I ,  n. 9, 
ai f ini  del l 'appl icazione del teorema di dualiti~ di ALEXASDER. 
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Ricordando la (10.2) si ha intanto:  

(11.1) AII.(~'~'_~ ,-~-, rk~,...%--rK k~'.'.~..-~, r~"-~1 

0 r a  l ' ind ice  d' intersezione a secondo membro nella precedente,  in virt,:l 
della (6.3), uguaglia la somma:  

t 

(112) [Kk~" '~-~- l ,  A~,"'~] + ~_~q ( - 1)q[Kk~...~,~-t-~, Ak~,-.4~]--'~.'], 
1 

cosiceh~ siamo ridotti  a valutare  indici di KRO~ECKER del tipo 

(11.3) [K~I...~-~, A:~...n]. 

A questo scopo (prescindendo come si ~ detto dalle orientazioni), pen- 
siamo l 'ambiente  S,~ come prodotto topologieo % X ... X u~ dei piani caratte- 
ristici di equazione (4.2) uscenti  dal punto 0. Sapp iamo (n. 4) che la varietfi, 
A~,.-.t pub considerarsi  come prodotto topologico, subordinato al precedente,  
di l cerchi di centro 0 nei piani : :~ , . . . ,  ~ t  e di circonferenze con lo stesso 
centro nei r imanenti  n - - 1  piani caratteristici .  La variet~ K~'--~--~ ~ invece 
prodotto topologico d i n  - -  l semirette t~,, . . . ,  t~_~ uscenti  da 0 e si tuate risp. 
nei piani ~ , . . . ,  rc~_~ (n. 10). Ma po~siamo trasformare tale prodotto di n - - 1  
fattori in un prodotto di n fattori da considerarsi  anch' esso subordinato al 
prodotto % X . . .  X u . ,  assumendo il punto 0 come fattore del prodotto in 
ciascuno degli l piani r:~, ...[~ ..... ~_~1..., r~.. 

Gib posto, 1' intersezione di K~...~_t ed A~,..~t , coincide col prodotto topo- 
togico delle intersezioni, in ciascun piano ~j, dei fattori del prodotto espri- 
mente K~,.-.~-~ e di quelli  del prodotto esprimente A~,.-.~t. INe segue che 
K~.-.e,-t ed Aa,"-n non h~nno aleun punto in comune eccetto the  nel caso 
in c u i l e  due combinazioni a , , . . . ,  a~ e ~ , . . . ,  ~._~ siano fra toro complemen- 
tari rispetto alla combinazione 1, ..., n. Infatti ,  esiste altrimenti  almeno un 
piano ~ sut quale  il fattore di K~-'-~-t si r iduee al solo punto 0 ed il fat- 
tore di A~x...~t alla circonferenza di centro O, e i due fattori non hanno 
alcun punto in comune. ~e l  caso invece in cui 1 ~ intersezione di K~-'-~,-t ed 
A~..-~ non ~ vuota, questa si r iduce ad un sol punto che ~ prodotto topolo- 
gico dei punti  d' intersezione delle semirette t~ .... , t~_~ con le circonferenze 
tracciate sui piani r%,. . .  =~_~ e del punto 0 considerato su ciascuno dei re. 
sidui piani ~:~,, ..., ~:~. In  tal caso l ' ind iee  di KROI~IECKER (11.3) vale per- 
tanto -~ 1. 

Per  precisare il segno occorre (I, n. 7) paragonare un 2n-edro orientante 
S.~ nel modo convenuto con il 2n-edro che si ottiene accoppiando ordinat;,- 
mente un ( n -  l)-edro orientante K ~'''~-~._~ e un (n + / ) - e d r o  orientante __+~ , 
entrambi aventi origine nel punto di interse~ione delle due varietal (quando 
a~, ..., ~ e ~,, ..., ~,~_~ siano combinazioni complementar i  di 1, ..., n). All' uopo, 
stanti  le (3.2), immaginiamo di parametrizzare 1' intorno in S~, del detto punto 
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d' in tersezione med ian te  i pa ramet r i  ~ , . . . ,  ~ ,  0~, . . . ,  (}~. Si r iconosce subito 
che l 'or ientaz ione  na tu ra le  dello S~  (x~, ... ~ 0~, y~, ... ~ y,,) corr isponde a quel la  
da ta  dal 2n-edro  ( d ~ ,  . . . .  dye,  d0~, . . . ,  d0~), icon il s imbolismo del § II ,  n. 5). 
Invero,  se si t raspor ta  tal  2n-edro  in un  punto  ove sia 0~----0, ~ ~ 0  
( j :  1 .. . .  , n), esso viene a coincidere  o rd ina tamen te  col 2n-edro  (dx~, . . . ,  
dx,~, dy~ dy,~.. D' al t ronde 1' or ientazione convenuta  per  K ~' ' '~-~ (n. 10) 

que l la  da ta  dalF i n - / ) - e d r o  ( d ~ ,  .. . ,  d ~ _ ~ )  e F orienta~ione conve- 
n u t a  per  A ~1"''~ (n. 6) quel la  da ta  dalF (n + / ) - e d r o  (dO~, dO, d ~ ,  d ~ ) .  
Siccome il 2n-edro  ( d ~ ,  ... ~ d ~ _ ~ ,  d0~, .. . .  d0~  d~a~, . . . ,  d ~ )  si r idnce  al 
al 2n -ed ro  (d,a~, . . . ,  d~ , ,  dO~, . . . ,  dO,) con u n a  permutaz ione  di classe 
1 + cls (a~, . . . ,  a~, ~ ,  . . . ,  ~,_~), si conclude che 1' indiee di KRO~WCKER (11.3) 
vale (essendo a~, . . . ,  az e ~ ,  . . . ,  ~_~ eombinazioni  complemen ta r i  di 1 , . . . ,  n) : 

( - -  1)~ + .~s (~, ..., ~, ~, ..., ~n-~). 

R i to rnando  al la  somma (11.2) si ha  d n n q u e  che gli u l t imi  l indici  di 
Kno~EcXEn sono sempre  nul l i  poich~ le due combinazioni  k ~ , . . . ,  ~,~_~_~ e 
k, :¢, ,...[~]..., :¢~ non sono mai  complementa r i  (contenendo lo stesso intero k). 
Pe r t an to  1' esprcss ione (11.2 si r iduce  al solo primo indice di KnO~ECKEI~, il 
qua le  vale  anch '  esso zero eccetto quando  le combinazioni  k, ~ . . . .  , ~_~_~ 
e :¢~ ... .  , w t sono eomptementar i ,  nel  qual  caso la (11.2) ha  il va lo re :  

(__ 1)l -+- els (~ .... , a,~, k, ,~, ..., ~--~--1). 

In  eonclus ione gti n - -  1 indici  d ' a l l acc iamento  (11.1) che si ot tengono in 
l 

cortqspondenza alla scel ta  delle combinazioni  :¢~, ..., ~t e ~ ,  ._, ~,-z-~ t ra  gFin. 

teri  1, . . .[k]. . . ,  n, sono null i ,  ad e e c e z i o n e d i  quegl i  ( n 7 1 )  i n d i c i c h e c o r r i -  

r i spondono a combinazioni  complemen ta r i  entro la combinazione 1, ...[~]..., n. 
Pe r  i cicli  h k ~ ' " ~ - - ~  F 7c~'''~ ~_~_~ ~ ~+~ sono dunque  soddisfat te  relazioni  di dual i t~  del 
ripe (I, 9.2). 

Se adot t iamo per  i cieli  hk~'"~'~--~--~ gli al tr i  s imboli  def in i t i  dal le  (10.3), 
n - - ~ - -  i 

le re lazioni  di dua l i th  possono scr ivers i  pift comodamente  cos i :  

i 0 per ( a , , . . . ,  ~z) 4 =(Y~,.. . ,  T~) 
(11.4) Atl(Az~....:~, F ~ . . - ~ r ) :  ( - -1 )  ~ per  (a , , . . . ,  a z ) = ( Y i ,  . . . .  Tz), 

essendo a~, .. . ,  a t e Y4, .. . ,  '(t combinazioni  ordinate  (:¢~ < ... < :% %,~ ~ ... <,: %'t) 
degli in ter i  1, ... [.~1 ..-, n. 

U n a  vol ta  provate  te (11.4) 8 immedia to  conc ludere  che i cicli hk~l.-.~--,--t, 
ovvero i hr,..v~, cost i tuiscono una  base m i n i m a  per il gruppo di B E ~ I  
(n- -  l --  1)-dimensionale  entro T.~_~,_.~. 

A n n a l ~  di  Matema,t~ea ,~0 



Sia invero A,+-, un  (n - E - 1 -ciclo qualunque di Tzn-,,, . Posto 

si consideri il ciclo 

la somma essendo estesa a tutte le combinazioni ordinate y,, ..., yl degli 
interi I, ... [kl ... , rt. 

Se si valuta I'indice d'allacciamento del ciclo At,-,-, con uno qualunque 
dei cicli rkal-ac, tenuto conto delle (11.4) si trovn che l'indice B nullo. PoichP 
d'altronde i cicli I'k*l--": costituiscono una base per i cicli (n 1- I)-dimensionali 
di Sen - Tz ,-,,-,, segue che 6 nullo I'indice d'allacciamento di A',-,-, con 
qualunque (n t- I)-ciclo di  S,, - if,,-,,: e cib implica A', -,-, S 0 in T,, ,,-, , 
in base a1 corollario finale del n. 9, 3 I. Val qnanto dire ohe risulta 

il che prova appunto che i cicli costituiseono una base minima per il 
gruppo di BETTI (rt - 1 - 1)-dimensionale in T,n-,,-, . 

12. Dal risultato stabilito consegue che gli (7) cicli AB1.-."-i n-E.--~ , essendo 

P , ,  ... , P n,-, una combinadone qualunque di 1, ... , n, non sono omolo- 

gicamente indipendenti, e che devono esprimersi mediante gli 

n-l--* 

f?) 
d'essi del tipo ~ ~ ~ " . ' ~ n - l - i  (= dz Ay yJ, essendo P, , ... , P ,-,-, una combinazione 
qualunque di 1, ... FI ..., n. (e y,, ..., y, la combinnzione cornpiementare). Ora 

i! facile provare direttamente che tra gli cicli predetti passano le se- (I) 
guenti relazioni identiche (t: non so1t;anto di omologia): 

per ogni combinazione p i .  ... , Pnl1+, degli interi 1, ..., n (e col soljto signifi- 
cato d i  esclusione per il simbolo tp1). 

P e r  verificare la  (12.1) determiniamo esplicitamente la  composiaione del 
ciclo ~b'."'%-i~p-~-i... 

n-i-i 
@fl-l+i applicando la formula (I, 10.1) alla determinazione 

del contorno del prodotto topologioo ~ ~ ~ ~ - p - l @ r + i . . . ~ ~ - ~ + ~  = tp, X X tg P-i X 
t$+i X -.. X t ~ ~ - ~ ~ ~ ,  Ricordando la. (10.2) e tenendo conto che i l  contorno 
di  ciascuna semiretta tg B il punto 0 considerato negativamente, si ottiene : 
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La somma a pr imo membro nella  (12.1) diviene a l lora:  
n-- / -1  n - - ~ l  

( -  x " ( -  x . ~ ...[~,~]...2& t~_z+~ + = 

n- - l~ l  

~ <  t~ X ...iv, q]... X t~,_~+,[(-- 1) ~+~- '  + (--  1) ~+q-~] = O, 
1 

ed ~ cosi provata  la (12.1) (~o). 
Sia ora ~ , . . . ,  ~,_~ una  combinazione qua lunquo di 1,...~1..., n. Appli.  

cando la (12.1) in relazione alla combinazione k, ~ ,  ..., ~,~_~ di 1, ..., n, si 
ott iene 

n--l 
(12.2) A ~'' '~-~ = ~ (--  1)~-~A ~'''[~l'''~-~, 

n - - l - - t  - - l ~ t  
1 

formula  che espr ime ogni ciclo A ~'''~'-~. che non sia gi& nel la  base min ima  
n ~ l - - t  

dei cicli A ~'''t~'~-~-~ mediante  una  combinazione l ineare di questi  ult imi.  
n - - l - - t  

Caratter izzazione dello s ta to  d'allacciamento di un ( n + l - ) c i e l o  con la 
varietk T~._2~_ ~ . 

13. Consideriamo an  (n + / ) - c i c l o  qua lunque  £.+~ di S~,,, non incontrante  

la variet~ T~,_~l_. 2. Ii  ciclo de termina  gli ( / ) c a x a t t e r i  interi:  

(13.1) N~l...~,-z = All (A~'A~ -~, £,+3 , 

corr ispondent i  agli ( / ) c i c l i  A~'"~*-t,~-z-, ' essendo ~, < . . .  < ~,,_~ una  eombinazione 

ordinata  estrat ta  da 1, ..., n. Quando oecorra considerare tut te  le disposizioni 
~ , . . . ,  ~,~_~, sappiamo (n. 10) che il simbolo A~--'~,--i deve r iguardars i  come 
emisimmetr ico,  lo stesso sarh quindi  del s imbolo N~'..~,-z, tenuto conto delle 
propriet& degli indici d' a l laceiamento (I, n. 8). 

Diremo che gli interi N~,'"~,-~ caratterizzano lo stato d' aUacciamento del 
ciclo £,~+~ con la variet~ Tv~_~l_~, nel senso che, assegnato un ( n -  l - - 1 ) -  
eiclo h,_~_~ qua lunque  di T2,._.~z_ ~ (la d imensione  n -  1 -  1 di h,~_z_ ~ essendo 
duale  di quel la  di £ , ~  r ispetto alla d imensione de l l ' ambien te  S~,,) l ' ind ice  
d ' a l l ace iamento  di h~_z_ ~ e P,~.~, pub ot tenersi  come combinazione l ineare 
degli  interi  J:Y~.'.~,~-~, i coefficienti  della eombinazione d ipendendo soltanto 
dalla posizione di A,,_z_ ~ entro T~,-~z-~ e non da l',+~. Quanto si ~ asserito 
conseguenza immedia ta  del fatto che i cicli A ~'''~'-~ costi tuiscono una base per  
gli ( n - - l - - 1 ) - c i c l i  di T,,_,~_,, per  guisa che, entre  T,,_**_,, sussiste una  

(s0) L a  formula stessa poteva anche dedurs i  dalle retazioni che intercedono t ra  i eicli 
~i~'"lP]"'~--~+t che sono contorni  delle facce ( n - - l -  1)-dimonsional i  di uno ~esso ( n - - 1 ) -  n- - | - -2  
simplesso di k~--i {n. t0). 
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rela~ione di omologia del tipo 

b h ~'''~'-~ 
~1<,--<~--t 

essendo b~..,~,_~ opportuni interi. La precedente 6 valida, a maggior ragione, 
entro l ' ambiente  S~, r ,~_~, che eontiene T~,_~_~, onde, tenuto conto delle 
propriet~ degli indici d ,a l lacciamento (I, n. 9), si deduce appunto:  

All (h~_~_~, r,~_~z) ---- ~ b ~T~...~,_~ 

Insieme ai carat ter i  N~'--~-~ considereremo anehe i carat teri  

(13.2) /V~...~ ---- All (h~...~, F,~+~), 

corrispondenti  al l 'uso dei simboli h~...~+, anzich6 h~,..~-~, per rappresentare,  
come sappiamo (n. 10), sempre gli stessi cicli (con orientazioni perb non 
necessar iamente  eoincidenti). I nuovi carat ter i  non differiscono dagli altri se 
non che eventualmente per il segno. Dalle (10.3) si deduce che si ha preci- 
samente : 
(13.3) N~,..~ = (-- 1) ~1. (~'"~*~'"B~-*)N~'"~,-*, 

essendo % .... , ~z c ~ , . . . ,  ~+~_~ combinazioni complementar i  rispetto alla com. 
binazione 1 .... , n. Anche i simboli N~...~ debbouo considerarsi emisimmetrici.  

 ot°ri o o o   o.o  oro 

di essi passano te reIazioni seguenti,  che si deducono dalle (12.1): 

n - 4 g - ,  J. 

(13.4) ~ p  ( ~  1)P-~N~..'~Pl--'~,~-~--~ -= 0, 
1 

per ogni combina~ione ~ , . . . ,  ,8~_z+ ~ di 1, ..., n. 

Dalle (13.4)segue che gli ( ? ) i n t e r i  N~'"~,~-i possono esprimersi in fun- 

/ 

fra i 1, ..., n e fissato, e ~ ,  ..., ~*-z-~ una eombinazione qualunque di 1, ...tk]..., n), 
mediante le relazioni seguenti, eorrispondenti  alle (12.2): 

n - - l  

(13.5) ~'h-'-~,-~ =:- ~ (-- 1)~-~Nk~-'.[Pt"'~.-~. 
1 

Per  il seguito ci servirk di t radurre  te (13.4), (I3.5) anehe in termini dei 
caratteri  iV~I...: t, eib che si ottiene senza difficoltfi mediante la (13.3). 
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Si hanno eosi, in luogo delle (13.4), le :  

(13.6) ~ h  Nh~,...~_l = 0, 
[~1, ..., al__l] 

dove la somma s' intende estesa al variare di h ira gli interi  1, ...[a~...~z_~l... , ~, 
(gli indiei posti fra parentesi  quadra essendo esclusi). Si ha, uaa  relazione del 
tipo (13.6) in corrispondenza ad ogni eombinazione %, ..., a,_, di 1, ..., n. 

In  luogo delle (13.3) si hanno inveee le :  

(13.7) Nk~...~_ ----- -- ~ N~,...~_~, 
[ka~'"a~--l] 

ehe permettono di esprimere ognuno dei earatteri  _hr~...~_~ per i quali uno 

degii indiei ha il valore k fiss~to, mediante i r imanenti  (n-~-1~- earatteri .  
\ t / 

14. La eonsiderazione dei earatteri  _N~...~,~ determinati  dall'(n + / ) - c i c l o  
F, .~-z ei permette di dare una sempliee espressione di I?,+~,, a meno di omo- 

~k'xl., a l logia, mediante i eicli base ,+~ o addir i t tura mediante le variet~ A a~'''~ 
espressione che ei riuseir/~ utile nel seguito. Possiamo scrivere intanto 

P ~'''~l in $2.--T~,_~_~ (14.1) F.+z ~ ~,=~<...<~ o~,...~ -+l 
[k] 

dove la somma ~ estesa alle combinazioni ordinate aL, .... a t di 1, ...[k]... , n, 
ed essendo c~.,...a~, interi  da determinare.  

Uguagliando gli indici d 'a l laeeiamento degli (n- t - l ) -e ic l i  ehe appaiono 
nei due membri  della (14.1. con gli ( n - - l - - 1 ) - c i c l i  Ar,...v ~ e tenendo conto 
delle (13.2), (11.4), r i sul ta :  

N~I...~ = < -  1)%~...v~ ; 

onde la (14.1) d iviene:  

~o 7v r I'~':'n in So,~- T:,_2~_: (14.2) F,,+r ~ (--  1 t ~,~<...<~-'~,-..~,r~+~ - • 
[k] 

Ora eiascun eiclo r k~'''~ pub esprimersi  mediante le (6.3), pereib il n+z 
secondo membro della, (14.2) pub anehe seriversi (traseurando il segno di (--1)t): 

I l 

Z,,<...<,,.N-,...-, + Zo(- I, 
l#~] 1 

ovvero, tenuto eonto della emisimmetr ia  dei simboli A ~''''~, 1V~l...n (nn. 6, 10), 

p 
• I.kl " ' "  7"l  

1 
Ae'"'~t 4- Z q  ( - -  1)qAkal""[q]'"~t ! 

1 
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dove s ~intende c h e l a  somma rispetto a :¢,,..., uz senza indieazione di ordi- 
nameiito, sia r iferi ta alle disposizioni %, ..., 0,~ prive di ripetizioni degli 
interi  1,..., n. Con analoghi siguificati per le somme considerate qui di 
seguito, l 'espressioiie pub successivameiite t rasformarsi  cosi:  

N~.~ ~,A~...~ 1 ~ '~  -N~ ~, k~ ~A ~''' '~°-~p+ v''~ + 
1 ! ~-~a~'"at . . . .  " ~ A.~a,...[p]...~ 1... '~--I ~+ i " "  't • 1 [k] 

l 

-- 1)q2¢~+..~/~ .. . . . .  
l I Z q  ~..'[q]..'~'t k 

• 1 [ ] [ ~ l . . . ~ ' , q _ _ i % + l . . . ~ t ]  

1 ~ (__l'~qAkai'"[ql"'~'tl "~ ~ ,_ t 
+ " : :  t + . . , , ,  

[ k ]  ~ { a ~ . , . ~ q _ t  %+i'"~'~] " 

D'altronde,  in base alle relazioni (13.6), 1' espressione in parentesi  graffa 
si annul la ;  quindi la (14.2) diviene in definitiva : 

(14.3) I '  ,,+~ ( - -  1) * ~ ~""~ __ ~ A~...~A,~+~ ~ in S~ T~_~_~. 
:q<.. . .<a t 

Si noti che, contrar iamente  a quel ehe accadeva per la (14.2), nell 'at tuale 

formula (14.3)eompaiono s immetr icamente  tutti  gli ( 7 ) c a r a t t e r i  N~,..~, del 

ciclo ]7~+~, perch~ ivi la somma deve intendersi  estesa alle combiiiazioni 
ordinate a~, ..., ~, di 1, ..., n senza alcuna esclusione. Si osservi anche ehe 
il secondo membro della (14.3), pur esseiido fiaturalmente un ciclo (identica. 
meiite uguale al cicto seeondo membro della (14.2), combinazione dei cicli 
P~ ' "% riesce qui espresso come combiuazione l ineare delle varieth A ~'''~'~ n.+.l "~ n@l 
dotate di contoriio. 

15. Fii ialmente rileviamo che, in base al n. 9, la relazione di omologia 
(14.l), e conseguentemente  le (14.2), (14.3), possono ritenersi  valide anche 
nelFambiente pifi ristretto C v ~ -  T~_~l_~, essendo C~+~ l 'n-ci l indro di eeiitro 0 
e raggio r (coincidente col raggio r che appare helle (4.1) rappresentaiit i  le 
variet'~ A~ ' "~  

§ I V .  - P a r t e  a n a I i t i c a  d e l l a  r i e e r c a ,  

I. Per  stabitire la formula iiitegrale generale (n + / ) -d imei l s iona le  che 6 
scopo della nostra ricerca, seguiremo una  via costrutfiva che ci condurrh. 
mediante successive induzioni al erescere d i n  e di l, alla completa determi- 
nazione della s t rut tura  anali t ica della formula. 

Naturalmente  si potrebbe inveee snpporre gifi~ nota la formula, quindi 
proc~dcre alia sua verifica. Non b perb difficile conviiicersi che questa 
seconda via porterebbe per uiia prima parte sostanzialmente agli stessi svi. 



E. MAI~TI~m~i: Sulle e.~tensio~i della form~tla ~ntegra~e di Ca~,chy, ecc. 319 

luppi espressi in forma diversa, mentre per una seconda parte r ichiederebbe 
calcoli assai penosi, che invece riusciremo ad evitare. 

La via the  abbiamo scelto presenta  d' al tronde il vantaggio di mostrare 
che i successivi  passi del processo costruttivo tendono ad ottenere la s t rut tura  
anali t ica pi~ semplice adatta  per una formula integrale (n q--/)-dimensionale (a~). 
Perc ib  6 da presumersi  che la formula eonclusiva, nonostante la sua com- 
plessitfi, sia di ratio la formula (n-~-/)-dimensionale pifi semplice che possa 
scriversi. 

Condizioni fondamentali sulla forma nucleo. 
2. L ' e same  delle formule (7), (8), (9) dell'I~¢ROD, ci conduce ovviamente 

a presumere  per la formula generale che abbiamo in vista, di cui le fo rmule  
r icordate devono r isul tare casi particotari,  la s t rut tura  seguente :  

f - (2.1) xf(~;,, ..., ~,) ----" f (z , ,  ..., z,,)~,+z 
,2  

essendo ~,~+~ una forma differenziale eli grado n-+-l,  indipendente da f, ehe 
diremo forma nueleo, del t ipo:  

= . . . ,  

= z , , ,  

(love le funzioni ¢?~,r..~t si suppongono emisimmetriche rispetto agti indiei, i 
quali  s ' in tende  possano assumere  tutti  i valori interi tra 1 ed n. 

Come si 6 gi'a. detto al n. 2 del § I I I ,  la f(z~,... ,  z,) si suppone regolare 
in una regione aperta  R2,~ contenente il punto 0 ( ~ , . . . ,  ~ ) ;  F,+z ~ an (n q - l ) -  
ciclo di $2~ non incontrante la variet6, polare T2u-ez-~, di centro O; X 6 una 
costante dipendente soltanto dal caratteri  interi _hT~r..: ~ che determinano lo 
stato d'aUaeciamento del ciclo r . + ,  con (III, n. 13); t%r..~ ~ sono infine 
funzioni analit iche degli argomenti  indicati, le quali  si suppongon dotate al 
pifi di singolarit'~ polari su T2,~-2z-~, in guisa c h e l a  forma ~+~ riesca rego- 
lare su ogni ciclo d ' integrazione r..._z del tipo indicato. 

]~ inoltre immediato riconoscere che la pifi semplice s t rut tura  per  te 
~.r..~,~, comprendente  come casi part icolari  le citate formule (7). (8), (9) del- 

(3i) ~ o~'vio the, una volta scritta una formula integrale dl data dimensione~ se ne 
possono ottenere aItre della s¢essa dimensione modificandone opportunamen¢e il nucleo- 
1 °. es. gi~ nel caso elementare della formula di CAVOrts: si pu~ liberamenie aggiungere al 

t nucleo ~ nnu qualunque funzione intera di z. 
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l' J[N~ROD., si ha assumendo le ~.~...~ 

(2.3) 

dove le ~.~...n 

(2.4) 

funzioni  razional i  del t ipo :  

¢~...~(~, .. . .  , ~ )  

~ ' " %  = (z~ - -  ~,)... ~ ..... -,l ... (z, - -  ~,) '  

sono a lore volta funzioni  r~zionali  degli a rgoment i  reali  

~ = ~ I  = (~  - ~ ) ( ~  - ~ )  = ! ~  - ~ t ~ ( j  = i ,  . . . ,  n)  

e i l  simbolo [a~, .... eel indica  al solito F assenza dei fa t tor i  (z~.~--~.~) .. . .  , 
(z~t Z- ~ )  nel  prodot to  (z, - -  ~,) ... (z~, - -  ~n). 

Osserviamo era  ehe, aff ineh~ posse sussis tere  una  fo rmula  del tipo (2.t), 
occorre ehe F in tegra te  a secondo membro  nel la  (2.1) non  vari  se si de forma 
con con t inu i th  il eiclo d ' i n t eg raz ione  I',,+z nel campo di regolarit/~ del la  fun- 
zione in tegranda ,  cio~ in S~,,--Ten-~.t-e, e che inol t re  il ciclo ]~.+~ possa 
deformars i  in  tel campo in guise  d~ venir  r idot to in u n  in te rne  e o mu n q u e  
piccolo del pun to  O eve si vuole assegaare  il va lore  di [ ( z ~ , . . . ,  zn), o quanto  
meno che ~n-.-~ abbia  un sue omologo in un  in te rne  comunque  piccolo di 0 
(cfr. il successive n. 13. 1gel case e lementa re  del la  [ormula  di CAuc~¥ si 
visto (III,  n. 1) ehe le condizioni  analoghe,  anal i t ic~ e topologiea, sono piena.  
mente  soddisfat te ,  e, per  quan to  concerne  la pr ima,  in d ipendenza  del fat to 
che a l l ' i n t e g r a l e  a secondo membro  hel le  fo rmula  in oggetto pub appl icars i  
il 1 ° teorema in tegra le  di CAUCH¥ nel campo di regolar i th  del la  funzione 
in~egranda. Nel case a t tuale ,  invece, i coeff ic ient i  del la  fo rma  in t eg randa  in 
(2.1) non sono funzioni  ana l i t i che  delle var iabi l i  z~,. . . ,  zn soltanto, ma del  
complesso di var iabi l i  z~, .... z~, z , . . . . ,  z~, (~), onde non sono appl icabi l i  al 
nos~ro scope le es tensioni  del 1 ° teorema di CAuc~[¥. 

Tu t t av i a  l ' i nd ipendenza  del valore  d e l l ' i n t e g r a l e  da una  deformazione  
di F~,_._~ (o, pifi in generale,  da una  t ras formazione  per  omologia di F,+~) res ta  
acquis i ta  se si suppone c h e l a  fo rma in t eg randa  sia c h i u s a  in S~.n- -T2, , -e , -~ . ,  
cio~ si annu l l i  ivi iden t i camente  il sue d i f ferenzia le  di CAR~A~ (II, nn. 6, 7): 

(2.5) df(p,÷~ = O. 

Tenuto  conto delle (II, 7.4), cui soddisfn la f per  essere ana l i t i ca  nelle 
v,~riabili z, . . . .  , z,~, e facendo use della (II, 3.5), la (2.5) d iviene : 

M a i l  prodotto esterno a pr imo membro nel la  precedente  b iden t icamente  
hullo,  onde la (2.5) equivale  a l la  

(2.6) d~,+z - -  0. 

Abbiamo fin qui  esaminate  a leune  condizioni  cui deve soddisfare una  
forma nucleo ~f,~÷l di pifi semplice  s t ru t t u ra  aff inch~ poss~ sussis tere  la (2.1). 

(3e) Un fatto analogo accade gih per la formula (9) eitata nella INTROD. 
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Poichb su tali condizioni baseremo l'effettiva costruzione di ~._~, b opportuno 
the ne raccogliamo qui di seguito l'enuneiato (as): 

a) condizione di ehiusura (2.6); 
b) condizione di struttura (2.3); 
c) condizione di regolarit/t in S,~. ~ T2.-~z-~. 

Trasformazione 
3. Espl ic i tando 

delle eondizioni  a), b). 
la condizione di ch iusura  (2.6) si ha (II, n. 3): 

/+1 
(3.1) 1)"-'  = o, 

dove %, . . . ,  ~.t÷~ ~ una  qua lunque  combinazione degli 
T%.'&]'"=~+t ~ ?%'"~,-i~+i-"~+l" 

D'al t ronde ,  in base alle (2.3), (2.4), le (3.1) d ivengono:  

(3.2) ~ ,  (--  1)"-'  a~=c'4"1""~+' - -  0 

interi  1,..., n e 

Se allora si considera  
variabil i  %, ..., a ,  : 

1 (3.3) E % %), 

la forma differenziale reale di grado l nolle 

appare  c h e l e  (3.2) espr imono che la forma ~z ~ chiusa,  cioi~ 

(3,4) a~, = 0. 

Dunque,  in virtfi della condizione b), le equazioni (2.6) e (3.4) sono equi- 
valenti.  I1 problema della determinazione di una  forma nucleo ¢f,,+z soddisfa- 
cente alle condizioni a), b). ~ cosi r idotto a quello della determinazione di 
una  forma differenziale reale di grado l chiusa.  

l~aturalmente  p e r b  non ogni forma ~ chiusa  b buona  al nostro scopo,  
perch~ la forma ?,,+~ che se ne deduce  dove soddisfare a l l 'u l te r iore  condi- 
zione c). 

P r im a  di esaminare  questo punto,  espr imiamo in generale  le soluzioni 
di (3.4) in manie ra  opportuna.  

4. In  base al teorema di VOLTERRA-POINCAI:¢]~ (II, n. 4) sappiamo ehe 
ogni soluzione di (3.4) pub ot tenersi  come differenziale di una  forma di grado 

(~3) Non sarebbe diffieile aggiungere altro eondizioni eui a priori  dove soddisfare ~,+~, 
p. es. eoneernenti il  grado di omogeneit~ delle ¢~=~...~ (supposte queste funzioni razionali  
omogenee~ cib the  b conforme alla pifi semplice struttura per  oPt+z). M a l e  eondizioni elen. 
cate r isul teranno gig sufficlenti allo scopo. 

A n n o l t  di  Mc~te~noti¢~ ~1 
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l - - 1 ,  e viceversa (3~). Pub  scriversi  eio~: 

(4.1) d(~z_~ = ~t, 
clove 

- 1 
(4.2) Oz_, = ( l - -  1) ! ~ o~, .~_ a (~ , ,  ..., % _ ) ,  

6~ t ~ . . . ~  6¢b.._ 1 

essendo le 0%...~_~ funzioni  reali di ~ ,  ..., qn, emis immetr iche  rispetto agli 
indiei. 

Sappiamo anche ehe, assegnata  una  ~t soddisfacente la (3.4), non ~ uni- 
voeamente  de te rmina ta  una  Ot-~ per  eui valga la (4.1) e che, in particolare,  
tenendo conto del grade di arbitrariet/~ esistente nel la  costruzione di 0~_, ,  
si possono sempre  assumere  ident ieamente  nul le  le funzioni O~c..~z_ ~ coeffi- 
cienti  di (gt-~ per  le quali  uno degli indici  %, . . . ,  col_ ~ ha un  valore prefis- 
sate k (seelto t ra  gli inter i  1, ..., n), cio~: 

(4.3) 0~%...~_ 2 -= 0 (~5). 

Tenuto  conto delle (4.3), la (4.1) si esplieita cosi:  

0%...~,_~ - -  ~ . . . ~ _ ~  

(4.4) 
y,~(-  1),-~ ~ ~ 0~,...~...~ = ~ .  ~ (~,, ..., ~ 4= k). 

Le (4.4) forniscono dunque  la pifl generale  soluzione del l 'equazione (3.4) 
essendo le 0 ~ . . . ~  (a , , . . . ,  az_~ =~:k) funzioni arbi t rar ie  di ~ ,  ..., v,,. 

OSSERVAZ:[O~E.- Aceanto alla forma 0~_, soddisfacente la (4.1) si pub 
eonsiderare  una  forma ~,,+~_~, di grade n +  l - - 1 ,  tale ehe 

d~,,+~_, = ;~,,+,, 
bastando assumere  

- 1 , " - ' ,  , - -  , , ~ t )  ' 

a t , . . . ,  a l - -  1 

con 

¢ ~ . . . ~ z - ,  = (z ,  - -  ~, )  . . '~ , . . .~z-~ l . . .  ( z ,  - -  ~,,)" 

La eonsiderazione della forma (I),+~_~ pub r iuscire  uti le in ta lune appli- 
eazioni delle formule  integral i  di cui trat t iamo. ~e  he mostrato un esempio, 
per  il ease l - -  n - -  1, dedueendo  dalla formula  (2n - -  1)-dimensionale (9) del- 

(34) La prima affermazione ha validith soltanto locale quando si abbia riguardo ai 
campi di regolarit~ delle forme. ~ a ,  per il moment% non c ' interessa tener conto di questi. 

(35) Siccome le Oal...~_ t si suppongono emisimmetriche rispetto agli indici, s ' in tende 
che le (4.3) esprimono anche l ' annu! lars i  delle Oa,ka,...a~_e, Oal~:21c...ai__2~... ~ Oal...~l__2k. 
Analoghe avvertenze devono aversi nel l ' interpretare le formule successive. 
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I'INTI~D. una  immedia ta  dimostrazione del teorema di H~R~o(~s sui campi  
di regolarit~ delle funzioni  anal i t iehe di pifi variabili  complesse (~). 

P r i m o  esame della eondizione c). 
5. ]~ ormai il mo,nen~o di tener  eonto della condizione v) (n. 2), la quale 

impl ica  che i poli  di c iascuna funzione razionale ¢~%...~ appar tengono a T-2~-ez-2. 
Consideriamo ~. . .~t  e la funzione razionale ~t...~,t ad essa legata dal la  

(2.3), en t rambe ridotte ai min imi  termini .  Ricordando le equazioni di T,~-2z-~ 
(]II, n. 2), si ha in tanto  che il denominatore  di ¢~...~t dev 'essere  tale che il 
suo annul lars i  t ragga seco l ' annu l l a r s i  di 1 q--1 delle quantiti~ z ~ ~ ,  ..., 

Del la  (2.3) segae allora che, non appena  l ~  1, la eondizione c) si spezza 
helle  due eondizioni :  

d) il numera tore  di ~%...~ contenga a fattore il prodotto % ...[~ ..... ~tl... ~ , ;  
d') il denominatore  di ~. . .~t  sia eomposto con fattori del ripe seguente 

(faeendo al solito l ' ipotes i  di s t ru t tura  pi~ semplice):  

dove ~ , . . . ,  et+i 6 una  combinazione qua lunque  degli interi  1, ..., n. 
La  d) ei dice dunque  e h e  le ~r . .~ , devono annul la rs i  per  % - - 0  con 

p - -  1, ...[% ..... ~,]..., n ; cosiceh6 oceorre in pr imo luogo che le funzioni arbitrarie 
0~...~z_ ~ che appaiono helle (4.4) siano vincolate dalle relazioni :  

[2~ 0~c..~_ ~ ! = 0 % = 0  (P - -  1' ""[~'"'~z-~]"" ' n) 

(5.1) 

~ 1  ( -  1)"-~ 0~r"[']'"~t :q=0 

£s sumeremo  addir i t tura  : 

(5.2) [O~...~z_~]%=o : 0 (p ---- 1, ...r~,...~_i~..., n), 

con c h e l a  pr ima delle (5.1) 6 senz 'a l t ro  soddisfat ta e la seconda si r iduce 
sempl icemente  a l la :  

(5.3) Y-~ ( - -  1) ~-~ 0~...E~...~ ~=0 = 0 ( ~ ,  ..., ~t :~ k). 
t 

Rieordando altresi  la (4.3), possiamo allora asserire ehe, assunto un sistema 
di funzioni  razionali  0%...~_~ oompatibil i  eoi vineoli (4.3), (5.2), (5.3) ma peral tro 
arbitrarie,  le equazioni (4.4) permet tono la costruzione di funzioni  @~...n 
mediante  le quali  r ieseano soddisfatte le condizioni a), b), d). 

(s6) Cfr.  ~ Comm.  Math.  t I e l v e t i c i  ~ i5 ,  p. 34:0 ~t94:2-43). 
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O p e r a z i o n e  << k ~. P r o c e s s o  r i c o r r e n t e  per  la  c o s t r u z i o n e  di ~ .  
6. V'~ ancora un passo per soddisfare anche la condizione c"), e quindi ]a c). 
All' uopo immaginiamo il seguente procedimento ricorrente.  Supponiamo 

di aver gi'~ risolto il problema c h e c '  interessa in relazione ad n -  1 variabili 
e al grado 1 -  1, anzichb in relazione ad n variabili  e al grado 1. Siano 
%,...[~1..., ~. le n - - 1  variabili, sin ~l - i  la forma di grado l - - 1  che sta in 
luogo della ~z di grad(, l, e siano ~%'"~z-t (%' ...[k]..., ~n) le funzioni razionali 
coeffieienti di ~l-~ (essendo a~,. . . ,  az_i una combinazione qualunque degl~i 
inferi  1, ...[k]..., n). Poichi) si suppone che !e ~i...~_~ verifichino la condizione c") 
(con i cambiament i  conseguenti  al cambiamento di n,  1 in n -  1, l - - 1 ) ,  
si ha che il denominatore  di "~'~'-'~-L ~ composto esclusivamente con fattori 
del tipo 

dove ~ , . . . ,  ~z (~ una combinazione qualunque degli interi 1,...[k] .... n. 
Ebbene, si aggiunga a ciascuno dei predetti  fattori la variabile ~k 

scrivendo 

(6.1) ~ "+- ~h ~ "'" ~ ¢~' 

e s'indichi con O~r..~z_ ~ la funzione razionale helle n variabili %,.. . ,  z~ che cosi 
si ottiene a part ire dalla ~%.'~z-i (%' ...[k]..., ~).  Posto inoltre Ok~t...~_~ ~ 0, 
si ottengono in tal guisa tutte le funzioni coefficienti di una forma 0~_~ 
di grado l - -  1 helle %, ..., ~,, che diremo ottenuta mediante 1' operaz ione  ~( k )~ 

dalla forma ~t-~ nelle variabili %, ...[~]..., ~ .  
]~ facile stabilire (come indicheremo fra un momento) che le funzioni 

coefficienti di ~_~  costruite soddisfanno ai vincoli (4.3), (5.2), (5.3), onde, in 
base a quanto si ~ detto alla fine del n. 5, da esse possono dedursi mediante 
te (4.4) i coefficienti  di una forma ~ helle n variabili %, . . . ,  ~ ,  per  la quale 
riescono soddisfatte le condizioni a), b), c'). 5Ia possiamo aggiungere the  riesce 
per essa soddisfa t ta  anche la condizione c"), e quindi la c), giacchi~ nei deno- 
minatori  dei coefficienti  di ~ non possono comparire altro che i fattori 
medesimi ehe compaiono nei denominatori  dei coefficienti di ~9~_~, i quali  
hanno la forma (6.i). 

Stabiliamo il punto in sospeso concernente i vincoli (4.3, (5.2), (5.3). 
II primo vincolo ~ gii~ insito nella costruzione data per Ot_~. Osserviamo 
poi che :  
(6.2) [0~,...~_,(%, ..., ~,~)]~=o = ~%...~_~(%, ...~1..., ~,,) (%, ..., ~ - ,  =V k). 

Siccome le ~%...~_~ soddisfanno le (3.2) con l - - 1  in luogo di l, cio~ 

1 

~ r  (-- 1) ~ -t  ~ '" ' [~]" '~ - -  0 (~,, . . . .  ~l  ~= k), 

il vincolo (5.3) riesce soddisfatto ,:n virtt~ delle (6.2). 
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Infine, poich~ la eondizione c') ~ valida per  le ~v..~l_~ , si ha 

[~,...~_,(~,, ...[k]..., ~ , ) ] ~ = 0  - -  0 (p  - -  1,...[k~,...~z_,l... , n) ,  

le quali, tenure ancora conto delle (6.2), danno:  

[O~v..~,~_,]~=o. %--0 = 0 (p = 1, ...[k~,...~i_~l..., n), 

e queste, siccome a~ non appare nel numeratore di O~...~/_~, equivalgono 
al vincolo '~5.2). 

~ed ian te  1' use dell' operazione (< k ~) abbiamo cosi istituito un procedimento 
r ieorrente ehe permette  di costruire,  a part ire  da una forma ~_~ nelle 
variabili  %,...I~:]..., ~n una forma ~ nelle variabil i  % , . . . ,  ~ ,  in guisa tale 
c h e s e  la forma nucleo ¢p{,_,}+{~_~) ehe si ot t iene da ~,_~ soddisfa alle eondizioni 
fondamentali  a), b), c), lo stesso accade per la forma nueleo %,+~ che si 
ottiene d8 ~,. I1 procedimento r icorrente ci permette dunque la risoluzione 
del nostro problema per n, I non appena Io si sappia risolvere per  n - - l ,  0, 
cib the  {~ senz'altro,  eorrispondendo al case della formula del ripe (8~ 

dell' I2~TROD. 

Casi l = 0 ,  l----1. 
7. P r ima  di passare  alla determinuzione di una forma nueleo ~,,+l generale, 

sar~t opportune,  per  inaggior chiarezza, fermarsi sui casi l = 0 e l----1. 
Per  l ~---0, la forma ~t diviene una forma differenziale di grade zero Go, 

vale a dire (II, n. 1) una semplice funzione ~. La equazione (3.4), che traduce 
la condizione a), d~ allora 

d~0 "-  d~ = 0, 

onde G 0 - - ~  non 8 ehe aria eostante arbitraria,  the  possiamo assumere 
uguale a:l 1. Ricordando le (2.2), (2.3) si o~tiene senz' altro la forma nueleo 

~,, = 1 
{z ,  - -  ~ , )  . . .  (z~ - -  ~ )  d ( ~ , ,  . . . ,  z , ) ,  

ehe corrisponde appunto alla formula n-dimensionale  (8) dell'II~l~OD. 
Passiamo al case l = 1, applicando il proeedimento ricorrente. A tal fine 

s i  osservi pre l iminarmente  che, volendo considerare valide anche per l - - 0  
le condizioni d), d') del n. 5, riesce necessario pensare la @ -~ 1 era  determinata  

scrit ta come quoziente % "'" ~'*. 
(Yt " ' "  (Yn 

Cib premesso, part iamo dalla forma be - -  ~ = 1 nelle variabili  ~,, ...[k]..., *,z, 

cio~ da 

(7.1) ~ : ~ % ""[~]"" ~" 

eseguendo Stl di essa l 'operazione (< k , .  Si ottiene cosi la forma di grade 
(k) 

zero helle variabili  ~ , , . . . ,  ~, the  indicheremo con ~)o = ~ (ponendo qui e in 
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seguito, per una ragione ehe vedremo, l ' indice  k sopra ai simboli gih usati), 
espressa dalla : 

[~l (k) ~ ...[~l... ~ 
(7.2) 00 == 0 = 

( ~  -t- ~,) . . . N . . .  ( ~  -I-- {~) ' 

~lediante differenziazione esterna, cio~ applicando la (4.1) o (4.4), si ottiene 
tk} (k) 

la forma di I ° grado ~-~-dC.)0, di coefficienti :  

(7.3) 

{9-=-- 

= ~  o =  (~ + ~). 

z~ ...N... {h~ - -  1 
(~ + ~,)-..V~].-. (=~ + ~,) ~ ~, + =~ 

~ ."[~1"- ~n l 
( ~  + %)...N---(~ -4- z~) ~ + ~ 

(k) 

sicuri a priori che la forma ,~ Siamo ha tutti  i requisit i  necessari  per 

fornire una forma nueleo %,+t adatta allo seopo. Appare dalle (7.3) che ~ 
non riesce simmetrica rispetto alle variabili  % , . . . , ~  e quindi del pari 

accade per  :?,,+~ rispetto alle variabili  z~, ..., zn, l ' as immetr ia  dipendendo 
dal l ' indice k fissato. In altri termini, le espressioni precedenti  forniseono n 

11:) (9 
forme distinte ~j e %,+1 in corrispondenza ai valori che pub assumere  L 
Si giungerh quindi, in definitiva, ad n formule (n + 1)-dimensionali distinte. 

Tut tavia  si pub anche compendiare t e n  formule in una sola formula 
simmetrica, dotata di [orma nucleo combinazione lineare delle forme nucleo 

O 
asimmetr iche %+, ,  mediante parametr i  complessi arbitrari  k~ (k~---1,..., n). 

Si ponga allora 

k k 

Per  le funzioni ~ coeffieienti  di ~ si trova subito dalle (7.3): 

" 

~, [l~] t~] 

dove il simbolo H i rappresenta  un prodotto esteso in corrispondenza ai valeri 
[~] 

dell '  indice j = i, ...N..., n, e similmente. Rieoldando le (2.2), (2.3) si ha quindi : 

%,+,--~.~(-z:-- -~ -~-1 i ).k k~ l d(z,,...,zn, -z~), 

forma nucleo the  coincide con quel la  della formula integrale ( n - - t ) - d i m e n -  
sionale simmetrica gii~ considerata nel mio lavoro [13] 
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Caso generale.  
8. Trat t iamo ormai il case generale.  Dovendo giungere a costruire una ~t 

nelle n variabili  ~ , . . . ,  ~,,, bisognerh part i re  dalla ~ - - ~ - - 1  in n ~  l 
variabili, e siano ~...[kt,..ktl..-, (~n. 

Posto (per le ragioni gi'~ addotte, n. 7): 

~)'o ~ ~" ---" ~l  ""[k t'"kl]"" (~n 
GI ""[kl'"kl]'.. (~n ~ 

una prima applieazione deli 'operazione <~ k >> per k---k~ fa passare alla forma 

di grado zero O o -  helle n -  l-4-1 variabili z~, ...[%..k~]..., z , .  Mediante 
(k~ (k~) 

differenziazione esterna si deduce quindi la forma, di grado 1: ~ - - - - d ( ~ .  
Con una seconda applicazione dell' operazione <~ k ~ per k - - k ~ ,  si passa poi 

(~}I (kl](2) 
da ~ alia forma di grado 1, (~,  nelle n - -  l + 2 variabili ~ ,  ...[%...~1..., ~,, ; dalla 

quale poi mediante differenziazione si ottiene la forma di grado 2: ~ ~ d 0~; 
e cosi via. (h=.~O 

Indicheremo con 0,~_~ la forma di grado m - - 1  nelle n - - 1  4 - m  varia- 
bili %, ...[~,~+~-..h]..., ~, cui si giunge dopo m ( ~  l) successive applieazioni 

(~'.~'m) 
dell 'operazione << k>> e con ~m la forma di grado m ehe se ne ottiene per 
differenziazione : 

(kL...km) (kl.:.kJ 
(8.1) ~',,~ ~ d O, , - t .  

Affermiamo che le funzioni ~%..~m-~, O~i...~_t coeffieienti delle forme 

~,,~-~, O,~-i sono date dalle tabelle (8.3), (8.4) che seguono. 
Pr ima di serivere le (8.3'~ (8.4) premett iamo aleuni simboli e convenzioni 

di ser i t tura  : 

Z j ,  ~ ]  rappresentano risp. somme e prodotti dove l ' indice j percorre 
[tqkz! gli interi  1, ...[ki...k~L. , n (con esclusione cio~ di k~, .... kt); 

Z rappresenta  una somma estesa in corrispondenza a tutti i gruppi 
di interi ~ ~ 0 soluzioni dell' equazione E a t - -  m (essendo 

r 

r - - l ,  ...[~t...k~]..., n ,  seeondo risulta dal l 'espressione eui ci si 
riferisce) ; 

(8.2) 
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(8.4) 

Cib posto si ha.: 

(kl,..km~:~) 

]~ c r a m - - 1  

(k i . . .k  m__t) 

i"" m- - i  

(~=~k~, . . . ,  k~; p =  i , . . . ,  m - - l ) ,  

( k l . . . k m _  l) 

(*) le ~%..~,,_~ sono emis immet r i che  r i spet to  agli indici  ba s s i ;  
(kl..,km-- i) 

(*) sono nul le  tu t te  le ~.. .~,,_~ con pifi di un  indice  basso  diverso  dagli  
indic i  alti  ; 

dove  va  nota to  che le espress ion i  seri t te,  s tant i  le condizioni  (*), (~), permet-  
(k~, .km__ t ) (kl ..£~m__ t ) 

tono e f fe t t i vamen te  di o t t enere  tut t i  i coeff ic ient i  @~j..~,~_~ del la  fo rma  ~,,,-I 
hel le  n - -  1 -+- m - -  1 var iabi l i  ~ ,  ...[l,~ ..... ~]--., ~n, giaeeh~ gli i n d i c i a  i , ..., a,~_~ 
possono a s sumere  sol tanto  i valori  1, ...lk, ...... k ~ ,  n ;  

(k ~..,k m) 
('%el...[k~...kl]...$ n 

t ' "  m-- I  ~ - -  " ¢~k l ' " km Y 
sr~m--i 

(k t ...k m) 
O%..J~_~/~+,...k,,_~ = (--1)('~)+l(m -2) !  % ...[~.,...~_,~+,...~.... c,~ ~ ,  ~'~,..- ,~,,..[k~...~]...,,.~ 

Z ~ r ~ m - - I  

( ~ = ~ k , , . . . ,  k ~ ; p = t  ... .  , m - - l ) ,  

(k l . . .k  m - - t )  
0 ~ c . . ~ _  - ' -0  , con a , , . . . ,  :¢,~_~ indici  q u a l u n q u e  es t ra t t i  da 1,...[~+~...~A.. , n, 

(o) le O%...a~_i sono e m i s i m m e t r i c h e  r i spe t to  agli indici  bassi ,  
(k ~...k m) 

(~) sono nul le  tu t te  le 0~...~,,~_~ con pifi di un  indice  basso diverso da  
k~, ..., k~_~; 

con ana loga  avver tenza  a que l l a  ind ica ta  per  le (8.3) t enu to  conto che la 
(k~..k m ) 

fo rma  0,~-i  d ipende  dalle  var iabi l i  ~l, .-.[~,,+, ..... ~z]..-, ~,~, onde nei  suoi coeffi- 
(k t . . .k m) 

eient i  0~...~,~_i gli indiei  ~ ,  ..., a,~-I possono a s sumere  sol tanto i valori  
1, ...[k,,+i ..... kl]..., n .  

Dimostrazione delle (8.3), (8.4). 
9. P e r  d imos t ra re  le (8.3), (8.4) p r o c e d e r e m o  per  induzione,  comine iando  

con l ' osse rvare  che le (8.3) sono esa t te  per  m -  1 = 1. Invero  esse  forn iseono 
(k~) Ikl) 

a l l o r a  le funzioni  ~1 ,  ~ ,  (a :4= ki) del  t ipo (7.3) gia de te rmina to ,  con l ' avver -  
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tenza che nel caso a t tua le  si parte,  anzichb dal la  ~0 in n--1  var iabi l i  
espressa  dal ta  (7.1), da l la  ~o in n - - l  var iabi l i  scr i t ta  al pr incipio  del n. 8. 

La  d imost raz ione  sarg percib compiuta  quando si sia provato che :  1) si 
passa  dalle (~.3) alle (8.4) med ian te  l ' operaz ione  <~ k ~> per  k ~ k,~; 2) le fun- 

zioni 4}~..~,,~ coeff ic ient i  del la  ~ quale  si deduce  median te  la(8.1) da l la  O~ 
di eoeff ic ient i  (8.4), hanno  la stessa s t ru t t u ra  delle (8.3) in cui si ponga m 
in luogo di m - - 1 .  

Pe r  provare  il punto  1) bas ta  osservare che l 'operaa ione  (< k ~> (n. 6) per  
k - -  k,, fa passare  da  ~.*("I)l~:'&l'"~', ad a~>'[~'"&]'"~ . . . .  ~ ~%..,~,~ , come segue ovv iamente  dal le  
(8.2). 

P r i m a  di passare  al punto  2), conviene premet te re  a lcune  ident i tg  for- 
mall  coneernen t i  le funaioni  c,~...Ik~..&]...~- ~...~,~ e le loro deriva~e. 

10. Ecco le identi th : 

Z (10.1) ~z~ -'~,=~-~, 

(~o..~) 

kl . . .k  m ---- ~ ~t ~kl . . . t~ m 

~"kl""km ~ ~ Z ~okl . . k  m u 

- -  Z t N~rl . . .[kt . . .kgl . . .~tn.  

~tr ~ 

¢"a:~'kl""km ~ - -  Z "  5 a :  ~ kl. ,  kn~ y 

dove supponiamo t~ intero ~ O; p = 1, ..., m ;  ~, ~ =~ k , ,  ..., k~ e ~ =4: ~. 
Nel seguito dei ealcol i  per  provare  le preeedent i ,  ind icheremo succinta-  

mente  con ~ la funzione def in i t a  da l la  (8.2), considerando e come rappre- 
s enmnte  simbolico degli  n - - l  indic i  ~~, ...[q...~..., e , ,  che servono in effett i  a 
de t e rmina re  la funzione.  

Si ha  inmnto  : 

a - -  (1 + ~) 

p ,~-- ~--I ~:=~--I [ki,../~] "'" 

Ora si osservi t h e  tn t te  le soluzioni in tere  non  negat ive  e'~,...[q...~]...,e',~ 
dell '  equazione E ~',. = t~ possono ot tenersi  dalle ana loghe  soluzioni ~ ,  ...[%..~..., ~,. 

delF equazione  v e~ ~ ~ - -  1, assumendo 

(10.6) ~. '~=e~, . . . ,  e i _ ~ , - - e i _ ~ ,  e'~ =~ .~ .+  l, e i+~=e i+~ , . . . ~  e n - - e n  
( j : l ,  ...[~w&l..., n). 

(10.3) 

(10.4) 

A n n a l i  di  Matemat i cQ 42 
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Ne segue ehe il secondo membro della (10.5) non 
~ione l ineare di prodotti del tipo 

.)-li+~'i) (10.7) I-I ,  (% + ... + ~,% + : , 
D~.,.k~I 

# t he  una eombina- 

essendo z'i,...tkl...1@-, ~',~ tutte le possibili solu~ioni intere non negative del- 
l'equa, zione ~ ~'~-~ ~. ]~ facile contare quante volte appare il termine gene- 
rico (10.7) nella combinazione lineare. Infat t i  gli interi  a'i in (10.7) proven- 
gono, nel modo detto, da n - - l  gruppi di interi  a~. Fissata F atten~ione su 
quel gruppo per  cui e'j--~.~ 4-1, il coefficiente che in corrisponden~a compete 
al termine (10.7) 6 proprio, come risulta dalla (10.5), - - (1  -4- @ = -  d~. Se 
ne trae the  il termine (10.7) compare complessivamente col eoefficiente 
- - ~  ~'.~ = ~ ~, uguale  per tutti  i termini.  I1 secondo membro della (10.5) 
equivale dunque a 

-- l~ ~ ~2~', 

ed 6 cosl provata 1' identit~ (10.1). 
Passiamo alla (10.2). La prima uguaglian~a ivi espressa 6 immediata. 

Per  passare alla seconda uguagli~nza basra porre ~'~ ~ ~ per i = 1, ...[w~,..~]_., n 
e s ' ~ =  ~aq-1. Non si ottengono cost tutte le solu~ioni intere non negative 
dell 'equa~ione E~ e'~ = p., ma solt~nto quelle per eui ~ ' ~  1. Tuttavia 6 leeito 
considerare anehe le solu~ioni per cui a '~=  0, giacch6, stante il fattore mol- 
tiplicativo e'~. nel terra membro della (10.2), nulla si viene cosl ad aggiungere. 
La 110.2) 6 pertanto completamente provata. 

Pe r  dimostrare la. (10.3), si ha intanto : 

-~ ~ Q~ z~=~.-~ p~...k z] % + "'" + Okra -4- ~''.~ 

tie6, con la posizione (10.6) e ragionando come sopra, 

~ie=p.~l [kl...kl ] ]~r==[~ 

= 

t ~ ~ r  

Segue quindi la (10.3}. 
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Pass iamo inf ine  al ia (10.4). Si h a :  

~o ~ ~ , =  y, ~, - ~ ( 1  + ~)  . 

2~:t~--1 Y~=~--I ~k~ q -  ... q -  ~r~ m -}- ~ 

Si ponga ~ ' ~ - - ~  per  i : 1, ...[~...%]..., n e e'~ ~ e~-t-1. S iccome si ~ supposto 
=~= ~ ~ ~'~ = ~ ,  onde r i su l ta  : 

Z = -  Z 

t enuto  conto di un '  osserva~ione ana loga  a que t la  fa t ta  per  p rovare  la (10.2). 
]~ eosi d imos t ra ta  anche  F ident i th  (10.4). 

11. R i to rn iamo al punto  2) del n. 9. Si t ra t ta  di appl icare  la (8.1) per  
(kl---k~) (kl-"~m) 

d e d u r r e  le ~...~,,~ dal le  0~...~,,_~ forni te  dal le  (8.4). Sapp iamo dal  n. 4 che, 
quando valgono le (4.3), la (4.1) si espl ie i ta  hel le  (4.4). ~ e l  nostro caso siamo 
appunto  in simili  eondi~ioni :  k essendo sosti tui to da k,~, 1 da m, le n varia-  
bill ~ .... , ~,~ dalle n -  l + m ~ ,  ...[*m+~...~]..., ~ , ,  la (4.1) dal la  (8.1), la (4.3) 
dal la  terza  del ie  (8.4), e in f ine  la (4.4) dalle 

(11.1) 

i ~ (kl'"km) Ckl,.,k m) 
O~r"~-~ - -  ~ . . . ~ ,~_~  

~ -  ( - 1 ) ' - i  ~ %..-~,~ %...~d ~---~ ®%...[~]...~ : ~.. .~,~ (z,, ,.., z,~ =~k). 

Avuto rigm~rdo alle (8.4), e al ia  identit/~ (10.1), si ha  d u n q u e :  

(~...tq~ 0 (k~...h.,~) ~ (zc~ ...k,~) 
(11.2) ~t '"~'-~= ( -  1)'~-~ ~J~" '~ '~-~--  (-- 1)"-~--3~,, 0%..~,~_~ 

[m÷l~, 
= ( - -1)~ ~ Jm v. ~ ...[~,...~]... ¢~n ~ g~'"'~'"'~"J'"~'~',... ,~ 

Si ha  poi, per  p = 1, ..., m --  t, in base  all '  ident i th  (10.3) : 

([1.3) _. ~- kink F.,k~_i~k~_}_i...km_ i -  k-- ) ~km Okt"'kP--L~ck~']'~""kra--#" 

= ( -  l),~d:>~(,~,:*~ - 1), ~, ...~:~...,~_~,÷~...~,~... ~, 
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ment re  per  p = m ,  tenure  conto del le  ident i th  (10.3), (10.2), v i e n e :  

(k~. . t im) m--1 ~ (k l...kra) 

+~ ~,, ,= = ~ ( - -  i ) " - ' - - -  (% M ~,., ,~ + ( - -  1 )  ' ' - ~  - -  . . . . .  ~ ~z,.,. " . . . . . . .  $%, 

m - - 1  ~ k 1. k m) 

- -  ~ ( - -  i)'~ a;~- O+'"'~"-'~"'+c'/' .... , -I- ( - -  1 ) " - '  - -  

[m']-ll ' 1 
= ( - - 1 ) k  m /-~(m - 2)! 

(k  . .k  m) 

(~kt , . .km__ l 

(kJ.'"km 

~ (a)k~'"l%--~ 

~.a~.,'" z. "'" l " ,, " ,  ""[~'t.'"l~z ]''" an ~ ~,~ ~ Z . . . .  . ,  - -  

£ s t = m - - 1  

t Netz,..[kz..,k~],,,% l 

~+-..L<...~.]...+, __ ~ ~ :,~...~,~, ,',=-'~,..[~...~I...~,,,] ........ , , j l  
1 

(m- 1) E 

( - -  1)(~*)+*(m- 1)' % ...[q--/~al..-z. ~ (1 + 
~o~ x '  ~r=rtV__ 1 

Stan te  l ' u g u a g l i a n z a  tra  seeondo e terzo membro  de l l ' iden t i t~  (10.2), i 
pr imi due  addend i  entro  l ' u l t i m a  paren tes i  graffa  si et idono, onde r i su l ta  in 
de f in i t i r a  : 

(k ~...k m ) /'~t~,-[-1 ~ .  1 
(11.4) o~, . . .~ , ._ ,~:(-- t )~ 2 /, (m__l)V%...tkc..~_,~,~+w.~l...z+ * ~ -.<..[k~...k~...~. • g ~ k t , . . k  m ? 

cosicch~ appare  che il r i su l ta to  conclus ivo  del la  (11.3) res ta  val ido anche  
per  29 = m. <lq...Zm_~) 

Ora il eonf ron to  del le  espress ion i  del le  ~c..%,,-~ date  dal la  tabel la  (8.3) 
(k t . . .k  m) 

con le espress ioni  o t tenute  per  le @~c..~ median te  le (11.2), (11.3) (per 
p = 1 ....  , m) mos t ra  ehe ques t e  due  u l t ime  hanno  la s tessa  s t r u t t u r a  di que l le  
forni te  dal la  tabel la  per  m in luogo di m - -  1, qaando  perb si sia ver i f ica to  

(k k ) t -"  m *) che le 4}%.,.~,, soddis fano a condizione ana loga  a quel la  eon t rassegna ta  con (, ,  
nel la  (8.3). % .%? 

Si t ra t ta  eio~ di ve r i f i ca re  che ogni ~ c . / ,  con due  indici  bassi ,  a lmeno,  
divers i  da k~ , . . . ,  kin. e siano ~, ~ (~:4= ~), b nulla.  Se tra i r imanent i  indici 

(~t'"kr*~) (ki"+/Vm) 
v't~ k , , .  la ~%...~,~ cons ide ra ta  pub scr ivers i  nella forma ~k, ,~v, ,%,-a '  e si 
o t t iene con la pr ima del le  (11.1), onde proviene  per  der ivaz ione  da  una  

~=~%...%_,~ con due  indiei ~. } diversi  da k~ . . . . .  k,,,, e osieeh~ ;+ zero in 

base  alla condiz ione (g) del la  tabei la  (8.4). 
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gi  £m ) 
Se invece  non  appare  l ' ind i ce  basso  k,, ne l la  ~. . .%~ considerata ,  essa  

(/~t "" }~'m ) 
pub scriversi  ~ c . . % ~ - ~  (a~  .... 0:,~_2:4 = k,?,, e si o t t iene  datla s econda  de l le  

(/~ k ) t""  m 
(11.1), onde  riesce c o m b i n a z i o n e  l ineare  di derivate  di m 0 . . . ,  del le  quai l  
m - - 2  sono sena~altro nul le  in base al la c i tata cond iz ione  (g). Le r imanent i  
d a n n o  : 

(k /¢ ) .., ~ , t'*" m ~ (1¢t ~m ) kt gm) 
(11.5) ~ % ' - % ~  ~-  0z~ O~,...~,~_~ ~ 6)~q...~ _ . 

('%t' "~m ) 
e r a  le due (9... a 2 ° membro nel la  (11.5) sono a n c h ' e s s e  nul l e  in virtfi 

del la  (o) ed ~ quindi  hu l lo  il 1 ° membro come vnols i ,  a meno  che gli  indic i  
:h,  ..., a,,~-e (tra i qual i  non  v'~  per ipotes i  k,~) cos t i tu i scano  una  combina-  
z ione  estratta da ki ,  ..., k , ,_ l .  S ia  (a~, ..., ~ - e )  ~ (k~, ..[p]..., k,~_,). V i ene  : 

(kF"km) l (ki'"km) [ ~ (ki'"km) ~¢ O# t.. /~__l~.~+t,..l;m__l ; 

ik t...#m ) 
cos icch~  la veri f ica  d e l F a n n u l l a r s i  di ~a~q...[p]...~ _~ si r iduce  al la veri f ica  
della simmelria rispetto ad ~, ~ de l l ' e spres s ione  : 

(kl'"km) 
(1 1.6) ~ (gq_k~_,%+,...~%__ . 

V a l u t i a m o  la (11.6) ~vuto  r iguardo al la  (8.4) e all'identit'~ (10.4). Si  o t t i ene :  

( - I ) ( - '  (m-'.')!~,...~,...,.:,~:,~,~+,...,~,~...o,~ ~ ~-g>"~~''~">~"-°~~ , ,,, ~ ~ ~ ~ ~°%'"% "i' 

e, trascurando un fattore s immetr ico  in ~, ~, 

! ! £, y,  ~.~e~ - (~, + . . .  + % + ~) ~ ~ ' ~ ' ~ '  + ( ~  + ... + % )  ~ ]  ~ ~.~ ~q • 

" °~ n). e"l~ --1 e ~enuto con~o che helle Posto  e ~ = e, i ~ 1, ...[~ ~...~z]..., ~ e'~ 
espress ioni  precedent i  possono  trascurarsi  le so luz ioni  de lFequaz ione  ~ ~'~ --- m 
con s ' ~ - - 0  (perch~ in  corr i spondenza  ad esse  ~ nut lo  il contr ibute  n e l ! a  

v ~ .~e ~ ), v i e n e  : somma -~ ' ' ~' 

- -  - ~(~ r, + 1) ~ ' '  ~ ( % , + - . . + % ~ )  ~ s,~i~.Q: - -  

,~ , ~ V ' . . . I , %  ...~ql...~-% 

espress ione  ques t 'u l t ima la eui  s immetr ia  rispetto ad % } 6 manifesta .  



334 E. M ~ a ~ Z ~ x  : Sutle estensioni della formula integralc d~ Ca~tchy. ecc. 

(12.1) 

(12.2) 

cosi compiuta la verifica suddetta e riesce pertanto completamente 
provato il punto 2) del n. 9. Dunque la rubella (8.3) ~ valida per m - - 1  ~--1, 2, ..., l 
e la tabella (8.4) per m -  1-=: 1. 2, ..., l ~ 1. A uoi interessano~per i valori 
massimi di m -  1. 

Determinazione delle forme nucleo %,+~. 
19. l~ opportuno che riscriviamo la rubella (8.3) per il valore massimo di 

m ~ 1~ eio~ m - - 1  ~ 1. Si ottengono cosi le funzioni eoefficienti  della desi. 
(k~ k.) 

derata  forma ~ di grado l helle n variabili  z~, . . . ,  ~. (n. 8). Si h a :  

(k i ,:,k l) [ t + ~  
ne~,..[k~..,k/]...s n 

,,. ~ aak~. , .k  l 

(k t . , .h  t) ( l + l ~  ~ 1 
~ , . . ~ _ ~ ¢ ~ + c . . ~  ---- ( - -  1)~ = ~- ( l - -  1) ! % ,.,[a~,,,~_~¢~+c..~]... ~,, ~] ~'"'[~'"~]"'~"%..~ 

(~=~=k~,..., k~; p - - l , . . . ,  l) 

(k'l..,k/) 
(+) le ~c . .~  sono emisimmetr iche rispetto agli indici bassi, i quali possono 
assumere tutti i valori 1,..., n ;  

(k t...k l) 
(*) sono nulle tutte le ~ . . . ~  con pifi di un indice basso diverso dagli 
indici alti. 

Le (12A) mostrano che la forma ~ non ~ simmetrica rispetto alle 
variabili ~ , . . . ,  ~n, l ' a s immetr ia  dipendendo dalla scelta degli interi distinti 

(kl k l) 
n ~'" 

k~ kz fra 1, n. Si hanno dunque ( ~ forme ~l diverse, da ciascuna 
' . . . . . .  ' \ l / + 1  "l? 

delle quali pub ottenersi una forma nucleo :?,,__~ diversa (n. 3), e in defiait iva 
al tret tante [ormule integrali  (n + l ) -d imens iona l i  distinte. Procedendo poi 
similmente al n. 7, si possono compendiare tall formule in una sola conte- 
nente parametr i  arbitrari ,  ma di cib ci oecuperemo pifi in li~. 

(k~%.k l) 

In base alle (2.3) si ottengono per la ¢?~+1 i coefficienti :  

(ki,,.k Z) 
(- "2 ix, 

. - -  ~ k t , , . k  t ' 

Z er~/  

( k t ' . . k t )  [1-~l"l, ~ __ _ ¢~el , . , [k i , . ,k l] . , .e  n 

(~=~k,, . . . ,  kz; p -~ l , . . . ,  l) 

(+), (~) condizioni analoghe alle eorrispondeuti del quadro (12.1). 
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Determinazione del 1 ° membro delle h)rmule  integral i  (n+l)-dimensionali. 
13. Sappiamo ormai (n. 3) che l ' i n tegra le :  

(kl..kl) 
(13.1) f ( z i ,  ..., z,~) ~,+~ 

Fn~l 

regolare sopra ogni ciclo F~+z ~ Re ,~-  T.~,_~_2, essendo Run la regione di 
regolarit'~ di f(z, . . . .  , zn), e ehe il suo valore non muta  sostituendo I~,+z con 
un qualunque cielo omologo entro R e , , -  T2,~-ez-~. Abbiamo ancora un passo 
da compiere :  esprimere questo valore mediante il valore della f nel centro 
O(~, .... ~,~) della varieth, T~n_~-~. Si otterrh cosi il 1 ° membro della formula 

(k~,u]: l) 
integrale eorrispondente alla forma nucleo ~ + l .  

All 'uopo oeeorre supporre che sia:  

(13.2) F,+~ ~ 0 in (Re,~ Te~.-.~z-e) -t- O, 

perch~ cib permette di sostituire nella valuta~iene di (13.1) il ciclo 1~,~+: con 
un ciclo ad esso omologo entro R2"--T2,,-e~-e e eomunque prossimo ad O. 

Invero ta 13.2) significa l 'es is tenza d i u n a  varieth (n -~- t + 1)-dimensio- 
nale (eventualmente singolare) V~,+~+I ~ ( R , ~ -  T2,-e~-e)+ O, tale che 

(13.3) ~ V,+z+l = tr~+~, 

essendo t un conveniente intero non n.ullo. 
Possiamo sempre assumere la varieth V~+z+l passante per 0, pre;cia 

F eventuale ago~iunta di un ciclo (n + l-~-1)-dimensionale passante per 0 
e contenuto in (Re,~-  T~_~_~.)-I-0 (3~). Ora, sia U~+~+~ un intorno di O su 
V,~+~+~, cosl piccolo da appartenere per intero ad un n-ci l indro C~ (III, n. 2) 
a sua volta contenuto 'nella regione aperta  R ~  (la quale si suppone conte- 
nente  0). Se F',~_ ~ ~ 1' (n -~ / ) -c ic lo  contorno di U~+~+~, si ha 

~ ( V ~ + ~  --  ~ + ~ )  ~ tl~,~+~ - -  I~',+~, 

cosicch~ risulta 

(13.4) tF,~+~c~ r ' , ~  in / ~ - -  T~__~_~. 

Abbiamo dunque ehe F integrale (13.t) uguaglia il seguente:  

~ f  {kl:':'kl) (13.5) f(z,, ..., z,0 ~+~.  

rtn4-1 

(aT) D 'a l t ronde ,  qua lora  esista una  V,~+~+i non eontenente  0 e soddisfacente  la (13.3), 
v u o l  di re  t he  ~,~.+~=0 in Re,~--T~,~.---~--e, e qu ind i  l ' i n t eg ra l e  (13.1) r i sul ta  nullo. L a  for- 
mula  conclusi'~a (16.5) ~ al tora senz ' a l t ro  vatida.~ 10erch~ in tal easo r iescono anehe nutl i  
tut t i  gl i  indici  N~,...a~ ehe definiscono lo stato d 'a l lacciamento di ~ ,÷ t  con T~a--~--2 (cfr. per  
n ~  1 il  n. 1 4el  § I I I  e p e r  il  caso genera le  il  successivo n. 20). 
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Ora, siccome il ciclo P'n÷z appart iene a l l 'n -c i l indro  Ce., possiamo appli- 
ca.re a F',.qz la relazione di omologia (II[, 14.3), che. come sappiamo (III, 
n. 15), 6 valida anche in C~,~ -- Te~--ez~-a e quindi, in Ru,~ ~ T2.-2~-e, essendo 
A.÷z a l e  varietal, definite datle oquazioni (IIL 4.1), con r coincidente col 
raggio di Ce,,. Abbiamo cio6: 

(13.6) [ .-:t ~ ( - -  1) z ~ ' " 
ac<.. .<~ t 

dove 

~,..~ All (h~+..~, ~+z) 

sono i carat ter i  che definiscono 1o state di al lacciamento di F'~+~ con la 
variet~ Te~-2~-2 (III, n. 13). 

D'al t ronde,  in base atla proprietg fondamentale degli indiei d 'al laccia.  
mento (I; n. 8), tenure conto della (13.4), 6 immediate esprimere i caratteri  
N'~...~ in funzione dei caratteri  

(13.7) N~,...~z = All (h~...~z, lP,~+z) 

ohe definiscono !o state di al laeciamento del primitive ciclo F,,__z con T.o~_~z_2. 
Si ha precisamente 

N'  - -  thr~ ~,, 
~ l , . . a  I - -  .... 

cosicch~ la (!3.6) diviene:  

(13.8) r ' , + z ~ ( - - 1 ) z t  ~ v a~,-..~l in R . ~ -  Te,-ez-.~. 
~,1<...<~i 

Sostituendo atlora nella (13.5) il ciclo ,~_~ eel 2 ° membro della (13.8), 
com'~ lecito, l ' in tegra le  (13.1) si r iduce a:  

(kl.a:k~) 

(13.9) (--1) 1 ~ N~..~ f(z~,.. . ,  z,O %~+z. 
~,1<...<:~ " 

Aa~...¢, l n + l  

Finalmente  si osservi che l 'espressione (13.9), in quanto uguaglia (13.1), 
/ I  ~ 1 . . .  "Y'l riesee indipendente dal raggio r di C~,~ e delle varieth .,,,<_~ . Facendo ten- 

/ t  'q'--'~Z dere r a zero, C2, e le ~ + z  tendono al punto 0 (~ , . . . ,  (~); percib, attesa la 
eontinuit'h, di f(z~ . . . .  , z,~), l 'espressione (13.9) pub sostituirsi eel sue l imite:  

f 
(k:.zJ~ l) 

(--  l)~f(~,,...,  ~.,,) lira ~ N.,1...~ ~ ¢p~+~. 
,1 

A¢~+l l 
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il quale uguagtia altresl:  

f (k~%.k~) (13.10) (--1)~f(~,,..., ~.) ~ N~...~ V,+~, 
a~<...<:~l 

An+ l 

giaceh~ (13.9) riesee indipendente da r anehe quando si assuma f(z~, ..., zn)~l  (~). 
La valutazione dell 'integrale (i3.1) 6 eosi ridotta a quella dell'espressione 

(13.10), e infine degli integrali:  

I C/elk _./) ; (kl'"kl _ __ 
(13.11) ] ~0~+~'--j~,<.,.<~ %~...~,d(z,,..., z~, %,  ..., zr). 

./ 
n+l 

14. Ricordando le equazioni parametriche (III, 6.1), della variet~ .~.+~,  
si ha su essa: 

(14.i) t d(zj, ~)=.d(re%,  re-~°~)--r~dO~, 0i ) - -0  ( j =  1,...[~,...~3... , n) 
- -  ~0 a - - i %  

d(z%, z~p) - -  d(~pe ~, ~%e ~)----2i~%d(0%, ~%) ( p - - I , . . . ,  l), 

quindi degli (n + l)-differenziali d(zt, ..., zn, zr~ ..., zr) che appaiono in (13.11) 
diverso da zero su A,~+z~ soltanto d(z~,..., z , ,  z~,,..., z@. La (13.11) pub 

percib scriversi semplieemente: 

f (kl.~kt) f (kl'"kl) (14.2) ~,+~ = ¢p~...~d(z~,..., z , ,  z~,  ..., ~ ) .  

Per le ( I I I ,  6.1) e (14.1) su A.+z~ si ha poi: 

d ( z , , . . . ,  zn,  z ~ ,  . . . ,  z-~) = 2~i"r ~ z ~  ... ~zei(o~+...['~,...~t]...+%~d(O~, . . . ,  0,,, ~, ,  ..., ,o~), 

e, avuto riguardo Mle (12.1), (12.2), 

,~...~, = r ~ - ' e  ~(°~+'''[~'''~]'''+°~) ~ . . . ~ ( ~ ,  ... ,  ~n), 

onde la (14.2) diviene: 

"z i n ~,+~-- 2 ~  ... ~ ~ . . . ~ ( ~ ,  ..., z~)d(O~, ..., 0~, ~.,, ..., ~ ) .  
.J 

(38) Considerando il  easo in cui tut t i  gl i  indici  N~,. .~ t siano nult i  t ranne  uno, si t rae  
che ciascuno degl i  in tegra l i  (13.11) ha  va lo re  ind lpendente  da r, eib che si po teva  ass icurare  
a pr ior i  in quanto la forma ¢¢~+~ ha g rade  di omogeneit/~ zero. Sul ta  base di ques ta  osser. 
vaz ione  era  anzi lecito p resumere  che le funzioni  ~a,...~ t coefficienti  di ~ + ~ ,  supposte razio. 
nali  omogenee,  dovessero  di necessi th avere  grado - - ( n +  l). Cfr. nora (~.3) al n. 2. 

Annali di Matematica 4B 
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Ricordiamo (III, n. 6) che l 'or ientazione della varietl~ ~t l"*~ A.+zl  ~ quel la  
de te rmina ta  dull '  (n Jr-l)-edro (d0t, . . . ,  don, dp~,  ..., dp~z) o, cib t h e  6 lo stesso, 
(d0j , . . . ,  don, d ~ , , . . . ,  d%~). Consideriamo allora, hello spazio euclideo reale 
n -d imens iona le  E ,  (~ , . . . ,  a,,) rappresenta t ivo delle variabili  reali ~ , , . . . ,  v , ,  
le varieth para l le lepipediche  / -dimensional i ,  t he  indicheremo con Bi .... ~, di 
equazioni : 

~ "-- .,.[~...a/l.,. ~ an ~ 8 
(14.4) 

0 ~ ~ ~_ s, ..., 0 ~ ~ ~ s, 

eve si ~ posto s - =  r ' ,  or ientate in conformith  de l l ' l - ed ro  ( d % , . . . ,  d ~ ) .  Inte- 
grando rispetto a 0~ .... , 0~ nel la  (14.3', questa  si t rasforma allora nella  

f % . V  f %..V 
(14.5) ~,,+~ - -  (2~zi)" ~...¢, d ( ~ ,  ..., ~ ) .  

Aaa...a~ B ~ . , . a l  

Siamo dunque  rido~ti cosi ul calcolo di integrali  mul t ipl i  delle funzioni 
(k i . . .k  l) 

razionali  ~, . . .~.  Tale  calcolo si p resenta  es t remamente  lungo se affrontato 
d i r e t t amen te ;  r iuse i remo pert) ad evitarlo del tutto usuf ruendo  (come si 
de t to  al n. 1) delle relazioni tra le forme ~ ,  0~_~ considerate nelle pagine 
preeedent i .  

05.1) 

15. All 'uopo si osservi in pr imo luogo che la (14.5) pub sostituirsi con la 

f (k 1 k~) f Utl.. kt> 
~,,+z ---- (2r:i) ~ ~t , 

.J 
Aal'"aln-4:l B~ ~'' "~l 

(kl~,.k l ) 

perch~ i differenziali  d (%,  ..., ~t  ) ehe appaiono in ~ sono diversi da zero 
l~al . . .a  z su ~z soltanto in corr ispondenza ad indici Yt,. . . ,  Y¢ che costi tuiscano 

una  permutaz ione  di :¢,, ..., a~. 
(kl...k I ) (k~...k l) 

0ra,  sin la forma ~t , sin la forma ~)l-~, da cui la pr ima ~ ot tenuta  
per  differenziazione di CA]~TAI~ (come indica la relazione generale  (4.1)), sono 

D ~ l . . . a  1 regolari  su ogni ~ , giaeeh~ per  en t rambe le forme helle funzioni razio- 
nali  coefficienti  (espresse rispett ,  dalle (12.1) e dalle (8.4) per  m ~ l ) e o m -  
paiono a denomina tore  soltanto espressioni  del tipo 

con j :4= k~, . . . ,  kl ,  le quail  non sono mai  nul le  sulle varieti~ di equazioni (14.4). 
In  base alla formula  di GnEE~-S~oKEs generale (II, n. 6), pub percib venire 

sostituito l ' integrale a 2 ° membro  nella  (15.1)con l ' integrale della forma (9~_~ 
sul contorno della variettt ~' ..... ~ -/-)l 
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Dalle (14.4) r isul ta  immedia tamente  

(15.2) ~B~-..~ = ~ ( - -  1)~-,[B~i'[~].'-~_ C~2:[%-,%%+r"n], 

dove s' indica con B~L'i "n-~ una variet/~ del tipo gi~ definito ma di dimensione o 
l - - 1  anzich~ l, e con C~!i ~È-J'~È+c''~ la varieti~ di equazioni 

~ - - -  ...[a,...a~]... " - -  ~t n ~ 8, ~ %  ~ 0 ,  

(15.3) i 0 ~ ~ ~ s, ...[~]..., 0 ~ ~g ~ s, 

con l 'or ientazione definita dall' (1 - -1) -edro  (d~l, ...[p]..., d ~ ) .  Si noti che 

C~±i'~p-l~% ÷l'''~z coincide con la variet/~ B~.~:i "[p]'''~ dello spazio euclideo (n--1)-  
dimensionale E , _  t (%, ...[%1..., %). 

Risulta allora : 

r J (15.4) ~t : ~-~ (--  1) ~-t Oz-, - -  Or-, - 

B~...~Z B~.L.i-E~]...~I C~--i.%--~%%+r..~ . 

D'al t ronde,  ai fini della valutazione dell 'espressione (13.1) the  a noi 
interessa in definitiva, non occorre il caleolo dei singoli integrali (15.1), ma 
soltanto della loro combinazione l ineare 

f (kl.~ } f (kl"uk~) (15.5) y~ ~v~..~ z ~,+~=(2=~),, ~] ~v~,..,~ z ~,. 

~q- t  

Mediante la (15.Q, la combinazione l ineare a 2 ° membro nella (t5.5) si 
decompone in una somma di integrali  sulle variet~ B~_~ e di integrali  sulle 
variet/% Ct-~. Gli integrali  della prima eategoria danno complessivamente:  

I f (k~,.k~) 

a~<.. .<~l 1 ,J 

(k~.~,k t) 

cio~, a meno del fattore (2=i)", l ' in tegra le  di 0~_~ snlla variet/~: 

l 
1 ~-~ ~N%~.,..,[~I..~A~,..[~I...~(3~) 

~ < . . . < ~ l  1 " a ~ , . . . , a  I 1 

1 

[a~., .al- t l  • r-¢I~ .-.~ Otl-- l t 

(sg) S i  r i c o r d i  1' e m i s i m m e t r i a  d e i  s i m b o l i  Na, . . .a  t ( I I I~  n.  ~.B). 
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variett~ the  svanisce ident icamente  a cagione delle relazioni (III, 13.6) inter- 
cedenti  tra gli indici N~r..~ t. Gli integrali  della 1 a categoria non danno quindi 
alcun contribute. 

Quanto a qnelli della 2 a categoria, estesi sulle varieth Cz_~, si osservi 
o 

innanzi tutto che dalle (15.3) risulta che su C ~ %  -::,+~'''~'~ 6 diverse da zero 
(k~, k / )  

il solo ( l - -1 ) -d i f fe renz ia le  d(~,...[p]..., ~z), onde (gt_~ si r idnce ivi alia sola 
forma monomia componente 

(/~,../~) 

(15.6) 0%..[~1...~d(~%, ...[~1..., ~ ) .  

Ma, come appare dalle (8.4) per m -  l, la (i5.6) contiene i fattori 

($t, ""[al '  .... ~la~i,~p-~t,-.- '~l, kl] . . .  ~ (Yn 

quindi in particol~re %~, a meno che sia % ~ k~. Siccome ~ % - -  0 
o 

su C~:-i'%-l~:~+r"n, ne segne che il contribute degli integrali  della 2 ~ cate- 
(k~ ...~l) 

goria si r iduce al l ' in tegrale  della forma ~)~_~ considerata sulla variett~ 

Z o 
(15.7) __ ~ ~ < [~1 <~(__ ~,~-~ v ~. V,,~-v%-,~%+w-~z - -  

[~11 t . . . . . .  

- -  ( - -  i :  ~ : . . . < ~ _ ,  ,,T , ~ , . . . ~ : ~  
- -  ± v  a, ,.o~l_...t l~l ~J ~ - - I  • 

[~1 

'-'~'"~ "a~ ~ 0, risulta Ricordando le (6.2) si ha d' altronde ehe su t,~_~ - - - - ,  eve ~ 

[(k~'"~l) t Oh 'z~t) 
~)~_da,,  ... , ~,) ~kz=O = ~l_,_(~,  ...%..., ~n), 

dove si t~ messo in luce che la forma a 2 ° membro dipende 
variabili  %, -.-[~l]..-, ~ .  

dalle sole 

Nello stesso tempo, conformemente  ad un 'osservazione precedente,  la 
o 

g"tC~1,,,al__ jk~  varietg ~ ;_ , -  *- coincide con la varietg B~.LT ~z-~ eonsiderata nello spazio 
E,_~ (%, ...[kz]..., ~,,). In  definit iva r i su l ta :  

f ~kl-zh~ / (kl".:h' 
(15.8) ~ N%..~z ~ z -  (-- 1) z ~-~,~,<...<~l N~,...~z-,k~ 0t_, 

~'<'"<~ ~,.. ~z t,~,] c~:-:z-,~ 
~ ( l q , z k l )  

= ( - -  1)' ~ " , < . - . < ~ - i  N%...~z-,kz ~ '  
[ezl 

D~I. ,  .a: l con l 'avvertenza che net 3 ° membro della (15.8) la variett~ ~-,~-I e la forma 
(kl.?~ k l) 

~t-~ vanno considerate nello spuzio E~_~ (~ ,  ...[kz]..., a,,). 
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Con tale avvertenza, il passaggio dal 1 ° al 3 ° membro  nella  (15.8) pub 
r iguardars i  come una  formula  r icorrente,  la quale, appl ieata  i teratamente ,  d/~ 
per  l ' in tegra le  in oggetto le espressioni  success ive:  

(-- 1) z+ z-l) 
[kz--tkz] 

Bal...al_~ l--2 

da considerarsi  hello spazio Sn_~ " ((;l, [k/--ikfl'", ~u), etc.. sino a :  

( _  1)(z+2') -~ Z~., N~,~.2...k~ ~,  

[kt"'kZ] Ba, t 
I 

da considerarsi  hello E,-z+l (~,...[~...x*fl..., ~n). 
F inalmente ,  appl icando la pr ima uguagl ianza espressa dalla (15.8) per  

l -= 1, si ha 

(15.9) (-- 1) 2 J2C%..k~J _ 00, 
o 
kl 

C 0 

o 
dove Ia variet/~ C~ dello E,~--z+l si r iduee al solo punto  ~ ---...iki...kfl... --- ~u - -  8, 

(k1~ 

~ 1 - - 0 ,  nel quale deve valutars i  la forma di grado zero ~)0 nelle variabil i  
~,...[~...~1-., an, cio~, come esprime la (7.2), la funzione 

(kl) (kl) (i t ..[kl...kl].." On 
(15 10) 00 - - 0 - -  

(~k~ + ¢~) ...[k~...~z]... (~k~ 4- ~,)" 

Siccome la (15.10) si r iduee ad 1 nel punto  C~ ~, si ha in conclusione 

, f  (k~",,'kl) t'N-I~ 
(15.11) ~ N~...~z ~z - -  (-- 1)~ ~/.hrk~...~; z . 

~i ~'''~a~ B~.,.al 

Abbiamo cosi valntato la somma di integrali  (15.5), the  ci occorreva per  
la determinazione del valore della (13.10). Essa riesce ind ipendente  dal rag- 
gio r delle variet';~ .~,,+~ (come si era previs to ;  n. 13), e d~ per  la (13.10) 
il valore : 

(-- 1)~ ~ )-~'(2~:i)'N%..~z f(~,, ..., ~n). 

Riandando al n. 13, si conclude the  abbiamo cosi stabilito la formula 
integrale (n 4- 1)-dimensionale : 

l / (k~';~kl) 
(15.12) (--1)(e)(2=i)'3T~...~zf(~,,..., ~,) -~ f (z , ,  ..., z,) , ~ .  

P n.-~ l 
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Espressione esplieita delle fo rmule  in tegra l i  general i  
16. Per  scrivere in forma esplicita la (15.12) conviene in t rodurre  qualche 

simboto. 
Nello spazio euclideo S ~  rappresenta t ivo delle variabili  z t , . . .  , zn, abbiamo 

gi~ indicato con p la distanza del punto fisso O(~, ..., ~n) dal punto  P(z i , ..., z,) 
che descrive i1 eielo F~+~, ponendo cio6 

1 t 

Sia S~.~ "'~'~ lo spazio 2m-dimension~le  caratt.erisfico, subordinato ad S~,,, 
di equazioni 

z~ = ~i, ""[~v "'~''3"'', zn --- ~ .  

Quando si pensi  S ~  come prodotto topologieo dei suoi piani  caratterist ici  
per  O G , - . ' ,  r:n (III, n. 4), i inmagini  risp. di rette paral lele  agli assi 

..., ..., S~,, -~ appare  come il prodotto z~, z~ dello spazio eomplesso (z~, z~), lo a,..~ 
topologico subordinato u ~ X . . .  X =%,. Ebbene, indicheremo con ~.~...%~ la 
proiezione ortogonale d i p  su S~"'~2,~ ,,, cio6 por remo:  

m m _ m 

= E ,  % I = E ,  %)(;% - % ) =  E ,  
1 1 1 

per  guisa che, in part icolare,  si h a :  
~t 

(16.3) ,a'-" : g"~1...,, : ~ j  pj2. 

Rieordando la (8.2), coi nuovi  simboli  pub scr ivers i :  

(16.4) Q~;::!~', ~'~ ~" = 1-IJ ~-~(1+,,) r "  k l . . , k  l j  ~ . 

[kv..~z] 

5Ton v'6 che da sosti tuire queste  espressioni  nelle (12.2), quindi  giovarsene 

per  rendere  esplicita la (15.12). Dividendo per  il fattore (-- 1)~ '~ ~l ! perveniamo 
cosi al seguen~e risultato. 

Per  u n a  f(z~, ... ,  z,) o lomorfa  in  u n a  regione aper ta  R.~, di S~, contenente 

il p u n t o  0~ ,  , ... , ~,), suss is tono le (~;) formule  integrat i  (n + l - d i m e n s i o n a l i  

corrispondenl i  aUe combinazioni  k , , . . . ,  k~ degli  interi  1, ..., n :  

(16.5) (-- 1) z ~ ~ % . . ~ f ( ~ , ,  ..., ~ )  = 

• X ~j:l [/ci..dc/l 
Pn+l 

1 ~ ~ - ; -  _ ~ ( ~ + ~ )  - - .  . . . . . . . .  ~ ( 
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dove il ciclo (re + l)-dimensioncde P,,+~ soddisfa alle eondizioni topologiche: 

:I . .  z) F,~+z ~ R2,~ - -  T2,,-~r--2, 

(III,~, z) N~...~ z = All (h~c..~t, P.+t), 

(-) essendo T2,~-2~-~ la variet& costituita dagli 1 + 1 spazi caratterislici (2n ~ 2l--  2)- 

dimensionali  useenti da O, di equazioni 

z~ - -  G~ , ..., z~z+~ - -  Gz+~ , 

che si ottengono in corrispondenza alle combinazioni % , . . . ,  ~l+~ degli interi 

.... , n , e  infineessendoA~i...~ z g l i I 1 )  c i c l i c h e f o r n i s c o n o u n a b a s e ( n o n m i n i m a  ) 1 

per  il gruppo di BE~TI ( n -  1 ~ 1)-dimensionale di T~-2~-e, secondo specificato 
nel § I I I ,  nn. 10, 11. 

Le relazioni (III.,z) servono soltanto ad esprimere i caratteri interi N~e..~ ~ 
definenti lo stato di allaeeiamento del ciclo F,+z con la variel& T2n-~z-2 (III, 
n. 13,  dei quali ne compare uno per ognuna delle formule integrali seritte. 
Tali caratteri possono anche esprimersi come indici di intersezione cosi : 

(16.6) N%...~ z ~-- (-- 1) °1~ %'..~G..'~-z)[K~"_'i ~''-~, lP~+t], 

ove a, . . . . .  sq, ~ , . . . ,  ~ _ t  ~ una  permutazione di 1,..., n (els indicandone let 
classe) e K~"_'i G-~ ~ l' (n - -  l)-edro solido rettangolo, prodotlo topologico d i n  - -  1 
semirelte t~ , . . . ,  t~,_z uscenti da 0 sui loiani caratterislici r:~, . . . ,  r~F,~_ z : 

orientato in corrispondenza all 'ordine delle semirette medesime. 
La (16.6) segue senz 'a l t ro  dalle (10.2), (i0.3), (13.1), del § I l I ,  tenuto 

conto della definizione di indice d 'a l lace iamento  (I, n. 8). 

OSSERVAZIO~E.- Le ( ? ) f o r m u l e  (16.5~ non sono fra loro indipendent i .  

Infatt i ,  s ieeome i earat ter i  _h~t...~,t sono legati dalle rela~ioni (III, 13.6) me. 

diante le quali  si r idneono ad "(n--i 1)" indipendent i ,  del pari  aceade t h e  le 
¢ 

formute  (16.5) r isul tano legate dalle corr ispondent i  relazioni l ineari  e si ridu- 

n - - 1 )  formule  indipendent i .  Tut~avia conviene avvert ire cono per tanto a l 

che (come si pub verif ieare faci lmente  gi'a per  l--" 1, n =  3) tali relaaioni 
l ineari  non sussistono in generale  ira le forme differenaiali  in tegrande nelle  
formule di cui lrattasi,  ma soltanto tra gli integrali  di tali forme. Val quanto 
dire ehe le corr ispondent i  combinazioni  l ineari  delle forme integrande non 
sono iden t icamente  nnlle,  ma sono soltanto forme esatte in S~n--T~,,_~_~ 
(II, n. 6 .  Nel caso 1 - - - n -  1 le relazioni l ineari  di cui si discorre sussistono 
invece anche tra le forme in tegrande  (err. il successive n. 17). 
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Ca,~i pa r t i co la r i .  
17. Se si fa  ne l la  (16.5) 1 --- n - -  1 si deve  r i cadere  nel la  fo rmula  (2n - -  1)- 

d imens iona le  ser i t ta  nel la  (9) dell'I~ml~OD. Come ora ind icheremo si o t tengono 

in real t~  ( n ) n - - 1  - - - n  fo rmule  f ra  loro equiva lent i ,  cosicch~ ci si r iduce  

sos tan~ia lmente  ad una  sola fo rmula  in tegra le  (cfr. n. 16, 0ss.). 
Sce l ta  una  combinaz ione  k~,..., kn_~ di classe a ~ 1 degli  interi  1, ..., n, 

ind ieh iamo con k~ l ' i n t e ro  res iduo.  I fa t tor i  ~k~...k~_d , con j :4:k , , . . . ,  k,_~, 
ehe appa iono  nel la  (16.5) per  l - ~ n - - 1 ,  si r iducono  allora,  per  la (16.3,, 
a ~: i . . .~: ,_~,----~. . .n~ ~, e la (16.5) d iv iene  : 

( - -1 )  "-~ ~ i - ~ % . . k , , _ f ( ~ . , ,  .... ~ , ) : j  f ( z  ..... ,Zn)i(Z~--~n)~--'~nd(z,,...,Zn, Zk?...,Zk,~_t)-t- 

1 ~ ( - -  l ) ' - r(z~- ~-~)(n- l)R-'"d(z,,..., z,,, ~.,...[p]..., z~)l, 

cio~ : 

~--~/~-', Nk, k,, ,f(~,, . . . ,  ~.)= (f(z,,..., z.)~j~ (--1) p-'z-%-~:~p d(z,, .... z,,, 
( - -  )" "'" - . I p~'~ 

I1 secondo m e m b r o  non dipende,  fuorchb  nel  segno, dal la  pe rmutaz ione  
k~ .... , k .  degli  interi  1, ..., n. ) Io l t ip l icando  i due  membr i  per  ( - - 1 ) d s ( ~  ..... k,.i 
e r i co rdando  che, in base  al la  (II[ ,  13.3), pub scr ivers i  

( - -  1)cls( k, ..... k.~)N%..k~_ ~ - -Nk. ,  
la p r eeeden te  d i v i e n e :  

(2r:i)" f'f(z,,..., '~ -9~ ~ (17.1) (~--1~ ~ " f ( ~ ' " "  5,)= ~,) ] ~  (-1)-~-~ ~ , ~  d(~ .... , ~,, ~,, ...~+., ~,1. 
,J t 

F ~ n - - i  

La. (17.1) coincide  con la e i ta ta  fo rmula  ( 2 n - - 1 ) - d i m e n s i o n a l e .  Infat t i ,  
app l i eando  al caso a t tua le  la re laz ione  (IiI ,  13.4) t ra  gli indici d ' a l lacc ia -  
mento,  si ha i n t an to :  
(17.2) N '  - -  N 2 . . . . .  N "  : 

d ' a l t ronde ,  per  la (III ,  13.3), r i s n l t a :  

N~ = All (h~, F2~-1). 

E s iccome gli n eicli  h~ si r iducono  al pun to  0 cons idera to  nega t ivamen te  
( IH,  n. 10), il comune  valore  degli  indici  (17.2) pub anche  espr imers i  con 

All ( - -  0, F2~_1) : -  All (Pea-l ,  0) - :  [K~, F2,~_1], 

essendo K~ una  q u a l u n q u e  semire t t a  per  0. Si r i t rova cosl la s tessa  re lazione 
(I I I , , , , - t )  scr i t ta  nelt 'I~TROD. 
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18. Passiamo ad esaminare il ease / - - -0 .  Se si fa 1 - - 0  nella (16.5) una  
parte delle espressioni ehe ivi compaiono perde significato, l~ostreremo 
ehe, tuttavia, conservando soltanto la parte  the  ha significato, si r icade effet- 
t ivamente nella formula  integrale n-d imensionale  indicata nella (8) dell 'IN,tieD. 

Cost facendo si ha invero 

f ...), 
( 2 r : i ) ' N f ( ~ , , . . . ,  ~ , ) = .  , . . . ,  - -  . . . . . . .  , 

£,> 

clog r icordando le (16.2), 

f f ( z ,  . . . .  , z,,) (18.1) ( 2 ~ i ) ' N f ( ~ ,  , . . . .  ~") - ' .  (z,  - -  ~,)  ~..-(Zn-~ ~,,) d ( z , ,  . . . ,  ~ n ) ,  

t he  6 ben la citata formula, dove al l ' intero N, privo di indiei bassi, deve 
darsi il significato che r isuita dal l 'appl icazione della (III,  13.3), cio6 

'a  ~'''' r . )  ~'"" (III,.  0) N - -  N ~'''" All t ,,-~, = = {K, , r,].  

1~ questa la terza condizione, (III,,  o), di validitlt della (18.1), che avevamo 
omesso di scrivere nella IZC~ROD. 

2 2 in luogo di 19. ~ e l  case l -~- 1 la (16.5) dk, scrivendo t~a -4- I~ G~ come 
indica la (16.2), 
(19.1) - -  (2~:i)" N a f ( ~ ,  , ... , ~,~) - -  

f f(zi,...,z,,)(z,- ~l)"-'t (z--, -- ~-~ ~ 1 l d(z,,..., Zn, Z--a) d(z,,..., ~ ,  z--~)t 
d 
.1:.+~ [s d 

e le condizioni di validit~ divengono:  

(I,, 1) rn+t C R._,, - -  T 2 , - t ,  

(II. .  1) I~n÷A ~ 0 in (R~,, - -  T2n-l) -4- O, 
(III,,, ~) N~ = All (A~, P,,+D - -  ( - -  1 ) ~ - ~ [ K ~  ~'''' , L,-~]. 

Le formule (19.1) sono gilt. state date da me in [13] (4o), scrit te perb nella 
forma s immetr ica  the  le compendia tutte per i diversi valori di k----1, ..., n 
(efr. n. 7). 

Al t re  espressioni per le f o r m u l e  in tegra l i  generali .  
20. Si possono porre le formule (16.5) sotto altri aspetti, mediante ovvie 

trasformazioni formali. P. es., se si osserva the  

Z "''1'" z Z .. '--" ~ak l . . . k  | , 

[k i ..... ki] zg=l  ~ ~j=l 

(40) P e r  i eonfront i  eel  l avoro  eit., si tonga eonto t h e  i v i  si assume una def iniz ione 
doi coeff ie ient i  d ' a l l ace iamento  d ive r sa  nel  segno r ispet to  a l l ' a r t  1ale. 

A n n a l i  di  M a t e m a t i e a  14 
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la (16.5) pub anche scriversi  (moltiplicando per  l, supposto =~: 0): 

(2~i)n N%..kf(~, ~,,) 
(20.1) (-- I)~ ( l -  1)-------~ ' " "  

n, ~.÷l [~i...tct] Z~=| [ki...kZ] 0kt'''kzj ((Z'ki--~kt).*.(Ztq--~tzt) 

La  (16.5), o la (20.1), non sono s immetr iche  rispetto alle variabili.  Pub 

desiderabi le  compendiare  le ( ? ) f o r m u l e  che esse espr imono in pereib esser 
\ - - !  

una solo formula  s immetrica,  ana logamente  a quel  c h e s i  ~ fatto per  il teo- 
rema integrale  (n + / ) - d i m e n s i o n a l e  mediante  la (5) de l l ' I~ROD.  

I1 caso l = l si ~ gi~ trat tato al n. 7. Per  raggiungere  lo scopo in gene- 

rale basra eseguire una  combinazione l ineare delle ( 7 ) f o r m u l e  (16.5) a s s u -  

mendo come coefficienti  parametri complessi arbitrari k%..k z. ~ comodo 
suppor re  i parametr i  ),kr..~ l emisimmetrici r ispet to agli indict. Si trova allora 
senza difficolti~ : 

--1)t(2rci)'~/( ~,~'-" I-'f'f(z,...,z,O ~] (z~--~,)...E~...~zl...~n-5~,). (20.2) ( -YV-v ~=,<<~z~%"~'~v~= / ~.+z ~<<~ 

1 

,,~ sj=t [k ~...kl] [al . . .a / ]  

~-~"a+9) . d(z, z~, z~ z~). 
Z ~a~ J a r ~ t ' " % - - ' h ~ i ° ' + t ' " a / Y  ' "'" ~ :' " " 

Y,~j~l [ a l ' " a p - -  ~ a~i0~t"" l] 

Le condizioni di validit~ della (20.2) sono na tu ra lmen te  le stesse (I,,,,), 
(II , ,  0, (III~, 0 indicate aI n. 16. 

Si osservi infine ehe, affinchb la (20.2) sia adatta ad espr imere  il valore 
della f nel punto  0 ( ~ , . . . ,  ~n) occorre assumere  i parametr i  ),~r..~ soddisfa- 

centi  alia ~ X~...~Na~.,.~ =4 = O, 
a l < . . . < c t  l 

cib che /~ sempre  possibile, a meno che siano tutt i  null i  gti indict  d' Mtaccia- 
mento  N~r..~ di Y,~+~ con Te~--..~-e. Ricordando la (III, 14.3) appare the  que- 
sta circostanza si presenta  allora e soltanto allora che sia 

(20.3) I~,+a ~ 0 in Re, - -  Te,-e~-e ; 

e, quando valga la (20.3), sappiamo a priori  che il 2 ° membro della (20.2) 
sempre nutlo pereh~ la forma ivi in tegranda  ~ chiusa e regolare in 

R~.-- T~._~-~. 
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