
Sul comportamento effettivo delle curve polari 
nei punti multipli. 

l~Iemoria di EDOARDO VESEhTTINI (a ]k[ilano). 

Santo. -Recentemente B. SEG]~ ha mostrato che la questione del comportamento effettivo 
delle polar i  @ di fatto assai  meno semplice di come si era ri tenuto p r i m a  d'ora.  Nel  
presente lavoro affronto la questione da Lu i  posta precisando tale comportamento net  
case delle curve piane,  sotto ipotesi abbastanza late e eollegandolo all ' ideale associate 
ad u n a  data  singolarit~, in  base a considerazioni ari tmetiche poggiant i  sul ta  teoria 
delle f raz ioni  continue. 

I n  due  r ecen t i  l avor i  B. SE@RE ([1l] - [12]) (~) h a  m o s t r a t o  con  e s e m p i  
c h e l a  proprieth~ secondo  la  qua l e  le p r i m e  po la r i  di u n a  c u r v a  a l g e b r i e a  
p i a n a  p a s s a n o  pe r  i pun t i  m - p l i  di q u e s t a  con  mol t ep l i e i t~  m - - 1  a l m e n o ,  

va le  in g e n e r a l e  so l t an to  pe r  i pun t i  m u l t i p l i  p r o p r i  e pe r  que l l i  s i tua t i  nel  
tore  i n t e r n e  i n f i n i t e s i m a l e  del  p r imo  ordine ,  ed h a  s e g n a l a t o  l ' i n t e r e s s e  del  

p r o b l e m a  di d e t e r m i n a r e  la  eompos iz ione  del le  s ingo la r i th  e f f e t t i ve  del le  p r i m e  

po la r i  di u n a  c u r v a  a l g e b r i c a  p iana ,  nora  che sia  la  s ingo la r i t h  di que-  

s t '  u l t ima .  

T a l e  p r o b l e m a  fu  posto  gih da  F. ENRIQUES ([5], pag.  613) e da  lui  s tesso 
r isol to  ([6], p a g .  41) con l ' e n u n e i a z i o n e  de l l a  legge d i  a l t e r n a n z a  (2), ma  gli 

e sempi  s egna la t i  da  B. S E i n E  danno  luogo a mo l t ep l i c i t h  d ive r se  da  que l l e  

p r ev i s t e  da  ta le  legge,  cosiech~,  a pr ior i ,  que s t a  non s e m b r a  cos t i t u i r e  u n a  
so luz ione  s odd i s f acen t e  del p r o b l e m a  propos to .  

Al la  r i c e r c a  di ta le  so luz ione  @ ded ica t e  il p r e s e n t e  lavoro .  I n  esso, d a t a  

(l) I uumeri entre parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia posta alla fine del 
presente lavoro. 

(~} I risultati dell' ENRIQUES sono eompendiati dal seguente 
TEOREMA. - Si  abbia u n a  curva C dotata di un  punto  ~-plo O, cost i tui ta da un  solo 

t a m e  ; i l  comportamento effettivo di uua  polare generica ~ rispetto al la s ingolari t~ O, vienc 
determinate  dalle condizioni : 

1) di possedere in ciascun punto v~-plo, infinitamente vicino a O, la mottepticit~. 
virtuale v~ - -  1 ; 

2) di avere eel ramo di C un eontatto v - 1 ]?unto; 
3) di avere in 0 la mottep!ieith effettiva v -  1, e non una molteplicit~ superiore. 

Le molteplicit~, effettive di ~ che si ottengono in  forza di codeste condizioni nei  p u n t i  
successivi di C d" ordine vi~ sono espresse dalla legge di a l ternanza  : la ~ poss i ede la  molte. 
pl ic i t~ v~:+ i in  ciascuno dei p u n t i  ,Jei+i-pti e la molteptieit~ vei - -  1 ~ei p u n t i  v~-pli ,  eosti- 
tu~ndo i numeri v i una suceessione di humeri essenziMmente positivi e generalmente deere- 
scenti, con 1' avvertenza che dove si trovi un vt_t, con i dispari, multiple del successive 
'¢i ( ~  '~i-l) si ponga "~--t = hiv~ + v~+i con '~+i--~-~ v~ ([6], pag. 441). 
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una eurva algebriea pinna C che presenti  in un suo punto 0 una singolarit~ 
prefissata, si de terminano anzitutto (nn. 1, 6} le retazioni generali  the  per- 
mettono di dedurre  la composizione della singolarit~ in 0 della prima polare, 
C'{P), di un punto P (non appartenente  a C) rispetto a C~ quando P sia 
qualsiasi nel piano e C sia qualsiasi  nel sistema ~ delte carve algebriche 
piano di ordine .~ {sufficientemente elevato} che presentano in O la singola- 
rith prefissata. Da tall relazioni r isulta ehe la eomposizione della singolarit~ 
di C'(P) in 0 dipende in maniera  essenziale dalla particotarith di C in Z. 
Tuttavia,  facendo appello ad alcune proprieti~ delle frazioni continue regolari 
finite (n. 2), possono stabilirsi alcune limitazioni per gli ordini di grandezza 
delle molteplieiti~ di C'(P) nei punti multipli  di C infini tamente vicini a O. 
Dalle considerazioni del n. 1 si deduce (n. 3) inoltre la composizione della 
singolarith di C'(P) in 0 allorch~ P sia generico nel piano e C sia generica 
in ~,, dimostrando che in  tall ipolesi vale la legge di alternanza. Tall condi. 
zioni di genericith di C e di P vengono precisate, caratterizzando le curve C 
di ~. ed  i punti  P del piano per i quali vale la legge di al ternanza e (n. 6) 
esaminando il caso in cui, ferme restando le ipotesi di genericit~t di C in Z, 
P sia qualsiasi nel piano. Determiniamo inoltre {n. 3) la composizione della 
singolarit~ di C'(P) in 0 alloreh~ P sia generico nel piano e C sin generica 
nel sistema delle curve di Z che non soddisfano alle condizioni caratterist iche 
sopra dette. 

Tutti  i risultati preeedenti  vengono stabiliti sulla base di considerazioni 
di carat tere  diofanteo, esaminando il d iagramma di Newton di C. Abbiamo 
evitato di r icorrere ai procedimenti  sintetici che fanno capo ai noti principi 
di scaricamento e di scorrimento, in quanto dal confronto della dimostrazione 
dell' E~RIQUES con i risultati  da noi ottenuti  a proposito della legge di alter- 
nanza emerge (n. 7) la seguente questione, il cui esame ~ indispensabile 
premet tere  ad una corret ta applicazione dei priacipi  sopra detti, e che ~ alla 
radiee delle eceezioni rilevate da B. SE@RE relat ivamente al comportamento 
effettivo delle prime polar i :  dato un sistema A di curve algebriche plane, la 
generica delle quali passi per 0 con una prefissata singolariti~, quali sono le 
eondizioni affinchb fra le curve di A c h e  presentano in 0 e nei punti  multi- 
pli inf in i tamente  vicini moltepliciti~ virtuali  assegnate, ne esista qualeuna le 
cui molteplicith effettive siano quelle previste dai principi di scaricamento 
e di scorrimento ? 

A tale questione eontiamo di dedieare un altro lavoro. Qui (n. 7) ei 
limitiamo a ri levare come le condizioni carat ter is t iche per la validit~ della 
legge di alternan~,a giuochino nel problema proposto un ruolo essen~,iale, il 
quale pub essere illustrato dal punto di vista algebrico, in quanto tali condi. 
zioni caratterist iche individuano nel l 'anel lo  dei polinomi in due variabili a 
eoeffieienti complessi gli ideali irriducibili  contenuti  nell ' ideale associato alla 
singolarit~ di C in 0. 
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Da queste considerazioni risultano nuovi significati geometrici delle 
condizioni carat ter is t iche per la validitk della legge di alternanza, condizioni 
t he  nel n. 3 avevamo ottenuto sotto forma aritmetica. Per  i l lustrate  tall 
eondizioni da an  punto di vista pi~t prossimo al l 'argomento del presente 
lavoro, valutando il numero, M, delle intersezioni r iunite in 0 della prima e 
della seconda polare di P rispetto a C, mostriamo (n. 9) c h e l a  validit~t della 
legge di al ternanza ed il massimo spezzamento possibile dei rami di C'(P) 
uscenti  da O, sono caratterizzati  dal fatto the  M sia minimo, the  sia cio~ 
minimo il numero delle diramazioni di C'(P) r iunite in 0. Per  raggiungere 
tale conelusione premett iamo (n. 8} lo studio del easo in cui C passi per  0 
con pifi rami, sebbene esso, come osserva I'EI~I~IQUES, quando P sia generico 
nel piano, non presenti  nuove difficoltk essenziali rispetto a quello in cui il 
ramo di C uscente da 0 sia unieo. 

1. Sia data nel piano una eurva algebrica Q di ordine N, avente equazione 

(1.1) f (x ,  y) - -  ~ a~kxiy k ---- O, 
i]¢ 

passante per 1' origine 0 delle coordinate x,  y, con un unieo ramo super- 
l ineare di ordine v ( ~  2), classe ~ e genere g (a), rappresenta~o dallo sviluppo 
di PvIs]~vx 

(1.2) y : a , x  ~ + a2x ~ + . . .  (a, ~= O). 

Sostituendo questa espressione di y helle (1.1) si possono ordinare i ter- 
mini a~x~y k, con a~  ={=0, in ordine di infinitesimo erescente rispetto all 'infi- 
uitesimo x. Essi devono essere tall ehe 

vi + (v + ~)k ~ v(v + ~), 

ossia gli indici i e k devono essere coordinate di punti  del d iagramma di 
Newton relativo a C (4) appartenent i  al semipiano a delimitato dalla ret ta  di 
equazione 

(1.3) vi + (v -+- t~)k --  v(v -{- ~), 

al quale non appart iene 1' origine (0, 0). 
I gruppi di termini  di (1.1), in ordine di infinitesimo crescente rispetto 

a x,  si ottengono in corrispondenza agli ask:4 = 0 i cui indici sono soluzioni 
non negative della equazione 

(1.4) vi ÷ (v + ~)k --  v(v ÷ t~) ÷ j v ~  (v~ --  m. c. d. (l~, v); j - -  O, 1, 2, ...), 

ossia in corrispondenza ai punti  del d iagramma di ~Newton di (1.1) apparte.  
nenti  alia (I.3) ed alle parallele condotte a distanza via via crescente da essa. 

(3) Sa lvo  avviso  in  contrar io,  adot t iamo la  nomenc la tu ra  the  t rovas i  in [6]. 
(4) Cfr. [6], pag.  523, e, pe r  magg io r i  det tagl i ,  ad  es. [2], loag. ~249. 
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Posto 
p,=hv + v i ,  O~v~ <~v, 
V = h iv  ~ - t -  v ~  0 < :  v~ ~ v l .  

• • • • • . . • * • . • . . , • 

v~_ l --" h~v~, v~ ~ 1~ 

le soluzioni del la  (1.4) sono espresse dalle relazioni 

i = v + ~ + (--  1)~j~h q- 1, hi ,  ..., h:_~] + t[h +- 1, h i ,  ..., h~], 
(1.5) 

k = (--1)a- ' j [h~,  h~, . . . ,  h a _ , ] -  t[h,, h~, . . . ,  hal, 

ore  t ~ un paramet ro  intero arbitrario,  ed i simboli entro parentesi  quadre 
sono le parentesi  di Eulero (51. Corr ispondentemente  ad un valore non nega. 
tivo di j ,  le soluzioni non negative della (1.4) si ot tengono dagli interi  t ehe 
soddisfano alle d isuguagl ianze 

ore  ":ij) ~ la parte  intera, E(  ( -  1)~-'J[h~' ""' h,_,]) di ( -  1)*-~J[h" '" '  h,_,] 

e x* ( j ) - -  ( -  1):- 'j[h + 1, k , , . . . ,  h:_.,] 
[ h + l ,  h~, . . . ,  h~] - - v ~ ,  se [ h ÷  1, h , , . . . ,  h~] divide 

][h -t- 1, h~ h~_~], oppure  ~*{j} = E (  t -  1)~-'J[h + 1, h~, . . . ,  h~_,]) v~ + 1, 
' " "  < ;  7.., z o] 

nel caso opposto. In  par t icolare  r isul ta  " : * ( 0 ) - - ~  v~, z ( O ) - - 0  e, per 
t = - -  v~, - -  v~ + 1, ..., O, dalle (1.5) si hanno i punt i  ti, k) (a coordinate intere 
non negative) i quali, appar tenendo  alia (1.3), sono di ordine di inf ini tesimo 
minimo rispetto ad x. Corr i spondentemente  a quelli  fra essi che danno luogo 
in (1.1) a coefficienti  aik:~=:O, ossia, come di remo sempre  nel seguito, the  
sono punt i  del d i ag ramma di Newton di (1.1), si ha l ' equaz ione  

a~ka k = O, 
ik 

le cui radici dist inte sono, per  la supposta  unici th  e inscindibilitfi  del ramo 
(1.2) di (1.1), tutt i  e soil i numer i  ehe si ot tengono molt ipl icando a, per  le 
% radiei  %-es ime del l 'uni t~ .  Per tan to  r isulta 

Y 
(1.6) ~ a~kak = ao~(a~ __ a ~o).% 

~7c 

La pr ima polare,  C'(P), r ispetto a C, di un punto P, che in  tutto il seguito 
supporremo tacitamente non appartenente a C, di coordinate omogenee Xo, 

(5) Def in i t e  in maniera  r icor ren te  dallo re lazioni  

[ b ~ ] = b t ,  Ibi, b.2]=bib2-~- I , Lbi,..., bp_~, bp_l ,  bp]=[b  I . . . . .  bp_~]bp-4-[bi, ..., bp_~] ( p ~ 3 ) ;  

cfr. ad es. [4]: pag. 49. 
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Y0, ~e, har equaz ione  

~f o ~f ~f --  0. 

Nei nn. 1 - 5 s tud ie remo la composiz ione  del ia  singolarit/~ di C'(P) in 0 
nel l ' ipotes i  che sia Yo :~: 0, ossia  t h e  P non appartenga alla tangente al ramo 
(1.2) in  0. 

v v --I- ~t 
Pos to  u = - - ,  v -  , a n o r m a  del la  (1.6), uno dei lat i  del ia  poligo- 

Y~ Vcr 

nale  del le  separa t r i c i  del  d i a g r a m m a  di N e w t o n  di (1.7) rela$ive ai rami  di C'(P) 
uscen t i  da O, b il s egmento  di es t remi  (0, v - -  1), (i0 = v -+- ~ - -  v, k 0 - -  u - -  1). 
A ques to  lato, pe r  la (1.6), co r r i sponde  nel la  (1.7) un s is tema,  P~, di n 4 
(t _~ n~ ~ v~ - -  1) rami  

(1.8) y --- a , x  ~ q-  ... 

di ordini  )~u tali  che Y~8 )-~--~ v~ ~ 1. 

Se v d i v i d e  ~, se c io~ a~x ~ n o n  ~ u n  t e r m i n e  c a r a t t e r i s t i e o  d i  (1.2), 

r i su l ta  v~ = v ,  e la pol igonale  ce rca ta  si r iduce  al solo lato di es t remi  
(0, v -  1t, (v q - ~ - - 1 ,  0); co r r i sponden t emen te  i lati di (1.7) passan t i  pe r  0 
sono tut t i  e soli i rami  di r~.  P e r  semplicit/~ suppon iamo  che cib non accada,  

v+t~ 
supponiamo cio~ the a ,x  ~ sia un  termine caratteristico di (1.2~. Ques ta  ipo- 
tesi non res t r inge  la validiti~ del le  nos t re  cons ideraz ioni  poich~, se non fosse 
ver i f ica ta ,  si p a s s e r e b b e  ai t e rmin i  suecess iv i  dello sv i luppo  (1.2) f ino el 
p r imo te rmine  c~,ratteristico, nel modo che ind icheremo nel  n. 4. 

Se in (1.7) f igura  non hul lo il t e rmine  in x~+~ -~, se cio~, al d i a g r a m m a  
di Newton  di (1.7) appa r t i ene  il pun to  (v - ! -~  ~ 1, 0), i coef f ic ient i  corr ispon-  

dent i  ai t e rmini  di o rd ina ta  pos i t iva  eompaiono  sol tanto  in Y0 ~f 1' fly e es t remo 

del ia  po l igona le  sull '  asse  k ----- 0 ha  asc issa  i ~ v -+- l~ - -  1. Se i < v -t- I~ - -  1, 

~f il eoef f ic ien te  co r r i sponden te  in (1.7) compare  a n c h ' e s s o  s'oltanto in Y 0 ~ "  

A1 pun to  (v q - ~ - - 1 ,  0)  cor r i sponde  invece  in (1.7) il coef f ie ien te  
x,(v-I-~t)av+e0 q - y ~ a , + ~ _ ~ ,  il qua le  r i su l ta  d iverso  da ~,ero se, e sol tanto se, P 
non appa r t i ene  al ia  re t ta  

(1.9) (v q- t~)a~+~ooe q- a,+~_~y --- O. 

S u p p o n i a m o  di avere  de t e rmina to  i ver t ic i  (i,, k0b (i~ k~), ..., ti ,_~, k,._i), 
(r ~ 1) con k, > kt :> ... ~ k , .~  ~ 0, ai qua l i  co r r i spondano  in (1.7) te rmini  

Of f iguran t i  so lamente  in y , ~ ,  e r ieerehiamo,  quando  esista,  il ver t ice  succes- 

sivo (i , . ,  k,.). 
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Essendo  L. l ' i n s i e m e  dei  pun t i  (i, k) a p p a r t e n e n t i  al d i a g r a m m a  di Newton  
di (1.1) pe r  i qua l i  k ~ k , . _ ~ ,  q u a n d o  L- non  sia vuoto  i nd i ch i amo  con (i', k') 
il pun to  di o rd ina t a  m i n i m a  f ra  gli (i, k) di I,. pe r  i qua l i  F espress ione  
(i--i,_~)/~k,._~ ~ k - b  1) p r e n d e  il min imo f ra  i va lor i  assunt i  in I, . .  Si ha  

a l lo ra  che :  
1.a) Se esiste in  1~ qualche punto  (i, k) per il  quale sia 

i - -  i,._~ v -t- ~t - -  1 - -  i,._~ 
~1.10) k,_~ - - k  + 1 ~ k~_~ ' 

si ha k' :> 0, e r isu l ta  

i,. - -  i', k,. - -  k ' ~  1. 

Se invece non esiste in  I~ nessun punto  che soddisfi alla (1.10) e se P non 
appartiene alla (1.9) si ha : i~ - -  v -}- ~ - -  1, k ,  - -  O. 

Res ta  da  e s a m i n a r e  il caso in  c u i l a  (1.10) non sin soddis fa t ta  da nes sun  
pun to  di /,. e P a p p a r t e n g a  a l la  (1. 91. R i su l t a  a l lo ra  n e c e s s a r i a m e n t e  

(1.11) a~+e_(~+m - -  a~+e_h~ - -  ... - -  a~+e-~l - -  0. 

In  tal l  ipotes i  da l la  1.a) segue t h e  se si i m m a g i n a  di f a r  va r i a r e  P, supposto  
in iz i a lmen te  non  a p p a r t e n e n t e  a l la  (1.9), ]a compos iz ione  del la  singolariti~ 
di C'(P) in 0 r i m a n e  i nva r i a t a  f ino a t h e  P non  g iunge  (n~ sul la  r e t t a  
y - - 0 ,  n~) sul la  (1.9). Ma al lorch~ P cade  su q u e s t a  re t ta ,  la s ingolar i t~  si 
a l te ra .  Cib p rova  che, se va lgono  le (1.1t), la  (1.9) ~ e o v a r i a n t e  p ro ie t t iva  al la  
(1.1) t~). Quanto  al la  singolarit~t t h e  nasce  pe r  C'{P) al lorch~ P giace sulla (1.9), 
m o s t r e r e m o  con esempi  che  essa d ipende  in  m a n i e r a  essenz ia le  non  sol tanto  
dagl i  indic i  i e k dei cocf f ic ien t i  a ~ = ~ 0  di (1.1), ma anche  dal  fa t to  che 
s iano o no soddis fa t te  ce r te  re laz ion i  f ra  tall  coeff ic ient i ,  le qual i  r i f le t tono  
tan to  le pa r t i co la r i t~  p ro ie t t ive  del r a mo  (1.2) q u a n t o  le posizioni  pa r t i co l s r i  
di P sul la  (1.9). 

Un  esempio  in p ropos i to  ~ quel lo  anal izzato  da B. SEGRE in [12] (pag. 29) (~). 
Un  a l t ro  esempio  ~ of fer to  dal la  c u rv a  C di o rd ine  N (:> v ÷ 1), di equaz ione  

a x v + i  Y~ + ~ ÷ , o  + y ~ ( x ,  y ) + ~ + ~ ( x ,  Y ) + ~ + s ( x ,  Y ) + . . .  + ~ ( x ,  y ) = O  ( a ~+ ,o 4 0 ) .  

o re  le ~(x,  y) sono fo rme  di grado j in ~c, y, la qua le  passa  per  l ' o r i g i n e  0 
de l le  coo rd ina t e  con  un  r amo  s u p e r l i n e a r e  o rd inar io  di ord ine  v t angen te  

(6) Questo 6 gih stato altrimenti provato da E. Bo~t, IANI [1] per le cuspidi ordinarie. 
e da C. F. I$IANAI~A [8] per i rami ordinari di ordine qualunque {cf~-. anehe [9]). 

(7) La curva ivi considerata ha equazione yt-~+ xtt3__---0. Per essa risultano verificate 
evidentemente le {1.11), ]a retta {1.9) coincidendo con Passe delle y. Essa ha in 0 la carat- 
teristica (0teO~ ~ ... 0~20~[0~o0~10~20~30~4]) e la prima polare di un punto generico nel piano ha 
la earatteris~iea (0t~O~ ~ "" OtiO~t)~s o ~ot~t~t2~i~i4~'~ ' r~ ~ ~ ~ ~t ~i 1~ La prima polare di un generieo punto 
dell'asse y b spezzata: nella retta J.-}-ay-~-O~ nell' asse x contato 11 volte~ e nella retta im- 
propria eontata 100 volte. Allorehb il punto coincide con il punto improprio delrasse y la 
prima polare si spezza nell'asse y centare 11 volte e nelta retia impropria eontafa 101 volte. 
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a t l ' a s se  delle x. Essendo (0~0~[0~... 0¢]) la cara t te r i s t iea  del ramo, la  p r ima  
polare,  C'(P), di u n  punto  P generieo net  piano passa  per  0 con u n  t a m e  
super l inea re  ord inar io  di o rd ine  v -  1 t angen te  a l l ' a s se  delle w; ma  se P 
appar t i ene  a l la  (1.9), quando  sia 

(1.12) va~lXo + 2a~_t~yo =~= 0 

la C'(P) passa per  0 con un  ramo super l ineare  ordinar io di ordine v -  2 e, se 

(1.13) (v -{-- 2)a~+20x0 q- a~+t,Y0 -t- (N - -  v - -  l)a~+,,z0 =4= 0, 

con un  ramo l ineare  avente  un  contat to  del  pr imo ordine con l ' a s se  delle ac. 
Esamin i amo  it ease in cui la (1.12) non sin soddisfat ta .  Poich~ per  ipotesi  

P appar t i ene  a l la  It.9), eib aceade  se, e sol tanto  se, r i su l ta  2(v -t- 1}a~+t0a~-~ - -  
- - v a ~  - - 0 ;  se cio~ coineidono Ie due  re t te  

v(v -4- 1)a~+~0x ~ (1.14) 2 + va~,xy + a~_,~y ~ - -  O, 

che cost i tu iscono la eoppia polare  seeonda del la  t angen te  a C in 0 r ispet to  
al gruppo di ret te  che da 0 proie t tano le interse~,ioni del la  re t ta  impropr ia  
(ossia di una  q u a l u n q u e  re t t a  non  passante  per  O) con la gener iea  cu rva  di 
ord ine  h r che abbia  in eomune  con C 1' e lemento euspida le  E~(~+~+~ di or igine O, 
e eio~ ehe passi  per  0 con un t a m e  il quale  abbia  v(v q-1}-+-3  intersezioni  
r i un i t e  in  0 con C. 

In  tal  case, se, essendo ver i f i ca ta  la (1.13), r i su l t a  

(1.15) (v - -  1)a~_,~x0 -+- 3a,~_~yo :4: O, 

CqP) passa  per  0 con un ramo super l ineare  ordinar io  di ordine v -  3 e con 
un  ramo euspida le  ordinario,  en t rambi  tangent i  a l l ' a s se  x. 

I1 fat to che non si ver i f iehi  la (1.12) eost i tuisce u n a  par t ico lar i th  proie t t iva  
de lFe l emen to  cuspidale  E~(~4_,)÷~ (8), ed una  u l te r iore  partieolarit~t pro ie t t iva  
cost i tu isee  il non ver i f icars i  del la  {1.15). L ' e s a m e  di questo case si svolge in 
man i e r a  ana loga  a l la  precedente ,  e per tanto ,  anzieh~ oecuparc i  di esso, sup- 
ponendo  anzi  per  sempl ic i th  ehe sin ver i f i ea ta  la (1.12), ven iamo al ease in 
cui non  sin soddis fa t ta  la (1.13), al ease cio~ in eui il pun to  P coincida con 
l ' i n te r sez ione  del la  (1.9) e de l la  re t ta  

(v -+- 2)a~+~o~ -I- a~+t,y -I- (N ~ v - -  1)a~+~, --  O. 

In  tal i  ipotesi  C'(P) passa  per  0 con un  ramo super l ineare  ordinar io di ordine 
v - - 2  e con un  ramo l ineare  avente  in 0 con la re t ta  y - - 0  un contat to  
a lmeno del seeondo ordine.  E ques ta  cost i tuisce una  partieolariti~ di P sul la  tl.9). 

(s) In fa t t i  in tal ease ]o due ret te  (1.14) coineidono con la (1.9) e pe r  eonseguenza 
1' e lemento  Ev~v+l>q-~ non de tormina  che l 'asse y del  r i fe r imento  proie t t ivo the  in genera le  i~ 
in t r insecamente  deterrainato dallo E~q-~v-bi~ dl C ([9], pag. 283). Quando sin soddisfat ta  
la (I.12), Ew, v+t>+~ de te rmina  l 'asse y e, a meno d i u n a  i r r a z i o n a l t h  quadrat ica,  la retta unit~. 

A n ~ a | i  di Mater~Gtioa "29 
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S u p p o n i a m o  di avere  de t e rmina te  i ver t ie i  (0, v - -  1), (i,., k,.) (r - -  0, 1, 2, ...t, 
del la  pol igonale  del le  separa t r i e i  di {1.71, i qual i  danno  luogo a lati consecut iv i  
di tale  pol igonale  avent i  i coef f ic ien t i  angolar i  ordinat i  in una  success ione  
erescente .  

Essendo  ~ e ~,. r i spe t t i vamen te  i quozient i  di k , . - i -  k .  e i , . -  i,,_~ con 
il lore mass imo comun  divisore  8~, al late  avente  per  es t remi  (ir_~, k,._~) 
e (i,., k,.) co r r i sponde  in (1.7) un  s i s tema di m. (1 ~ m , .  ~ 8,) rami  uscent i  
da O ed avent i  come pr ime coppie  ca ra t t e r i s t i che  (9} ~ e % ,  ordini  ),~r)~,., 

o $  r 

essendo i ).~) ( s - - 1 ,  2, ..., m,.) inter i  posi t ivi  tali che Es )'~)-----8,.. 

'2. Sia E il s i s tema l ineare  del le  curve  a lgebr iche  p iane  di ordine h ~ 
passan t i  per  0 con la singolarit '~ da ta  dai pr imi  termini  di (1.2) f ine al g - e s imo  
te rmine  eara t te r i s t i ce .  F i s sa t a  in Z una  C che soddisfi  alle ipotesi  enunc ia te  
a l l ' in iz io  del n. 1, che cio~ pass i  pe r  0 con l ' u n i c o  ramo (1.2), e f issato un 
pun to  P non a p p a r t e n e n t e  al la  t angen te  a (1.2) in O. le eons ideraz ioni  del n. 1 
pe rme t tono  di de t e rmina re  la composiz ione  del la  s ingolar i t~ in 0 del la  p r ima  
polare  C'(P) di P, e quindi ,  quando  siano compte ta te  nel  mode  ehe i l lus t re remo 
nel  n. 4 per  eib che r i gua rda  i g rupp i  success iv i  al pr imo gruppo  satel l i te  
sul ramo tl.2), esse forn iseono le molteplieit~t con cui  f igurano  in C'(P) i punt i  
del la  ea ra t t e r i s t i ca  di (1.2} in O. Da tall eons ideraz ioni  r i su l ta  come, l imita.  
t amente  al p r imo gruppo  di punt i  l iber i  ed al re la t ive  g ruppo  satell i te,  ques te  
molteplicit '~ d ipendano  in man i e r a  essenziale  dagli  indiei  i e k di a leuui  fra 
i eoeff ic ient i  a~k non nul l i  che f igurano  in (1.l), e quindi ,  come la determi-  
nazione di esse debba  essere  fatta,  volta  per  volta,  d ipenden t emen te  dal la  
par t ieo la r i t~  di C in E. Se P non appa r t i ene  alla (1.9); oppure  se non sono 
soddisfa t te  le i1.11), gli indici  i e k di tali coeff ie ient i  sono coord ina te  di punt i  
appa r t eneu t i  al la  regione,  A, cos t i tu i ta  dal t r iangolo avente  per  lati  le re t te  {1.3), 

(2.1) (v - -  v=)i -~- (v ÷ t~ - -  v=)k - -  (v -4- ~t)(v - -  v=) + ~, 

e k - - 1 ,  inclus i  i pun t i  degti  u l t imi  due  lati. In tall ipotesi ,  la porzione 
del la  pol igonale  del le  separa t r ic i  co r r i sponden t i  ai rami  di C'(P) uscent i  da 0 
e dis t int i  da quel l i  di I'~, dh luogo, quando  venga  so t topos ta  ad una  t ras lazione 
di una  uni t~ nel  verso posi t ive  d e l F a s s e  k, ad una  pol igonale  appa r t enen t e  
a A, concava  verso tale di rezione ed avente  per  es t remi  i punt i  (v + ~ t - - v ,  u) 
ed un  pun to  del la  r e t t a  k - -  1. Viceversa ,  cons idera te  1 ~insieme~ S, di s i f fat te  
pol igonal i  e f i ssa ta  ad arbi t r io  una  di queste ,  esis te  una  C di Z, passan te  
per  0 con un  unico  ramo supe r l i nea re  (1.2) e tale c h e l a  C'(P) di un  gener ico  
pun to  P del p iano p resen t i  una  pol igonale  delle separat r ic i ,  cor r i spondent i  

(v) A_dottando una  nomencla tura  d iversa  da quella di ENnJQUES e C~ISINI~ diciamo 
s -es ime coppie cara t ter i s t i che  i due te rmini  p,~ e qs (primi fra lore) dei n u m e r i  cara t ter i s t i c i  
P.~/qs di /ffALeHEN [7]. 
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ai rami di C'(P} useenti  da O, costituita dal segmento di estremi (0, v -  1), 
( v - t - ~ - - v ,  u -  1) e dalla poligonale ot tenuta traslando que]la prefissata di 
una uniti~ paral lelamente al l 'asse k e nella direzione negativa di questo. 

Nell' insieme S esiste una poligonale, L,  tale che al l ' in terno di quella 
delle due regioni, nelle quali essa divide A, al cut eontorno appart iene il 
lato (2.1) non esiste nessan punto a coordinate intere. Determiniamo i vertici 
di L. A tale seopo, premett iamo le seguenti proposizioni sulle fray, toni continue 
finite regolari (~) 

l i 11 1 t - t - 1  lb,, b, , . . . ,  
= [b , ,  b , _ , ,  ' 

che chiameremo brevemente  frazioni continue ; in esse i humer i  b, ( O ~ r ~ n ) ,  

che diremo t e r m i n i  della frazione continua, sono interi, positivi per r ~ 1. 
2.a) D a t e  le d u e  f r a z i o n i  c o n t i n u e  

11 1 
B : b o + ~ + . . . + b - -  ~,  

1 ] +  1 "'" + 

r i s u l t a  B = C s e e  so l tan to  se : m = n e b,. = c,. p e r  r = O, 1, 2, . . . ,  n ;  oppure  

r e : n - - l ,  b , : l ,  b, : c , .  { r : 0 ,  1, 2, . . . ,  n - - 2 )  e c ~ - t : b , - i + l .  S u p p o -  

n i a m o  invece  che s i n  b,. : c,. p e r  r : O, 1, 2, . . . ,  s (s ~ n ; s ~ m) e bs+~ =~= c~+~ . 

R i s u l t a  B ~ C s e e  so l tan to  se : p e r  s p a r i  ~ b~÷i ~ vs÷~ e, p e r  s d i spar t ,  

2.b) S i a n o  da te  le tre f r a z i o n i  c o n t i n u e  B ,  C e 

D =  d~ + + "'" + d~ " 

Se  B ~ C ~ D e se b,. = c,. = d,. pe r  r = 0 ,  1 . . . .  , s con s ~ n,  m ,  l, c~+i deve  

a p p a r t e n e r e  a l l ' i n t e r v a l l o  {bs+,, ds+l) es t remi  inc lus i .  
Veniamo alla determinazione dei vertiei di L. I1 lato uscente da 

(v ÷ ~ - -  v, u), d i u n a  qualsiasi poligonale di S, ha  per estremi questo punto 
ed un punto (i, k) di A il quale soddisfa alle relazioni 

(2.2) v -t- i~ ~ i . - -  (v~ - -  1)v ~ v - -  1 
v u - - k  - - u - - 1  " 

Nell ' insieme di tali punti, quello, (/', k'), che, insieme a (v -t- ~ ~ v, u), racchiude 
un lato di L, r isulta univocamente determinato in quanto ~ il punto di ordinata 
minima fra quegli (i, k) di A per i quali (i - -  (% - -  1)v)/(u - -  k) assume il minimo 
dei valori soddisfacenti aile (2.2). 

~to) Cfr. ad. es. [10], Cap. II. 
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q2.a) 

Sia  : 

v + I ~  h + l  + t I 1 I 1 
- 2), 

~j 

i - - ( v o - - 1 ) v  11 1 -',- 1 
u - - k  --  a° + 1 + [%~ -'- ""'+" l a,._, a,-~' 

Dal la  proposizione 2.a), tenendo conto che (i', k') deve appa r t ene re  a A, si deduce  
ehe r i su l t a  

i - -  (v: - -  1iv = i' - -  (v: - -  1)v 
u - - k  u - - k '  ' 

s e e  sol tanto se, quando  ~ ~ dispart ,  si h a :  

r : ~ ,  a , = h ,  ( s < ~ ) ,  a ~ = h , - - 1 ,  

oppure,  quando  ~ ~ part,  si h a :  

r = ~ - -  1, a ,  = h,  (s < ~t. 

Se ~ ~ dispart ,  la re t ta  uscente  da  (v + I~ - v, u) ed avente  coeff iciente angolare  
eguale  a l l ' inverso  cambiato  di segno del numero  ora de terminato ,  possiede 
uno ed un solo punto  a coordinate  in tere  appa r t enen te  a A e dis t into  da 
(v + t ~ -  v, u ) ;  esso 6 il pun to  (i', k') cercato, ed ha  coordina te  

(2.4) i' = v + g - -  [h + 1, h , ,  . . . ,  h~_,], k' = [h,,  . . . ,  h~_,]. 

Quando ~ b part ,  i punt i  (a coordinate  intere) di A appar tenen t i  a tale re t ta  
e dis t in t i  da  (v-I-I ~ - - v ,  u) hanno  coordinate  

i = v + t ~ - - [ h + l  , h, , ... , h ~ - - j ] ,  k = [h, . . . .  , h ~ - - j ] ,  

ove j = 1, 2, .. , h~. Ponendo  j - - h ,  si ot t iene il vert ice di L 

(2.5) i '  = v + g - -  [h + 1, h , ,  . . . ,  he-d ,  k' = [h,,  . . . ,  h : - d .  

Ind icando  con ~ il mass imo numero  part  minore  di a, le coordinate  (2.4) 
e (2.5) possono denotars i  con 

(2.6) i' - -  v q-  ~ - -  [h + 1, h , ,  . . . ,  he] , k' - -  [h,,  . . . ,  h~]. 

Se [h , , . . . ,  h.~]> 1, il lato di L successivo a quello ora de te rmina to  ha  
per es t remi  (i', k') ed un punto,  (i", k"), appa r t enen te  a A, per  il quale  

i ' ~ ( v  + t * ) + v  
(i" - -  i ' l / ( k ' - -  k") ha  valore maggiore  di k'. e pifi prossimo a 

U - -  

questo.  Essendo 

i " - - i '  1[ 1 I 1 
k , _ _ k , , - - b .  + 1 + - ~ + . . .  + ] ~ _ , + g ,  

dal la  2.a), tenendo conto t h e  (i", k/') deve appar tenere  a A, si deduce  che :  
r ~ ~ - -  1, b~ --  h~ per s ~ ~ 1. I punt i  di A (a coordinate  intere) appar tenen t i  
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al ia  re t ta  passante  per  (i', k') e di coeff ie iente  angolare  ( k " - - k ' ) / ( i " - - i ' )  hanno  
coord ina te  

i ----- v + it - -  [h ÷ 1, h , , . . . ,  h e - - j ] ,  k --  [hi,  . . . ,  h e - - j ] ,  

con j - - 1 ,  2, . . . ,  h e . P e r  j - - h p  si ot t iene il vert ice (i", k") di L :  

i" = v -~- it - -  [h + I, h , , . . . ,  h~_~], k" = [hi,  . . . ,  h~_~]. 

I t e rando  le considerazioni  svolte, si conclude e h e :  
2.c) Le coordinate dei vertici di L successivi a (v -b it - -  v, u) ed ordinat i  

per  ascisse crescenti si ottengono dalle relazioni 

{2.7) i - -  v -I- it - -  [h + I, h , ,  . . . ,  he], k --  [h~, . . . ,  he], 

ponendo ~ - - ~ , . p - - 2 , . . . ,  2, 0 (per ~----0: h o - - h - 4 - 1 ;  k - - l ) .  
A1 segmento  avente  per  es t remi  i pun t i  forni t i  dal le  (2.7) per  ~ = ~0, 

- -~0 -~ -2 ,  appar tengono  i punt i  di coo1'dinate in tere  

(2.8) i = v + it - -  [h + 1, h i ,  . . . ,  h~0, h~0+a, ~], k = [ha, .. . ,  h~o, h~0, a, "~], 

con ~ = 0, 1, . . . ,  h+~+~. 
&lla regione  d e t e r m i n a t a  in A da L e da {2.1) appar t i ene  forse qua lehe  

pol igonale  di S d i s t in ta  da  L ? 
Poich~ anche  il lato (2.i) ~ u n a  pol igonale  di S, la r isposta  a tale ques t ione  

a f fe rma t iva  allora,  e al lora soltanto, che L non giaccia  su {2.1). Vale in 
proposi to la seguente  p ropos iz ioue :  

2.d) L giace su (2.1} se, e soltanto se, r isul ta  h - - 0  e ~ ~ 2. 
Si ver i f ica  immed ia t amen te ,  infat t i ,  che se h -  0 e ~ ~ 2 vale 1' asserto ; 

inversamente ,  se L coincide  con il lato (2.1), b anzi tu t to  h - - 0  in quanto  
l' es t remo di L sul lato k --  1 di A coincide con il punto (v + it - -  1, 1}. Poichb, 
inoltre,  L si r iduee  ad un  solo lato, si ha  p = 0 e qu ind i  z -" 1 oppure  z - -  2. 
I n  tal caso, essendo 

t2.9 ) v- 1 = ~ ÷ 1 + -+- ... + _--, 
u ~  1 h~ 

r i su l t a :  h = 0, ~--- 1, ed inol t re  : h~ - -  h~ - -  1, se ~ - -  1, oppure  h-~ = h~, se ~ - -  2. 
Suppon iamo  che la 2.d) non sia soddisfat ta ,  eosicchb a S appar t enga  

qua lche  pol igonale d i s t in ta  da L.  F r a  ques te  ne esiste una,  Lp, non avente  
nessun  vert ice in (v -4- i t - -  [h + i ,  h~ , . . . ,  hr~], [hi, ..., h~]l, che ins ieme a L e d  
al lato k - - 1  de t e rmina  in A u n a  reg ione  a l l ' i n t e rno  del la  quale  non esiste 
nessun  punto  a coordinate  intere.  A no rma  del la  2.a), si r iconosee t h e :  

2.e) L a  poligonale Le si ottiene da L, quando ~ sia pari ,  considerando 
i p u n t i  di  coordinate i - -  v-t-  it ~ [h + 1, h~, .. . ,  he+~ + 1], k = [ha, . . . ,  he+ a -+ 1], 

(2 .10)  i - -  v + it - [h  + 1, h , ,  . . . ,  h e - -  1], k - -  [ h ~  . . . ,  h~ - -  1], 
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e sostituendo alla porzione di L che li connette il segmento che li ha per 
estremi se he÷, ~ 2, oppure, se h:~+~ ~ 3, i due segmenti che hanno tall punt i  
come estremi ed hanno come vertice in comune il punto  di coordinate 

(2.11) i = v + ~ - -  2[h + 1, h~, ... he], k - -  2 [h~, ..., h~]. 

Se z d dispart, L e s i  ottiene da L considerando i pun t i  (v + ~ - -  v, ut e {2.10), 
e sostituendo alla porzione di L che li connette il segmento che li ha per 
estremi, se 2 ~ he+, ~ 3, oppure, se he+~ > 3, i due segmenli che hanno tall 
pun t i  come estremi e come vertiee comune il punto  di coordinate (2.11). 

Le  considerazioni  p reeeden t i  si laseiano fac i lmente  general izzare,  e per- 
met tono di d e t e r m i n a r e  in S qae l la  poligonale,  L~o, che non ha  nessun  ver t ice  
nel  punto  (v + ~ t -  [h + 1, h~, ..., h~0], [h~,..., h~o] ) (~o pari ,  0 ~ ~o < ~) e che 
de te rmina ,  ins ieme a L, una  regione  di A i n t e r n a m e n t e  a l ia  qua le  non esiste 
nessun  punto  a coord ina te  intere.  Vale al r iguardo  la seguente  proposiz ione:  

2.f) Quando ~o > O, tale poligonale si otliene da L eonsiderando i pun t i  
(v-~ ~ -  [h + 1, h , ,  . . . ,  heo~j], [h~, . . . ,  he0+,]), (v + l ~ -  [h + 1, h , ,  . . . ,  h~o_,], 
[h~, . . . ,  h~0_,]) e sostituendo alla porzione di L che li connette : il segmento 
che li ha per estremi se h~o÷~ ~ 2 oppure, se h~o÷, ~ 3, i due segmenti 
the hanno per estremi tali p u n t i  ed hanno come vertice comune it punto 
~v + t~ ~ 2[h + 1, h , ,  ..., heo] , 2[h,, ..., he0] ). Se ~o --  0 la poloonale  L o esiste 
in S se, e soltanto se, h > 0 e, in tal caso, essa si ottiene da L sostituendo al 
segmento di estremi (v + i~ - -  [h + 1, h~ + 1], h, + 1), (v + ~ - -  (h + 1), 1) quetlo 
di estremi (v + ~ t - - [ h + l ,  h ~ + i ] ,  h ~ + l ) ,  v + p - - h ,  1), se h ~ 2 ,  oppure, 
se h~ ~_ 3, i due segmenli the hanno per estremi tali p u n t i  e come verlice 
comune il punto  (v + ~ - -  2(h + 1), 2). 

OSSERYAZm~E. - Se h-----0, la pol igonale  L 0 o t tenu ta  da L nel modo 
indicato  non  /~ con tenu ta  to ta lmente  in A ,  ma gode ancora  ev iden t emen te  
del ia  propr ie th  che, i n t e r n a m e n t e  al ia regione de t e rmina t a  dal la  te t ra  k - =  1 
e dalle due  porzioni  di L e di L 0 avent i  per  es t remi  r i spe t t ivamente  i punt i  
( v + l ~ - - [ 1 ,  k , + l ] ,  h , - t - 1 ) ,  ( v + ~ t - - 1 ,  1) e ( v + ~ - - [ 1 ,  h , + l ] ,  h , - t - 1 )  
(v + ~t, 1[, non  esiste a lcun  punto  a coord ina te  intere .  

3. I n  ques to  n u m e r o  e net  suecessivi  app l i cheremo i r i sul ta t i  del  n. 2 
alla de te rminaz ione  del le  moltepl iei t~ net  punt i  mul t ip l i  i n f in i t amen te  vicini  
a O, sul r amo (1.2), del la  p r ima  polare  C'(P), r ispet to a C, di un punto  P 
non  a p p a r t e n e n t e  al la  t angen te  a (1.2} in O. 

Essendo 

(3.1) (0'~0~ ~ '  ~1 0 ~  O~O~+~[Oh+2... '~' ~ . . .  ~ ~:~ . . .  • .. 0~+~10~+~1+1 O~+h~+~Oh+h~+h~+~ h+h~+...+h~]...), 

la ca ra t t e r i s t i ea  di 0 ( l imitata  per  il memen to  al pr imo gruppo di punt i  
l iberi  ed al re la t ivo gruppo satel l i te  (n. 1)), dal la  2.a) si hanno  anzi tut to le 
seguent i  proposizioni.  
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NeU'ipotesi  ehe P non ¢vppartenga alla tangente al ramo (1.2) in  O: 
3.a) se un  tame ,  "(, di C'(P) uscente da O, passa  per  un  punlo  Oj di [3.1), 

con h q- h~ + ... -~- h2~_~ < j ~ h + h~ + ... h2t_~ + h~ (0 ~_ 2 1 ~  ¢;; h_~ ~ 0, 
h o - - h ,  Oo ~ 0), y passa necessariamente anehe per  i p u n t i  0i+~, O i+~ , ..., 

Ohq-h  l-~.,.q-h~lq- l • 

3.b) se 7 passa  per it  pun lo  O~÷~,~+...+h~l_~ (I ~ 21 - -  1 ~ ~ ; h2t-~ :> 1), 
e se le molteplicit&~ di "; in  O~+h~+...+h~_~ e nel punto,  0", successivo di 
Oh+~+...+h~Z_~ SU ";, sono eguali~ O' ~ un  punto libero. 

Dal la  3.a) segue  in pa r t i c o l a r e  che,  non  a p p a r t e n e n d o  P al la  t angen te  
a (1.2) in O, i puu t i  O, 0~, 0.~,...,  0~,  0 ,÷~,  cos t i tuen t i  il p r imo  g ruppo  di 
pun t i  l iber i  di (3.1), f i gu rano  in C'(P) con mol tep l i c i th  posi t iva,  egua le  a v -  1 
per  i pun t i  O, 0~, 0.~,. . . ,  0 , ,  e c o mp re sa  f ra  v~ e v - - 1  per  0~_~ (~). La  
molteplicit,~t di C'(P) in On+ ~ pub r a g g i u n g e r e  l ' e s t r e m o  supe r io re  v - - 1  se 
h . >  h (~-), o p p u r e  se sono sodd is fa t t e  le (1.11} e P a p p a r t i e n e  a l la  (1.9). Se 
inveee  h - - h ,  quando  P non  a p p a r t e n g a  al la  (1.9), o p p u re  q u a n d o  non  s iano 
soddis fa t te  le (1.11), la molteplicit/~ di Oa+~ r i su l t a  c o mp re sa  f ra  v~ e v~ + h, 

es t remi  inclusi .  
I n d i c a n d o  con P il s i s tema dei r ami  di C'(P) uscent i  da O, ~ chiaro  che 

so, e sol tanto  so, h ~  h, esis te  in Z qua l che  c u rv a  C, passan te  per  0 con il 
r amo (1.2), tale che ne l la  .C'{P) di un  pun to  P gener ico  nel  p iano  non esis ta  
nes sun  ramo di F - - F ~  passan te  per  0~+~. ~n genera le ,  f issato in (3.1) un  
pun to  a p p a r t e n e n t e  al p r imo  g ruppo  satel l i te ,  ei si pub  d o m a n d a r e  qual i  
s iano le condi~ioni  c a r a t t e r i s t i c h e  af f inch~ es is ta  in ~ q u a l c h e  curva ,  pa s san te  
pe r  0 con un  solo r amo  (1.2), ta le  che  nel  s i s tema F - - F ~  dei r a mi  de l la  
C'(P~ di un  pun to  P gener ieo  nel  p iano  non ne es is ta  a l cuno  il qua l e  passi  
per  il pun to  p re f i s sa to  in (3.1} (~). 

A tale ques t i one  r i sponde  il s eguen te  teorema,  che comple ta  le conclu-  
sioni di 3.a) e di 3.b), e c h e  si d imos t r a  in base al le  2.a) e 2.b): 

3.c) se hj ~ hi per j -~ O, 1, ..., 21 - -  1, con 0 ~ 2l - -  1 ~ o, la p r i m a  

(ti) Questa proposiziene generalizza, limitatamente alte curve algebriche piane, quella 
stabilita da B. SEGRE a pag. 28 di [12]. 

(1.2) Cib accade ad es. per la curva yie -t- x it~ z 0 considerata da B. SEGRE ([1~], pag. 29) 
quando si costruisca la polare di un generico punto de] piano (cfr. (~)). 

(i3} Questo problema, nel case dei rami (1.2) di genere uno, pe r t  quali P~ i~ vuoto, 
equivale a chiedersi se esista qualche C d i ~  tale che la  C'(P) di un punto _P generico non 
passl per it punto prefissato in ~3.1). Esso presenta notevole interesse poich~, nella teoria 
delle singotarith secondo )I. ~OTIIER, il fatto che le prime polari passino per i punti rt-pli di C, 
con molteplicith effettive eguali a n - - 1  almeno, interessa soltanto in quanto permette di 
concludere che i punti multipli di C, infinitamente vicini a 0, sono in numero finite ([6] 
pag. ~09; [13]. pat. 312-316); era, per giungere a questo risultato, basterebbe provare the le 
prime po]ari passano per i panti maltipti di C Con molteplicit~ effettive non nulle. Ma, come 
ha prorate B. SEGaE con esempi ([12], pag. 29), e come preciseremo in seguito da un punto 
di vista generale, l'ultima propriet~ non sussiste. 
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polare C'tP) di un punto P generico nel piano rispetto a una C d i ~  passante 
per 0 con un ramo (1.2), ~ tale che it sistema Y -  F~ contiene necessariamente 
qualche ramo passante per O, 0~, 0~, .... O,.h,+...+h;~÷t. Risulta h ~ l ~  h2t, 
e la condizione necessaria e sufficiente affineh~ esista in E una C soddisfa. 
eente alle ipotesi sopra dette, e tale che F -  F, non contenga nessun ramo 
passante per Oh+hl+...+h~Z±~, ~ che sia h21 ~h~z .  Se h~t -- h~z, e quindi, 
necessariamente, h2~+l ~ h.2~+l, la condizione necessaria e sufficiente affinch~ 
esista una C fra quelle sopra indicate tale che Y -  F, non contenga nessun 
ramo passante per Oh+h~+...+h~l+, ~ (2 ~ m ~ h~l+i) ~ che sia : -h~z+~ ~ m ~ 1 
quando 21 + 1 ~ z ; h~z+i ~ m --  1 quando 21 + 1 -:  ~. 

Questa  proposizione non  vale perb nel la  ipotesi  ehe U soddisfi  alle (1.11) 
e P appar t enga  a l la  (1.9). 

Diremo che C soddisfa alle condizioni T~, quando  al suo d i ag ramma  di 
Newton  appa r t engono  i ver t ic i  del la  pol igonale  L (considerata  nel  n. 2}, 
eseluso al pifi F es t remo di L sul lato k - - 1  di A, quando  eio~ in (i.1) 
f igurano  non nul l i  i eoeff ie ient i  aik eogli indiei  espressi  dal le  (2.7) per  

- - ~ ,  ~ ~ 2 . . . . .  2. Si dirh che C soddisfa alle condizioni T, se, oltre ad 
essere soddisfa t te  le T,2, si ha  a~÷l~_(h+i~l .-4= 0. Osserviamo che, se ~ ~ v, le 
condizioni  T~ hanno  ca ra t t e re  proiet t ivo in t r inseco,  men t re  la  presenza  o 
meno del coeff ic iente  a~+~_~ in (1.1) d ipende  da l la  scel ta  de l l ' a s se  y nel  
s i s tema di r i [er imento.  

Dalle a rgomentaz ioni  svolte nel n. 2 r iguardo  a l la  pol igonale  L, conse- 
guono i seguent i  teoremi.  

3.d) Se C ~ generiea in E, C soddisfa alle condizioni T. 
3.e) Nell' ipotesi che P non appartenga alla tangente al ramo 11.2} in 0 

e che: se ~ ~ v, C soddisfi alle condizioni T; se ~ ~ v, C soddisfi alle condi. 
zioni T.~ e P non appartenga alla (1.9}, i vertici consecutivi, (i,., k,.) della 
poligonale delle separatrici di C'(P), suceessivi a (0, v - 1), (v + t ~ -  v, u -  1) 
(ossia corrispondenti ai rami  di F -  F~), hanno coordinate 

~3.2) i,. - -  v-l- ~ - -  [h -+- 1, h , ,  ..., he], k,. - -  [h~ .. . .  , he] - -  1. 

o v e r  -- 1 + ~ - -  e ~ = ~, ~ - -  2, . . . ,  2, 0 (per ~ --  0 : [h~, ..., h~] - "  1}. 

Posto per  maggior  compat tezza :  ,~ - -  v, ,  h_~ - -  - -  1, h o --  h, O~ - -  O, abbiamo 
visto nel  n. 1 che al lato di es t remi (0, v ~ 1) (v + l~ --  v, u - -  1) corr isponde 
in (1.7) il s is tema I'~ degli  n~ rami  (l.8) passant i  con molteplicitfi  complessi- 
vamente  egual i  a 

v~ 
(3.3) '% -- ~ per  c iascuno dei punt i  Oh+~i+.. .+%_i+t, . . . ,  Oa+~+ . . .+~  (0<_p_<~). 

Cor r i spondentemente  al lato di es t remi  (v -4-- ~t - -  v, u - -  1), (v + ~ - -  [h -t- 1, 
h i . . . .  , he], [h~,. . . ,  h ~ ] -  1); si ha  in C'(P}: se ~ ~ dispar i ,  un  ramo di genere 
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uno, aven te  coppie  ca ra t t e r i s t i che  [h-~- 1, h t,  ..., h : - -  1], [h~, ..., h a - -  1], e 
pa s san t e  con mol tepl ic i th  egual i  a :  

[h~÷l, h~+~,..., h:-- t] ,  per  c iascuno  dei punt i  Oh+ht_~...+h~o_~+l,... , 0t,+al+...+h~ (0~<:p(~),  

(3.4) 1, >> >> >> >> Oh~h~+...+h~_~+l, .... Oh+h~+...+h~--l, 

0, per  il pun to  Oh+a~+...+h~ ; 

se ~ ~ pari ,  un  s i s tema di mr (1 ~_ m~ ~ h ~ )  rami  avent i  p r ime  coppie  carat-  
, . . . ,  h:_t], o rdml  ~ [hi . . . .  , h:_l], o re  te r i s t iche  [h ~t-1, h , ,  ..., h~-l], [hi " "  ),(~) 

i ),(2 } (s = 1, 2, . . . ,  m:) sono interi  posi t ivi  tali che ~ ),~°) - -  h~, e passant i  con 
t 

molteplicith, comple s s ivamen te  egual i  a :  

h~[h~+l, hp+2,..., h~_l], per  c iascuno  dei punt i  Oh+l,l ~ .. _~hv_i+~,... , Oa+j,l+...+h ~ ( 0 ~ p < z - - 1 ) ,  

(3.5) h~, >> >> >> >> Oh+h~+...+k~_2+ ~, ..., O~+hi+...+h~_ ~, 

Cor r i sponden temen te  al lato di es t remi  (v-t-~--[h-t--1,  hi , . . . ,  he], [hi, ..., h~]--  1), 
(v + i~ - -  [h -t-- 1, h~, . . . ,  h~_~], [hi, .. . ,  h~_~] - -  1) (~ ~ 2}, si ha  in (t.7) un  s i s tema 
di m# ( l _ ~ m ~  h~) r ami  avent i  p r ime  coppie  ca ra t te r i s t i che  [h + 1, h i , . . . ,  h~-t], 
[hi, ..., h~_~], ordini  )`~) [h , , . . . ,  h~_l], essendo i )`~) ( s - - 1 ,  2, .. . ,  m~) interi  

m ~  

posi t ivi  tali ehe Z ~ ) ` ~ ) - - h ~ ,  e passant i  con molteplicit 'h comples s ivamen te  
1 

egua t i  a : 

h~[h~+l, h~+~,..., h~_~], per  c iascuno  dei punt i  Oh+~+...+~_~+~,..., Oh+a~+...÷a~ ( 0 _ _ ~ p ~ - - l ) ,  

(3.6) h~, >) >> >> >> O~+~+...+~_~+l,. . . ,  Oh+~l+...+~_~, 

O~ >) >> >> >> O h ÷ h ~ - . . - ~ h ~ _ l - ~ -  1 ~ . . . .  

S o m m a n d o  le mol tepl ic i th  ora  indicate ,  si o t tengono le molteplicit/~ com- 
p less ive  con le qual i  i pun t i  di (3.1) (appar tenent i  al p r imo grnppo  di pun t i  
l iber i  ed al re la t ivo  g ruppo  satell i te)  compaiono  in (1.7). Esse  sono egual i  a 

v~ - -  1, nei punt i  O h ~ h t - ~ . . . - ~ h ~ l _ i ÷ i  , . . .  , O h + h  - t - . .+h~ l 

V~/.t~ 1 ,~ )) ~ Oh~ hl-[-...÷h~l-~-ol ~ *.. ~ O h ÷ h l ÷ . . . ÷ h ~ l + t  

con 0 ~ 21 ÷ 1 ~ ~, e sono egual i  a 

v ~ - -  1, nei punt i  Oa÷a~÷...÷~:_~+i, ... ~ O~+a~÷...+~ _~, O~+~+...+a:, 

s e a  ~ par i ;  oppure ,  se ~ ~ dispari ,  a 

v~, nei  punt i  Oh+a~÷...÷a~_~+l, ..., O~+a~÷...+~ _~ , 

% - -  1, nel  pun to  Oh+a~+,..+a. 

An~al i  di Matemati~a 30 
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Risulta cosi dimostrato il seguente teorema:  

3.ft Se P e C soddisfano alle ipotesi enunciate, in  3.e), vale la tegge di 
alte~ nanza, l imitatamenle al pr imo gruppo di punt i  liberi ed al relativo gruppo 
satellite di (1.2}. 

Inoltre, se P e C soddisfano alle ipotesi di 3.e), C'(P) passa per 0 con 
un numero, n, di rami tale che 

(3.7) n~ -I- ~ ~__ n _~ n~ -t- h :  -i- h : _ 2  -t- ... -I- h~ ,  

se ~ ~ pari, e 

(3.8) 
-t- 1 

n~ -I- - 2 ..... ~ n _< n~ ÷ h : _ ,  ÷ h~_3 -t-- ... --I- h 2 -l- 1 

se a ~ dispari. Su queste diseguaglianze torneremo nei nn. 4, 5, stabilendo 
delle limitazioni per n t. Ora mostriamo come esse possano interpretarsi ,  in 
maniera  unitaria,  sullo schema grafico di ENI~IQVES del ramo (1.2). Supposto 
di avere disegnato tale schema, fra i segmenti retti l inei appartenent i  al 
primo grappo satellite distinguiamo i segmenti par i  ed i segmenti dispari, 
ehiamando dispari  quelti che hello schema grafico, sapposto percorso a 
partire da O, hanno come primi estremi Oh+l, Oh+hl~h~+l, ..., e chiamando 
p a r i  quelli che hanno come primi estremi Oh+h1+1, Oh+hl+h2+k~+~,...; inoltre 
considereremo il punto Oh+hl+...+h: come costituente, da solo, un segmento di 
parit~ opposta a quella di ¢~. Diremo che Oh+j appart iene al segmento dispari 
che lo ha come primo estremo, e, in generale diremo che un punto comnne 
a due segmenti  appart iene a quello che to ha come primo estremo nel verso 
di pereorrenza fissato. Le diseguaglian~e precedenti  possono allora interpre- 
tarsi nel modo seguente :  

3.g) II numero dei rami  di C'(P) che passano per O, ~ compreso fra la 
somma di n~ e del numero dei segmenti par i  appartenel~ti al primo gruppo 
satellite, e la somma di ni e del numero dei pun t i  di (3.1) appartenenti a tall 
segmenti. 

Se il ramo (1.2) soddisfa alle condizioni enunciate  in 2.d) la C'(P} di un 
puHto generico nel piano rispetto ad una qualsiasi  C di ~ passante per 0 
con l 'unieo ramo (1.2), soddisfa alla legge di alternanza. Supponiamo ehe (1.2} 
non soddisfi alle condi~ioni 2.d). 

Le proposizioni 2.e) e 2.f} permettono allora di determinare  la composi- 
zione della singolarit~ in 0 della prima polare C'(P) di un punto P (non 
appartenente all 'asse delle x), rispetto alla generica curva del sistema ~oV ( ~  ~) 
delle C di E per ]e quali r isulta a~k - -0  con i ~ v - t - ~ - - [ h - t - 1 ,  h~,... ,  h~o], 
k - - [ h ~ , . . . ,  heo]2 essendo ~o un numero pari eompreso fra 0 e ~, estremi 
inclusi. 
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A tale scope, diremo anzi~utto che una curva C di Z soddisfa alle coudi- 
zioni U~o quando nella sua equazione (1.1) siano non nulli i coefficienti a/~ 
corrispondenti  ai vertici di Leo (n. 2); inoltre indicheremo con L'#o. la poligo- 
nale ehe si ottiene operando su L~o una traslazione di una  unit/~, parallela- 
mente all 'asse k, nel verso negative di questo. DMle 2.e), 2.f) si ha allora che:  

3.h) La curva generica di Y~eo soddisfa alle eondizioni U~o. 
3.i) Se una C di V~ o soddisf~ alle condizioni U~o, e se P soddisfa alle 

ipotesi formulate in 3.e), la poligonale delle separatrici corrispondenti ai ~ ami 
di C'(P) uscenti da 0 ~ la L'~o, escluso il case in cui sia ~o - -O  e ~ < v. 

Sommando alle molteplicith (3.3) le molteplieit/~ con le quali i rami di 
C'(P} passano per i punti  di (3.1), si ha  il seguente teorema:  

3.j} Sia 0 ~ ~o < ~. Se C e P soddisfano alle ipotesi di 3.i) (escluso il 
case:  ~ o -  0, ~ < % le molteplicitdt di C'(Pt nei punt i  di (3.1) appartenenti al 
primo gruppo di punt i  liberi ed al relative gruppo satellite sono eguali a 
quelle previste dalla legge di alternanza : in ogni punto, se heo+l = 1; nei 
pun t i  distinti da Oh+h~+... ~heo+~ , ... , Oa~+...+~eo+~ , se h#o+t >~ 2. Quando 
h~o+t - -  2, le molteplicit(~ in quei punli sono eguali a V~o+t + 1 in O~+~,,~..+a~o+~, 
ed a v~o+t--1 in Oa+~+...+~eo+~. Quando heo+~ > 2, esse sono : V~o+~ + 1, in 

Oh+a~+...+~o0+~" 
3.k) La 3.j) vale anche se ~o = ,~, pureM~ nel case in cui ~ sia dispari, 

si ponga in  essa h ~ -  1 al poslo di h~o+~. 
Supponiamo era che sia ~ < v. It  comportamento di C'(P) in 0 neI ease 

che P non appar tenga alla (1.9 b e che C soddisfi alla condizione Uo, b quel |o 
determinate  dalla 3.e). Il teorema 2.f) e l 'Osservazione con la quale termina 
il n. 2, permettono di stabilire il 
tenga alia (1.9). In tall ipotesi, e 
le condizioni T~, che sia a~÷~_[~, 
anehe 

comportamento di C'(P) quando P appax- 
supponendo inoltre che siano 'soddisfatte 

h~÷~l h~+l =[:0 ed infine, se h~ ~__3, che sia 

2 

(n. 1), vale il t eorema:  
3.l} Le molteplieit~ di C'(P) nei punt i  di (3.1) sono eguali a quelle pre- 

visle dalla legge di alternanza : in ogni punto, se h , -  1; nei punt i  distinti 
da 0 , ,  0,.,. . . ,  Ohm, se h, > 2. Se h , - - -2 ,  le molteplicit& in quei punti  sono 
eguali a ~ + 1  in 0~, ed a ~ 1  in 0.~; mentre, se h , ~  3, tall molteplicit& 
sono: ~t-i-1, in 0, ,  ~t, in 0 2 .... , Oh~--1, p . - -1 ,  in Ohm. 

Le proposizioni 3.h; i;  j ;  k;  l) mostrano che esistono dei rami ~1.2} per 
i quali la validi~i~ della legge di al ternanza non ~ condizione sufficiente 
perch~ C e P soddisfino alle ilootesi di 3.@ I1 seguente teorema permette di 
caratterizzare tall rami. 

3.m) Se la molteplieit& di C'(P) in  0 ~ eguale a v -  1, P non appartiene 
alla tangenle a C in O. Se per C'(P) vale la legge di allernanza (sia pure) limila. 
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tamente al primo gruppo di punl i  liberi ed al relativo gruppo satellite di (1.2), se 

(3.9) h~+l ~ 1 ~ = ~, ~ - -  2, ..., 0}, 

e se inollre, quando ~ sia dispari, 

(3.10) h~ > 2, 

allora C soddisfa alle eondizioni T~ e, se la classe ~t di (1.2} ~ maggiore del. 
l 'ordine v, anche alle T;  se, inveee, la elasse ~ minore dell'ordine, P non 
apparliene alla (1.9). 

Infat t i ,  se il pun to  P appa r t enes se  a l l a y  = 0, poich6 v-+-~t > v, uno dei 
ver t ie i  del la  po l igonale  del le  separa t r i c i  di (1.7) sa rebbe  il pun to  (0, v), e 
per tanto  0 av rebbe  per  (1.7} moltepl ie i th  v anzichb v - - 1 .  D u n q u e  P non 
appa r t i ene  al la  t angen te  a (1.2} in 0 e, pe r  conseguenza ,  dal la  (1.6) si t rae  
che uno dei  lati  del la  pol igonale  di (1.7) b il segmento  aven te  per  es t remi  i 
punt i  (0, v -  1), (v ÷ ~ t - - v ,  u - - 1 ) ,  il qua le  d~t luogo agli n t r ami  di P~. 
Dal le  (3.3) si ha  che quest i  rami  passano  con mol tepl ie i th  comples s ivamen te  
eguale  a v ~ - - 1  per  c iascuno  dei punt i  Oh+h,+...~ho_rl-~, ..., Oh+h~+...÷h~--l, 
Oh+~+...+h~. Poich~ per  ip0tesi  va le  la legge di a l ternanza,  se ~ ~ par i  non 
esis te  in (1.7} a lcun  al tro ramo passan te  per  quei  p u n t i ;  mentre ,  se v 
dispar i ,  es is te  un  ramo di genere  uno passan te  per  tall punt i ,  con moltepli-  
cith. 1, ..., 1, 0. Pe r  l ' ipotesi  (3.10), il punto  success ivo  a Oh+hi+...+h~--~ Su tale 
ramo ~ libero, e pe r tan to  ques to  ha coppie  cara t te r i s t i ehe  egual i  a 
[h-+-1, h~, . . . ,  h ~ - - 1 ] ,  [h~, ..., h ~ -  1] Ad esso corr isponde,  nel la  pol igonale  
del le  separa t r i c i  re la t ive  a (1.7}, il lato di es t remi  (v -t- ~t - -  v, u - - 1 }  
(v + ~ - -  [h -t- 1, hi,  ..., h~_~], [h,, ..., h~_~] - -  1), e quindi  nel la  11.1) f igura  non 
hul lo il eoef f ic iente  a ~  di indici  i ~ v -+- ~ - -  [h + 1, h~,..., h~_~], k - -  [h~ ..., h:_l]. 
Ciascuno dei p u n t i  Oh+h,+...+h~_~+~,..., Oh+~+...+h:_~, ha  per  l ' i n s i e m e  dei 
rami  p reeeden t i  mol tepl ic i t~  comples s ivamen te  egual i  a :  v ~ _ ~ - - h :  se z 
pari,  v ~ _ ~ -  1 s e a  ~ dispari .  Danque ,  se  a ~ dispari ,  per  tall punt i  non 
passa  a lcun  altro ramo di (1.7}, mentre ,  se a ~ pari ,  si ha un  s i s tema di m:  
( l ~ m ~  h~) rami  passan t i  per  c iascuno  di tall punt i  con mol tepl ic i t~  com- 
p le s s ivamen te  egual i  a h~. Dal la  (3 .9)segue che il success ivo  di Oa+a~+...+~_~ 
su tall rami  ~ l ibero.  Pe r  conseguenza,  essi  hanno pr ime eoppie  ea ra t te r i s t i che  
egual i  a [h-~-1,  h~,.. . ,  h:_~], [h~, .... h~_~], e ordini  k~} [h~,.. . ,  h:_~], essendo 

... "~ )(Z ) i ).([~ (s = 1, 2, , too) inter i  posi t ivi  tall che ~ - -  h~. Essi  danno luogo al 

lato del la  pol igonale  re la t iva  a (1.7) avente  per  es t remi  i punt i  (v-~- ~ - -  v, u - -  1) 
(v 4- ~ - -  [h -+- 1, h~, ..., h~_~], [h~, ..., h~_~] - -  1). Pe r t an to  nel la  (1.1) ~ a ~  :4= 0, 
con i - -  v -t- ~ - -  [h + 1, h , ,  ..., h~_,], k - -  [h,, ..., h~_e]. I1 r ag ionamen to  pro- 
segue  per  induzione.  Giunt i  al ver t ice  iv ~- 1~ - -  [h -+- 1, h~, h:], [h~, h~] - -  1), 
e de te rmina to  il ver t ice  suecess ivo  (v ~- t~--  (h-t-  1), 1), il teorem~ r i su l ta  
comple t amen te  d imost ra to  non appena  si tenga  eonto del la  1.a) e del le  con- 
s iderazioni  svolte  nel  n. 1 a proposi to  del la  (1.9}. 
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4. Supponiamo che il genere g del ramo (1.2) sin ~ 1 (oppure che il 
'~÷_~ 

term(he a~c ~ non sia un termine caratterist ico di (1.2)), e determiuiamo le 
molteplicit'~ di C'(P) nei success(v( gruppi di punt( liberi e nei relativi gruppi 
satelliti di (3.1). Consideriamo una quatsiasi C di Y~ passante per 0 con 
l 'unico ramo (I.21, e r icordiamo che, qualunque sia la particolarit~ di una 
tale C in ~, e quindi qualunque sia la poligonale delle separatrici  relative 
ai ram( di C'(P) uscenti da 0, uno de( lati di tale poligonale ha per estremi 
i punt( (0, v - - l )  ( v + l ~ - - v ,  u - - l )  e d~ luogo al sistema F~. ]~ chiaro 
the  quell( di P4 sono gli  u n i t (  ram(  di C'(P) ehe possono avere pun t (  in  
comune con i pun t (  di  (3.1) 
determinare  quest( ultimi, 
nella determinazione di a~. 

(4.1} x 

la {1.1) si t rasforma in una 
volte, e nella 

{4.2) 

o r e  

(4.3} 

success(v( al pr imo gruppo satellite. Allo scopo di 
cerchiamo i coefficient( di (1.1) che intervengono 
Posto ([2], pag. 47): 

curva spezzata nella retta ~ - - 0  contata u(v + t~) 

f(~, ~) --  E Ash~J~ h - -  0, 
j l ,  

[k\  ~_~ 

la somma essendo estesa alle coppie di inter( i ~ 0 ,  k ~  h, che soddisfano 
alia (1.4) e sono coordinate di punt( del d iagramma di Newton di (1.1). 
La (4.2J passa per l 'or igine ~ ~ 0, ~ = 0, con un unico ramo, di ordine v~, 
rappresentato dallo sviluppo 

= a ~  ~ + .... 

Per tanto considerazioni perfet tamente analoghe a quelle del n. 1 portano a 
concludere che i pant( (j, h) del d iagramma di Newton di (4.2) appartengono 
al semipiano, a', delimitato dalla retta 

(4.4) %j + t~'h = v d ,  

al quale non appart iene l 'origine, e che tutti i punt( (a coordinate intere 
non negative) giacenti su questa ret ta  appartengono al diagramma di Iqewton 
di (4.2) dando luogo a coefficient( A i~ [:~ 0) tall che 

ytGt ,~tffr yr¢ (4.5) Z Ajha h = Ao~(a - -  a i ) , 
,i, h 

ore v':, denota il massimo comun divisore di I~' e v:; i r imanenti  punt( del 
d iagramma di Newton di (4.2) hanno coordinate j ,  h che sono soluzioni non 
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negative delle equazioni 
v~j + ~'h - -  v~ '  -~- lv'~, {l -- 1, 2, ...). 

Per  la osservazione fatta all' inizio di questo numero, e tenendo conto 
della (1.8), si ha c h e l a  determinazione delle molteplieiti~ di C'(P} nei punti 
di {3.1) successivi al primo gruppo satellite pub farsi mediante la trasforma- 
zione {4.1). Per  mezzo di questa, la {1.7) si t rasforma nella retta ~ -  0 con- 
rata ( v -  1)v volte e nella 

# 
(4.6) xoQ~ ~-~" -+- yo ~ + zoR~ ~ - -  O, 

eve, essendo ~ la terza coordinata omogenea, Q e R hanno le seguenti 
espressioni tin coordinate non omogenee):  

I af -  v(a, Q : u l  ~ (v -+- bt)u~i, 7) + i ~ + ~ )  S~ t ' 

(4.7) 

, R -- 1 i (v -+- 1) (v ÷ bt)f(~, 7) ÷ u ~ +" [(u - -  1)~ + u a , ] ~  + S~ 
u + v- , , -  l ~ 

Nell' ipotesi che sia Yo =~= 0, dalle (4.6), poich/) 

(4.8) v - -  u ~ 1, 

si ha ehe uno dei lati della poligonale delle separatrici  relative alla (4.6t ha 
, ~ '  

--- u ' - -  1), essendo v' u' v~ per estremi i punti  {0, v~ 1), ( ~ ' - - v ,  = - -7 - ,  - - - - .  
Y ~.t Vroa 

Corrispondentemente a tale late, si ha in (4.6) un sistema, P~, di n.2, rami 
(1 ~ n ~  ~ v ' : , - -  1 ) 

-= a~"~ + ..., 

aventi prime eoppie carat ter is t iehe v', u', e ordini ),.,u', eve i )v.~ sono interi 

positivi tali che v~ s : k , -  v ' z , -  1; la poligonale si r iduce a questo late, se il 

termine a.aa~ ~ non ~ caratteristieo. Supponiamo ehe cib non aceada, e 
consideriamo i lati successivi. Poieh~ yo:4:O, dalle (4.6), (4.7) e (4.8} segue 
ehe, se (j', h'} i} tm tore vertiee e se h ' ~  1, a questo pnnto corrisponde in 

(4.6) un coeffieiente {non nullo), il. quale appart iene a ~ e non a Si '  a-~" 

E da qni l 'analisi pub svolgersi in maniera  analoga a quella seguita nei nn. 
precedenti ,  a proposito del primo gruppo satellite. Applicando infatti alla 
retta (4.4) ed al semipiano a' le eonsiderazioni svelte precedentemente  a pro- 
posito delia (1.3) e del semipiano a, ponendo an  apiee accanto ai simboli la 
introdotti qnando questi si r iferiscano alla (4.4) ed a a', si dimostra che :  

4.a) Valgono le proposiz ioni  che si  ottengono dalle 3.a ; b; e; f ;  h; i ; j ; k), 
supponendo che P s in  generico nel p i a n o  e sost i tuendo ai p u n t i  O, O~ , . . . ,  
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Oh+h~+...h:, i pun t i  di ~3.1) appartenenti  al secondo gruppo di pun l i  liberi e 

(essendo per  ipotesi a2x ~ secondo te rmine  caratteristico) al secondo gruppo 
satellite; a v-+-~, v, rispettivamente ~', v~ ; alle ai~, le Aja espresse dalle (4.3); 
ai r imanent i  simboli gli omonimi dotati di apice. 

Ad esempio, dalla 3.f) si ha che :  
4.b) Se P ~ u n  punto  generico nel piano,  e se C soddisfa alle eondi- 

zioni T', vale la legge di al ternanza limitatamente al gruppo di pun t i  liberi 

ed al gruppo satellite dipendenti  da a2x '+ 
Ripetendo per  n~ le considerazioni  svolte a proposito della 3.g) si ha  

inol tre  che 
4.c) Se P ~ generico nel p iano e se C soddisfa alle ipotesi formulate in 

3.e), 4.b), il numero dei rami  di C'(P) uscenli da 0 ~ compreso fra la somma 
di n.~ e del numero dei segmenti par i  dei gruppi  satelliti di (3.1) corrispon. 

~+~ ~+~-I-~ ~ 
denti ai termini a~x ~ , a~x ~ , e la somma di n.~ e del numero dei pun t i  
appartenenti  a tali segmenti. 

5. I1 passaggio da a~z ~ ai successivi termini  di (1.2) fino al g-es imo 
termine caratteristico, e cor r i spondentemente  la estensione dei r isul tat i  stabi- 
liti nei nn. 3, 4, ai successivi  gruppi  di punt i  di (3.1), avviene in mode 
r icorrente  e non presenta  a lcuna  nuova difficoltfi, r ispetto a quelle gih incon- 
irate nel  n. 4, dando luogo a relazioni analoghe, anche formalmente ,  alle 
precedenti .  

Ad esempio, indicando con T", T C3~, ..., T c ' ,  le condizioni analoghe alle 
T, T', seritte per  i suecessivi coeffieienti di (1.2) fino al g-es imo caratterist ico,  
si ha ehe :  

5.a) Se P ~ generico nel piano e se C soddisfa alle condizioni T, T', 
T", ..., T ('), C'(P) soddisfa alla legge di alternanza. 

5.b) Se C ~ generica in  Y,, C soddisfa alle condizioni T, T', T", ..., T 'm). 
I terando le considerazioni  che ci hauno eondotto alla 3.g) ed alla 4.c!, 

si perviene a d imost rare  che :  
5.c) Se P e C soddisfano alle ipotesi enunciate in 5.a), il numero dei 

rami  di C'(P) passan t i  per  0 ~ compreso f r a i l  numero dei segmenti par i  che 
figurano nei gruppi  satelliti di (3.1) ed il numero dei punt i  appartenenti  
complessivamente a tali segmenti. 

6. A norma delle considerazioni del n. 5, non sara essenzialmente restri t t ivo 
se netla parte rimanente del presente lavoro ci limiteremo a considerare il pr imo 
gruppo di pun t i  liberi ed il relativo gruppo satellite di (3.1); supporremo anche,  

come si b fatto fino ad ora, t he  tale gruppo dipenda da a~x ~ . Faremo 
inoltre 1' ipotesi che s i a g  ----- 1. L' estensione di molti  dei r isultati  che otterremo, 
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nel caso in cui sia g )  1. ai successivi  grappi  di punt i  liberi ed ai relativi  
g ruppi  satelliti  di (1.2), potrt~ farsi sulla traccia del metodo seguito nel n. 4. 

:Nelle ipotesi precedeat i  esaminiamo brevemente  il caso, fino ad ora 
escluso, in cui il punto  P appar tenga  alla tangente  a (1.2t in 0. 

Uno dei vertici  della poligonale delle separatr ici  relative ai rami useent i  
da 0 di C'(P) ~ il punto  di coordinate i o - - v + ~ - l ,  k o - - 0 .  Supponiamo 
di avere determinato  i vertiei (io, k0), (i,, k i ) . . . ,  ( i , ._l ,  k,._i), con r ~ 1 
e i 0 :> i, ~ ... ~ i~_l .> 0, e r icerchiamo il vert ice successivo (i,., k,.). Nel- 
l ' i n s i eme  dei punt i  (i, k) appar tenent i  al d iagramma di :Newton di (1.1), 
cons ider iamo:  il sottoinsieme, J , ,  dei punt i  per  cui 1 ~ i ~ i, ._l; il sottoin. 
sieme, J, dei punt i  (0, k) cui eorr ispondono in (1.1) coefficienti  per  i quali  
alkx, o + { N - - k ) a o k z o = ~ = O .  :Nel caso ehe J,. non sia vuoto, s ia  (i', k'} il punto 
di ascissa minima,  fra i punt i  di J,. per  i quali  (k - -  k, ._t)/( i , ._ ~ - -  i + 1) assume 
il minimo valore ;  analogamente,  nel caso che J non sia vuoto, sia (0, k") il 
punto  di J di ordinata  minima.  Vale allora la seguente  proposiz ione:  

6.a) Se  J,. n o n  ~ w w t o  e se J ~ vuoto,  oppure  se 

k' - -  k , . _ ~  k"  - -  k , . - i  

k'. si  ha  : i,. - -  i' - -  1, k,. - -  Ne i  r i m a n e n t i  casi  : se J n o n  ~ vuoto, s i  ha  i,. =-O, 
k ~ -  k", men tre ,  se J ~ vuoto,  (i,., k,) n o n  esiste. 

Poich~ dalla (2.3) si ha 

(6.1) ~ 1 I i_ 11 1 
v + ~ t - - ] h ÷ l  ]-~ -b" "'" -I- h~ ' 

in base alla 2.a) si prova che :  
6.b) Nel l ' ipo tes i  che P a p p a r t e n g a  a l la  tangente  a (1.2} in  O: se u n  ramo,  "5 

d i  C'(P} uscente  da  O p a s s a  p e r  u n  p u n t o  0 i d i  (3.1): con h ~ h~ + ... + h ~ t  < j <__ 

~ h  + h ~  -t-...-t- h.2~+~ ( 0 ~ 2 / +  1 ~ ~ ; h o - -  h), esso p a s s a  anche  p e r  i p u n t i  0~'+,, 
0i+.~ .... , 0h+a~+...+h2~+~+~ : se "f p a s s a  p e r  i l  p u n t o  Oh+h,+...÷a~ (0_~<2/ < V; 
h~z > 1} e se le mol tep l i c i t4  di  T i n  Ot~+~i+...+~o~.., e nel  punto,. 0', successivo di  

Oa+h~+...+a~ z su  "{, sOnO eguat i ,  O' ~ u n  p u n t o  libero. 
In  base alla (6.1) ed all' identi th 

[0, h + 1, h , ,  ..., h~,] : [h,, ..., h~] (0 < p  ~ ~), 

la 2.c) permette  di determinare ,  nella regione del pr imo quadrante  del imitata  
dalla (1.3}~ alla quale  non appar t iene  l' origine (0, 0', quella poligonale,  L*, che 
gode delle seguenti  p ropr ie th :  ha per  vertici dei punt i  a coordinate intere 
tnon negative);  ha un estremo nel punto  ( v +  ~, O) e l 'a i t ro  sulla  ret ta  i : 1 ;  
insieme alla (1.3} ed alla ret tu i : 1, de termina  una  regione i n t e r n a m e n t e  
alla quale non cade nessun punto a coordinate intere. Si ha infatti  che, 
essendo ~* il massimo numero  dispari  minore  di ~: 
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6.0) I vertici di L* successivi a (v 4-~t, 0) ed ordinati per ascisse decre- 
scenti sono i punt i  the si ottengono dalle formule 

(6.2) i = [h + 1, h , , . . . ,  h~.], k = v - -  [ h , , . . . ,  h~,], 

per ~* - -p* ,  p * - - 2 ,  ..., 3, 1, ed il punto (1, v). 
Dieendo ehe C soddisfa alle condizioni T* allorch~ al d iagramma di 

Newton di (1.1) appartengono i vertici di L*, e indieando con L*' la poligo- 
nale ehe si ottiene traslando L* di una  unit~ nella direzione negativa del- 
l ' asse  i, si ha che:  

6.d) Se C ~ generica in  Z, C soddisfa alle condizioni T*. 
6.e) Se (P appartiene alla tangente a (1.21 in 0 e) se C soddisfa alle 

condi~ioni T*, L*' ~ la spezzata delle separatrici corrispondenti ai rami di 
C'(P) u~centi da O. 

Determinando Ie coppie caratterist iche e gli ordini di quei rami, si 
prova pot il teorema:  

6./') Se C e P soddisfano alle ipotesi di 6.e), C'{P) possiede la moltepli. 
cit& effettiva v2t net punt i  v2z-pli di (3.1), e la molteplicit?~ effettiva v~z+~- 1 
net punt i  v~z+,-pli di (3.1), essendosi posto v0--v ,  e con l'avvertenza che, eve 
si trovi un v~_~ con i pari  multiple del successive v~ (<: vi_~), si ponga 
Vi--i "--" h i v i  -4- V i ÷ l  ~ c o n  V~,+l - -  Vi. 

Si dimostra inoltre che :  
6.g) Se C e P soddisfano alle ipotesi di 6.e), C'(P) passa per 0 con un  

numero di rami compreso (estremi inclusi) fra il numero dei segmenti disl)ari 
del gruppo satellite di (1.2) ed il numero dei punt i  appartenenti a tall segmenti. 

6.h) Se la molteplicit~ di C'(P) in 0 ~ uguale a v, P appartiene alla 
tangente a (1.2) in O. Se le motteplicit~ di C'(P) net punt i  di (3.1), sono quelle 
previste da 6.f), se inoltre 

(6.3) h~. > 1 (~* --- ~*, ~* - -  2, ..., 3, 1), 

e se, ffuando ~ ~ part, ~ anche h~ ~ 2, allora esistono in (1.1) non nulli i 
coefficienti a.~k i cut indict i e k sono le coordinate dei vertivi di L*. 

7. Con la proposizione 3.f) abbiamo determinate delle eondizioni suffi- 
cienti affineh~, per la prima polare C'(P) di un punto P generico, valga la 
legge di alternanza, condizioni che, con la 3m) abbiamo mostrato essere in 
generale anehe necessarie per la w l id i tk  di tale legge (~4), dando eosl ragione 
delle eceezioni ri levate da B. SEGR]~. Vogliamo chiarire ul ter iormente questo 
punto, in guisa da i l lustrare il mode in cut tall condizioni intervengono nella 
dimostrazione originale della legge di alternanza. Questa dimostrazione ([6], 

(i4) Ta l l  condizioni  sono necessar ie  soltanto per  i rami  ehe soddisf ino alle ~3.9), (3.10), 
come si ~ avver t i to  nel n. 3. Ma d 'a l t ra  par te  ~ chiaro ehe per  i rami  i qual i  non soddisfino 
alle (3.9), (3.10) la condizione necessar ia  affinch~ va lga  la  legge  di atternanza,  p u t  essendo 
pitt ampia  di quel la  enuncia ta  ilz 3.m), invo lge  sempre  un numer(  f ini te  di eoppie (i, k) .  

Annal i  dl Matematica 31 
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pag. 4 3 8 -  441) si ott iene imponendo  a C'(P) certe molteplicit~t vir tual i  net  
punt i  di (3.1), e de te rminandone  le moltepl ic i th  effettive mediante  i principi 
di scaricamento e di scorrimento ([6], pag. 4 2 8 -  431). Ma ~ note the  tali 
pr ine ip i  none applicabil i  soltanto alla curva piit generale fra quelle aventi  
assegnate  moltepl ici tk virtuati .  Serge dunque  la quest ione se, fissata una  C 
di ]!l, al s is tema l ineare delle pr ime polari  C'(P) dei punt i  del piano rispetto 
a C, appar tenga qualche curva the,  net punt i  mul t ipl i  inf in i tamente  vicini 
a 0, si comport i  come la pif~ generale  curva fra quelle alle quali siano 
imposte  le molteplieit~ vir tual i  sopra dette. Lo proposizioni 3 .d;  e; m) 
mostrano come si possa dare una  r isposta affermativa a tale domanda  
sollanto per la curva C generioa di E, e ]a 3.e) de te rmina  i coefficienti  di 
(1.1) i! cni non annul lars i  caratterizza hi curve C di Y. the,  r ispetto alla 
quest ione proposta,  si comportano come la curva generica. 

Quando si r icordi  il siguificato ar i tmet ico degli  indict di tall coefficienti,  
da quanto  si ~ detto appare  presumibi le  come analoghi  fenomeni  ar i tmet ic i  
abbiano a presentars i  in un  problema estensione di quello da not accennato.  
Tale problema consiste nel la  r icerca delle condizioni carat ter is t iche affinch~ 
un sis tema l ineare (o, pifi in generale,  un  sistema continue) suff ic ientemente  
ample,  A, la gener ica  curva C del quale  passi per  i punt i  mul t ip l i  in f in i tamente  
vieini a 0 sul  ramo (1.2) con moltepl ici tk effettive eguali  a quelle indicate 
in (3.1), contenga una curva C che present i  net punt i  di (3.1) certe prefissate 
molteplici tk vir tual i  e le cut molteplicit~ effettive siano quelle previste dai 
principi di scaricamento e di scorrimento 

Di tale quest ione cont iamo occuparci  in altro lavoro. Qui ci l imi teremo 
a considerare part ieolar i  valori  del le  molteplici t~ virtuali ,  in mode da t rarne  
un altro significato geometr ico per  i coefficienti  a~k sopra detti. 

Ferme res tando le ipotesi formulate  nel n. 6 per  il t ame  (1.2), consideriamo 
n -~- 1 curve l inearmente  indipendent i  Q ,  C~, ..., C,~, di ordine N, passant i  
per  i punt i  di (3.1) con moltept iei tk effettive eguali  a quelle ivi indicate.  

Sia h il s is tema l ineare descrit to dalla curva  C--Y.j)~.iCj, e supponiamo 
0 

che A s i a  suff ic ientemente  ampio, in guisa che ad esso appar tenga  qual- 
che eurva cite, net  pun t i  O, Ol, . . . ,  Oh, Oh+, , . . . ,  Oa+h~+...+h~--l, present i  
moltepliciti~ vir tual i  egual i  a quelle indicate in (3.1) e the,  nel punto  
Oa+a,+...+a~ abbia molteplici t~ vir tuale  eguale a quella indicata  in (3.1) 
aumenta ta  di uno. Sia h l ~ A  il s istema lineare minimo contenente  tall 
c u r v e .  

Applicando i pr ine ip i  di scar icamento e di seorr imento,  si r iconosce,  che 
le moltepliei t~ effett ive della  pifi generMe curva avente  le molteplicit~t vir tual i  
assegnate  sono eguali  a :  v - t -1  in 0, v in 0 , ,  0,~,..., 0a,  v, in 0,4-~, ed a 
v~--1 net r imanen t i  punt i  v~-pli di (3.1) (v~-- 1). Determinando i sistemi di rami 
t he  danno luogo a tall molteplicit~,  si r iconosce faci lmente  che, se sono sod- 
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disfatte le (3.9) e (6.3), ad essi eorrisponde nel d iagramma di :Newton di C 
una  poligonale, /~, i cut vertiei, ordinati per ascissa crescente, sono: un 
qualsiasi punto (0, k) con k ~ v  4. 1; il punto (1, v); i p u n t i  c h e s i  hanno 
dalle (6.2) per 8 " - - 1 .  3, . . . ,  ? * - - 2 ,  ~*; i punti  dati dalle (2.7) per ~----~, 

- - 2 ,  ..., 2, 0 ;  un qualsiasi punto ~i, 0) con i ~  v 4 - ~ - 1 .  
Essendo a~k il coefficiente del termine in x~y k nel l 'equazione di C~ 

tj -- O, 1, ..., n), consideriamo le forme 
n 

b,~ = ~o ~ k jaCk, 

i cut indict i e k sono eguali alle coordinate di quei vertiei  di L ehe hanno 
le coordinate positive. Dalle argomentazioni precedenti  r isul ta  allora che :  

7.a} La condizione necessaria e suffic@nte affinch~ esistet in A~ qualche 
curva le cut molteplicitdt ef[eitive i~ (3.1) siano eguali a quelle previste dai 
principi di scaricamento e di scorrimento, ~ chele  suddette forme b~k siano 
indipendenti dalle due forme bo~ e b~+eo. 

Delle coppie di indict espressi dalle (6.2) e t2.7) pub durst una  interpreta- 
zione algebriea, completante il gi~ ottenuto loro signifieato aritmetieo (nn. 2, 6). 
A tale seopo, nell 'anello I[x, y] dei polinomi in due indeterminate  a coefficienti 
complessi, eonsideriamo l ' ideale  J[x, y] associato ([14], pug. 47} ulla variet~ 
costituita dai punti  di (3.t} (contati con lu rispettiva molteplicit~) e gli ideali 
A[a~, y]. B[~, y], C[a~, y], associati r ispett ivamente alle variet/~ 

~ ...  0 ~ 0 ~ + 1  rO~ , ~  , ~  , ~ - I  , ~ . - 1  , ~  (0 ~ O~ O~ t, h+~ t h+~uh-~3 ... ~'h+h~'h+h~+~ ... ~'h+h~+h~'h+h~+~+~ .-.]), 
V . . .  ~rlv OVl-- l l -oV1-1/ '~Vl- - I  fiVl--1 f~v~ /-~v~ f~v~--I (0~+'0~0~ 'J~ ~+~t ~+~Vh+~ ... t,,~+~'h+~,+~ ... ~,h+~+~,,o'~+~+~+~ ...]), (V~,= 1~ 
V /~V flVl r ['i y l - I  g'I v l - I  OYl-- I  .--iv~--I OV~--I fxva-- i  (0~+~0~ O~ ... ~,~,~+~[~,~+.,, ~,~+a ... ~+~t~+~,+~ ... ~+~+~,v~+~,+h,+~ ...]). 

In  ogni polinomio di A[x, y], B[x, y] e C{x, y] mancano i termini, rispetti- 
vamente,  in a~+~, in y~, e in x~+~. y~; net generiei  polinomi di quegli ideali 
compaiono invece i termini  in x,~y ~, i cut esponenti i e k sono le coordinate 
dei vertiei  delle poligonali, r ispet t ivamente:  L, L* e /~. 

Dalle argomentazioni dei nn. 2, 6, segue che 
7.b) A[x, y] e B[~c, y] sono gli ideali irriducibill dell'ideate J[x, y]. 

I1 loro minimo comune multiplo ~ l' ideale C[w, y]. 

8. Dei eoefficienti  a~k introdotti net nn. precedenti  pub anehe darsi 
un ' in terpre taz ione  geometrica, pifi s t ret tamente legata alle curve C'(P). 

•d essa ~ neeessario premet tere  lo studio del caso in cut C passi per 0 
con un numero di rami maggiore di uno. Come ha osservato l'E~mQUES 
~[6], pug. 442), si pub passare ad esso, quando P ~ generico nel piano, consi- 
derando, anzich~ C, una  curva spezzata i cut rami oseulino i rami di C 
useenti  da O, ed applieando il principio di formazione della polare rispetto 
ad una eurva spezzata. Si pub verif ieare la validit/~ di tale affermazione, 
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considerando il d iagramma di Newton di C. Si riconosce allora ehe, se P 
generico nel piano, le molteplieith di C'(P) nei punti  multipli  di C infini- 

tamente vicini a O su uno dei rami di C useenti  da 0 si ottengono applieando 
a tale ramo le proposizioni stabilite nei nn. 1 - 6 .  Ad esempio, indieando 
con:  (1.1) l 'equazione di C; (1.2) uno qualsiasi dei rami  di C uscenti  da 0 ;  
T, T', ..., T (m), le eondizioni definite nei nn. 3, 4, 5 relative al ramo (1.2i, 
vale la seguente proposizione: 

8.a) Se P ~ un  punto generico nel piano, e se C soddisfa alle vondizioni 
T, T', ..., T (~, le molteplieit~ di C'(P) nei punti  infinitamente vicini a 0 sul 
ramo (1.2) sono quelle previste dalla legge di alternanza. 

9. Tornando al easo in cui C passa per  0 con il solo ramo (1.2) (di genere 

g =-1 e del quale at$ ', 6 termine caratteristieo), calcoliamo iI numero, M, 
delle intersezioni r iunite in 0 di C'(P) e della seeonda polare, C"(P), suppo- 
nendo P generico nel piano. 

Siano 

(9.1) (0, v - - l ) ,  (a, ,  ~ , - - 1 )  ( r - - l ,  2, . . . ,  p ;  v > ~ > ~ _ , > . . . : > ~ , - - 1 ) ,  

i vertiei  della poligonale detle separatriei  relative ai rami di C'(P) useenti 
da 0. Siceome P ~ generieo nel piano, e poiehb i rami di C'(P) sono tutti 
tangenti  a l l a y - "  0, da quanto si ~ detto nel n. 8 risulta che i punti  
(a,., ~ , . -  2) ( r -  2, .... p) sono vertiei della poligonale delle separatriei  corri- 
spondenti ai rami di C"(P) useenti  da O. Essa ha per estremi il punto (0, v - -  2) 
sull 'asse i ----- 0, ed il punto (v + ~ --  q, 0) sull 'asse k - -  0, essendo q un intero 
compreso f r a 2 e  2 ( h ÷ 1 )  se h ~  1, e fra 2 e 2h-~-3 se h A--1.  0sserviamo 
che quelli  ora indicati non sono neeessar iamente tutti i vertici della poligonale, 
in quanto ~ possibile c h e l a  porzione di estremi (a2, ~ , -  2), (v-F ~ . -  q, O) 
sin eostituita da pifi di un lato. 

A norton del teorema fondamentale  di HALPItEN ([6], pag. 360), M ~ non 
inferiore al numero 

p 

(9.2) M l --  w~ - -  2a, + ~,. (:¢~_,~,.- e,.~_,), 

sieehb : 
9.a) Fermi restando i vertici (9.1), risulta M : ) M ,  se, e soltanto se, 

esiste qualche valore di r per il quale il lato di estremi (a~. ~ , -  1), 
(~,._~, ~ , . _~-  1) d~ luogo ad un numero di rami di C'(P) minore del massimo 
possibile. 

Supponiamo ehe C soddisfi alle ipotesi T. Dalla 3.e) e dalta (9.2) si ha 
che M ~ non minore del numero 

M~ --  {v + ~)(v-- 2) -t- 2(h -t- 1) - -  v[h -~- 1, h~, ..., he] + Z~ h~ l(v -F ~[h, ,  ..., he_,] ÷ 1 }, 

ore la sommatoria ~ estesa ai soli valori pari di ~. 
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Con facil i  calcol i ,  r i c o r d a n d o  il modo con cui  ~ s ta ta  de f in i t a  la poligo.  
hale  L,  si p rova  che  se i ver t ic i  (:¢., ~,._~ - -  1) n o n  co ine idono  con i p u n t i  che si  

o t lengono dal le  (3.2) p e r  ~ - -  ~, ~ - -  2, . . . ,  2, O, r i su l t a  M,  ~ M~.  

A n o r m a  de l la  9 a), eonc lud i amo  le nos t re  cons ideraz ion i  {~5) con il t e o r e m a :  

9.b) S i a  P u n  p u n t o  gener ico  del  p i a n o .  Cond i z ione  n e c e s s a r i a  e su f f i e i en te  

a f f inch~ C soddis f i  alle cond i z ion i  T, ed a f f i n e h ~  s ia  m a s s i m o  il n u m e r o  dei  

r a m i  di  C'(P) u s c e n t i  d a  O, ~ che s ia  m i n i m o  il  n u m e r o  delle d i r a m a z i o n i  

d i  C'iP} r i u n i t e  i n  O. 

A n o r m a  del le  3.d;  e; f ;  j ;  m) e del p r i n c i p i o  del la  m a s s i m a  s e p a r a z i o n e  

dei  r a m i  ([6], pag. 398, 432), la  p ropos iz ione  p r eceden t e  ca ra t t e r i zza  geome- 
t r i c a m e n t e  il caso in cui  C'(P) si compor t a  nei punt i  mul t ip l i  i n f i n i t a m e n t e  
v ic in i  a 0 come la po lare  di an  pun to  gener ico  del p iano r i spe t to  a l la  
gener i ca  C d i  E. 
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