Sul comportamento effettivo delle curve polari
nei punti multipli.

Memoria di Epoarpo VEeseNTINI (a Milano).

Sunto. - Recenfemenie B. SEGRE ha wmosirato che la questione del comporiamenio effettivo
delle polari ¢ di fatio assai meno semplice di come si era ritenulo prima d’ora. Nel
presente lavore affronio la guestione da Lui posta precisando tale comportamentio nel
caso delle curve piane, softo ipotesi abbastanza late e collegandolo all ideale associato
ad wna dala singolarild, in base a considerasioni aritmetiche poggianti sulla feoria
delle frazioni conlinue.

In due recenti lavori B. Seere ([11] - [12]) (') ha mostrato con esempi
che la proprietd secondo la quale le prime polari di una curva algebrica
piana passano per i punti m-pli di questa con molteplicith m — 1 almeno,
vale in generale soltanto per i punti multipli propri e per quelli situati nel
loro intorno infinitesimale del primo ordine, ed ha segnalato I’inferesse del
problema di determinare la composizione delle singolaritd effeftive delle prime
polari di una curva algebrica piana, nota che sia la singolaritd di que-
st’ ultima.

Tale problema fu posto gia da F. Exriqurs (b}, pag. 613) e da lui stesso
risolto ([6], pag. - 41) con V'enunciazione della legge di allernanza (}), ma gli
esempi segnalati da B. SEGRE danno luogo a molteplicith diverse da quelle
previste da tale legge, cosicché, a priori, quesia non sembra costitnire una
soluzione soddisfacente del problema proposto.

Alla ricerca di tale soluzione & dedicato il presente lavoro. In esso, data

() I numeri entro parentesi quadre si riferiscono alla bibliografia posta alla fine del
presente lavoro.
(%) I risultati dell’ ENRIQUES sono compendiati dal seguente
TEOREMA. - Si abbia una curva C dotata di un punlo v-plo 0, costituita da un solo
ramo; il comporiamento effettivo di wua polare gemerica ¢ rispetio alla singolarita O, viene
determinaio dalle condiziond :
1) di possedere in ciascun punto v,-plo, infinitamente vicino a 0, la molteplicity.
virtuale v; —1;
2) di avere col ramo di C un contatto v — 1 punto;
8) di avere in O la molteplicith effettiva v — 1, e non una melieplicitd superiore.
Le molieplicite effetiive di ¢ che si otfengono in forza di codeste condizioni nei punfi
successivi di C d ordine v;, sono espresse dalla legge di alternanza : la o possiede ‘ta molte-
plicita vy in ciascuno dei punti vy -pli e la molleplicita vy — 1 nei punii vy,-pli, costi-
tuendo i numeri v; una successione di numeri essenzialmente positivi e generalmente decre-
scenti, con I'avvertenza che dove si frovi un v,.,, con ¢ dispari, multiplo del successivo
ve (<Cvi—y) si ponga vy ==k, -+ vopy com ver ==v; {{6], pag. 441),
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una curva algebrica piana C che presenti in un suo punto O una singolarita
prefissata, si determinano anzitutto (nn. 1, 6) le relazioni generali che per-
mettono di dedurre la composizione della singolarith in O della prima polare,
C(P), di un punto P (non appartenente a C) rispetto a C, quando P sia
gqualsiasi nel piano e C sia qualsiasi nel sistema Z delle curve algebriche
piane di ordine N (sufficientemente elevato) che presentano in O la singola-
ritd prefissata. Da tali relazioni risulta che la composizione della singolarita
di C'(P} in O dipende in maniera essenziale dalla particolarita di C in 2.
Tuttavia, facendo appello ad alcune proprieta delle frazioni continue regolari
finite (n. 2), possono stabilirsi alcune limitazioni per gli ordini di grandezza
delle molteplicita di C'(P) nei punti multipli di C infinitamente vicini a O.
Dalle considerazioni del n. 1 si deduce (n. 3) inoltre la composizione della
singolarita di C(P) in O allorch® P sia generico nel piano e C sia generica
in X, dimostrando che in fali ipolesi vale la legge di alternanza. Tali condi-
zioni di genericitdh di C e di P vengono precisate, caratterizzando le curve C
di X ed i punti P del piano per i quali vale la legge di alternanza e (n. 6)
esaminando il caso in cui, ferme restando le ipotesi di genericita di .C in I,
P sia qualsiasi nel piano. Determiniamo inoltre (n. 3) la composizione della
singolarita di C'(P) in O allorehé P sia generico nel piano e C sia generica
nel sistema delle curve di & che non soddisfano alle condizioni caratteristiche
sopra dette.

Tutti i risnltati precedenti vengono stabiliti sulla base di considerazioni
di carattere diofanteo, esaminando il diagramma di Newton di C. Abbiamo
evitato di ricorrere ai procedimenti sintetici che fanno capo ai noti prinecipi
di scaricamento e di scorrimento, in quanto dai confronto della dimostrazione
dell’ ENRIQUES con i risultati da noi ottenuti a proposito della legge di alter-
nanza emerge (n. 7) la seguente questione, il cui esame @& indispensabile
premettere ad una corretta applicazione dei principi sopra detti, e che & alla
radice delle eccezioni rilevate da B. SEGRE relativamente al comportamento
effettivo delle prime polari: dato un sistema A di curve algebriche piane, la
generica delle guali passi per O con una prefissata singolarita, quali sono le
condizioni affinche fra le carve di A che presentano in O e nei punti multi-
pli infinitamente vicini molteplicitd virtuali assegnate, ne esista qualcuna le
cui molteplicita effettive siano quelle previste dai prineipi di scaricamento
e di scorrimento ?

A tale questione contiamo di dedicare un altro lavero. Qui (n. 7) ei
limitiamo a rilevare come le condizioni caratteristiche per la validita della
legge di alternanza giuochino nel problema proposto un ruolo essenziale, il
quale pud essere illustrato dal punto di vista algebrico, in quanto tali condi-
zioni caratteristiche individuano nell’anello dei polinomi in due variabili a
coefficienti complessi gli ideali irriducibili contenuti nell’ideale associato alla
singolarita di C in O.
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Da queste considerazioni rismltano nuovi significati geometrici delle
condizioni caratteristiche per la validithd della legge di alternanza, condizioni
che nel n. 3 avevamo ottenuto sotto forma aritmetica. Per illustrare tali
condizioni da un punto di vista pitt prossimo all’argomento del presente
lavoro, valutando il numero, M, delle intersezioni riunite in O della prima e
della seconda polare di P rispetto a C, mostriamo (n. 9) che la validitd della
legge di alternanza ed il massimo spezzamento possibile dei rami di C'(P)
uscenti da O, sono caratterizzati dal fatto che M sia minimo, che sia cioé
minimo il numero delle diramazioni di C'(P) riunite in O. Per raggiungere
tale conclusione premettiamo (n. 8 lo studio del caso in cui C passi per O
con piut rami, sebbene esso, come osserva 'ENRIQUES, quando P sia generico
nel piano, non presenti nuove difficoltd essenziali rispetto a quello in cui il
ramo di C uscente da O sia unioco.

1. Sia data nel piano una curva algebrica C, di ordine N, avente equazione
(L1) flo, )= 2 aaviy* =0,

passante per 'origine O delle coordinate x, y, con un unico ramo super-
lineare di ordine v (= 2), classe p e genere g (%), rappresentato dallo sviluppo
di Puisgux
o yopedpf

{1.2) y=ax"’ +ax ¥ .. (a, 3 0).

Sostituendo questa espressione di y nelle (1.1) si possono ordinare i ter-
mini azxy*, con aix =0, in ordine di infinitesimo crescente rispetto all’infi-
nitesimo x. Essi devono essere tali che

Vi (v ple = v(v + p),

ossia gli indici ¢ e k devono essere coordinate di punti del diagramma di
Newton relativo a C (') appartenenti al semipiano « delimitato dalla retta di
equazione

(1.3) vi + (v + Wk = v{v + p),
al quale non appartiene !’ origine (0, 0).

I gruppi di termini di (1.1), in ordine di infinitesimo crescente rispetto
a «, si ottengono in corrispondenza agli aix==0 i cui indici sono soluzioni
non negative della equazione
(1.4} vid(v+pEk=vv+yp)+jv. (Vo=m c d (p, v}; =01, 2, ..),

ossia in corrispondenza ai punti del diagramma di Newton di (1.1} apparte-
nenti alla (1.3) ed alle parallele condotte a distanza via via crescente da essa.

(®) Balvo avviso in contrario, adottiamo la nomenclatura che trovasi in {6].
(4) Cir. [6], pag. 523, e, per maggiori dettagli, ad es. [2], pag. 42-49.
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Posto
p=hv+v, O<v, <v,
V=h1V4+Vsz O£VZ<V”
Vo’—t = ha»va-, vo’2 1)

le soluzioni della (1.4) sono espresse dalle relazioni

t=y+p+(=1h+1 by be ) +Hh+1, by, .y o),
kE=(—1"Yh,, hy,..., Bo ] —Hh,, by, ..., B,

ove { & un parametro intero arbitrario, ed i simboli entro parentesi quadre
sono le parenfesi di Eulero (°). Corrispondentemente ad un valore non nega-

tivo di j, le soluzioni non negative della (1.4) si ottengono dagli interi ¢ che
soddisfano alle disuguaglianze

(1.5)

) <t < 1lj)

. . )Ty ey oy e (= 1Ry s ey o]
ove 1(§) & la parte intera, E(‘ ! ‘) di !
v) P T, ., T ) Toyy ooy Too]

— 1)y 1 ey B
=( gk + 1, b, o ?“"‘]——vc, se [h+1, h,,.., hy] divide

(h+1, by, B
o=—17

nel caso opposto. In particolare risulta t*0) = — v, ©0) = 0 e, per
t=—v,, —v;+1,.., 0, dalle (1.5) si hanno i punti {4, k) (a coordinate infere
non negative) i quali, appartenendo alla (1.3), sono di ordine di infinitesimo
minimo rispetto ad w. Corrispondentemente a quelli fra essi che danno lnogo
in (1.1} a coefficienti as =0, ossia, come diremo sempre nel seguito, che
sono punti del diagramma di Newton di (1.1}, si ha 1’equazione

e tj)

Zogat = O,
ik

le cui radici distinte sono, per la supposta unicitd e inscindibilitd del ramo
(1.2) di (1.1), tutti e soli i numeri che si ottengono moltiplicando a, per le
vy radici v,—esime dell’ unith. Pertanto risulta

(1.6)

v
2 axa® = ag(a’° — a,’%)’.
ik

Lia prima polare, C'(P), rispetto a C, di un punto P, che in tutto il seguito
supporremo tacitamente non appartenente a C, di coordinate omogenee x,,

{3} Definite in maniera ricorrente dalle relazioni
[bi] = bi ‘ lbu b?] = bibQ -+ 13 [bn Ty bp—~2 s bp—i 3 bp] - [bu A bz’vi]b}) + [bu e bp—-?] (ng);
cfr. ad es. [4], pag. 49.
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Yo+ 2,, ha equazione
of of of _
(1.7} °§§:+y°a—y+z"§§_0'
Nei nn. 1 - 5 studieremo la composizione della singolarita di C'(P) in O
nell’ipotesi che sia y,3=0, ossia che P non apparienge alla langenle al ramo
{1.2) in O.

Posto u = vi’ v=" :“ P', a norma della (1.6), uno dei lati della poligo-
o o

nale delle separatrici del diagramma di Newton di (1.7) relaiive ai rami di C'(P)
uscenti da O, & il segmento di estremi (0, v—1), (¢, =v +p—o, b, =u —1).
A questo lato, per la (1.6), corrisponde nella (1.7) un sistema, I',, di =,
1<n,<v,—1) rami

vt

(1.8} y=a,0" + .

di ordini A,u tali che le Ay = vg — L.
' rhw
Se v divide p, se ciod a2 * non & un termine caratteristico di (1.2),
risulta v, =v, e la poligonale cercata si riduce al solo lato di estremi
(0, v—1), (v+p—1, 0); corrispondentemente i lati di (1.7) passanti per O

sono tutti e soli i rami di T',. Per semplicith supponiamo che ¢id non accada,
vt

supponiamo ciod che ax v sia un termine caratleristico di (1.2). Questa ipo-
tesi non restringe la validitdh delle nostre considerazioni poiché, se non fosse
verificata, si passerebbe ai termini successivi dello sviluppo (1.2) fino al
primo termine caratteristico, nel modo che indicheremo nel n. 4.

Se in {1.7) figura non nullo il termine in a**+~!, se ciod, al diagramma
di Newton di (1.7) appartiene il punto (v + p — 1, 0}, i coefficienti corrispon-
denti ai termini di ordinata positiva compaiono soltanto in y(,% e 1’ esiremo
della poligonale sull’asse k=0 ha ascissa i<v-+p—1. Se i<v4p—1,

il coefficiente corrispondente in (1.7) compare anch’esso soltanto in yog—i.

Al punto (v 4+ p — 1, 0) corrisponde invece in (1.7) il coefficiente
@o(V )y 4po + YoOypp—is» il quale risulta diverso da zero se, e soltanto se, P
non appartiene alla retta

(1.9) (v 4+ Wy ppi + By = 0.

Supponiamo di avere determinato i vertici (4,, k), (2, &), ., (8515 Krey)y
(r=1) con k, >k >..>k._, >0, ai quali corrispondano in (1.7) termini
figuranti solamente in g, =~ , e ricerchiamo, quando esista, il vertice succes-

-] ay

sivo {7,. k,).
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Essendo I, ’insieme dei punti (¢, k) appartenenti al diagramma di Newton
di (1.1) per i quali k< %,_,, quando I, non sia vuoto indichiamo con (#, ¥/)
il punto di ordinata minima fra gli (¢{, k) di I, per i quali I’espressione
{8 — 4,_/\ky—, — k + 1) prende il minimo fra i valori assunti in I,. Si ha
allora che:
1.o) Se esiste in 1, qualche punto (i, k) per il quale sia

P — by, v+ p—1—4,,

(1.10) | - !

si ha k' > 0, e risulta

bp=1, k, =k —1.
Se invece non esiste in I, nessun punto che soddisfi alla (1.10} e se P non
appartiene alla (1.9) si ha: i, =v +p—1, k. =0.
Resta da esaminare il caso in cui la (1.10) non sia soddisfatta da nessan
punto di 7, e P appartenga alla (1. 9). Risulta allora necessariamente

{1.11} (LM.P_(;,_*_“‘ = av_*_p__h‘ R — av_’_p‘_g{ = Oe

In tali ipotesi dalla l.a) segue che se si immagina di far variare P, supposto
inizialmente non appartenente alla (1.9), la composizione della singolarita
di C'(P) in O rimane invariata fino a che P mnon giunge (né sulla retta
y =0, neé) sulla (1.9). Ma allorché P cade su questa retta, la singolaritd si
altera. Cid prova che, se valgono le (1.11), 1a (1.9) & covariante proiettiva alla
(L.1) (¢). Quanto alla singolaritd che nasce per C'(P) allorché P giace sulla (1.9),
mostreremo con esempi che essa dipende in maniera essenziale non soltanto
dagli indici ¢ ¢ %k dei coefficienti @i 34=0 di (1.1}, ma anche dal fatto che
siano o no soddisfatte certe relazioni fra tali coefficienti, le quali riflettono
tanto le particolarith proiettive del ramo (1.2) quanto le posizioni particolari
di P sulla (1.9).

Un esempio in proposito & quello analizzato da B. SgsRE in [12] (pag. 29) ().
Un altro esempio & offerto dalla curva C di ordine N (> v + 1), di equazione

Y+ 0y 2T Yo, Y) - 0yaa(@, Y) - Puaal®, Y) o 98, ) =0 (a4 F0),

ove le g,(x, y) sono forme di grado j in «x, y, la quale passa per I’ origine O
delle coordinate con un ramo superlineare ordinario di ordine v tangente

(6) Questo & gid stato altrimenti provato da E. Bompiant [1] per le cuspidi ordinarie.
e da C. F. Maxara [8] per i rami ordinari di ordine qualungue (cfr. anche [9]).

(") Lia eurva ivi considerata ha equazione yi? 4 xi#3=—=0 Per essa risultano verificate
evidentemente le (1.11), la retta (1.9) coincidendo con ’asse delle y. Essa ha in 0 la carat-
teristica (0208 ... 020 03,0%,05,0,0L]) e 1a prima polare di un punto generico nel piano ha
la caratteristica (010 ... OLOMQL[ 0} 07,0%0%,050%]). La prima polare di un generico punto
dell’asse y & spezzata: nella retta 1 + ay =0, nell’asse « contato 11 volte, e nella retta im-
propria contata 100 volte. Allorehd il punto coincide con il punto improprio dell’asse y la
prima polare si spezza nell’asse y contato 11 volte e nella retta impropria contata 101 volte.
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all’asse delle x. Essendo (0°0]0:... 0}]) la caratteristica del ramo, la prima
polare, C'(P), di un punto P generico nel piano passa per O con un ramo
superlineare ordinario di ordine v — 1 tangente all’asse delle x; ma se P
appartiene alla (1.9), quando sia

(1.12) VU &y + 20,5y, +0
la C'(P) passa per O con un ramo superlineare ordinario di ordine v — 2 e, se
(1.13) (v + 2)0y 20y + Cypisly + (N — v — 1), 4408, 0,

con un ramo lineare avente un contatto del primo ordine con 1’asse delle .

Esaminiamo il caso in cui la (1.12) non sia soddisfatta. Poich® per ipotesi
P appartiene alla {1.9), ¢id accade se, e soltanto se, risulta 2(v + 1ja, 0y —
—va} = 0; se ciod coincidono le due rette

(1.14) X{VZLHG’VH«»WZ + V0, XY + Oy_yy =0,

che costituiscono la coppia polare seconda della tangente a C in O rispetto
al gruppo di rette che da O proiettano le intersezioni della retta impropria
(ossia di una gqualunque retta non passante per 0) con la generica curva di
ordine NV che abbia in comune con C 1 elemento cuspidale E, 4., di origine O,
e ciod che passi per O con un ramo il quale abbia v(v-+ 1)+ 3 intersezioni
riunite in O con C.

In tal caso, se. essendo verificata la (1.13), risulta

(1.15) (v — Doy _y5y + 305 o5y, F 0,

C'{P) passa per O con un ramo superlineare ordinario di ordine v — 3 e con
un ramo cuspidale ordinario, entrambi tangenti all’asse wx.

Il fatto che non si verifichi la (1.12) costituisce una particolaritd proiettiva
dell’ elemento cuspidale E,,, .. (*), ed una ulteriore particolaritd proiettiva
costituisce il non verificarsi della (1.15). L’esame di questo caso si svolge in
maniera analoga alla precedente, e pertanto, anziché occuparci di esso, sup-
ponendo anzi per semplicith che sia verificata la (1.12), veniamo al caso in
cui non sia soddisfatta la {1.13), al caso cioé in cui il punto P coincida con
I'intersezione della (1.9} e della refta

(V4 2)y 00 + Wyy ¥ + (N —v — Yy gy = 0.

In tali ipotesi C'(P) passa per O con un ramo superlineare ordinario di ordine
y—2 e con un ramo lineare avente in O con la retta y =0 un contatto
almeno del secondo ordine. E questa costitnisce una particolarita di P sulla {1.9).

(8) Infatti in tal caso le dume refte (1.14) coincidono con la (1.9) e per conseguenza
¥ elemento Byy.iyt non determina che I'asse y del riferimento proiettivo che in generale 8
intrinsecamente determinato dallo Eyi;,viy, di C ([9], pag. 283). Quande sia soddisfatta
la (1.12}, Eyy-t+ dotermina Passe y e, a meno di una irrazional t& quadratica, la retta unita.

Annali di Matematico 28
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Supponiamo di avere determinato i vertici (0,v—1), (¢, %,) (r=0, 1, 2,...),
della poligonale delle separatrici di (1.7), i quali danno luogo a lati consecutivi
di tale poligonale aventi i coefficienti angolari ordinati in una successione
crescente.

Essendo ¢, e ¢, rispettivamente i quozienti di k,_, —%. e ¢, —i,_, con
il loro massimo comun divisore 3,, al lato avente per estremi (¢,_,, %,_,)
e (¢, k,) corrisponde in (1.7) un sistema di m, (1 <<, < 3,) rami uscenti

da O ed aventi come prime coppie caratteristiche (°) ¢, e o,, ordini 0,
m

essendo i A (s =1, 2,..., m,) interi positivi tali che ?s W =3,

2. Sia X il sistema lineare delle curve algebriche piane di ordine N
passanti per O con la singolaritd data dai primi termini di (1.2) fino al g-esimo
termine caratteristico. Fissata in ¥ una C che soddisfi alle ipotesi enunciate
all’inizio del n. 1, che cio® passi per O con !’unico ramo (1.2), e fissato un
punto P non appartenente alla tangente a (1.2) in O. le considerazioni del n. 1
permettono di determinare la composizione della singolaritd in O della prima
polare C'(P) di P, e quindi, quando siano completate nel modo che illustreremo
nel n. 4 per cid che riguarda i gruppi successivi al primo gruppo satellite
sul ramo (1.2), esse forniscono le molteplicita con cui figurano in C'(P) i punti
della caratteristica di (1.2) in O. Da tali considerazioni risulta come, limita-
tamente al primo gruppo di punti liberi ed al relativo gruppo satellite, queste
molteplicitd dipendano in maniera essenziale dagli indici i e k& di aleuui fra
i coefficienti ai non nulli che figurano in (1.1), e quindi, come la determi-
nazione di esse debba essere fatta, volta per volta, dipendentemente dalla
particolaritdh di C in X. Se P non appartiene alla (1.9), oppure se non sono
soddisfatte le (1.11), gli indici ¢ e k di tali coefficienti sono coordirate di punti
appartenenti alla regione, 4, costituita dal triangolo avente per lati le rette (1.3),

(2.1 (V= (v + p— V)b = (v 4 pjiv — vo) +

e k=1, inclusi i punti degli ultimi due lati. In tali ipotesi, la porzione
della poligonale delle separatrici corrispondenti ai rami di C'(P) uscenti da O
e distinti da quelli di T',, da luogo, quando venga sottoposta ad una traslazione
di una unith nel verso positivo dell’asse k, ad una poligonale appartenente
a A, concava verso tale direzione ed avente per estremi i punti (v + p — v, u)
ed un punto della retta k = 1. Viceversa, considerato I’insieme, S, di siffatte
poligonali e fissata ad arbitrio una di queste, esiste una C di X, passante
per O con un unico ramo superlineare (1.2) e tale che la C'(P) di un generico
punto P del piano presenti una poligonale delle separatrici, corrispondenti

(°) Adottando una mnomenclatura diversa da quella di EnriQues e Cumisini, diciamo
s-esime coppie caratieristiche i due termini p, e g, (primi fra loro) dei numeri caratteristici
psla, di HavrHEN [7).
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ai rami di C'(P) uscenti da O, costituita dal segmento di estremi (0, v — 1),
(v +p—wv, u-—1) e dalla poligonale ottenuta traslando quella prefissata di
una unitdy parallelamente all’asse k e nella direzione negativa di questo.

Nell’ insieme S esiste una poligonale, L, tale che all’interno di quella
delle due regioni, nelle quali essa divide 4, al cui contorno appartiene il
lato (2.1) non esiste nessun punto a coordinate intere. Determiniamo i vertici
di L. A tale scopo, premeftiamo le seguenti proposizioni sulle frazioni continune
finite regolari (*‘)

1
15,

1]

2

1 ; 1 _[bM bn bz;-"; bn»——u bn}

b+ e 70 = 1By, bay s Bues Bl

il

che chiameremo brevemente frazioni confinue; in esse i numeri b, (0 <<r<n),
che diremo fermini della frazione countinua, sono interi, positivi per r = 1.

2.a) Date le due frazioni continue

1] 1 . 1] 1
B_bo+l—b;+...+b—n, G_°°+[T,+"'+cm’

risulta B = C se e soltanto se: m=n ¢ b, =c, per r =0, 1, 2, ..., n; oppure
m=n—1, b,=1,b,=c¢, r=0,1, 2,.., n—2) e ¢yuy = by, + 1. Suppo-
nigmo invece che sia b, =c, per r=0, 1, 2, ..., s (s<m; s<m) e b, Fc,p,-
Risulta B < C se e soltanto se: per s pari & by, > ¢,y €, per s dispari, é
beart < Coiu-

2.b) Siano date le tre frazioni continue B, C e

1] 1
D_d°+}—¢i:+"'+él_, .
Se B<(C<Deseb.=c,=d, per r=0,1,...,8 con s <n, m, |, ¢y, deve
appartenere all’ intervallo (b,y,, dsy() estremi inclusi.
Veniamo alla determinazione dei vertici di L. Il lato uscente da

{v + 1 —v, u), di una qualsiasi poligonale di S, ha per estremi questo punto
ed un punto (4, k) di 4 il quale soddisfa alle relazioni

Vedp (v, —1p v —1
v S Tu—k Su—1-

(2.2)

NelVinsieme di tali punti, quello, (¢, k), che, insieme a (v -+ p — v, u), racchinde
un lato di L, risulta univocamente determinato in quanto & il punto di ordinata
minima fra quegli i, k) di 4 per i quali (§ — (v, — 1)v)/(# — k) assume il minimo
dei valori soddisfacenti alle (2.2).

{t*) Cfr. ad. es. [10], Cap. II.
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Sia:
. v+ B 1] 1]
(2.3) “h+1+1h + . +lha—g+?é; (he = 2),
t— (v — 1Jw 1] 1 1
—_— =gyl = —
'M‘_‘k la la’l—{ al'

Dalla proposizione 2.a), tenendo conto che (¢, k') deve appartenere a 4, si deduce
che risulta
i—(o— 1l __ 7 —(vg—1p
wu—k — u—k

se e soltanto se, quando o & dispari, si ha:
r=o, a, =h, (s <o), Qg = N — 1,
oppure, quando o & pari, si ha:
r=ao—1, a, = h, (s < al.

Se ¢ & dispari, la retta uscente da (v + 1 — v, u) ed avente coefficiente angolare
eguale all’inverso cambiato di segno del numero ora determinato, possiede
uno ed un solo punto a coordinate intere appartenente a A4 e distinto da
(v +p—w, u); esso & il punto (¢, k') cercato, ed ha coordinate

2.4) P =y p—[ha1, b,y hosd], K =[hy e, hoi):

Quando o & pari, i punti (a coordinate intere) di A appartenenti a tale retta
e distinti da (v + p — v, #) hanno coordinate

i=v4+p—[h+1, b, hy—7], E=1h, .., he —J)
ove j=1, 2,.. , h,. Ponendo j = h, si ottiene il vertice di L
(2.5) f=v+p—[+1 b, byl E=[h,yu, by

Indicando con p il massimo numero pari minore di o, le coordinate (2.4)
e (2.D) possono denotfarsi con

(2.6) t=v4p—[h+1, h,., k) F=lh,.., k)

Se [, ..., B]>1, il lato di L successivo a quello ora determinato ha
per estremi (¢, ¥) ed un punto, (¢, k”), appartenente a A4, per il guale
i — v+ )+

— K

" — ¢)(K — k') ha valore maggiore di e pilt prossimo a

questo. Essendo

i — 12’ 1 | 1/, 1
dalla 2.a), tenendo conto che (¢, k") deve appartenere a 4, si deduce che:
r=p—1, b, = h; per s<<p 1. I punti di 4 (a coordinate intere) appartenenti
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alla retta passante per (¢, k') e di coefficiente angolare (k" — %)/(i” — ¢) hanno
coordinate

p=v4+p—[h+1, hy,.,h b,—jl k=(h., hy—j]
con j =1, 2,.., h,. Per j=h, si ottiene il vertice (¢", k") di L:
"=v4+p—Th+1 by, .., b, B =T[hyy s Bps)e

Iterando le considerazioni svolte, si conclude che:
2.c) Le coordinate dei vertici di L successivi a (v 4+ p.— v, u) ed ordinati
per ascisse crescenti si ottengono dalle relazioni

2.7) i=vap—[h41, by, Bl k=[h,., hal,

ponendo ¥ =p, 0 —2,.., 2, 0 (per ¥=0: hy,=h+1; k=1).
Al segmento avente per estremi i punti forniti dalle (2.7) per & = ¥,
¥ = &, + 2, appartengono i punti di coordinate intere

{28) ?,:V—i—p.m[h—l— 1’ hu"', hﬁoy hﬁo-&:u 72]’ k:[h'l"": hﬁoy hﬂoln 7]]7

con =0, 1, ..., Bos.

Alla regione determinata in 4 da L e da (2.1) appartiene forse qualche
poligonale di S distinta da L ?

Poiché anche il lato (2.1) & una poligonale di S, la risposta a tale questione
¢ affermativa allora, e allora soltanto, che L mnon giaccia su (2.1). Vale in
proposito la seguente proposizioue:

2.d) L giace su (2.1) se, e soltanto se, risulta h =0 e o < 2.

Si verifica immediatamente, infatti, che se h =0 e o << 2 vale 1’ asserto;
inversamente, se L coincide con il lato (2.1), & anzitutto 2 = O in quanto
I’estremo di L sul lato £ =1 di 4 coincide con il punto (v + p — 1, 1). Poiché,
inoltre, L si riduce ad un solo lato, si ha p =0 e quindi s =1 oppure ¢ = 2.
In tal caso, essendo
2.9) %:-ll—_h—f-bi—‘_i }«.1,
risulta: 7 =0, s=1, ed inoltre: , =h,—1,se s=1, oppure h, =h,,se s=2.

Supponiamo che la 2.d) non sia soddisfatta, cosicché a S appartenga
qualche poligonale distinta da L. Fra queste ne esiste una, L,, non avente
nessun vertice in (v4-p— [k +1, b, ..., b}, [k, ..., B}, che insieme a L ed
al lato £ =1 determina in 4 una regione all’interno della quale non esiste
nessun punto a coordinate intere. A norma della 2.a), si riconosce che:

2.e) La poligonale L, si ottiene da L, quando o sia pari, considerando
i punti di coordinate i =v-+p —{h+1, b, ., oy + 1], E=T[hy, ., by -+ 1],

210) i=vap—[h+1, by, by—1)  E=[h, ., b,—1],
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e sostituendo alla porzione di I che li connette il segmento che li ha per
estremi se h,,, << 2, oppure, se h,,, =3, ¢ due segmenti che hanno tali punti
come estremi ed hanno come vertice in comune il punlo di coordinate

2.11) i=v4p—2h+1, b, b, =20k, .., h).

Se ¢ ¢ dispari, L, si otiiene da L considerando i punti (v + p — v, u) e (2.10),
e sostituendo alla porzione di L che li conmnelle il segmenio che li ha per
estremi, se 2<h,,, <3, oppure, se h,,, > 3, i due segmenti che hanno tali
punti come estremi e come vertice comune ¢l punto di coordinate (2.11),

Le considerazioni precedenti si lasciano facilmente generalizzare, e per-
mettono di determinare in S quella poligomale, Ly, che non ha nessun vertice
nel punto (v +p — [ 41, by, .., he,), [By, .., Be)) (¥, pari, 0 <<, <p) e che
determina, insieme a L, una regione di 4 internamente alla quale non esiste
nessun punto a coordinate intere. Vale al riguardo la seguente proposizione:

2.f) Quando ¥, > 0, tale poligonale si oltiene da L considerando i punti
v p—[h+1 8., hoy), By s Boggr)), (v +p —[h+1, By, oy By,
By hoy]) € sostituendo alla porzione di L che li connette: il segmento
che li ha per estremi se hgy,, << 2 oppure, se hs,py =3, ¢ due segmenti
che hanno per estremi tali punii ed hanno come wverlice comune ¢l punio
v+p—2h+1, h,.., ke, 2[h,, ..., he)). Se ¥, =0 la poligonale L, esiste
in S se, e soltanto se, h > 0 e, in tal caso, essa si ottiene da L sostituendo al
segmento di estremi (v +~p—[h + 1, b, + 1}, b, + 1), (v + p— (h + 1), 1) quello
di estremi (v +-p— [ +1, b, 41}, h,+ 1), v4-p—h, 1), se h, <2, oppure,
se h, =3, © due segmenti che hanno per esiremi tali punti e come wvertice
comune il punio (v + p — 2(k + 1), 2).

OSSERVAZIONE. -~ Se h =0, la poligonale L, ottenuta da L nel modo
indicato non & contenuta totalmente in A, ma gode ancora evidentemente
della proprietad che, internamente alla regione determinata dalla retta k=1
e dalle due porzioni di L e di L, aventi per estremi rispetiivamente i punti
(V“{-}L—*[I, h{+1]’ hi+ 1}} (V-}‘}L—l, 1} © {V+%"—{1a hx+1ja hx+1}
(v + 1, 1), non esiste alcun punto a coordinate intere.

3. In questo numero e nei snccessivi applicheremo i risultati del n. 2
alla determinazione delle molteplicitd nei punti multipli infinitamente vicini
a O, sul ramo (1.2), della prima polare ('(P), rispetto a C, di un punto P
non appartenente alla fangente a (1.2} in O.

Essendo

¥ v
(3.1) (0°01... OnO0ia[Ohs2 oor Ok, Oimnt voo Ohimimy Oktmcthott oo Ottty eoshs

la caratteristica di O (limitata per il momento al primo gruppo di punti
liberi ed al relativo gruppo satellite (n. 1)), dalla 2.a) si hanno anzitutto le
seguenti proposizioni.
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Nell’ipotesi che P non appartenga alla tangenfe al ramo (1.2) in O:

3.a) se un ramo, v, di C'(P) uscente da O, passa per un punlo O; di (3.1),
con h+h, + .. 4+hyy <j<h+h +.hy,+hy 0O<2l<o; h_ =0,
hy =h, 0,=0), v passa necessariamente anche per & punti Oy, Ojyo, .
Oh+hi+...+hﬂ+1 .

3.b) se v passa per il punio Opyy gon, , 1 <20—1<0; by > 1),
e se le molleplicita di v in Oh+h£+...+hﬁ_1 e nel punito, O, successivo di
Oh+n‘+...+h2,~, su v, sono eguali, O é un punto libero.

Dalla 3.0) segue in particolare che, non appartenendo P alla tangente
a (1.2} in O, i punti O, O, O,,..., Oy, Op,,, costituenti il primo gruppo di
punti liberi di (3.1), figurane in C'(P) con molteplicith positiva, eguale a v — 1
per i punti O, O,, O,,..., O,, e compresa fra v, e v—1 per O,,, (). La
molteplicity di C'(P) in O,,, pud raggiungere 1’ estremo superiore v —1 se
I > h (**), oppure se sono soddisfatte le (1.11) e P appartiene alla (1.9). Se
invece i = h, quando P non appartenga alla (1.9), oppure quando non siano
soddisfatte le (1.11), la molteplicitd di Oy, risulta compresa fra v, e v -+ &,
estremi inclusi.

Indicando con I' il sistema dei rami di C'(P) uscenti da O, & chiaro che
se, e soltanto se, b > h, esiste in ¥ qualche curva C, passante per O con il
ramo (1.2), tale che nella .C'\{P) di un punto P generico nel piano non esista
nessun ramo di I' —I', passante per 0,,,. In generale, fissato in (3.1) un
punto appartenente al primo gruppo satellite, ci si pud domandare quali
siano le condizioni caratteristiche affinche esista in 2 qualche curva, passante
per O con un solo ramo (1.2}, tale che nel sistema I' —T, dei rami della
U'(P) di un punto P generico nel piano non ne esista alcuno il quale passi
per il punto prefissato in (3.1} (*¥).

A tale questione risponde il seguente teorema, che completa le conclu-
sioni di 3.a) e di 3.b), e che si dimostra in base alle 2.0) e 2.b):

8.c)se hy=nh; per j=0,1,.., 20—1, con 0 <2l —1 <0, la prima

{(14) Questa proposizione generalizza, limitatamenie alle curve algebriche piane, quella
stabilita da B. SeerE a pag. 28 di [12].

(?) Oid accade ad es. per la curva y!? + 12 =0 considerata da B. Srers ([12], pag. 29)
quando si costruisca la polare di un generico punto del piano (cfr. (7).

{13) Questo problema, nel caso dei rami (L2) di genere uno, per i quali T, & vuoto,
equivale a chiedersi se esista qualche C di Z tale che la C'(P) di un punto P generico non
passi per il punto prefissato in (3.1). Hsso presenta notevole interesse poiche, nella teoria
delle singolaritd secondo M. N6THER, il fatfo che le prime polari passino per i punti n-pli di C,
con molteplicitd effettive eguali & n—1 almeno, interessa soltanto in gquanto permette di
concludere che i punti multipli di €, infinitamente vicint a 0, sono in numero finito ([6]
pag. 409 [13]. pag. B12-316); ora, per giungere a questo risultato, basterebbe provare che le
prime polari passano per i punti maltipli di C con wmolleplicita effettive non nulle. Ma, come
ha provato B. SEGRE con esempi (|12}, pag. 29), e come preciseremo in seguito da un punto
di vista generale, I'ultima proprietdh non sussiste.
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polare C'(P) di un punto P generico wnel piano rispetto a una C di T passante
per O con un ramo (1.2), é tale che il sistema I' — T, contiene necessariamente
qualche ramo passante per O, O, Oy, e, Opynptng er Risulta hey = hy,,
e la condizione necessaria e sufficiente affinché esista in L una C soddisfa-
cente alle ipolesi sopra delle, e lale che T — T, non confenga nessun ramo
passante per Opin 4..vny+2, € Cche sia hay < hgr. Se hy = hyy, e quindi,
necessariamente, Ry == hyyyy, la condizione necessaria e sufficiente affinché
esista una C fra quelle sopra indicate tale che I' —T', non conienga mnessun
ramo passante per 9"+h;+~-+hzz+”’ 2 <<m<<hy,,) é che sia: Prary <t — 1
guando 21 + 1 <o, by <<m — 1 quando 2] + 1 =o.

Questa proposizione non vale perd nella ipotesi che C soddisfi alle (1.11)
e P appartenga alla (1.9).

Diremo che C soddisfa alle condizioni T,, quando al suo diagramma di
Newton appartengono i vertici della poligonale L (considerata mel n. 2),
escluso al pit Vestremo di L sul lato £ =1 di 4, quando cio® in (L.1)
figurano non nulli i coefficienti @, cogli indici espressi dalle (2.7) per
y=p, p —2,..., 2. Si dira che C soddisfa alle condizioni T, se, oltre ad
essere soddisfatte le T,, si ha a,,y 40 3= 0. Osserviamo che, se p <v, le
condizioni 7, hanno carattere proieftivo intrinseco, mentre la presenza o
meno del coefficiente a,,,,, in (1.1} dipende dalla scelta dell’asse y nel
sistema di riferimento.

Dalle argomentazioni svolte nel n. 2 riguardo alla poligonale L, conse-
guono i seguenti feoremi.

3.d) Se C ¢ generica in I, C soddisfa alle condizioni T.

3.6) Nell’ ipotesi che P non apparienge alla iangente al ramo {1.2) in O
e che: se p > v, C soddisfi alle condizioni T; se p <v, C soddisfi alle condi-
zioni T, e P non appartenga alla (1.9), ¢ wvertici consecutivi, (i,, k,) dellw
poligonale delle separatrici di C'(P), successivi a (0, v - 1), (v +p — v, u—1)
(ossia corrispondenti ai rami di T —T',), hanno coordinate

(3.2) b=y p—[h+1, I, bl Fn=[h,, ., ha] — 1.

ove r=1+P—_‘;§'e Y=p, 0—2,..,2 0 (per ¥=0:1h,,.., hs]=1).

Posto per maggior compattezza: v =v,, h_, = —1, b, =h, O, = 0, abbiamo
visto nel n. 1 che al lato di estremi (0, v—1) (v 4 — v, u — 1) corrisponde
in (1.7) il sistema I, degli », rami (1.8) passanti con molteplicitd complessi-
vamente eguali a

v
& p * » .
(3.3) v, — ;. ber ciaseuno dei punti Oh+h‘+,,,+,,p__1“,..., 0,,.,.;,44....4.;.? O=p=oa).
a

Corrispondentemente al lato di estremi (v4+p —wv, w—1), (v+p—[h-+1,
Bogyony o)y [Py, B — 1), si ha in C(P): se o & dispari, un ramo di genere
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uno, avente coppie caratteristiche (B4 1, A, .., b, —1}, [h, ..., By —1], €
passante con molteplicitd eguali a:
(Ppsis Bpyaseny he—1], per ciascuno dei punti Onin 4., 41505 Onihroin, (0<p<o),
(3.4) 1, » » > > Onghppethy_Froeeer Obph potg—1
0, per il punto 0"+”5+"~+"'s;

se o & pari, un sistema di m, (1 <<m,<<h,) rami aventi prime coppie carat-
teristiche [ -+ 1, B, ., Boyl, [Byy o, Bo_y), ordini 2O (A, .., h,_,), ove

m

G
i A% (s=1, 2,..., m,;) sono interi positivi tali che I W =1, e passanti con
i

molteplicith complessivamente eguali a:

RolPopsss Bpggyenes Bro—,), per ciascano dei punti O;Hr;,ﬁ ekl Oh+h‘+,,.,+hp O<p<o—1),
(3-5) s, » > » > Oh+h‘+...+hc_2+u"-; Ok+h1+_..+ha_ 1

0, > » > > Onghidcth,_ iy

Corrispondentemente al lato di estremi (v+4-p—[h--1, &, ..., hs), [B,, ..., Ba]—1),
v+u—lh+1 ke, bos) (B, s Ro_o] — 1) (3 = 2), si ba in (1.7) un sistema
di my (1 <my<hs) rami aventi prime coppie caratteristiche [k + 1, &, ..., ho_—,],
[fys ey Po_y], ordini A [y, ., o], essendo i AP (s=1, 2, ..., mg) interi

positivi tali che Wéﬁs )\Lﬁ’:h@, e passanti con molteplicith complessivamente
eguali a: ‘
BolPpass Bpaasenes Ro i), per clascuno dei punti Oppn tihy,  tiseers Ot tt, O<p<d—1),
(3-6) hﬁ; » » » > 0h+hi+...+hﬁ_2+‘,---, 0h+h‘+...+hﬁ_ 1!
0, » > > > Ongh gty raseees
Sommando le molteplicita ora indicate, si ottengono le molteplicith com-

plessive con le quali i punti di (3.1) (appartenenti al primo gruppo di punti
liberi ed al relativo gruppo satellite} compajono in {1.7). Esse sono eguali a

Vop = 1, nei punti Oh'+h1+"'+hzl~1+‘ g are s 0h+h1+"'+hzl s
Valga s » > Oh+h‘+..4+hw+1; ey Oh—[—h‘+...+h2l P

econ 0 <2/ +1 <o, e sono egunali a
ve— 1, mei punti  Onpn tn,_+15 s Onghbotig—is Ot totings
se ¢ & pari; oppure, se ¢ & dispari, a
Vg, nei punti Ohj«_hﬂx.,.,_wrhg_ﬁ“..., Oh.i-hi+,..+ha—; ,
v, — 1, mel punto Onip

1+"-+hc *

Annali di Matemaltico 80
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Risulta cosl dimostrato il seguente feorema:

3.f) Se P e C soddisfano alle ipotesi enunciate in 3.e), vale la legge di
alternanza, limitatamente ol primo gruppo di punii liberi ed al relativo gruppo
satellite di (1.2).

Inoltre, se P e C soddisfano alle ipotesi di 3.e), C(P) passa per O con
un numero, #, di rami tale che

(3.7) n1+§_<,n£ni+hg+hg_2+...+hz,
se ¢ & pari, e
+1
(3.8) n, + Tl s w,+ Moy + Rgg + .o+ by, +1

se ¢ & dispari. Su queste diseguaglianze torneremo nei nn. 4, 5, stabilendo
delle limitazioni per #,. Ora mostriamo come esse possano interpretarsi, in
maniera unitaria, sullo schema grafico di ENrRIQUES del ramo (1.2). Supposto
di avere disegnato tale schema, fra i segmenti rettilinei appartenenti al
primo gruppo satellite distinguiamo i segmenti pari ed i segmenti dispari,
chiamando dispari quelli che nello schema grafico, supposto percorso a
partire da O, hanno come primi estremi Opi(, Opinihyi1,-, © chiamando
pari quelli che hanno come primi estremi Opinri, Onymturfiyr1,--: inoltre
considereremo il punto Oh._k;,1+__.+hg come costituente, da solo, un segmento di
paritd opposta a quella di ¢. Diremo che 0,,, appartiene al segmento dispari
che lo ha come primo estremo, e, in generale diremo che un punfo comune
a due segmenti appartiene a quello che lo ha come primo estremo nel verso
di percorrenza fissato. Le diseguaglianze precedenti possono allora interpre-
tarsi nel modo seguente:

3.9) Il numero dei rami di C'(P) che passano per O, é compreso fra la
sommma, di n, e del numero dei segmenti pari appartenenti al primo gruppo
satellite, e la somma di n, e del numero dei punti di (3.1) appartenenti a tali
segmenti.

Se il ramo (1.2) soddisfa alle condizioni enunciate in 2.d) la C(P) di un
punto generico nel piano rispetto ad uwna qualsiasi C di Z passante per O
con l'unico ramo (1.2}, soddisfa alla legge di alternanza. Supponiamo che (1.2)
non soddisfi alle condizioni 2.d).

Le proposizioni 2.¢) e 2.f) permettono allora di determinare la composi-
zione della singolarith in O della prima polare C'(P) di un punto P (non
appartenente all’asse delle x), rispetto alla generica curva del sistema Zy (C Z)
delle C di X per le quali risulta a3 =0 con é=v+p—[h+1, h,, .., hs),
kE=1h,,.., hs), essendo &, un numero pari compreso fra 0 e p, estremi
inclusi.
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A tale scopo, diremo anzifutto che una curva € di I soddisfa alle condi-
zioni U, quando nella sua equazione (1.1) siano non nulli i coefficienti au
corrispondenti ai vertiei di Lg, (n. 2); inolfre indicheremo con L'y, la poligo-
nale che si ottiene operando su Ls, una traslazione di una unitd, parallela-
mente all’asse %, nel verso negativo di questo. Dalle 2.e), 2.f) si ha allora che:

3.h) La curva generica di Xy, soddisfa alle condizioni Us,.

3.4) Se una C di Zs, soddisfa alle condizioni Us,, e se P soddisfa alle
ipotesi formulate in S.e), la poligonale delle separatrici corrispondenti ai 1ami
di C'(P) uscenti da O ¢ la L's,, escluso il caso in cui sia $,=0 ¢ p <.

Sommando alle molteplicita (3.3) le molteplicitd con le quali i rami di
C'(P) passano per i punti di (3.1), si ha il seguente teorema :

34) Sia 0<%, <p. Se C e P soddisfano alle ipotesi di 3.4} (escluso il
caso: &, =0, p < v), le molieplicita di C'(P) nei punti di (3.1) appartenenti al
primo gruppo di punti liberi ed al relativo gruppo satellite sono eguali a
quelle previste dalla legge di alternanza : in ogni punio, se hg,y==1; nei
punti distinti da  Onint.thgi s o 5 Onimtthg qs S€ ho = 2. Quando
he,1 = 2, le molleplicitcs in quei punti sono eguali @ v, 1+ 1 in Ohw‘mhﬁ,,,_j!_hm.l,
ed a vo1—1 i Oninpoing oo Quamdo hoga> 2, esse son0: veui+ 1, in
Ohthtnthgits Vootls 8 Opineeing 49y oy Obghpring o — 1, Vo — 1, in
Onthyt.thg g+

3.k} La 3.j) vale anche se ¥, = p, purche, nel caso in cui o sia dispori,
si ponga in essa h, — 1 al posto di he.ps.

Supponiamo ora che sia p <v. Il comportamento di ((P) in O nel caso
che P non appartenga alla (1.9}, e che C soddisfi alla condizione U,, & quello
determinato dalla 3.e). Il teorema 2.f) e 1’ Osservazione con la quale termina
il n. 2, permettono di stabilire il comportamento di C(P) quando P appar-
tenga alla (1.9). In tali ipotesi, e supponendo inoltre che siano soddisfatte
le condizioni T,, che sia @i, 1,021 mt1 =0 ed infine, se h =3, che sia
anche

2(v 4+ W)Wy 22 — (VP — 1)@;9—1 150
{(n. 1), vale il teorema:

3.l) Le molteplicita di C{P) wnei punti di (3.1} sono eguali a quelle pre-
viste dalla legge di alternanza : in ogni punio, se h, =1; nei punti distinti
do O,, 0,,.., Op, se h,=2. Se h, =2, le molleplicita, in quei punti sono
equali a p+ 1 in O,, ed a w—1 in O,; mentre, se h, =3, tali moltepliciti
sono: p+1,4im 0, p, in O,, .., Opa, t—1, in O,.

Le proposizioni 3.%; 4; j; k; I) mostrano che esistono dei rami (1.2} per
i quali la validitah della legge di alternanza non & condizione sufficiente
perche C e P soddisfino alle ipotesi di 3.e}. 1l seguente teorema permette di
caratterizzare tali rami.

3.m) Se lo molteplicita di C'(P) in O é eguale a v — 1, P non appariiene
alla tangente a C in O. Se per C(P) vale la legge di alternanza (sia pure) limito-
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tamente al primo gruppo di punti liberi ed al relativo gruppo safellite di (1.2), se

(39) h\‘)+1 >1 (=g, g 2,.., 0),
e se tnollre, quando ¢ sia dispari, ¢
(3.10) he > 2,

allora C soddisfa alle condizioni T, e, se la classe p di (1.2) & maggiore del.
Pordine v, anche alle T; se, invece, la classe ¢ minore dell’ ordine, P non
appartiene alla (1.9).

Infatti, se il punto P appartenesse alla y = 0, poiché v + 1 > v, uno dei
vertici della poligonale delle separatrici di (1.7) sarebbe il punto (0, v), e
pertanto O avrebbe per (1.7) molteplicith v anziché v — 1. Dunque P non
appartiene alla tangente a (1.2) in O e, per conseguenza, dalla (1.6) si trae
che uno dei lati della poligonale di (1.7) & il segmento avente per estremi i
punti 0, v—1), (v +p—o, u—1), il quale da luogo agli »n, rami di [,.
Dalle (3.3) si ha che questi rami passano con molteplicitd complessivamente
eguale a v,— 1 per ciascuno dei punti Oh—‘rhl—‘r...—:hg_ﬂ—la“-; 0h+h1+~--—l—ha~1:
Ongmy..in, - Poiché per ipotesi vale la legge di alternanza, se o & pari non
esiste in (1.7) alcun altro ramo passante per quei punti; mentre, se ¢ &
dispari, esiste un ramo di genere uno passante per tali punti, con moltepli-
citd 1,..., 1, 0. Per l'ipotesi (3.10), il punto successivo a Opinot...tn 1 SU fale
ramo & libero, e pertanto questo ha coppie caratteristiche eguali a
(h+1, by, hey—1]}, [B,,.., by — 1] Ad esso corrisponde, nella poligonale
delle separatrici relative a (1.7), il lato di estremi (v -+ p—wv, @ — 1)
v+p—[p+1, b ,.., by, [h,, .., Bs] — 1), e quindi nella (1.1) figura non
nulle il coefficiente ay di indici i=v+p—[h+1, k.., hea], E=[k,.., b1
Ciascuno dei punti’ Opon.in, i1 Onimy..in, . ha per linsieme dei
rami precedenti molteplicith complessivamente egunali a: v, —h; 8e o &
pari, v,_1 —1 se o & dispari. Dunque, se ¢ & dispari, per tali punti non
passa alcun altro ramo di (1.7), mentre, se ¢ & pari, si ha un sistema di m,
(1 <m,<h,) rami passanti per ciascuno di tali punti con molteplicitd com-
plessivamente eguali a A,. Dalla (3.9) segue che il successivo di Oh+h1+...+hcﬁ1
su tali rami & libero. Per conseguenza, essi hanno prime coppie caratteristiche
eguali a [h+41, by, ., By_i), [B,, e, Boa),  ordini A [h,, ..., B,_], essendo

Mg
i W9 (s=1, 2, .., m,) interi positivi tali che 3, A = h,. Essi danno lnogo al

i

lato della poligonale relativa a (1.7) avente per estremi i punti (v+p—o, u —1)
v+p—+1, Rk, ., hes, [I,,.., hys]— 1). Pertanto nella (1.1) & aix &= 0,
con i=v+p—[h+1, k., by, k=1[h,,.., h,_9. 1l ragionamento pro-
segue per induzione. Giunti al vertice (v-+p—{h+1, b, k), (A, k] —1),
e determinato il vertice successivo (v+ p— (b + 1), 1), il teorema risulta
completamente dimostrato non appena si tenga conto della l.a) e delle con-
siderazioni svolte nel n. 1 a proposito della (1.9).
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4. Supponiamo che il genere g del ramo (1.2) sia >1 (oppure che il
termine asw;r_p non sia un termine caratteristico di (1.2)}, e deferminiamo le
molteplicitd di C'(P) nei successivi gruppi di punti liberi e nei relativi gruppi
satelliti di (3.1). Consideriamo una qualsiasi C di Z passante per O con
Iunico ramo (1.2t, e ricordiamo che, qualunque sia la particolarita di una
tale C in 2, e quindi qualunque sia la poligonale delle separatrici relative
al rami &i C'(P) uscenti da O, uno dei lati di tale poligonale ha per estremi
i punti (0, v—1) (v+p—v u—1) e di luogo al sistema T,. E chiaro
che quelli di T, somo gli wnici rami di C(P) che possono avere punti in
comune con ¢ punti di (3.1) successivi al primo gruppo satellite. Allo scopo di
determinare questi ultimi, cerchiamo i coefficienti di (1.1) che intervengono
nella determinazione di a,. Posto ([2], pag. 47):

(4.1) rx==t"  y=(a, + k"

la (1.1) si trasforma in una curva spezzata nella retta £ = 0 contata w(v - p)
volte, e nella

(4.2) f& m) = 2 A;k" =0,
F
ove
(4.3) 4, =3 (‘z‘> ana ™
N i :I‘c h ik, 5

la somma essendo estesa alle coppie di interi ¢=0, k= h, che soddisfano
alla (1.4) e sono coordinate di punti del diagramma di Newton di (1.1).
La (4.2} passa per 1’origine £=0, n =0, con un unico ramo, di ordine v,,
rappresentate dallo sviluppo
[
‘n = a,zgv" “+ ...

Pertanto considerazioni perfettamente analoghe a quelle del n. 1 portano a
concludere che i punti (§, k) del diagramma di Newton di (4.2) appartengono
al semipiano. o, delimitato dalla retta

(4.4) Vo 4 Wh = vop,

al quale non appartiene l’origine, e che tufti i punti (a coordinate intere
non negative) giacenti su questa retta appartengono al diagramma di Newton
di (4.2) dando luogo a coefficienti 4;, (s=0) tali che

i
h o Vit W oV g
(4.5) e
Jy B
ove Vv, denota il massimo comun divisore di ¢ e v,; i rimanenti punti del
diagramma di Newton di (4.2) hanno coordinate §, » che sono soluzioni non
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negative delle equazioni
Vof 4+ p'h = v + vy (l=1,2,..)

Per la osservazione fatta all’inizio di questo numero, e tenendo conto
della (1.8), si ha che la determinazione delle molteplicita di C'(P) nei punti
di (3.1) successivi al primo gruppo satellite pudo farsi mediante la trasforma-
zione (4.1). Per mezzo di questa, la (1.7) si trasforma nella retta £ =0 con-
tata (v — ljv volte e nella

o 3f
(4.6) w&&%+%£+w@?:a

I

ove, essendo { la terza coordinata omogenea, e E hanno le seguenti
espressioni (in coordinate non omogenee):

of o
Q=g b Wl )+ £ — ot 4L [
4.7 - o
1 d 2 3
:mg('v—#l)(vﬁ-p) )+u8£l [(u_lm'*"“a']é%"'ggs'
Nell’ ipotesi che sia y,3=0, dalle (4.6}, poich#
(4.8) v—u =1,

si ha che uno dei lati della poligonale delle separatrici relative alla (4.6) ha

per estremi i punfi (0, v,—1), (W — v, & — 1), essendo v' = v—l,L« wo=->.

b

¢}
Corrispondentemente a tale lato, si ha in (4.6) un sistema, [,, di %,, rami
(1£n2£\/o—r—1)

it
N = a8 + ...,

aventi prime coppie caratteristiche ', #', e ordini X', ove i A, sono interi

Ha
positivi tali che I i, =V, —1; la poligonale si riduce a questo lato, se il

vpperpl 4
termine @, ¥ non & caratteristico. Supponiamo che c¢id non accada, e
consideriamo i lati successivi. Poiché y,==0, dalle (4.6), (4.7) e (4.8] segue
che, se (§, k) & un loro vertice e se &' =1, a questo punto corrisponde in

of of f

{(4.6) un coefficiente (non nullo), il. quale appartiene a an e non a % x
E da qui P'analisi pud svolgersi in maniera analoga a quella segunita nei un.
precedenti, a proposito del primo gruppo satellite. Applicando infatti alla
retta (4.4) ed al semipiano «' le considerazioni svolte precedentemente a pro-
posito della (1.3) e del semipiano «, ponendo un apice accanto ai simboli la
introdotti quando questi si riferiscano alla (4.4) ed a o/, si dimosira che:
4.a0) Valgono le proposizioni che si otlengono dalle 3.a;b;e; f; h;i;4; k),
supponendo che P sia generico nel piano e sostituendo ai punii O, O, ..,
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Ohthyr..hy, © punti di (3.1) appartenenti al secondo gruppo di punii liberi e
R nid

(essendo per ipotesi a,x ¥  secondo termine caratteristico) al secondo gruppo
satellite; a v + p, v, rispettivamente W, v,; alle ay, le A espresse dalle (4.3) ;
ai rimanenti simboli gli omonimi dolati di apice.

Ad esempio, dalla 3.f) si ha che:

45) Se P ¢ un punito generico nel piano, e se C soddisfa alle condi-

zioni T', vale la legge di alternanza limitatamente al gruppo di punti liberi
e petp
ed al gruppo satellite dipendenti da ax *
Ripetendo per =, le considerazioni svolte a proposito della 3.g) si ha
inoltre che

4.c) Se P é generico nel piano e se C soddisfa alle ipotesi formulate in
3.e), 4.b), il numero dei rami di C(P) uscenti da O é compreso fra la somma
di n, e del numero zj_ei segminii pari dei gruppi satelliti di (3.1) corrispon-

Ve Vb ptp
denti ai termini ax >, ax ¥ , e la somma di n, e del numero dei punti
appartenenti o tali segmenti.
vptp

5. Il passaggio da a,x >  ai successivi termini di (1.2) fino al g-esimo
termine caratteristico, e corrispondentemente la estensione dei risultati stabi-
liti mei nn. 3, 4, ai successivi gruppi di punti di (3.1), avviene in modo
ricorrente e non presenta alcuna nuova difficoltd, rispetto a quelle gia incon-
trate nel n. 4, dando luogo a relazioni analoghe, anche formalmente, alle
precedenti.

Ad esempio, indicando con T, T®,.., T, le condizioni analoghe alle
T, T, scritte per i successivi coefficienti di (1.2) fino al g-esimo caratteristico,
si ha che:

5.0) Se P ¢é generico nel piano e se C soddisfa alle condizioni T, T’
T, .., T, C'(P) soddisfa alla legge di allternanza.

5.b) Se C & generica in X, C soddisfa alle condizioni T, I", T", ..., T™.

Iterando le considerazioni che c¢i hanno condotto alla 3.g9) ed alla 4.c,
si perviene a dimostrare che:

b.c) Se P e C soddisfano alle ipotesi enunciate in 5.a), il numero dei
rami di C'{P) passanti per O é compreso fra il numero dei segmenti pari che
figurano mei gruppi satelliti di (3.1) ed il numero dei punii apparienenti
complessivamente o tali segmenti.

6. A norma delle considerazioni del n. 5, non sard essenzialmente restrittivo
se nella parte rimanente del presente lavoro ci limiteremo a considerare il primo

gruppo di punti libert ed il relativo gruppo satellite di (3.1); supporremo anche,
v
come si & fatto fino ad ora, che tale gruppo dipenda da a,xz > . Faremo

inoltre I’ ipotesi che sia g = 1. L’estensione di molti dei risultati che otterremo,
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nel caso in cui sia g > 1. ai successivi gruppi di punti liberi ed ai relativi
gruppi satelliti di (1.2), potra farsi sulla traccia del metodo seguito nel n. 4.

Nelle ipotesi precedenti esaminiamo brevemente il caso, fino ad ora
escluso, in cui il punto P apparfenga alla tangente a (1.2) in O.

Uno dei vertici della poligonale delle separatrici relative ai rami uscenti
da O di C'(P) & il punto di coordinate ¢, =v + p— 1, k, = 0. Supponiamo
di avere determinato i vertici (¢,, k,), (¢,, k,) ..., (¢, kr_y), con r>1
e 4, >1%>..>1%._,>0, e ricerchiamo il vertice successivo (i, %,). Nel-
I'insieme dei punti (4, k) appartenenti al diagramma di Newton di (1.1),
consideriamo : il sottoinsieme, J,, dei punfi per cui 1 <é<4,_,; il sottoin-
sieme, J, dei punti (0, k} cui corrispondono in (1.1) coefficienti per i quali
ko -+ (N — Ejaorzo = 0. Nel caso che J, non sia vuoto, sia (¢, ¥) il punto
di ascissa minima. fra i punti di J, per i quali (¢ — k&, _,)/({,_, — ¢ + 1) assume
il minimo valore; analogamente, nel caso che J mon sia vuoto, sia (0, &) il
punto di J di ordinata minima. Vale allora la seguente proposizione :

6.0) Se J, non ¢é vuoto e se J é vuoto, oppure se

R
bpoy —1 + 1 Bpey

8t ha: i, =4 — 1, k. =E. Nei rimanenti casi: se J nown é vuoto, si ha i, =0,
k. =K', menire, se J & vuoto, (i,., k,) non esiste.
Poiche dalla (2.3) si ha
i 1 ] 14 1

(6.1) v = rﬁ'—;1+!~ﬁ: v - B’

in base alla 2.a) si prova che:

6.6) Nellipotesi che P appartenga alla tangente o (1.2} in O: se un ramo, y,
di C'(P) uscente da O passa per un punto 0, di (3.1). con b+ b, 4 ... +-h, < j <
Sh4h 4+ +hyy, 05204 1<o; h,=h), esso passa anche per i punti 01y,
Oitor s Ot ttny, it Se v passa per i punto Onipy.in, (0=20<o;
hey > 1) e se le molteplicitay di v in On+ni 4entn,, € Nel punto, O', successivo di
Ohth,+..thy, 8% Y, SONO eguali, O' & un punto libero.

In base alla (6.1) ed all’ identita

0, h+1, b, Byl =1h,,.., B, 0<p<o),

la 2.c) permette di determinare, nella regione del primo quadrante delimitata
dalla (1.3}, alla quale non appartiene I’ origine (0, 0", quella poligonale, L#, che
gode delle segnenti proprietd: ha per vertici dei punti a coordinate intere
(non negative); ha un estremo nel punto (v + p, 0) e I"altro sulla retta ¢=1;
insieme alla (1.3) ed alla retfa ¢ =1, determina una regione infernamente
alla quale non cade nessun punto a coordinate intere. Si ha infatti che,
essendo p* il massimo numero dispari minore di o:
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6.c) I vertici di L* successivi a (v—+p, 0} ed ordinati per ascisse decre-
scenti sono i punli che si ottengono dalle formule

(6.2) i=Th41, by, Bysl,  E=v —[h,..., ko,

per ¥* = p*, p*—2,.., 3, 1, ed il punio (1, v).

Dicendo che C soddisfa alle condizioni T* allorché al diagramma di
Newton di (L.1) appartengono i vertici di L* e indicando con L* la poligo-
nale che si otfiene traslando L* di una unitd nella direzione negativa del-
P asse 4, si ha che:

6.d) Se C é generica in I, C soddisfa alle condizioni T*.

6.e) Se (P appariiene alla tangente a (1.2) in O e) se C soddisfa alle
condizioni T* L* ¢ la spezzala delle separatrici corrispondenti ai rami di
C'(P) uscenti da O.

Determinando le coppie caratteristiche e gli ordini di quei rami, si
prova poi il teorema:

6.f) Se C e P soddisfano alle ipotesi di 6.e}, C'(P) possiede la moltepli-
cita effettiva vy, nei punti vy~pli di (3.1), e la molieplicita effettiva vy 4 — 1
net punti ve,.,~pli di (3.1), essendosi posto v, = v, e con U avverlenza che, ove
st trovi un vi_, con & pari wmultiplo del successivo v; (< vi_,), $i ponga
Vi == I’é@'\'; Vi, COR Vi = Vi,

Si dimostra inoltre che:

6.9) Se C e P soddisfano alle ipotesi di 6.e}, C(P) passa per O con un
numero di rami compreso (estremi inclusi) fra il numero dei segmenti dispori
del gruppo satellite di (1.2) ed il numero dei punti appartenenti a tali segmenti.

6.h) Se la molieplicita di C{P) in O é uguale a v, P appartiene alla
tangente a (1.2) in 0. Se le molleplicita. di C'(P) nei punti di (3.1), sono quelle
previste da 6.f), se inolire

(6.3) Box > 1 (9% = p*, o* —2 .., 3, 1),

e se, quando & ¢ pari, é anche h, > 2, allora esistono in (1.1) non nulli ¢
coefficienti oy i cui indici i e k sono le coordinaie dei vertici di L*.

7. Con la proposizione 3.f) abbiamo determinato delle condizioni suffi-
cienti affinche, per la prima polare C('(P) di un punto P generico, valga la
legge di alternanza, condizioni che, con la 3.m) abbiamo mosirato essere in
generale anche necessarie per la validitd di tale legge {**), dando cosl ragione
delle eccezioni rilevate da B. SEGRE. Vogliamo chiarire unlteriormente questo
punto, in gunisa da illustrare il modo in cui tali condizioni intervengono nella
dimostrazione originale della legge di alternanza. Questa dimostrazione ([6],

{(14) Tali condizioni sono necessarie soltanto per i rami che soddisfino alle (3.9}, (3.10),
come si & avvertito nel n. 3. Ma d’altra parte & chiaro che per i rami i quali non soddisfino
alle (8.9), (3.10) la condizione necessaria affinche valga la legge di alternanza, pur essendo
pit ampia di quella enunciata in 3.m), involge sempre un numerc finito di coppie (i, k).

Annali di Matematica a1



242 E. VesenTINI: Sul comportamento effettivo delle curve polari, ecc.

pag. 438 - 441) si ottiene imponendo a C('(P) certe molteplicitd virtuali nei
punti di (3.1), e determinandone le molteplicita effettive mediante i principi
di scaricamento e di scorrimento ([6], pag. 428 - 431). Ma & noto che tali
principi sono applicabili soltanto alla curva pin generale fra quelle aventi
assegnate molteplicitd virtuali. Sorge dunque la questione se, fissata una C
di Z, al sistema lineare delle prime polari C'(P) dei punti del piano rispetto
a C, appartenga qualche curva che, nei punti multipli infinitamente vicini
a 0, si comporti come la pilt generale curva fra quelle alle quali siano
imposte le molteplicitdh virtuali sopra dette. Le proposizioni 3.d; e; m)
mostrano come si possa dare una risposta affermativa a tale domanda
sollanto per la curva C generica di X, e la 3.e) determina i coefficienti di
(1.1) il cni non annullarsi caratterizza lé curve C di X che, rispetto alla
questione proposta, si comportano come la curva generica.

Quando si ricordi il significato aritmetico degli indici di tali coefficienti,
da quanto si & detto appare presumibile come analoghi fenomeni aritmetici
abbiano a presentarsi in un problema estensione di quello da noi accennato.
Tale problema consiste nella ricerca delle condizioni caratteristiche affinché
un sistema lineare (o, pili in generale, un sistema continuo) sufficientemente
ampio, A, la generica curva C del quale passi per i punti multipli infinitamente
vicini a O sul ramo (1.2) con molteplicitd effettive eguali a quelle indicate
in (3.1), contenga una curva C che presenti nei punti di (3.1) certe prefissate
molteplicitd virtuali e le cui molleplicita effettive siano quelle previste dai
principt di scaricamento e di scorrimento

Di tale questione contiamo occuparei in altro lavoro. Qui ci limiteremo
a considerare particolari valori delle molteplicitd virtuali, in modo da trarne
un altro significato geometrico per i coefficienti a; sopra detti.

Ferme restando le ipotesi formulate nel n. 6 per il ramo (1.2), consideriamo
# 41 curve linearmente indipendenti O,, C,,.., 0,, di ordine N, passanti
per i punti di (3.1} con molteplicita effettive eguali a quelle ivi indicate.

Sia A il sistema lineare descritto dalla curva C=2ZX;1,0;, e supponiamo
[}

che A sia sufficientemente ampio, in guisa che ad esso appartenga qual-
che curva che, nei punti 0, O,.., On, Onyiy ooy Ongngotn—1, presenti
molteplicitdh virtuali eguali a quelle indicate in (3.1) e che, nel punto
OH‘h1+"'+ho’ abbia molteplicitd virtuale eguale a quella indicata in (3.1)
aumentata di uno. Sia A, C A il sistema lineare minimo contenente tali
curve.

Applicando i principi di scaricamento e di scorrimento, si riconosce.che
le molteplicita effettive della pii generale curva avente le molteplicitd virtuali
assegnate sono eguali a: v+1in O, v in O,, 0,,.., Oy, v, in O,,,, ed a
vi— 1 nei rimanenti punti vi~pli di (3.1) (v,=1). Determinando i sistemi di rami
che danno luogo a tali molteplicita, si riconosce facilmente che, se sono sod-
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disfatte le (3.9) e (6.3), ad essi corrisponde nel diagramma di Newton di C
una poligonale, L, i cui vertici, ordinati per ascissa crescente, sono: un
qualsiasi punto (0, k) con k=v+ 1; il punto (1, v); i punti. che si hanno
dalle (6.2) per 9* =1, 3,..., ¥ — 2, o*; i punti dati dalle (2.7) per & =y,
¢ —2,.., 2, 0; un qualsiasi punto (¢, 0) con ¢ >v + p+ 1.

Essendo af, il coefficiente del termine in xiy* nell’equazione di C,

(=0, 1,.., n), consideriamo le forme
bix = E‘j Al »

i cui indici ¢ e &k sono eguali alle coordinate di quei vertici di L che hanno
le coordinate positive. Dalle argomentazioni precedenti risulta allora che:

7.a) La condizione necessaria e sufficiente affinché esista in A, qualche
curva le cui molleplicita, effeitive in (3.1) siano eguali a quelle previste dai
principt di scaricamento e di scorrimento, é che le suddette forme by siano
indipendenti dalle due forme by, e b,y .

Delle coppie di indici espressi dalle (6.2) e (2.7) puo darsi una interpreta-
zione algebrica, completante il gia ottenuto loro significato aritmetico (nn. 2, 6).
A tale scopo, nell’anello I{x, y] dei polinomi in due indeterminate a coefficienti
complessi, consideriamo l’ideale J{x, y] associato ([14], pag. 47) alla varieta
costituita dai punti di (3.1} (contati con la rispettiva molteplicitd) e gli ideali
Alx, y]. Bz, y), Clx, y], associati rispettivamente alle varieta

(0" 0,0, ... RO [OR120k5 - O3y Oiiacta o OkFatmaOR thyihta ),
(0+10°0, ... 040R[OF T2 OREs «vv OhFim Okt tietr oo Ohitnihy Oiita ), (o =1)
(011010} ... OhORL[ON2 ORTS . ORTm O3 it v ORtma Ottt )

In ogni polinomio di Afx, y}, Blx, y] e Cla, y] mancano i termini, rispetti-
vamente, in a*t#, in g¥, e in a'+*, y*; nei generici polinomi di quegli ideali
compaiono invece i termini in «y®, i cui esponenti ¢ e ¥ sono le coordinate
dei vertici delle poligonali, rispettivamente: L, L* e L.
Dalle argomentazioni dei nn. 2, 6, segue che
7.b) Alx, y) ¢ Bz, y] sono gli ideali irriducibili dell’ideale J[x, y.
I loro minimo comune multiplo é I ideale Clx, y).

8. Dei coefficienti a;x introdotti nei nn. precedenti pud anche darsi
un’ interpretazione geometrica, piit strettamente legata alle curve C'(P).

Ad essa & necessario premeftere lo studio del caso in cui C passi per O
con un numero di rami maggiore di uno. Come ha osservato I’ENRIQUES
{[6], pag. 442), si pud passare ad esso, quando P & generico nel piano, consi-
derando, anziché C, una curva spezzata i cui rami osculino i rami di C
uscenfi da O, ed applicando il principio di formazione della polare rispetto
ad una curva spezzata. Si pud verificare la validita di tale affermazione,
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congiderando il diagramma di Newton di C. 8i riconosce allora che, se P
& generico nel piano, le molteplicith di ('(P) nei punti multipli di C infini-
tamente vicini a O su uno dei rami di C uscenti da O si ottengono applicando
a tale ramo le proposizioni stabilite nei nn. 1 - 6. Ad esempio, indicando
con: (1.1) Vequazione di C; (1.2) uno qualsiasi dei rami di C uscenti da O;
T, T,., T, le condizioni definite nei nn. 3, 4, 5 relative al ramo (1.2),
vale la seguente proposizione:

8.a) Se P é un punlo generico nel piano, e se C soddisfa alle condizioni
T, T, .., T, le molleplicita di C'(P) nei punii infinitamente vicini a O sul
ramo (1.2} sono quelle previste dalla legge di alternanza.

9. Tornando al caso in cui C passa per O con il solo ramo (1.2) (di genere
vt
g =1 e del quale a,x v & termine caratteristico), calcoliamo il numero, M,

delle intersezioni riunite in O di C'(P) e della seconda polare, C"(P), suppo-
nendo P generico wel piano.
Siano

1) (0, v—1), (e, o 1) (r=1, 2,0, p; v> B> Bpy> o > B, = 1),

i vertiei della poligonale delle separatrici relative ai rami di C'(P) uscenti
da O. Siccome P & generico nel piano, e poiche i rami di C'(P) sono tutti
tangenti alla y =0, da quanto si & detto nel n. 8 risulta che i punti
(®r, By —2) (r =2,..., p) sono vertici della poligonale delle separatriei corri-
spondenti ai rami di C”(P) uscenti da O. Essa ha per estremi il punto (0, v—2)
sull’asse ¢ =0, ed il punto (v + p — ¢, 0) sull’asse k =0, essendo ¢ un intero
compreso fra2e 2(h + 1) se h, > 1, e fra 2 e 2h+ 3 se h, = 1. Osserviamo
che quelli ora indicati non sono necessariamente fuffi i vertici della poligonale,
in quanto & possibile che la porzione di estremi («,, 8, — 2}, (v +p—gq, 0)
sia costfituita da pit di un lato.

A norma del teorema fondamentale di HarpHEN ([6], pag. 360), M & non
inferiore al numero

(9.2) M, = va, — 2a, +

sicché :
9.a) Fermi restando i vertici (9.1), risulla M >> M, se, e soltanto se,
esiste qualche valore di r per i quale i lato di estremi {(a,.. B, — 1),
(%pey s Brey — 1) div luogo ad un numero di rami di C'(P) minore del massimo
possibile.
Supponiamo che C soddisfi alle ipofesi 7. Dalla 3.¢) e dalla (9.2) si ha
che M & non minore del numero

” (“r-n?’»' - “r@r——l):

© s

M, =(v 4+ p)v—2) 42 1) —v[h -1, b, e, B STtg | (v 4 10)[R oy Boy] 4+ 11,

ove la sommatforia & estesa ai soli valori pari di ¥.
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Con facili calcoli, ricordando il modo con cui & stata definita la poligo-
nale L, si prova che se ¢ vertici (a,., B,-, — 1) non coincidono con ¢ punti che si
ottengono dalle (3.2) per ¥ =p, p —2, ..., 2, 0, risulta M, > M,.

A norma della 9 a}, concludiamo le nostre considerazioni (**) con il teorema:

9.8) Sia P un punto generico del piano. Condizione necessaria e sufficiente
affinché C soddisfi alle condizioni T, ed affinché sia massimo il numero dei
rami di C'(P) uscenti da 0, é che sia minimo il numero delle diramaszion:
di C'\P) riunite in O.

A norma delle 3.d; e; f; j; m) e del principio della massima separazione
dei rami ([6], pag. 398, 432), la proposizione precedente caratterizza geome-
tricamente il caso in cui O'(P) si comporta nei punti multipli infinitamente
vicini a O come la polare di un punto generico del piano rispetto alla
generica C di Z.
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