
Proprietk di minimo delle curve di Ribaucour. 

~¢[emoria di FEI~NA~DO BERTOLINI (a R0ma) (*). 

S u n t o . .  Sono studiate le propriet~ delle curve di :RIBAUCOUR, in quanto estremali ed even. 
tualmente min imant i  del [unzionale f yt1'~ds ; ~i discute completamente it problema del 

£ 
minimo del funzionale citato, nella classe delle curve piane congiungenti due punt i  
assegnati. 

Nel eorso di Analisi Superiore tenure a Roma nell' anno accademico 
1950-51 e dedicate al Caleolo delle Variazioni, il prof. M. PICONE ha conside. 

rato, a titolo di esercizio, il classieo funzionale ]'y~#~ds [che si presenta  a,d es. 

nel problema della superficie rotonda d ' a rea  minima, nel problema della 
brachistoerona,  eee.], giungendo anehe a risultati  nuovi. Devo al prof. 
~ .  PICONE il suggerimento di estendere e completare questi risultati,  esponendo 
in modo sistematico quanto ~ stato ormai conseguito nello studio delle pro- 
prieti~ e degli estremi del classico funzionale menzionato. Tali l 'or igine e lo 
scopo del presente  lavoro. 

Poich~ le curve estremali  del funzionale fy~/~ds sono {oltre le semirette 

x :  cost., y > 0) le cosiddette curve di RIBAUCOUa di indiee n, la prima 
parte  di questo lavoro sari~ dedicata allo studio di tali curve, la seconda allo 
studio delle loro eventuali  propriet~ d'estremo. Nel ease in eui uua di queste 
non dia il minimo assoluto, ma soltanto un minimo relativo, viene perfezio- 
nata  ed estesa la trattazione espos~a dal prof. M. PIco~E nel eorso predetto, 
intesa ad ottenere una precisa determinazione (a quanto mi consta, nuova) 
di una classe di curve nella quale la curva studiata fornisca il minimo asso- 
luto, proprio od improprio. 

Mi lusingo che il lettore, anehe esperto della materia, trovi nelle pagine 
che seguono una trattazione anali t ica delle questioni accennate (che hanno 
occupato da molti anni un posto notevole nei trattati  di Calcolo delle Varia- 
zioni) nuova per  il perseguito rigore e l ' e saur ien te  sistemazione. 

(*) Lavoro eseguito ne l l ' I s t i tu to  ~azionale  per le Applicazioni del  Calcolo. 

Annali  d~ Maten~at~a ~t 
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I. 

1. GenoralitK. - Le  equazioni  pa ramet r i che  di una  curva  di RIBAUCOUR 
di indice n sono 

0 

(1) x = v , + c o . n  c o ~ : '  Y - - c o s ' * 0 '  per  - - 7 : / 2 < 0 ~ + r : / 2  se n < 0  ' 
0 

dove c~ e c~ sono costant i  a rb i t r a r i e ;  co. pub suppors i  sempre  posit iva,  limi- 
t andoc i  cosi alle curve  t racc ia te  nel  semipiano y ~ 0 .  Dal la  (1 ) segue  che 

ogni curva  di RIBAUCOUR 6 s immet r ica  r ispet to a l l ' a s se  x - - o ,  ; 

s e n  ~ 0, non ha  punt i  di o rd ina ta  nul la ,  ed, essendo dy tangO, 

concava  verso F a l t o :  y decresce da + c ~  a c: per  - - ~ / 2 ~ ( 3 ~ 0 ,  cresce 

da o 2 a - + - ~  per  0 ~ 0 ~ 2 ,  x inveee cresco da - - ~  a + c ~  se n ~ i ,  ore- 

-or/2 ~12 

sce da  cj + Gn a o i -~  e2n se 0 < n <  l ;  il punto  (G, o~) si 
COS ~ '~ 

0 0 

ch iama  il vertice della  eurva  (punto di m i n i ma  ord ina ta ) ;  
s e n  d 0 ,  i soli punt i  di o rd ina ta  nu l l a  del la  curva  (1) sono i pun t i  

te rminal i ,  e la  cu rva  6 concava  verso il basso :  y cresce da  zero a o~ per  
7~ 

- - u / 2 ~ 0 . ~ 0 ,  decresce  da o. 2 a zero per  0 _ ~ 0 ~ ,  x invece deeresce  da 

--rq2 ~12 

no [ dO [ dO u < = o, + * J o ~  a c~+ no, ~ per  - - ~ _ _ _ 0 ~ ;  i l p u n t o  (c~ , o~) s i c h i a m a  

0 0 
vertice del la  ourva (punto di mass ima  ordinata}. 

f I x 

Fi~. la .  

2' 
Fig .  le. 

- I ; 

;x c-~; i¢2 
Fig .  lb. 

x ¢'h") 
z 
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I1 parametro  (} cui la eurva  ~ r ifer i ta  si dici~ angolo di direzione della 
curva: esso rappresenta  l 'anoolo formate tea l 'asse x e l 'asse tangente gene- 
rico alla curva (orientate nel verso delle x crescenti). 

]~ anche ehiaro che tutte le curve di RIBAUCOUn possono ottenersi  l 'una  
dall 'a l t ra  median te  arbi t rar ie  omotetie di centre  sull 'asse x, ovvero traslazioni 
paral lele  a questo. 

2. Curve di Ribaucour  d ' ind ice  n negative.  - Dimostr iamo the  
I. Dati due pun t i  di differente aseissa nel semipiano y ~ O, v'6 al pii~ 

u n a  ourva di Ribaueour di indice n negative the li congiunga. 
A questo fine si osservi the,  rappresentando  la curva come grafico di 

una  funzione y(~c) del la  x, questa  funzione (come si verifica subito) verifica 
I' equazione differenziale 
(1) ny(x~)y"(~c) = 1 + [y,(~)].2. 

Supponiamo era per  assurdo che i punt i  P~ ~ (w,, y,) e P~ ~ (x~, Y-2) 
{xi ~ x.~) siano congiunt i  median te  due distin~e curve di RIBAUCOUR d ' ind ice  
n negative,  di cui y - - f  (x) ed y---g(x)  siano le r ispett ive equazioni carte- 
s iane :  dalla (1) si ha f " { x ) ~  O, g " ~ ) < 0 .  Pe r  ipotesi b f(x~)---g(x~), 
f(x~)--~g(x~), e possiamo supporre  the  sia f (w)~g(w) nel l ' in terval lo  aperto 
(x~, x~). Ma in quell ' , intervallo la differenza g ( x ) -  f(a~) ha un massimo posi- 
tive, assunto in un  punto w3 per  il quale 

(2) > > o, < < o, 

(3) g'(x~) -~- f'(a%) ; 

molt ipl icando membro  a membro le (2} si o~tiene g(x3)[g"(x~)[~ f(x~)If"(x~)], 
mentre  per  le (1), (3) dev'  essere g(x~)g"(x~)~ f(x~)f'(x~). 

2.1. Dimostr iamo era che, 
II.  Dati due pun t i  di differenle aseissa nel semipiano y ~ O, v'~ sempre 

una  curva di Ribaucour di indice n negative the li congiunge, 
Prend iamo gli stessi punt i  P~ e P~ gii~ eonsiderati  al n. 2. 
Se, in pr imo luogo, b y, ~ y.~ - -  0, 

alla compatibi l i ta  (evidente) del s is tema 

06~ ~ 0 t - t -  ~ 0  2 C 0 S  n '~ 

0 

helle incognite  c, e 0~. 

1)esistenza di una  tal curva equivale 

--r:12 

X~ 2 - - -  0 t --{- n e  2 c O R n  ,~ 

o 

(o.~ > O) 

In  secondo luogo, supponiamo Yt ~ 0  < y~. 0gn i  curva di RIBAUCOUR 
avente Pl come pr imo estremo, ha equazioni paramet r iche  

f d~ c, ~ <  < ~  {o~>0) ;  x ~ x ~ + n e  e cos n z '  Y - - c o s  n0 '  2 = 0 ~ 2 '  
re/2 
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perch~ essa passi  per P~ occorre e basra che, per  un  certo 0 sia 

0 

Xe - -  ~3~ -{-  f rye  COS n 0 r ] ,  
d~ 

COS n 'I: 
~/2 

ed il secondo membro  di ques ta  equazione i~ funzione con t inua  di O, tendente  
~ - -  71:-4- 

ad x~ per 0 ~ 2  tenden te  a q - c ~  per  0 ~ - - ~  ; tanto basra a provare  il 

nostro assunto.  
I1 easo y~ ~ 0 ~ y~ b s immetr ico  di quello ora t ra t ta to .  
Inf ine ,  cons ider iamo il caso y~ > O, y~ ~ O; aff inch6 la curva  1.(1) passi  

per  il punto  P i ,  occorre e basra che, a t t r ibuendo  al paramet ro  0 un  certo 
). 

valore ), minore  in modulo  di , si abbia y~ cos ~ )., a~ ~ c~ n t- nc~ cos '~ -~ 
0 

cib basra ad ind iv iduare  e L e e.~, e di conseguenza  lc 1.(1) si scrivono 

0 
f dz 7: 

(4) x = x~ -~- ny~ cos" ),. Co-~ ~' Y = y '  cos'* ), 7= < 0 < + ; 
• c o s " O '  - - ~ =  = ) 

0 

ch iameremo la curva  L(P~ ,  ),), e dovendola  r appresen ta re  med ian te  u n ' e q u a .  
zione cartesia~a,  scr iveremo 

(5) y - -  g(x, ),), T~(I) ~ x ~ T~(I), 

avendo chiamato  T,()~) e T~().) r i spe t t ivamente  la min ima  e la mass ima ascissa 
di L(P~ ,  ).). Ora, per  ogni x / . >  x~, v'~ una  ed una  sola curva  di RIBAUCOVR 
di indice n cong iungen te  P, con il punto  (~', 0), qu ind i  T2(). ) ~ funzione 
monotona  in senso stJ'etto, a s sumen te  tut t i  i wflori maggior i  di w~; di pifi 
abbiamo 

--~z12 

l im T.,(X)= l im n y ~ c o s  '~x.-[  d~ = + ~ ,  
v, " rr J C O S  ~ 

quindi  T~(k) b crescente. 
Detto ).' quel  valor di ). per  cui T.~(). ')--x:,  tu t te  le curve  L(P~,  )~) per 

cui ). ~_ %' incont rano  la re t ta  x = x.~, e quindi  la funzione g(x.2, ),) 6 def in i ta  
per  ), ~ ).', nu l la  per  ). --- ).'; voglio d imos t ra re  ch 'essa b in f in i tamente  grande  

7;:-  
per ~.---~ , e quindi  (essendo continua)  assume tutt i  i valori  posit ivi  - -  in 

par t icolare  il valore Y2~. con che il t eorema I I  b d imost ra to  comple tamente .  
I1 minimo valore della der iva ta  gx(X, ).) al var ia r  di x ne l l ' i n te rva l lo  (x~, x~) 
si o t t iene per  ~ - -  x~, e quindi  

g(x~, ~,) ~ .  g(x~, ~.) +-g~(x2,  ~.)(x 2 - -  x~) --- Yi q -  tang  ~(~,).(x~ ~ x~), 
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avendo chiamato ~().) l 'angolo di direzione della curva L(P~, ~) nel punto 
d'intersezione con la retta w ~ w~. Basra ora prora te  che ~ lira ~() . )~- t -c~,  
eib che r isul ta  evidente dalla identit'~ ).~-~- 

2 

x ~ x ~ + y ~ n c o s  n ~eos,~ 
J 

(si tenga presente c h e n  ~ negativo I). 

I t 
1 I 
k ~ 

1 I 

* t 

' I 
If 

. r ,  , _--- 
i x~ '~x2 :r2 r >,'.~ 

F i g .  2. 

2.2. Esaminiamo ancora come varia il vertice della curva L(/)~, )~) al 
variar  di k. Le sue coordinate (Xo, Y0) valgono 

o 

x o -~- xi  + ny~ cos ~ )~ . /  &: = cos '~ -c' Y -~ y~ e°s'~ X, - -  ~ ~ X < ~ ; 

yo r isul ta  per - -  ~ ~ ). ~ 0  deerescente da + c~ a y~, per 0 ~ ). ~ + ~ ere- 

scente da y~ a -t-c,~; x o invece r isul ta  creseente da - - ~  a + ~ ,  ed eguale 

a w i  per ) . - -  0. 
Ne segue the, dati i due punti  P~ e P~ con w~:4:x~ e y ~ 0 ,  y ~ 0 ,  

non v'~ alcuna curva di classe C' che li eongiunga, di ordinata massima h, 
i cui arehi d' ordinata minore di h siano di RIBAUCOUR, pur  di prendere h 
maggiore di un certo valore positivo h' dipendente da P~ e da /)2. 

3. Curve di Ribaueour di indi te  n positivo. - Cominceremo con lo studio 
delle curve di R~AUCOUR di indi te  n positivo passanti  per un punto asse- 
gnato Po-----(~c0, y0) del semipiano y :> 0 ;  esse eostituiscono un fascio the  
chiameremo (I){P0). Come gih s'~ visto nel caso negativo quando s'b dedotta 

7~ 7~ 
la 3.(4}, anche nel caso attuale,  per ogni valore )~ compreso tra - - ~  e + ~  

v'b una ed una sola eurva di RIBAUCOUR L(Po,  ),) passante per P0 con 
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ango lo  di  d i r e z i o n e  ),, e le sue  e q u a z i o n i  p a r a m e t r i c h e  sono  

0 

(1) ~ - -  x0 + y0n cos "  ),. = u(O, X), Y = Y° cos ~ 0 = 
). 

d o v e n d o  r a p p r e s e n t a r e  q u e s t a  c u r v a  m e d i a n t e  u n ' e q u a z i o n e  c a r t e s i a n a ,  

v e r e m o  
(~) 

a v e n d o  pos to  

y = g(~,  ~), T,(X) < ~ < T,(x), 

scri-  

T,(~)  = - -  ~ ,  T2(X) = + 

- r:/~ 

. f  d": 
T~(X) = x o -t- yon cos  ~ ), j c o s  ~ z 

) , . f  d~ 
T~(),) "-- x~ -+- yon cos  '~ J c o s "  : 

), 

p e r  n ~ i ,  

p e r  n ~ 1. 

- -~ /2  

r l im  T~ ( ) , )=-+-  , 

lira T~'(),)-~ + 0 %  
/7 
2 

~-----  • . c o s  " ~" c ~ :  cos  T~"(~ n:Yo cos '~ )~ c o ~  x ~- (1 - -  n)  sen  ~ ), '~-° 

V e d i a m o  che  p e r  0~__), ~ la  d e r i v a t a  T/'(),} ~ pos i t iva ,  q u i n d i  T~'(~) 

7~ 

c r e s c e n t e  da l  v a l o r e  n e g a t i v o  - - n y  o a + ~ ;  poi  p e r  - - 2  ~ )" ~-~0' T((),) 

si m a n t i e n e  nega t i vo .  L a  f u n z i o n e  T,~'(k), e s sendo  i d e n t i c a  a T , ' ( - - k ) ,  pe r  
7~ 

- -  ~ ,~ )~ ~ 0 d e c r e s c e  da l  v a l o r e  -l- ~ a l  v a l o r e  n e g a t i v o  - -  ny  o , e si m a n t i e n e  

? m T~ (0)--  - -  nyo, 

T2'(O)------- nyo, 

- -~ /2  
d~ 

T ( ( ) ~ ) - - - - y o n ( l  + n c o s ~ - ~  )~sen~. ( c - ~ - ) ,  

T'~(),) - -  - y0n(1 -t- n cos  '~-~ X sen  ),. J cos  '~ ~:], 

C o n f r o n t a n d o  con  q u a n t o  de t to  al  n. 1, p o s s i a m o  d i r e  che  
I. Se ~ n ~ 1 ,  la curva L ( P o ,  ~) ~ dotata dei due asintoti x - -  Ttik ) 

e x ~ T~(),), ed ~ tracciata nelta strisoia da essi determinata.  
Se invece ~ n ~ 1, la curva L ( P o ,  ),) ~ sprovvista di asintoti,  ed il suo 

intervallo base (riferendoci alla equazione n. (2~) ~ l ' intero asse x. 
S u p p o n i a m o  o ra  n ~ 1. D e r i v a n d o  T~(),) e T~(k) a b b i a m o  
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nega t iva  per  0 ~  k <: ~ .  In  conclusione,  ne l l ' i n t e rva l lo  - - ~ ,  -q-2 v '~ un 

ben de te rmina te  valore posi t ive  T,,, per  cui T~'(T,~)-----T~'(--T,~)~ O. Dunque ,  posto 

T~ "-- x~ o ÷ ny .  cos'~y.~ e o ~  z - -  

Yn 

~r/2 

T~ - -  ~c o -q- nyo cos '~ T.~ e o ~  • ' 

~ o  ~ n y o  c o s n  Yn e o s ~  

I I .  L 'a sc i s sa  T~()~) dell' asintoto destro della curva L(Po, ),) cresce da  xo 

a T~ per  - -  ~ < ;.<=--y,~, deeresce q u i n d i  nuovamente  a ~o per  - -  y,~ < )~ ~ ~ ; 

7: 
l 'ase i ssa  T.(~) del l 'asintoto s inis tro deeresee da  x o a T~ per  - - 2 . <  X ~ y , ~ ,  

cresce q u i n d i  nuovamente  ad  ~, per  T,~ <~ ), < ~ .  

Tut te  le curve del fascio ~(Po) son tracciate nel la striseia T~ < x < T~, 
di cui  la retta ~ - =  x ,  rappresenta  la med iana .  

I1 i) 
,t~ ii 
t / ~  t i 

i ~  i \ .  

~ / r "  I I i Y f ~ 
Z i / "  ) ~ 

1 1 IQ 

"', T, irrex~ I~?+,)'.~ 

/ 

F i g .  3. 

L' angolo Yn ~ de t e rmina t e  da l la  condizione 

(3) j ! _  . n  sen ~,~ cos ~-~ y,~ - -  1, ~'n ~ 0, 

e d ipende  solo dall '  indice n, non dal  punto  Pa ; in eonseguenza  del la  (3) abbiamo 

COS y n  COS yn 
(4) T~ - -  T,(~'n) = Xo - -  Y0 sen ~'~' T2 = T2(-- Y'~) - -  xo + Y0 sen T---~' 
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ossia 
I I I .  L a  re t ta  tangen te  i n  Po a l l a  ourva  L(Po,  y,~) ne  in terseea  l' as in to to  

s i n i s t ro  x~ - -  T~ sul l '  asse  x ; d '  a n a l o g a  p r o p r i e t ~  gode la c u r v a  L I P  o, - -  ~.,,) 
r ispet to  al  suo  as in to to  destro.  

D ~ ora  innanzi ,  pe r  t r a t t a r e  in s i eme  s in  dove ~ possibi le  i due  casi  n ~ 1 
ed n < 1~ p o r r e m o  

~'~ --- 0, T~ - -  ~ ~ ,  T~ - -  + cx), per  n ~ 1. 

3.1. La funz ione  f ( t } . -  Vogl iamo ora s tud ia re  l ' i n v i l u p p o  A(P0) del  fascio 
q)(P0); il pun to  :Po perb, t h e  cer to  a p p a r t i e n e  a ta le  inv i luppo,  verr/~ s empre  
escluso dal le  eons ideraz ion i  che  seguono.  

Le  equaz ion i  p a r a m e t r i c h e  d e l l ' i n v i l u p p o  A(Po) si possono sc r ive re  

f(t) 
f COS ~ t 

d~ __ u(t), Y - "  Yo cos ~, f(t) = v(t), (5) x - "  x ,  -t- reYo cos"  t cos~ , 
t 

• o r e  l' equaz ione  

u~.[f(t), t] v~[f(t), t] --_ O, t # f(t , ,  0 < I t ] < ~. 
uo[f(t), t] vo[f(t), t] 

ossia, nel  nost ro  caso~ 

f(t) 

(6) n - -  t , '  t : V f ( t ) ,  0 < l t l <  
cos ~': cos ~'-I f(t) sen f(t) cos ~-~ t . s e n  

sia a t ta  a de f in i r e  i m p l i c i t a m e n t e  la funz ione  f(t). 

(7) r e l Y _  
. ] C O S  n 

Discu t i amo dunque ,  p r i m a  di p r o c e d e r e  ol tre ,  la re laz ione  

cos ~-~ ~ sen ~ cos ~ - ~  sen ~ ~ < ~ '  ~ :4: ~ ' 

che  lega le due  var iab i ] i  o¢ e ~. 
P o n e n d o  

(8) 
t 

re. COS " ' :  cos n- I  t sen t 
o 

la (7) pub anche  scr ivers i  

(9) h(~) --- h(~) 
o < i ~  < i f '  
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La funzione h(t) 6 sempre ereseente (la sua derivata vale eos-" t ,  sen-~,t > 0), 
dispari, il suo limite per  t ~ 0 :~ vale .T_c<~ (h'(t) non ~ sommabile in aleun 

7~ 
iutorao sinistro n6 destro dello zero), per n ~  t il suo limite per t ~ - ~ - ~  

v a l e - ~  in questo easo h ' ( t )non ~ sommabile in aleun intorno di ~ n6 

r./2 

(9)~ g] . f e o s  n q: 
0 

evidentemente  simmetrica.  

Questo basta a dimostrare ehe per n ~_ 1 ad ogni valore d i ~  (non hullo, 

~n modulo m,.ore 0i ~) no oor~i~oo~o u~o o0 uoo ~o'o ~ ~ (~ur~ noo nu~o 

ed in modulo minore di ~ verifieante la (9); ehiameremo [(e) tale valore di ~: 

esso risulta di segno eontrario ad e. Per  la s immetria della (9) e la dispariti~ 
di h(t), la relazione ~ - - f ( e )  equivale alla e =  f(~), e la funzione f(O ~ dispari. 
Infine 

(I0) lim f ( t )  - "  0 ~,  lira f ( t t  - -  --T. 2 • 
t ~  ~ t --~ O± 

T1 grafico approssimativo della funzione h(t) risulta dalla figura 4a. 

F i g .  t a .  

t 

i 

' i 
I 

I 

- T  

C ~jI 
h ' T ' -  . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

, h f t J  

Fig.  4b. 

Nel easo n ~ 1, inveee, il grafico della funzione h(t) risulta alla f igura 4b, 
]~ evidente che non ad ogni valore di ~ corrisponde un valore di ~ soddisfacente 

A n ~ a l i  d i  M a t e m a t i e a  oo 
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la (9): a questo fine oeeorre e basra che ~ sia minore di quel valore negative 
Tr/~ 

f dz (ed allora ~ risuRa maggiore di q- t . ) ,  ovvero 
- -  t,~ per eui h(--  t.) = n c o ~  

0 

sia maggiore di -I-t~ (ed ailora ~ risulta minore di ~ t,). ~Ia t,~ ~ individuato 
dalla condizione 

- - t  n nl 2 

f d ~  1 f d x  
n ~ + - c o s ~ t . s e n t  --=n cos '~ : '  

0 0 

e quindi 6 uguale a •, {err. la (3)). 
In conclusione, qualunque sia n purchb positive. 

IV. L'equazione (6) definisce implicitamente nei due intervalli  aperti 

2 '  - -  Y" e T"' +-2 una  f~nzione f(t) creseente nel pr imo dal valore y ,  

7~ 7~ 
al valore ~,  crescente nel secondo dal valore - -  ~ al valore - -  T , .  Tale funzione 

f(t) ~ dispari  e reciproca di sd medesima. 

Si pub osservare ehe, essendo ,~o+lim ~ c - ~  ~ = 0, ,~l-lim n. cos" ' : - -  ~-o% 
0 0 

7~ 
si ha lim T , - - +  2, tim ?,-~--0. La relazione (10i pub evidentemente 

estendersi con la 

7~ 
(i 1) lim f(t) - -  :~: y~, lim f(t) -" -~ ~.  

$ 

:F ig .  5a.  

3.2. L ' invi luppo del faseio (I)(P0). - In conseguenza del teorema IV, le 

equazioni (5)definiscono (per T, ~ ! t I ~ 2 ) u n a  curva h(_Po)simmetrica rispetto 

~ll 'asse w ~ x o ; ta curva L(Po, k) non ha punti  eomuni con la curva A(Po) 
se b ! ) ' i ~ T - ;  se invece ~ I k ] ~  ?,~, la curva L(P . ,  ~) tocca la curva A(Po! 
in uno ed un sol punto (ch e sulla curva L{Po, ),) corrisponde al valore f(),) 
del parametro 0, sulla eurva A(P) al valore ), del parametro t), il quale si 
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t rover~  per  )~ ~ - - y ' *  a des t r a  di Po,  per  k ~ y'* a s inis tra .  La  e u rv a  A(Po) 
concava  verso  l ' a l to ,  il suo r a mo  a s in i s t ra  di Po ~ d i scenden te ,  quel lo  a 

des t r a  ~ a s e e n d e n t e ;  infat t i ,  de r ivando  la pr ima del le  (5) e sueces s ivamen te  
con f ron t ando  con la (6), si ha  

cos n-~ t . s e n  t cos'* t 
u'(t) --- - -  nyo cos,,_ ~ f ( t ) . s en  f(t) + ny° cos ~ - ~  f'(t) > 0 

[si r i co rd i  t h e  t e f(t)  hanno  segno con~rario, e ehe f ' ( t ) ~ 0 ] ,  e qu ind i  u(t) 

c re seen t e  dal  va lo re  T~ (~) ad x0, pe r  7- ~ t ~. 2 '  6 c re scen te  dal  va lo re  ~o 

a T 2 per  - - ~  < t < - - y ,  ; inol~re, poich~ la c u rv a  A(P0) nel  p ropr io  pun to  

co r r i sponden t e  al va lo re  ). del  p a r a m e t r o  t toeca  la e a r v a  L(Po,  k) - -  la 
qua le  ha  ivi angolo  di d i rez ione  f(k) - -  a v r e m o  v'(t) ~- u ' ( t ) . tang  f(t) > 0 ovvero  

0 a seeonda  ehe sia t < - -  Y- ovvero  t > + Y., : e qu ind i  v{t) ~ dee re seen t e  

dal  va lo re  -+- oo  if) al va lo re  0 p e r  -4- y,, < t < 2 ,  ~ e re scen te  dal  va lore  0 

7: 
al va lo re  -!- oo pe r  - -  ~ < t ~ - -  7 .  ; inf ine ,  la eonvess i t~  de l la  e u r v a  A(P0) 

segue  dal la  erescenT, a de l la  funz ione  f(t), e qu ind i  d e l l ' a n g o l o  d ' i n e l i n a z i o n e  
de l la  e u r w  nel suo pun to  gener ieo .  

/ 

!x, 

/J /' / 
// 

,,.~ / , ;1! // 

Fig, 5b. 

(l) Le  re laz ion i  di l imi te  l im  u(t)-~-Ti e lira u ( t ) :  T~ sono b a n a l i  conseguenze  
t 4- 

de l la  (I t ) ,  se n ~ l ,  e cosi p u r e  la  lira u(t)-----x o. Se i n v e e e  6 n>=l, per  i l  t eo r ema  di 

f (O f(t* 
/ d~ / n t sen~f(t} t ; dz __ l im c o s - t :  l im cos : 0 .  1' } tosp i ta l  abb i am o  l im c°sn J e o s  n z ~ sen  t 

t ~ - ~  t t ~ =  2- 

('2) L e  re laz ion i  di  l imi te  l ira v(t)--~q-c~, l i ra  v(t)-----0 sono b a n a l i  conseguenze  
de l le  ( t l ) .  t ~ :~ , ,  t ~ ± ~  
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La eurva  A(Po) non ammette asintoti se n >_ 1 e (cartesianamente rap- 
presentata) ha per  intervallo base l ' intero asse x, mentre se n < 1 ammette 
gli asintoti x-----T, e ~ ¢ -  T~ (cio~ gli asintoti di minima e massima aseissa 
delle curve L(Po, ).)) ed b traceiata nella striseia da essi determinata.  Si 
pub dire the  le curve L(Po, "(,) e L(Po, ~ 7,,) (le quali separano le curve 
del faseio tangenti  a A[Po) da quelle non tangenti} toecano la A(P~) all' infi- 
nite, avendo un asintoto comune con essa. 

Aggregando il punto (we, 0) alla curva A(P~) si ottiene un contim~o; 
essa per  n>~ 1 b in quel punto tangente a l l ' asse  x, per n < 1 vi ha inveee 
un punto ango16so: l 'angolo formate da ciaseun ramo della A{P~) col corri. 
spondente semiasse delle x in valore assoluto b proprio 7,,. 

3.3. I pua t i  (~oaiugati su una curva di I t ibaucour.  - Pr ima di proseguire 
Io studio della curva A(Po), conviene tornare alla curva di RI]3AIICOUI~ 1.(1), 
d ' indiee  n ~ 0, generica, ehe in questo numero verri~ indieata con ~, per  
definirne i punti  coniugati.  Diremo che i due punti  P~ e P,~ della curva 
sono coniugati,  quando uno di essi b il punto di contatto tra la c u r i a  £ e 
l ' invi luppo delle curve di RIBAUcOUt¢ (di indice n) passanti  per  l ' a l t ro :  per- 
eh~ cib si verifichi occorre e basta  (in virtlk dei risultati  preeedenti)  ehe sia 
verif icata la (9}, ~ e ~ essendo i valori del parametro 0 cui eorrispondono 
r ispet t ivamente i punti  P~ e P~; la relazione di coniugio b evidentemente 
reciproca.  

Una  coppia di punti  coniugati  gode della propriet~ carat ter is t ica seguente 
V. Le due rette tangenti ad ~ nei punt'~ P~ e P~ si irttersecano sul. 

Infatt i  le rette tangenti  in parola hanno le equazioni 

y - - y l = ( x - - x ~ ) . t a n g ~  e y - - y ~ = ( x - - x . ~ ) - t a n g ~ ,  

r ispett ivamente,  e l 'o rd ina ta  della lore intersezione vale 

(x~ - -  w~). tang a. tang ~ - -  (y~ tang a - -y~  tang ~) : 

l ' annul lars i  di questa equivale esat tamente alla (9), in quanto per l 'apparte-  

nenza dei due punt i  _P~ e P~ alla curva ~ abbiamo y~ cos "~ o: 
Y i - - c ° s ~  e ~ - - ~ l " -  

- -  ny o c o s ~  
C O S  n "t: 

Ricordando le propriet~ della funzione f(t), in virth delia espressione 
era trovata del l 'ordinata  del punto d ' iutersezione delle tangenti  alla £ nei 
punti  Pi  e P.~: 

VI. Se le due tartgertti alla curva ~ nei pun t i  P~ e P.~ si intersecano al 
disopra dell'asse x, allora nell' arco ~ (P~, P~) non si trova aleuna coppia di 
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punt i  coniu.qati; se si interseeano al disotto dell'asse ~, allora nell' arco 
~(P~, P-2) si trovano eoppie di punti  eoniugati interni all'arco ; se i punti  P~ 
e P~ sono tra loro eoniugati, allora l' areo ~(P~, P.) non contiene altre coppie 
di punt i  eoniugati. 

F i g .  6 a .  

Osserviamo che il t eo rema  IV ha  come consegaenza  anche  che :  
VII .  Se n ~ 1, la curva ~ si divide in tre archi ~', ~", ~'", ad opera dei 

due punl i  P' e P" (rispettivamente corrispondenti ai valori --7, ,  e y,~ del para. 
metro O) tall ehe 

- -  ogni punlo preeedente P'  ammette uno ed un solo coniT~gato, il quale 
seguente a P", e vieeversa ; 

- -  ogni punto deU'arco ~(P', P") ~ sprovvisto di coniugato. 
Se n ~ l, invece, il solo vertiee della ~ ~ sprovvisto di coniugato, ogni 

punto precedente il vertice a~nmette uno ed un solo coniugato, il quale ~ se. 
guente il vertice, e viceversa. 

1 

I I 
i i 

, I 

I . . . . . . . .  ,~v, i . . . . . . . . .  
X 

F i g .  6 b .  

V I I I .  S e n  ~ 1, per ogni punto dell'asse x passano due rette tangenti 
alla curva L(Po, ).), aventi i punt i  di contatto rispettivamente precedente e 
seguente il vertioe. 

S e n  ~ 1, per ogni punto dell'asse x di ascissa maggiore di Tl(k ) e minore 
di T~().) passano due rette tangenti alla curva L(Po, ).}, aventi it punto di 
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eontatto rispettivamente.preeedente il punto P '  e seguente il punto P";  per 
ogni punto di ascissa maggiore di T~(k) [minore di T~{)~)] passa una ed una 
sola retta tangente a L(Po, k~, avente il punto di eontatto preeedenle [seguen[e] 
il vertiee e seguente P'  [precedente t)"]; per il punto (T~(k), 0) [per il punto 
(T,t),), 0)] passa l'asintoto destro [sinistro] della eurva L(Po, ),), ed inoltre una 
ed una sola tangente, avente il punto di contatlo 1 )' /il 1)unto di conlatto P"]. 

Fi~, 6e. 

r c J! 

I1 teorema VII  b di immediata  dimostrazione, ed in un certo sense con- 
tiene risultati  duali di quelli del n. 3.2. Il teorema VII I  si riferisce alla 
eurva L(Po, ;~) di equazioni (1), avendo ehiamato P '  e P"  r ispet t ivamente i 
punti  corrispondenti  ai valori - - 7 +  e y~ del parametro 0, coerentemente alle 
notazioni gii~ adot¢ate ; per la dimostrazione di questo teorema basta osservare 
ehe la ret ta tangente ad L(P0, ~) nel punto generico di questa interseca 
l 'asse ~ nel punto di ascissa x 0 -~- Y0 eos~ ), [h(0) - -  h(),ll - -  Yo cot ),, e far variare 

7~ 7~ 
quindi 0 da - - ~  a -~-2.  

3.4. II dominie  convesso D(Po).-  Dimostreremo in questo numero che 
IX. Tutte le curve di Ribaueour L(Po. ),) dei fascio (I)(Po) son traeciate 

nel dominie convesso D(Po) delimitate dal lore inviluppo A(Po). 
Rappresenteremo, com'~ ben lecito, la curva A(/~0) mediante l 'equazione 

car tesiana 

y = q(x), Tl < < 

oltre che con le equazioni parametr iehe  (5), e ci l imiteremo al semipiano 
x ~ a~ 0 (~) data la s immetr ia  della eonfigurazione. 

7~ 
(a) Percib  la (5) verri~ considerata  solo per  - - 2 ~ t  < - - 7 , , ,  e la ~1) per  0 ~ 7,. 
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~] ben noto dalla teoria degli inviluppi the  la derivata parziale g~(x, ),) 
si annul la  in corrispondenza di quei valori di x per i quail la curva (2) 
tocca 1' inviluppo A(Po) , e cio~ (escludendo il valore x - -wo)  soltanto per 
), ~ - -  y , ,  x ---~ u(k) ; per  tale valore di x avremo dunque g(x, ),) - -  q(x) ----- v(~). 

Sappiamo the  gz(x, )~) ~, come funzione della sola a~ l ' in tegra le  d i u n a  
equazione differenziale l ineare omogenea del secondo ordine [precisamente 
1' equazione alle variazioni della 2.(1) relat iva a l l ' in tegrale  g(w, ),)] verif icante 
[in conseguenza delle identiti~ Yo ~-g(xo,  k), tang),  ~ gx(x., )~)] le condizioni 
iniziali 

1 
(12) g~.(Xo, ~) ~- O, g~(xo ,  ~) ~-- cos~ ~ .  

l 

l~ig. 7a. 

// 

La funzione gz(x, ),), sicch~, non b ident icamente  nulla, per  x - - ~ o  
nulla  e crescente (come funzione della sola x) e necessar iamente verifica le 
relazioni 

7~ 
(13,) gx(x, k ) ~ 0  per xo < x ~ u(),), - - 2  < k < - -  y , ,  

7~ 
(13.z) g~(x, ),) > 0 per xo ~ x ~ T2(k), - -  y ,  ~ )~ < ~ , 

(13:~) g~(x, ),) ~ 0 per x - -  u(),), - -  ~ < ), < - -  y,~, 

7~ 
(134) g~(x, i ) < 0  per u ( ) , ) < w < T ~ ( l ) ,  _ 2 < ) , < _ ~ ,  (4). 

(4) Da  quanto precede  ~ chiaro che due punt i  del la  cu~'va (2) sono eoniugat i  tra loro~ 
s e e  solo se le r i spet t ive  ascisse sono coniugate  r ispet to al la equazione alle var iaz ion i  sopra 
menzionata  (equazione di JACOB1). 
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Interpret iamole  geometricamente.  Fissata la ret ta x = x i  con x o < x~ < T~, 
essa ~ certo intersecata dalla curva L(Po, )~) se n >  1; s e n  < 1, invece, 
essa ~ l 'asintoto destro di due curve del fascio q)(P0), L(Po, Y) e L(Po, )J') 
( ) . ' < - - y , ~  < k"), e la generica curva L(Po, ~) la interseca s e e  solo se 
k ' <  k < k"; infine, v '~ un  solo valore k"  per  cui sia u(k '") ' --x~: la curva 
L(F0, k") tocca l ' invi luppo A(Po) nel punto di ascissa x.~ (e quindi 

7t; 7~ 

Ebbene, al ereseer  di k da k' a ~"' si ha u(~) < x~ < T~(k), ed in virtfi 
della (13~) la funzione g(x~, ~) decresce da un certo valore m a q(~) ;  

al crescer  di k da k"' a --~.,~, u (~)c resee  da x,~ a T~, ed in virtfi 
della (13~) la funzione g(~v~, k) cresce da q(x~) a g(x~, --y~);  

infine, al crescer  di )~ da - - y ~  a k", in virtfi della (13..) la funzione 
g(x~, ~) eresce da g(x~, --7~) ad un certo valore M. 

Si ha quind! sempre g(x~, ~ ) ~  q(x~), e questo prova completamente il 
teorema IX. Determiniamo i due valori m e d  M. Si ha 

c o s  ~ ), 

(14) g(x~, ~) ~ Yo eos,~ 0~' 

dove 0~ b il valore individuato dalla equazione 

0~ 

(15t x ~ = x o + n y o c o s  ~ J e ° s ' ~ '  < ~ <  . 

7~ 
Facendo tendere )~ a )J', 0, converge a ~ :  

0 ~ > ) ,  ed ~ )~"---~; se n < l ,  perch6 per 

hi2  
d': t 

+ nyo cos '~ ),"[ . 
OOS n "~ , ]  

Di conseguenza, se n <  1 si ha subito M =  lim g(x~, ~ ) = + ~ .  

Se b n _>_=_ 1, e supponendo regolare la variabile d;~/dO~ si ha 

se n=>= 1, perch~ deve essere 

---- )," si ha x, = T~0,") - -  ~0 

(16) 

Dalta (15) si ha, derivando rispetto a 01, 
0i 

~ C 0 S ~ 
/ 

[1 -4- n 0 = n Y o [ _ _ ~  d~ s e n ~ c o s , ~ f  d~ / l - -  
LcOS 0, dO i ] c o s "  "~]J-- 

= n y o  cos"0, d0t l + c o s X  Yo 
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e dalla conseguente relazione 

cos" ~. d~, [ 

t 1 
COS n 01 ~ 

seguono le seguenti  possibilitY: 
COS n ~. 

Y~ cos n 0-------~ 
ed allora d)~/dO~ 

COS n ~, 

Yo cos n 8-----~ 
e. d. d. 

-4- eos~ Yo ] 

converge ad un limite finite [positive perehd maggior di q(a~)], 

infinitesimo : eib ~ assurdo per via della (16); 

diverge a pih infinite, ossia b M = -!- c~ anehe per n ~ 1, 

In  mode analogo si vede che anehe ~ m-- - - ! -c~ .  
Si conchiude the, fissato un numero y~ > q(x~), vi sono due e due sole 

curve L(Po, tt) e L(Po, t~) (~,' < t, < Z"' < t~ < Z"} congiungenti  i punti  P ,  e 
P~ _--__ (x~, y~) ; essendo u(t~) < a¢i < u(t~), 1' areo della eurva L(P, ,  t,} l imitato 

e, / 

e !\ 

iXe IX t 

Fig .  7b 

dai punti  Pc e P~ tec ta  l ' inviluppo A(P,) in un punto intermedio (non soddi. 
s fa la vondizione di Jacobi), mentre  l' anatogo areo della curva L(Po, t.~) non 
tocea l ' invi luppo (soddisfa la condizione di Javobi); valendosi delle (13) si 
dimostra subito ohe l ' a rco  della curva L(P, ,  t,) limitato dai punti  /Do e Pt  
si trova tutto al disotto dell' altro, salvo gli estremi. Enunciamo dunque il 
teorema 

X. Tutti i pun t i  interni al dominie convesso D(Po) aventi ascissa diversa 
da x o possono congiungersi con Pc mediante due arehi del fasvio ¢(P0), uno 
dei quali verifica la condizione di Jacobi in sense stretto, l' altro non la veri. 
fiva : quest'ultimo ~ tracciato interamente al disotto del primo, salvo i punt i  
terminali. 

Tutti i punt i  P della curva A(Po) aventi aseissa diversa da a~ o possono 
congiungersi con il punto Pc mediante un  solo arco del fascio ¢(Po), il quale 
riesce tangente a A(Po! in  P (verifica la condizione di Jacobi in sense late). 

Nessun punto esterno al dominie D(Po) od avente asvissa x,~ pub esser 
eongiunto a Pc mediante un  arco del fascio tiP(P) (~). 

(S) I r i s u l t a t i  o s p o s t i  s i n e  a q u e s t o  p u n t o  s o n o  n o t i ;  c f r .  a d  ~s.  [1], n n .  77-79. 

A n n a l i  di Mat~mat ica  29 
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3.5. ]~ ut i le  aver  p resen t i  condizioni  necessa r ie  e suff ie ient i ,  ed anche  
condi~ioni sol tanto suf f ic ien t i  aff inch~ i due  pun t i  P o e  P~ del  semip iano  
y > 0 possano  esser  congiun t i  med ian te  cu rve  di RIBAUCOUR di ind ice  n .> 0. 
L ' e q u a z i o n e  a~--u(t) ,  tenendo eonto del la  (6), pub esser  scr i t ta  

cos ~ t 
(17) x - -  ~o -~- Yo cos" f(t) cot f(t) - -  y ,  cot t. 

. . . . . . . . . . . .  ~ . . . . . . . .  , 

' X 

~tg. 8. 

Fissa to  il pun to  P,  -~ (x.~, yi), esis te  un ico  e de te rmina to  il va iore  ~t o posi t ivo 
/ 

per  cui  v(l~o) ---- Y, (Y" < ~o < 2 ) ;  posto ~, = I f(~o)[, aff inch~ il punto  P ,  n o n  

sin es te rno  a l l ' i nv i l uppo  A(Po) oceor re  e basra  che sin I ~ - -  Xo ] ~ Yo cot 1~o + 
-~- y~ cot ~,,  in for~a del la  ~17). Si noti che seambiando  l 'uff ic io  dei  due  punt i  P ,  
e P~ si o t t iene  aneora  la s tessa  condizione,  in quan to  (teor. IV) la  re lazione 
~t~ - -  i f(~o)! equ iva le  al la  ~o - -  I f (~ , ) l ,  ed ~ v(t) ~- y,, cos" t /cos" f(t) ;  quindi ,  
com' era evidente  anehe  a priori ,  P~ ~ es terno a A(Po) quando  e solo quando  Po 

es te rno  a A(P~). 
In  def ini t iva ,  

XI.  Dati  i p u n t i  Po = (x.o , Yo) e P~ ~ (x~ , y~) del semipiano  y > O, sono 
de terminat i  i n  corrispondenza due h u m e r i  pos i t iv i  ~o e ~ (dipendent i  solo 

da  n. y°,  y~) tal l  ehe : 
i p u n l i  P o e  P,  possono congiungersi  mediante  due archi  di R ibaucour  

di  indiee n - -  uno  dei qual i  verificante la condizione di  Jacobi in  senso stretto 

8e e s o l o  s e  

(18) 0 <f i xo - -  x~ I < Yo sot  I~o -i- yt cot ~t, ; 

possono eongiungersi  mediante  u n  solo arco di  R ibaucour  di  indiee n - -  

verificante la condizione di  Jacobi solo i n  se , so  lato - -  s e e  solo se 

(18'} 0 < ] Xo - -  x~ [ = yo cot ~o + Yl cot ~ , .  

Le  cos tant i  1~o e t~ sono de t e rmina te  dal le  condizioni  

(19) Yo e°s~ ~o = Yt eos'~ ~l,  ~o > 0, ~i :> 0, 

(19') h(~o) + h(t~,) : 0. 
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L a  (19') si scrive,  per  esteso,  

f ~  d~ 1 1 
n.~f c o ~  ": cos" - ~ ~o sen ~o c o s " - i  ~, sen ~i 

R i c a v i a m o n e  era  una  condiz ione  sol tanto  suff ie iente .  V'O uno ed un sol 
va lore  ~t per  cut  

f d~ ! • - -  , e ~ > 0 ;  (20) h(~t) - -  0 ossia n. cos ~ cos "-~ ~t sen~t 
o 

la (19) ~ soddis fa t ta  ponendo  ~ o - - ~  = ~. Dal la  re lazione 

i 
(2i) Yo > { Xo _ ~, l" ~ tang  ~ > 0 

Yi 

segue,  suppos to  ehe sia Y o ~ Y , ,  O ~ { x  o - x ~ { < 2 y  ocot~t, e quindi  la (18), 
postovi  ~to = ~, : ~ ; m a  anehe  la (19) b soddisfat~a se vi si pone ~o ---- ~, -'- ~t 
e si legge Y0 in luogo di y , :  d n n q u e  dal la  (21) segue  ehe il pun i c  ( ~ ,  yo) 
b in te rne  al domin ie  D(Po) , a muggier  rag ione  il pun to  P~ _~ {x~, y~). In  con- 
e lus ione  : 

XI I .  L a  {21) ~ condizione sufficiente perchd i punt i  Pc e P~ possano 
congiungersi mediante due archi di Ribaucour di indice n, uno dei q~tali 
verificante in  sense stretto la condizione di Jacobi. 

I1 va lore  ~, d ipenden te  solo da n, O de te rmina te  dal la  {20). 
= 

A ti tolo d' esempio,  pe r  n - -  2, la {19') d ice  l~o ~- ~t~ ---- 2 ' ~o > 0, ~, > 0, 

e la  (19) di conseguenza  Yo/Y, = tang ~ ~. Le  {18} e {18'} si scr ivono 

{22) 0 < ] x~ o - -  x~ ] < 2Vyoy, ,  ovveros ia  0 < (x o - x,) ~ < 4yoy~, 

{22') (Xo - x~,) ~ -"  4y,,y, (s) 

r i spe t t ivamente .  La  (20) pot d i ce :  ~ - - - ~ ,  e la (21) di conseguenza  si scr ive  

1 (21'} Y°> I 

3.6. :Notiamo ancora  due  cose. 
XI I I .  Per un  punto t ), interne al dominie D ( P o ) ~  ed avente ascissa 

diversa, ad es. maggiore di ~o - -  passa  una ed una  sola curva del fascio ~(Po) 
tangente al l ' invi luppo A(Po) in un  punto di ascissa compresa tra Xo e x , .  

(~) L e  (2"2) e (22 p) sono ben no te :  pe r  n z 2  le cu rve  L(Po ,  X) sono parabole,  i l  lore 
inv i luppo  la parabola  di sicurezza, di cut la  (22 ~) ~ l 'equazione netle var iabi l i  x~ e Yi. Sem. 
pre per  n == 2, la (.21') ~ stata p rova ta  in [1]~ n. 82. 
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Sia £ u n a  eurva  del  fascio soddisfacente  l ' e n u n c i a t o  del teorema,  e P~ 
sia il punto  di contat to  i ra  ~ e h(P0) ; sia ~' la eurva  del faseio (I)(P0) t angen te  
a A(P0) in P~ : avendo in P~ la  s tessa direzione,  le due curve  ~ e ~' devono 
eoincidere  (come in tegra l i  del la  equazione 2.{1)) ed il t eorema ~ dimostra to .  

Vediamo inf ine  come var ia  il ver t ice  del la  curva  L(P0, k) al va r ia r  di ),. 
Esso ha  le coordinate  

0 

~v, - -  Wo -[- ny .  cosn )~ f d~ cos" ": ' Y, - -  Y0 cosn ~- _ 

poich6 w , - - x  o r i su l ta  funzione dispari ,  ed y ,  funzione par i  di k possiamo 
s tudiar le  solo per  ), ~ 0. 

L a  y ,  r i su l t a  crescente  da 0 a Yo ; per  la w, abbiamo x ,  ~ wo ~ lira x,-~- x 0 : 
Z ~ _ ~ _  

2 

cib ~ immedia to  se n < l ,  ment re  per  n = > l  si d imos t ra  con il t eorema di 
L '  Hospi ta l .  Risu l ta  da cib in par t ico lare  che, per  ogni ~ ~ 0 abbastanza piccolo, 
v' ~ u n a  sola cu rva  L(Po,  k) con ), ~> 0, ed u n a  sola con ~ < 0 avent i  il ver t ice  
d ' o r d i n a t a  ~: l ' a sc i s sa  di questo ver t ice  tende a wo per  ~ t enden te  a zero. 

In  a l t re  parole  
XIV. Per ogni numero positivo h abbastanza piccolo v'~ una ed una 

sola curva del fascio (I)(Po) che sia tangente alla retta y ~---h in un punto a 
destra di Po, v'~ una ed una sola curva del fascio ¢P(Po) che sia tangente alla 
retta y - - h  in un punto a sinistra di Po. Al  tender di h a zero, le ascisse 
dei punt i  di contatto tendono a x o . 

II .  

4. I I  p r o b l e m a  v a r i a z i o n a l e  ~< r i b a u c o u r i a n o  ~. - Consider iamo il funz iona le  
di l inea  J ( L ) - - f y l / ~ d s -  con n reale  non nul lo - -  ne l la  classe F di tu t te  le 

L 
curve L con t inue  e re t t i f icabi l i  per  le qual i  l ' i n t eg ra l e  indieato  abbia senso, 
aventi  f issat i  pun t i  t e rmina l i  A --  (a, c) e B ~ (b, d). Ci proponiamo di discutere ,  
nei humer i  seguenti ,  il p rob lema del min imo per  il funzionale  J(L) nel la  
classe di curve F. 

Ev iden temente ,  per  n ~ 0 la classe I ' ~ eos t i tu i ta  di tu t te  le curve  (cont inue 
e re t t i f icabi l i :  ques ta  propriet~ d ' o r a  innanzi  verr~ sott intesa) t raccia te  nel  
semipiano chiuso y ~ 0 del p iano (x, y), e cong iungen t i  i due pun t i  A e B ;  
per n < -  1, invece, I' ~ cos t i tu i ta  di tutte le curve t raccia te  nel  semipiano 
aperto y ~ O, e di alcune t racc ia te  nel  semipiano chiuso y ~ O, cong iungen t i  A 
con B ;  per  n negat ivo e non minore  d i -  1, infine,  r ~ cos t i tu i ta  solo di 
curve  t racc ia te  nel  semipiano a p r t o  y ) 0 .  Ad es., nel secondo caso, l ' in te -  
grale J(L) ha  senso se L i~ un segmento  avente  un  est remo su l l ' a s se  x, ma  
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non  g iaeen te  su ta le  a s s e ;  nel l '  u l t imo  caso, se L 6 u n a  e u r v a  a v e n t e  u n  
pun to  su l l ' a s se  ~, e mass ima  o rd ina t a  y ' ~  O, de t ta  L '  la p ro iez ione  di L 

sull '  asse y av r emo  Y(L) ~ J(L') - -  + ~ .  
Nei  p r im i  due  easi  s u p p o r r e m o  v _> 0, d ~> 0, ne l  terzo easo v ~ 0, d :> 0. 

P e r  f i ssare  le idee, s u p p o r r e m o  a n c h e  (senza essenzia le  res t r iz ione)  a<_~b, 
c~_~d, e p e n s e r e m o  ogni c u r v a  di r o r i en ta t a  nel  verso  ehe da  A va  a B ;  
con  x ~ - x ( s ) ,  y ~ y(s) ne i nd i e h e re mo  le equaz ion i  p a r a m e t r i c h e  r i f e r i t e  al- 
l ' ase issa  eu rv i l i nea  s di or ig ine  A;  l sari~ la lunghezza  de l la  g e n e r i c a  e u r v a  di  r .  

P r i m a  di e n u n e i a r e  il t e o r e m a  di es is tenza,  d imos t r i amo a l e u n e  prop~'ieti~ 

e l e m e n t a r i  del funz iona le  J(L). 

4.1 P r o p r i e t k  e l e m e n t a r i  del f u n z i o n a l e  J(L).  - Se u n a  c u r v a  L a m m e t t e  
p ih  pun t i  aven t i  la medes ima  aseissa  ~vo, det to  P~ il p r imo  e P2 1' u l t imo di  

essi, abb iamo 

_ y' /"dy (7); (L) y ' / 'ds  = ~ yl/~(s) l y'(s) i ds >_ ) y~/'(s)dy(s) i --'. 
i~  s~ sl sl (y~ , y~) 

se la cu rva  L a m m e t t e  due  pun t i  P~ e P.~ avent i  la me d e s i ma  o rd ina ta  Y0, 
tal i  che  tu t t i  i pun t i  i n t e rme d i  h a n n o  o rd ina ta  magg io re  di Y0, a l lora  

=/y,,,(,),,, 
/'1 sl 81 s~ (xl, ~2) 

h i > 0 ;  

se la c u r v a  L a m m e t t e  due  puu t i  P~ e P~ avea t i  la me d e s i ma  o rd ina t a  y , ,  
tal i  che tu t t i  i pun t i  i n t e rme d i  h a n n o  o rd i n a t a  mino re  di Yo, a l lo ra  

1='2 82 8~ 82 

PI sl ~I sl (~, ~) 

n ~ 0 ;  

c o n s e g u e n t e m e n t e  poss iamo e n u n c i a r e  il t e o r e m a :  
I. Se una  curva L della classe F ammette un  arco di corda verticale (8), 

sostituendo a quest'arco la sua  corda si ottiene u n a  curva L',  anch'essa 
appartenente al la classe F, tale the J(L)  ~ J (L ' ) ,  i t  segno ---- sussistendo solo 

quando ~ L ~ L'. 

(7) E ovvia l 'intesa: se si indica con /~ an punto generico, di coordinate x, y, s, un 
punto particolare indicato con P affetto da apici, indici, etc., avrCL le coordinate x, y, s 
eontrassegnate allo stesso modo. 

(8) Cio~ parallela all'asse y; cosi diremo orizzontale tin segmento parallelo all'asse x. 
diremo che un punto ~ al di sopra o a destra di un attro, so ha ordinata o rispettivamente 
ascissa maggiore, eec. 
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Se una curva L della classe F ammetle un  arco di corda orizzontale, 
situato tutto al disopra della propria corda per n ~ O, situato tutto al disotto 
per n ~ 0 (salvo i punt i  terminali), allora sostituendo a quest' arcola  sua corda 
si ottiene una curva L', anch'essa appartenente alla classe L' tale ehe 
J(L) > J(L'}. 

La seeonda parle di questo teorema pub perfezionarsi con le considera- 
zioni seguenti.  Prendiamo nel semipiano y ~ 0 due punti  P~ e P~, la eui 
eongiungente intersechi entrambi gli assi coordinati;  ad es., supponiamo x~ ~_ x~, 
y, ~ y ~ .  Limitiamoci per  il momento aI caso n ~  0. Sia P3 un punto al di 
sopra della retta P~P~, tale che x~ ~ x  3 ~ x~, y~ ~ Y3~Y~;  il segmento P~P~ 

t/  

iiii 
i X 

Xf X 3 ~'~ 

F i g .  9c. 

e la poligonale P~P~P~ sono i grafici di due funzioni eli y assolutamente 
continue, r ispett ivamente 0~ ~- F(y) ed x - -  f(y) (y~ <~ y ~ y.,). Posto 

Y Y 

8~y) = t V1 + r(t)~dt, ~(y) = f  Vl + r(t)~dt, 
Yt Y1 

Y ~ Y ~ Y ~ . .  

avremo 

Y~ Y: 

[y,/-s(y)]~i- S(y)d(y,/=~, 
PzP~ Yl Yi 

Y~ Ys 

f !ll/nds __.(yl,,~s,(y)dy lln Y s _ _  ---~ [y s(y)],, ] s(y)d(yll~), 

P1P~P~ Yi Yi 

(,) 
P1P~P~ P~P~ 

y2 

][s!yt : y 1/,~[p~p~ + p3p~ _ pjp.,j  _ S(y)]d(y~/,,); 

Y1 

subito visto che la funzione s(y)--S(y)  assume il suo massimo valore per 
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y = y: (9), e quindi, per  il teorema della media, 

Y2 

f [s(y) - -  S(y)]d{y'[") <_ (y~'/'~ - -  i/•). [Pi P3 -{- PaP, - -  P, P~], Y, 
Y~ 

f + P,P,-  P,P,t> o, 
"P~P3P2 Pt P, 

(2) .fyl/'*ds > f yt/'~ds. 
P1PsP~ P1P~ 

Poich4 si pub far  tendere P3 a qualunque dei punti  dei due segmenti  
Y = Y2, ~, ~< x < x~, ovvero ~ ---- x , ,  y~ < y ~ y~, in modo tale che la variabile 
/y~/'*ds risulti non decresoente, la (2) si pub r i tener  valida anehe supponendo 
P1P3P2 
x, ~ a s =< x~, y, ~< y~ ~ y~ ; infine, in virtfi delia prima parle del teorema I, 
la validit~ della (2)sussiste  per tutti i punti  P~ del semipiano y ~ 0  ehe 
sono situati al disopra (~°) della ret ta  P, P2. 

Analogamente,  nel ease n < 0 si dimostra e h e l a  (2) sussiste per tutti 
i punti  P~ del semipiano y > 0 ehe sono situati al disotto della ret ta  P~P~: 
baster~ solo osservare ehe (nella ipotesi provvisoria z~ < a s < x.,, y, < y~ < y~) 
si ha s ( y ) -  S (y )>  0 ed y~/" deeresee nel l ' interval lo (y,, y~), per eui dalla (1) 
segue diret tamente la (2). 

Posse allora enuncia te  il t eorema:  
II. Se una curva L della classe F ammette un arco di corda non verticale, 

situate tutto a l disopra della propria corda (salvo i punt! terminali) per n ~ O, 
situate tutto al disotto per n < O, allora sostituendo a quest'arco la sua corda 
si ottiene una curva L'. anch' essa appartenente a F, tale che J(L) > J(L). 

Per  dimostrar  eib, basra inserivere nel l 'arco in questione una poligonMe, 
ed applicare a questa la (2) un numero opportune di volte: se y @ l 'areo,  P,  
e P~ sono i suoi estremi, r~ ~ la potigonale, 8 ~ la massima lunghezza dei 
lati di quest 'u l t ima,  allora [y~/'~ds--- lira fy~/'~ds>/y~/"ds; si esclude poi 

faei lmente il segno di eguale. 
L' eventuale eurva minimante,  quindi, ~ tale che tutti i suoi arehi di eorda 

vertieale si identificano con questa, e degli altri archi  nessuno ha punti  at 

di i s ° p r a l  della propria corda, a seconda che sia l n > O  I so,to ~ n <0 ; t a n t o  vale dire 

(9) Infa t t i ,  s ' ( y ) - - S ' ( y ) < O  per  Y t ~ Y ~ Y s ,  s ' ( y ) - - S ' ( y ) > O  per  
s(YO - -  S (Yi) : O, s(y.,) - -  S(y~) = P i P s  + PsP~ - -  P iP~ > O. 

(i0) Ossia nel semipiano 
x y J .  

x i  Yi 1 ~ 0 .  
x~ y~ 1 

Ys ~ Y<=Y.2 , 
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ehe l ' e v e n t u a l e  eurva  m i n i m a n t e  ~ u n a  cu rva  convessa, t race ia ta  ne l la  
s t r iseia  a~ G x ' <  x~, e volgente  la convessi th  nel  verso negat ivo delle y se 
n ~ O, nel  verso posit ivo s e n  ~ 0 : 

Se la curva L ~ m in iman te  per i l  funz ionale  J{L) nella totalit& P, 
non decrescente nel l ' in terval lo  (0, l), e detti P~ l 'u l t imo punto  di 

P~ il pr imo di ascissa b, x(s) ~ creseente nell' intervallo (s~, s~); 

I I I .  
allora x(s) 
ascissa a, 
inoltre, 

nel 
nata,  y(s) 
per  s ~ ~ s 

nel 
ordinata, 

caso n ~ O, detti P3 e P4 il  primo e l 'ul t imo pun to  di m i n i ma  ordi. 
riesce decrescenle per 0 ~ s ~ s 3 , coslante per  s 3 ~ s ~ s, crescente 

caso n ~ O, detti P~ e P4 il  pr imo e l ' u l l imo  punto  di mass ima 
y(s) riesce crescente per  0 ~ s ~ s3, costanle per s 3 ~ s ~ s 4 , decre. 

seenle _per s 4 ~ s ~ 1. 
Cominciamo col provare  la non creseenza di x(s). Supponiamo per  assurdo 

f ,  ehe sia 1 ~ s" ~ s' ~ 0, ~" ~ x , non potendo esser ad un  tempo x / ~  a ed x" ~ b, 
ammet t e r emo  ehe sia w' ~ a [eft. fig. 9a ; l 'a l t ro caso ~ pe r fe t t amen te  analogo]:  
per  la eontinuit '~ di x(s) si sono due  valori  s ed s- tali  ehe 0 <7 s ~ s' ~ s ~ s , 
a ~ x ~  ~ ~ ~ ' ;  ma  al lora,  sos t i tuendo nel la  eurva  L (supposta min imante)  
a l l ' a reo  di es t remi  P e P la  sua  corda, per  il t eo rema  I il valore  del  funzio- 
na le  J(L)  dovrebbe d i m i n u i r e ;  in modo analogo,  s f ru t t ando  il t eorema I I  si 
d imos t ra  ehe ne l l ' i n t e rva l l o  (s~, s~) x(s) ~ proprio ere scente.  

Suppon iamo ora n ~ 0. Detto s ~ un  va~lore ne l l ' in te rva l lo  {0, l) in  cui y[s) 
8 rr 8 '  assume il sue min imo valore,  supponiamo per  assurdo t h e  sia s ~ ~ ~ 0 ,  

y " . >  y' [efr. fig. 9b; la non  decrescenza  di y(s) ne l l ' i n t e rva l lo  (s*, l) si prova 
in modo affat to  analogo];  per  l a continuit~t di y(s__) ,¢i sono due valori  s ed s 
tali  ehe s ' ~ s < ~ s " ~ s ~ s * ,  y - - y ~ y ( s )  per s ~ s ~ s :  ma al lora  sosti- 
tuendo nel la  eurva  L (supposta minimante)  a l l 'arco di es t remi  .P e P la sua  
eorda, per  il t eorema I il valore del funz iona le  J(L) dovrebbe d i m i n u i r e ;  in 
modo analogo poi, s f ru t t ando  il t eorema I I  si prova ehe y(s) ~ proprio decre- 
seente  per  0 ~ s ~ s~, e c rescente  per  s, ~ s _~ l. 

II easo n ~ 0 i~ del tu t to  simile a quel lo ora t rat tato.  

i ! - 
Q - = ~ "  b x x x m b x 

F i g .  9a, Fig .  9b, 
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Non ~ difficile persuadersi  che l'arc(T di minimante L di estremi P~ e P~, 
di cui al teorema III ,  ~ il grafico di una funzione assolutumente continua 
di w, la cui derivata (nel l ' insieme in cui ~ definita) i~ non decrescente se 
n > 0, nou crescente s e n  < 0. Supponiamo ad es. n > 0;  si prenda sull 'areo 
predetto un punto P . ,  distinto dagli estremi, si diano alla sua aseissa xo 
g l ' inerement i  Ax2 :>/~xt  :> 0 [Ax~ ~ Ax~ < 0], e si considerino i corrispon- 
denti  increment i  /~y~ ed Ay~ della saa ordinata :  per  la dimostrata eonves. 
sit~ di L avremo /~y.J/k~ ~Ay~/A~c~ [ A y ~ / A ~ A y ~ / A x ~ , ] ,  e questo prova 
che y{w) ~ dotata di derivata sinistra e destra in ogni punto interno all ' in- 
tervallo (a, b); analogamente si vede che la derivata sinistra non supera la 
destra, ed entrambe sono non deereseenti,  cib t he  prova la l ipsehitzianitk 
di y(x) in ogni intervallo inferno ad (a, b). ed indire t tamente  l 'assoluta eonti- 
nuiti~ di y(x) in tutto (a, b). 

4.2. E ben noto che il funzionale J(L) ~ positivamente regolare nel semi- 
piano y > 0. e quindi gli eventuali  arehi  di minimante  tracciati  in tale semi- 
piano sono archi  di estremale di classe C" (~t). Le equazioni di EULERO, 
considerando il problema in forma parametrica,  si serivono 

d~ 1 ~ - - I  [ d y  1 ytf,(s). ~ --- cost., n y" (s) yl/.  ~/s = 0, 

considerando invece in problema in forma ordinaria ed assumendo x come 
variabile indipendente 
(3) n.y(x~).y"(~) : 1 + [y'(x)]~ ; 

subito visto che le retie x,---- cost. sono estremali  (com'era ben naturale), 
non lo sono invece le rette y----cost.;  d ' a l t ra  parte ogni arco d ' es t remante  
che non contenga segmenti  w ~ c o s t .  ~ rappresentabile con equazione del 
tipo y--y(~c), e se ha sempre ordinata positiva, dev 'essere  un ' in tegra le  
della (3): dunque le uniche estremali  sono, oltre le rette verticali, le curve 
di RIBAUCOUR di indi te  n. Ricordando le propriet'~ di queste curve, e tenendo 
presente ehe le minimanti  non possono avere punti angolosi di ordinata 
positiva, possiamo di re :  

IV. Nel caso n ~ 0 ; s e a  --- b, t' unica curva minimante per il funzio- 
nale J(L) ~ il segmento A B  ; s e a  < b, l 'unica minimante ammissibile ~ la 
curva di Ribaucour di indice n congiungente A con B. 

Nel caso n > O" detti A' e B' rispettivamente i punt i  {a, O) e {b, 0), se 
a - - b ,  l' unica minimante ammissibile ~ il segmento A B  ; se a < b, O - -  c ~ d, 
l' unica minimante ammissibile ~ la poligonale A B ' B  ; s e a  ~ b, 0 < c <~ d. vi 
sono al pii~ tre minimant i  ammissibili, la poligonale AA'B'B,  e le due eventuali 
curve di Ribaucour d'indice n congiungenti A con B. 

(ii) Cfr. [1], n. 57. 

Antlaii di Ma|emat iea  24 
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Coi metodi dell 'Analisi Funzionale si dimostra ehe 

V. II  funzionale  J(L) ha sempre min imo  nella classe F, dato da una  delle 
curve indicate dal  teorema I V  (~). 

Resta ormai solo da vedere quale delle tre curve  ammissibili come mini- 
manti  nel caso n > 0 ,  a ~ b ,  0 < c ~ _ < d  dia effet t ivamente il minimo;  a eib 
sono dedieati i due numer i  seguenti. Per  brevit~ chiameremo L~ l 'eventuale  
arco di RIBAUCOUR d ' indice  n congiungente A con B e verif icante la condi- 
zione di JACOBI,  L.~ 1 ~eventuale areo di RIBAUCOUR d ' indiee  n congiungente 
A con B e non verificante la condizione di JACOBI in senso stretto, L 3 la 
poligonale AA 'B 'B .  Evidentemente il nostro compito si r iduce al confronto 
tra i valori J(L,) e J(L~), Le non soddisfacendo una  eondizione necessaria 
per it minimo (~a). 

5. La funzione f*(tl. - Torniamo a considerare il fascio q)(P0) giCr studiato 
al numero 3. Sulla generica curva L(Po, ),) prendiamo un punto P ~  (o~, y), 
corrispondente al generico valore 0 del parametro cui la curva b r i fer i ta ;  
data la s immetria della configurazione, possiamo ben supporre ~v 0 ~ x  e 
quindi ), < 0. 

Detti Pc' e P '  r ispet t ivamente i punti  (x0, 0) e (x, 0), abbiamo 

14) fy~/~ds-- n , ,  n ,( cos'+'~ ~) 
• n + l ( Y o ~ + ' ~ + Y l + ~ ) = n A _ l Y o ~ + ;  1-I-cosi+n , 
PoPo' PtP 

(5) 
P (} 

f 1+ ~- fcos  i+" % 
(L(Po, ;~)). y~/'ds - -  nyo ~ . ] c o ~  dr. 

Evidentemente,  affinch~ gl ' integrali  (4) e (5) siano eguali occorre e basra 
the  sia 

0 

16) (n + 1 ) f  dz 1 1 
COS T M  "~ COS l + n  ~ COS l + n  0 - -  0 .  

Pr ima di procedere oltre, discutiamo l 'equazione (6) nella incognita 0. 
Posto 

t t 
• f 1 - -  sen ": 

)i" &: 1 : ~ ( n +  1 ) . ] c ~ - ~ -  ~ d r - - l ,  I t f < ~  (7) h*(t) - -  (n-t-  1 j cos ,+ .  • cos '~+~ t 
o o 

(is) Cfr. a d e s .  [3], dove  si  u t i l i zzano  le p ropr i e t~  del le  c u r v e  di  R i b a u e o u r  p r o v a t o  
ne i  n u m o r i  p receden t i .  

Qs) E p ree i samonto  la  eond iz ione  di J-ACOrn; cfr. a d e s .  [1]~ n. 81. 
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la (6) pub esser scr i t ta  

(6') h*(O) + h*(--  ~) = O. 

-), . T _ S o 

~ . ~  

1 
I 
I 
1 
L 
I 
i 
1 

/ -  1 
I 

Fig. 10a. Fig. 10b, 

Se n ~ l ,  h*(t) cresce da - - c ~  a + 0 %  r i su l tando  eguale  a - -  1 per  t --:=0; 
se n ~ 1, h*(t) cresee da - - c ~  ad un  valore  f in i te  h*(~:/2)-~ (n - I -1 ) -  

~/~ 
f 1 - -  sen ~ , 

• j c~ss,~-4-~: :- a ~ - - 1 ,  il quale  r i su l ta  posi t ive essendo funzione d i n  erescect , ,  

0 
e nu l la  per  n ~ 0 (~4~. 

In  eonseguenza  di eib, se n ~ 1, la (6'} ad ogni ). compreso t ra  - - r : / 2  e 
"~* ~ -~-7 : /2  fa eor r i spondere  un  ben de t e rmina t e  valore di 0 [che chiame- 
remo f*().)] il qua le  r i su l t a  e reseente  da  --7:/2 a -I-7:/2. 

P e r  n ~ 1, eh iamiamo T* quel  ben de te rmina te  valore  di t per eui 

7r]2 
~ f l  --  s e n z  _ (s) - h*(--  ~ )  = h*(~/2) = (n + 1 ~  ~ - ~  :~ ~: - -  1 ; 

0 

ad ogni va lore  di ). eompreso t r a - - 7 : / 2  e ~'* [e sol tanio a quest i  valori  
di )~] la (6') fa corr i spondere  uno ed un  sol valore  di 0 [ the eh iameremo 
f*(),)], il quale  r i su l ta  c reseente  da - - ? *  a + n/2. 

Si noti  t h e  la  re lazione 0--f*(~.)  equivale  all '  a l t ra  ) . - - -  f * ( ~  0), e ehe 
?* come funzione  di n var ia  da  - -~ : /2  a + 7:/2 per  0 ~ n ~ 1. 

(i4) Sar~  ut i le  o s se rva re  che p e r  n n e g a t i v e  e magg io r  di - - 1  la funz iono  h*(t) 

S~J~p~.'~ n~gati'~ra, ~ale ri~ultai~do i1 ~ o  es~remo ~u l~ r io r~  ~'~*l~" 
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Abbiamo pertanto il teorema : 
I. S e n  ~= 1, su ogni curva L(P, ,  ),) v'~ un punto Pz seguente Po [corri. 

spor~dente al valore f*(),) del parametro 0], tale ehe : 
Pk 

)~)) yl/~d8 - -  yl/nd8, 

Po PoP~)P~ ' P). 

avendo ehiamato P~' la proiezione di P~ sull' asse x. 
S e n  < 1, inveee, la curva L(Po, ~) eontiene un siffatto punto P~ [seguente Po] 

s e e  solo se ~ - - ~ / 2  ~ ~ < $* , il numero $* essendo individuato dalla (8). 
Tenendo conto the  il primo membro della (6') in quanto funzione di 0 

creseente, si pub dire che 
II. Se )~ < $*, l'integrale (4) ~ maggiore dell'integrale (5) per tutti i 

pun t i  P interni all' arco di estremi P o e  P~ sulla eurva L(Po, ).); per tutti i 
pun t i  P seguenti P~ sulla eurva L(Po, ~), l' integrale (4) ~ minore dell'inte. 
grale (5): di eonseguenza il punto P~ deve precedere sulla curva L(Po, )~) 
l' eventuale pun to co~iugato destro di Po, ed ~ T* > -  T~. 

Se ~ ~= y* ,  l'integrale (4) ~ sempre maggiore dell'integrale (5). 

5.1. La eurva h*(Po). - Si vede ~acilmente che T* ~ hullo se h*(u/2) vale 1, 
negative se h*(r:/2) ~ minore di 1, positive in case contrar io:  essendo 

h*(r:/2) creseente da zero a + ~  per 0 < n  < 1, v 'b  un bea determinate  
valore di n, n*, che annulla  T*. I1 punto Px al variar  di )~ ( d a - - ~ ; / 2  a 
+7:/2 se n ~ l ,  da w : : / 2  a T* se n < l )  deserive il tame destro di una 
curva simmetrica rispetto all 'asse x = xo, curva che designeremo con A*(P0) , 
e ehe b parametr ieamente  rappresentata  dalle equazioni 

f*(t) 

j - - 7 : / 2 <  < y * .  
&: cos" t 

(i0) ~ = xo + yon cos" t co~-~ .:, Y = Yo cos" f*(t)' t 
t 

Si pub dire, in conseguenza del teorema I I e  tenendo eonto della sim- 
metr ia  delia eonfigurazione, ehe 

/ / /  

F i g .  1 l. 
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I I I .  Se n>_ 1, ogni curva L(Po, ~) interseoa la curva h*(Po) in  due 
punti ,  uno precedente Po, I' altro seguente. 

Se n * <  n < 1, allora y* ~ posilivo, ed L(Po, ),) interseca A*(P0) in un 
sol punto (seguente Po) per - -  ,:/2 < k ~ ~ y* , in due punti  (uno precedente 
Po, l' altro seguente) per - -  y* < ~ < y,~ , in un sol punto (precedente Po) per 

"cJ <_x 

Sen-----n*, allora y* ~ nullo~ e L(Po, ),) interseoa h*(Po) in un sol punto 
per k ~ 0 (precedente o seguente Po a seconda che sia )~ positivo o negativo), 
non la interseca affatto per ~ .-~ O. 

S e n  ~ n*, aUora ~(* ~ negativo, e L(Po, k) interseca A*(Po) in un  sol punto 

],(* I < ] )~ ] ~ ~ (precedenle o seguente P~ a seconda the sia k positivo per 

o negalivo), non la interseca affatto per I k ] ~  y* .  
Per  espr imere  in mode semplice il r isultato ot tenuto (~5), s tudiamo la curva 

7~ 
A*(P,,), o meglio il suo ramo des~ro soltanto, ponendo y* ~ 2  per  n ~ 1. 

Le equazioni paramet r iche  di tale ramo sono 

f*{O 

(10') x --- u*(t) =-- x o + yoncos n t [ d'c cos'* t 
cos ~ z'  y - -  v*(t) ~ Yo cos'* f*(t)' 

t 

7~ 
2 < t < y * ,  

e necessar iamente  ~ u*( t )~  u(t). 
Dimostro che u*(t) ~ creseente.  Supponiamo (per assurdo) che vi siano 

due valori  ),, ~ k~ tall che sia u*(k~)_>~u*()~); Farce  di L(Po, ~)  di punt i  
estremi P0 e P~I (ehiamiamolo L') tes ta  al disotto de l l ' a rco  di L(Po, k~) di 
punt i  estremi P o e  P)~ (chiamiamolo L"), come si d imostra  con le (3.t3}. 
Ma si ha  

J(L") - -  J(PoP'oP~Pz~), J(L') - -  J(P,P',P'zlP),I), 

: I 

Fig. 12. 

x 

(i5) D o v u t o  a l  TONELLI, p e r  il easo  n ~---1, err.  [2], vol .  I I ,  n.  135. 
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e quiudi, detto R il punto sulla eurva L(P~, )~l) di aseissa u*().~) ed L"' l 'arco 
di questa curva di punti  estremi P0 e R, 

J(L") > J(L"')  + J(RP) ,  

cib che contraddice al teorema I. 
In  maniera  analoga si dimostra ehe anche v*(t) ~ crescente. 
Dalla relazione lim u ( t ) = O  segue lim u*(t)-~O. Volendo dimostrare 

2 2 

7~ 
che anehe v*(t) ~ infini tesima per t ~ - - ~ ,  supponiamo per assurdo che il 

limite m :  lim v*(t) sia positivo; ehiamando Q il punto (x0, m) ed L* 

2 

1' arco di L(Po,  ~) di pun~i estremi P o e  P~, dalla relazione J(Po P'~ P'). P~J ~ J(L*) 

si otterrebbe, passando al limite per k -* - -  ~ ,  l' assurda eguaglianza J(PoQ) 

- -  J(PoP',) + J(P'oQ). 
Veniamo ora ai due limiti x~----- lira u*(t), y ~ - -  lim v*(t). 

Se yi fosse finito, anche x~ lo sarebbe, al tr imenti  la curva A*(Po) do- 
vrebbe intersecare l ' invi luppo A(P,), cib c h ' ~  assurdo. ~[a allora, passando 
al l imite per  ). ~ y*, dalla relazione gi~t sfrut iata sopra J(L*) --~ J(PoPo'Pz'P~) si 
dedurrebbe the  il punto _P~ ~ (x~, y~) appart iene alla L(P0, ~'*), ossia che ]e due 
curve LiFo,  Y*) e h*(P0) si intersecano~ cib che (~ escluso dal teorema III.  
Duaque ~ y~ --~ + ~ .  

Poich~ la curva LIP0, y*) non contiene alcun punto P~, dev' essere 
T * .~(~" ) la curva ~ ~ ~(yg): per n ~ 1, it valore T~(-(*) ~ finito, e se fosse w~ -~ T * 

L(Po,  y*) neeessar iamente dovrebbe intersecare A*(P0), cib ch'~ escluso [T~(y* ) 
l ' asc issa  delFasintoto destro della curva L(P0, Y*)I; per n ~ l  si ha 

T~(y*)--~ q - c ~ :  se x~ fosse finito, allora per ogai punto P preso sulla curva 
L(Po,  ~) con ascissa maggiore di x~ l ' in tegra le  (5) r isulterebbe maggiore del. 
l ' in tegra le  {4); il ragionamento che segue esclude questa possibiliti~. 

Presa  una re i ta  x - - ~  arbi t rar ia  (x o ~ x~) eonsidero su di essa il punto 
P~ ~ (x~, y~) con y~ ~ Y0. Si ha 

n V ( x ~ - - x 0 ? ~  l+_~ (,,) J(PoP~) ~ 1 + - -  ! [y~ ,~-- yo ~+ ~] 
n d-- 1 Yo/ 

1+ i 1+ t_ 
J(PoPo'P,'P.~) - -  [Y, '~ + Y~ "], n + l  

lim [J(PoP~) - -  J(PoPo'P:'P~)] 2n l+ 
~ . ~ + ~  n + 1 y° '~" 

(i6) j ( p o p i  ) rappresenta  il  funzionale  J(L), avendo preso come c u r v a / 5  il segmento PoPt ;  
analogamente  J(PoPo~Pi'Pt), dove  L ~ la pol igonale  P~Po'~l'l~i. N e l  seguito,  se un punto 
del semipiano y >= 0 ~ indicato con una  eer ta  lettera~ la stessa le t tera  muni ta  di un apiee 
indieher~ la  proiezione di quel  punto sul l '  asse x~ 
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Di conseguenza, preso y~ abbastanza grande,  la curva di minimo per  il 
funzionale  J(L) tra le curve congit lngenti  P o e  P~ non pub essere la spez~ata 

t ; ) V~ PoPo P~ t2,  e quindi  ~ un arco di RIB~UCO~I~ L(Po, ),) (congiungente P0 
con P~) per  il quale  l' integrale (4) r isul ta  maggiore dell '  integrale (5), come 
si voleva dimostrare .  In  conclusione.  

IV. La eurva A*(Po) # simmetriea rispetlo all' asse x-----x,, interamenle 
tracciata al disopra dell' inviluppo A(P0) , salvo il punto (x o, O)=--1:)o'. Essa 
pub essere rappresenlata con un' equazione cartesiana. 

(11) y = q*(x), - -  T~(T*) < x < +T,(y*),  

coJ~ ~*(x) funzione (pari) crescente nell' intervallo T * [ ~(7,~ )], infinitesima per w ~ x , ,  
infinitamente grande per x tendente a T2(y* ). 

Per n < 1, la curva A*(Po) ha due asintoti - -  queUo deslro in comune 
con la L(Po, y,*), queUo sinistro in comune con la L(Po, - - 7 " )  - -  ed ~ trae. 
ciata nella striscia da essi delimitata. 

5.2. Soluzione del pr0blema di minimo - Cib premesso il teorema 4.V pub 
esser completato dal seguente  

V. Se c ~ maggiore di zero, al punto A ~ associala una curva A*(A) 
[rappresentata parametricamente con le equazioni (10), poslovi A in luogo di P J  
tale the: 

- -  se B ~ al disopra della curva A*(A) ed ha ascissa diversa da A, 
allora il funzionale J(L) eonsegue il suo minimo valore nella totalit& r sola. 
merde in corrispondenza dell' (unico) arco di Ribaucour di para~netro n con- 
giungente A con B e verificante la condizione di Jacobi, L~ ; 

- -  se B appartiene alla curva A*(A) ed ha ascissa diversa da A, allora 
il funzionale J(L) ammette in  £ due e due sole curve minimanti ,  la spezzata 
L~ =--A A'B 'B e l' areo di Ribaucour L~ sopra citato ; 

- -  se A e B hanno la medesima aseissa, allora il funzionale J(L)  am. 
mette in U una sola curva minimante, il segmento AB.  

~ l J  , r 
A'I B" 

f 
I 

/ 

I I  Jf~ t A 
/ 

/ 
i B 

/ 
/ 

X 
IL 

B" 
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I n  ogni altro caso, il funzionale J(L)  ammette una  sola curva min imante  
nella totalit~ F, la spezzata L a - - A A ' B ' B .  

Eviden temente , . se  B si trova al disopra della curva  A*(A), A si troverh. 
al disopra della analoga A*(B). Si possono dare condizioni necessarie e suf- 
ficienti  ~ in tutto analoghe a quelle espresse dal teorema 3.XI - -  pereh~ i 
due puut i  A e B possono congiungers i  mediante  un  arco di RIBAUCOUR il 
quale dia al funzionale J(L) il minimo valore nella  totaliti~ di curve F. E 
precisamente ,  

VI. Se i due pun t i  A e B si trovano nel semipiano y ~ O, ed hanno 
ascissa diversa, so,so determinati  in conseguenza due valori vA e vB comIaresi 

7~ 7~ 
tra ~ 2  e + ~ ,  dipendenti solo da n, y, e e d, nonch~ dal segno di a - - b ,  

tali che: 
il funzionale J (L )  assume il suo minimo valore nella tolaliti~ F in corri- 

spondenza dell'arco di Ribaucour L, e soltanto in corrispondenza di tale arco, 
quando e solo quando 

d1: . 
(11) O < i a - - b l <  ncc°s*~VA e ~ ' c '  

(~A, ~B) 

il funzionale J(L) ammette come curve min imanl i  nella totalitd ]? l'arco 
di Ribaucour L~ e la spezzata L3, e soltanto queste due curve, quando e solo 
quando 

f d': . (t2) 0 < t a - - b ] = n c c o s  '~vA c ~ - ~ ,  

(vA, ~e) 

in ogni altro caso il funzionale J(L) ammette una  sola curva minimante,  
la spezzata L:~. 

Le costanti vA e vs sono individuate dalle relazioni 

(13) C COS'* VA --~ d coS~ VB, (b --a)(VB - -  VA) > O, 

(14) (n + 1) f 
d:  1 1 

--COS *~+~ t : - -  COS n + t y  A ~ COS **+iV B " 

(VA, vB) 

La dimostrazione ~ analoga a quel la  del eitato teorema 3.XI. 
Una condizione sufficiente,  deducibi le  dal teorema ora enunciato,  ~ la 

seguente  

VII.  Detto v quel valore, compreso tra zero e 2 '  individuato dalla 

y 

1 f d~ 1 ossia h*(v)--0, (15) (n + cos"+' 
0 
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se 

(16) c d > l b - - a l "  2 n c o s  ~v ~ > 0 ,  

0 

allora l 'arco di Riba~cour L~ ed esso solo dg al funzionale J(L) il ~ o  minimo 
valore nella to tal i~  di curve r. 

6. Gli arehi  di R ibaueour  come  m i n i m a n t i  re lat ive .  - Ci proponiamo in 
questo numero  di cos t ru i re  u n a  famigl ia  di curve inc lusa  in F, e con tenente  
l ' a r co  di RIBAUCOUR L , ,  re la~ivamente  a l la  qua le  ques t ' u l t imo  renda  min imo 
il funz iona le  J(L) (2o~. 

I. Se i l )unti  A e B possono essere congiunti mediante u n  arco di 
R i  aucour L~ verificante la condizione di Jacobi, allora quesla curva d~t il 
min imo al funzionale J(L)  nell'in~ieme r(A) delle curve di P tracciate nel 
dominio D(A) cosi definito 

y _ ~ 0  per  (x - -  a)(x - -  b) ~_ O, 

y~q(~c)  per  a ~ x ~ b .  

/ 
/ 

/m 

, S 

\~\\\j , \- . , \  . . . .  ~ "-'~'1 "\\  ~'X 

t t i 

F i g .  14. 

Se l 'arco L~ verifica le condizioni di Jacobi in senso stretto, allora esso 
in  F(A) l 'unica curva min imante;  se la condizione di Jacobi ~ verificMa solo 

in  senso lato, allora v'~ in  I'(A) una  semplice in f in i t~  di curve minimant i .  
P e r  i teoremi del n. 4.1, possiamo l imi tarc i  a cons iderare  le curve di r(A) 

t race ia te  ne l la  s t r isc ia  a ~ x ~ b. F issa to  un  valore 2 nel l '  in terval lo  (a, b), 
v 'b  u n a  ed una  sola es t rcmale  uscente  da A, la quale  incont ra  1' invi luppo A(A) 
nel  pun to  di ascissa ~; sia L(:~) la  cu rva  eomposta  del suddet to  arco di es t remale  
[di base (a, 2)] e de l l ' a r co  di h(A) di base (~, b): se 2 ~ a, la curva  L(2) ~ di 

(20) ~el  caso particolare n-----2, tale studio ~ stato compinto in [1], n. 80; ivi sono stu- 
diati anehe i casi n d 5 2, ma con risultati pifl ristretti. 

A n ~ a l i  di  Matematice~ 25 
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classe C', in case contrario ha un punto angoloso in A'. ]~ ben note (~) che 
J[L(¢:)] non dipende da :~. 

Prendiamo era uu numero positive ,, minore della minima ordinsta  della 
curva L~, e consideriamo la totalitA delle curve di r(A) tracciate nel semipiano 
y ~ e; diciamola rtA, ~): ~ ben note che in F(A, ~) il funzionale J(L) ammette  
minimo (i9). Se la eurva minimante ~ interna a F(A, ~), essa necessar iamente  
coincide con l 'es t remale  L~, se b di frontiera neeessariamente deve coincidere 

{/  

X 
]~ig.  15. 

con una delle curve L(#), in virt~l delle condizioni necessarie di ~EI]~I~- 
S~RASS (~);  ne segue che il minimo di. J(L) in F(A, ~) non dipende da ¢. 
Possiamo dunque  dire ehe proprio J(L~} oppure J(L~)=--J[L(~)] ~ il minimo 
di J(L) in F(AI, poich* t ' un ica  curva di F(A) tracciata nella striscia a<__~<_b 
che non appartenga ad aleuno degli insiemi di curve F(A, e) 6 la curva L(a). 

S e i l  punto B si trova sull '  inviluppo A(A), ossia se L, verifica la condizione 
di JAooBI solo in sense la~o, avremo L~ ~ L(b), e quindi tutte e sole le curve 
L(#) (a_< ~ b )  son le curve minimanti  cercate. Se invece B si trova al di 
sopra del l ' invi luppo A(A), ossia L, verif ica in sense stretto le condizioni 
di JAcOBI, abbi~mo notoriamente J(L,) < J(L.~) ~ JILTS)], e quindi L~ ~ l ' un ica  
minimante della classe F(A). c.d.d. 
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