
Pr<jekt~ve'>" = " Klass i f ika t iou  der  G r a s s m a n n r e l a t i o n e n  und 
K e n u z e i c h n u n g  der  Min ima lmode l l e  fiir <lie G e s a m t h e i t e n  

der  ve ra l lgeme ine r t eu  R a u m e l e m e n t e  des S. .  

• 5~Iemoria di ~VERNER BUI{.AU (a Hamburg) (~). 

Sunto. - Una g r a s s m a n n i a n a  Gn; k pub essere definita per l'intersezione di un  sistema d'iper- 
qu, adriche, rappresenta~e sui p u n t i  di uno spazio R. A1 gruppo projettivo che trasforma 
in  s~ la Gn; ~ corrisponde un  grujopo di t ras formazioni  di R, che lascia inva+'iante un  
numero di spazi  indipendenti ,  ognuno di questi essendo indiv iduato  da una variet~ 
speciale. L 'Autore  d~ una  descrizion~ completa di questo ~ spezzamento ,~ mediante u n a  
carat terizzazione di quelle varietd~ speciali. S i  t~'atta di mode l l i -min imi  per la tota, litb 
di e lement i -spazial i  generalizzat i  (S k C Sl~) di S n . 

Bekanntl ich ist das Minimalmodell filr die Gesamtheit  aller ~(~-1~)c~+J) 
Sh des projekt iven S,~ die durch das System aller Sk-Koordinaten im S,~ 
definierte Grassmannsche )~annigfaltigkeit, die wir im folgenden stets mit G,; k 
bezeichnen wollen. G,,; k wird dureh ein sehon mehrfaeh hergeIeitetes System 
yon quadrat isehen Relat ionen vollstandig besehrieben (~). Ist r (n ,  k) die 
Anzahl der l inear unabhi~ngigen quadrat isehen Relat ionen der G~; k, so kann 
man sagen:  Es gibt c~'('~, k>-~ quadrat ische Hyperfl~tchen des S/h+1 ~ 1' die 

eia l ineares System bilden und dureh deren Schnitt  die G~; k vollsti~ndig 
definiert  iet. Diese quadrat ischen Hyperf laehen - -  wir sagen auch kurz 
Quadriken dafilr - -  kann man in bekannter  Weise  auf die Punk te  eines 
projekt iven Raumes  Rr~,, ~_, yon r (n ,  k) - -  1 Dimensionen, dee sog. Relationen- 
raumes, abbilden. Durch die Gruppe G aller Projekt ivi t~ten des Grundraumes 
S,, werden zuni~chst die Punkte  des Raumes der G~; 1~ projektiv so transfor- 
miert, dass die G~: k dabei in sieh tibergeht. Gleiehzeitig induziert G aber 
auch im R, elat ionenraum R,.~,~_~ eine Gruppe yon projekt iven Transforma- 
tionen. Wi~hrend der Raum der G~; ~ aber durch G irreduzibel in uieh trane- 
formiert  wird, d. h. so class kein l inearer Unte r raum dabei feet bleibt, ist 

n - - 1  
dies ftir den Raum R~<~,k)_ ~ bei n ~ 7, - - ~ -  ~ k ~  3 nicht mehr der Fall. 

Der R,.~,. ~)_~ <~ zerfi~llt >> vielmehr in eine Reihe you eadlieh vielen Teilr'~,umen, 
die je  irreduzibel in sich transformiert  werden, unabhangig zueiaaader  l iegeu 
und insgesamt ganz R~<~,k)_ ~ aufspanuen.  ~Vir wollen im folgenden die 
Aufgabe 15sen, diese Aufspal tung anzugeben, d. h. in der Sprache der  Alge- 
bra, die D a r s t e l h n g  der Gruppe G in Raum R,.<~,k)_~ auszureduzieren. Dabei 

(l) Erweiterte ~Viedergabe eines in Taormina im Oktober 1951 gehaltenen Vortrags. 
(e) Siehe z. B. B. SEGRE, Lezioni  di geometria moderna, vol. I, Bologna 1948. pag. 136. 
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werden wir genau besehreiben, in welcher Weise ~ in den einzelnen in sich 
transformierten Teilrliumen wirkt ; es wird sich wieder darum handeln, dass 
gewisse Teilmannig-faltigkeiten, die diese Tei]ri~ume aufspannen, je in sich 
transformiert werden. Wir werden somit durch d_as Studium der G-Relatio- 
nen darauf geftihrt, diese Mannigfaltigkeiten Ztl kennzeichnen. Es handelt 
sich um eine Klasse yon Mannigfaltigkeiten, die sich als einfachste Punkt- 
modelle der Gesamtheit aller Raumpaare (Sk, Sh') des S,~ (n > k >  h) mit 
Vollinzidenz, wofi'Lr wit auch Elemente sagen werden, besehreiben lassen. 

Ein erheblicher Teil der folgenden Entwicklungen, insbesondere der 
umfangreiche § 3 wird der Untersuchung dieser soeben erw~hnten, auch mit 
dem 5~amen Inzidenzmannigfaltigkeiten J,~;k,~ bezeiehneten Punktmodelle 
gewidmet sein. Wir werden darin die J,~; ~,h dureh innere Eigenschaften 
kennzeichnen. Dies wird im § 4 die Aufgabe der Ausreduzierung der G-Rela. 
tionen wesentlich erleichtern, hat jedoeh auch unabhangig davon Interesse. 
I m §  1 werden zuvor einige ira folgenden dauernd benStigte Begriffsbildungen 
und Bezeichnungsweisen eingeftlhrt, insbesondere im Zusammenhang mit den 
~annig[altigkeiten you SEGRE und VERONESE. Iln § 2 wird dann das mehr 
oder weniger Bekannte, was wir weiterhin fiber die Grassmannschen Mannig- 
faltigkeiten G,~;z , brauchen, zusammengestellt und z. T. bewiesen werden. 

§ 1. - V o r b e m e r k u n g e n  ; V e r o n e s e s c h e  u n d  S e g r e s c h e  
M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

Alle folgenden Untersuchungen betreffen die komplexe, projektive Geo- 
metrie der Raume versehiedener Dimension. Einzeln stehende untere Indizes 
bei linearen Ri~umen und allgemeineren Mannigfaltigkeiten sollen stets 
Dimensionen bezeichnen. Wenn die Punkte einer Mannig[altigkeit M~ einen 
projektiven Raum yon n Dimensionen aufspannen, so soll dieser l~aum, den 
man auch als <~ lineare Hiille yon M~ ~ bezeiehnen k~Jnnte (M di,~ oder aueh 
kurz (Md} genannt werden. 

Folgende bekannte und fast selbstverst~.ndliehe Kennzeiehnung der pro- 
jektiven R~tume werden wir sp~tterhin ben{itigen und weitgehend verallge. 
meinern : 

SA~ez 1 . -  Eine n-dimet~sionale Mannigfattigkeit M~, deren Punkte in 
ausnahmslos eineindeutiger Beziehung zu den Punkten eines projektiven Rau. 
rues S~ stehen und zwar so, dass jeder Geraden auf  S,~ wieder eine Gerade 
a u f  M~ entspricht, ist selber ein projektiver Raum. 

Beweis: Man sehliesst aus der Voraussetzung sofor L dass aueh jeder 
Ebene au[ S~ eine solehe auf M~ entspreehen muss~ usw. bis man die Idea- 
titat yon M~ mit einem linearen Raum eingesehen hat. 

[n+h~ 1 
Vermittels des Linearsystems Mler oc~ h ]  Hyperfl~iehen h-ten Grades 

wird der S,~ auf eine den Sr,+u~_ 1 aufspannende Punktmannigfaltigkeit 
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abgebitdet, die V,~ oder allgemeine Veronesesehe }Iannigfaltigkeit genannt 
werde, sodass also V~ die klassische Veronesesche Flache des S~ bedeutet. 
Einer beliebigen Teilmannigfalt igkeit  )~/s des S~ entspreche w~rm(ige der 
Abbildung des ganzen S~ auf die V h e i n e  mit Vh(Md) bezeichnete Teilmannig- 
faltigkeit der V~, woftlr wir auch die Bezeiehnung <( Vh-Bild yon M~)> 
gebrauchen werden. Im folgenden wird stets h--:  2 sein. I s t  M~ als voltsti~n- 
diger Schnitt  yon c~ "-~ Quadriken, d. h. quadratischen Hyperfli~chen~ wie 
es bei den Grassmannschen )1annigfaltigkeiten der Fall ist, definiert, so wird 

~(Ms)  dureh einen linearen Raum yon h - - r - - 1  Dimensionen aus 

der V~ ausgeschnitten. Den durch ( V~(M~)} gehenden t typerebenen des <V~) 
sind dann die Quadriken, die M s enthalten~ eineindeutig zugeerdnet Wei- 
terhin ist es bekannt, dass die Punkte  des <V~} den Klassenquadriken des 
S~ eineindeutig zugeordnet werden kCinnen. Geht man daher yon der M~, 
die als Punktmenge  definiert ist, durch eine Korrelation des S~ zu einer 
entsprechenden Menge yon c:~ ~t S~_t tiber, die bei uns stets mit M s bezeich- 
net werde~ so kann man Ms einen gewissen linearen Teilraum R,._~ des 
! V,2~}, den sog. R.elationenraum, zuordnen. 

Eine weitere wichtige Klasse rationaler Mannigfattigkeiten sind die 
Segreschen, d. h. die Produkte  yon k linearen Raumen, die iin folgenden 
bei k ~ - 2  eine Rolle spielen werden. )Iit S,~;,  werde die den S(,~+~)(~+~)_~ 
aufspannende Segresehe Prodaktmannigfal t igkeit  der l inearen R'~ume X,, 
und Y~ bezeichnet. Gelegentlich schreiben wir daftlr auch X,, ><: Y~. Sind 
Fa und Gb je Teilgebilde aus X,~ und Y~, so ist damit auch das Produkt  
F a X  G,, als Teilmenge aus S,~;, eindeutig bestimmt. Wir bemerken noch 
folgende bekannten Tatsaehen tiber die S,~; . :  Die S.~;., wird durch c,z~ 
Ritume S~ und c~ "~ Raume S~ l erzeugt. Die Ri~ume gleicher Art liegen 
windschief zueinander, aber jeder  S,I~ schneider jeden S~ t in gen~u einem 
Punkt,  und durch diese Schnit tpunkte werden alle S~, aber aueh alle Sin I 
je aufeinander projektiv bezogen. Die Gesamtheiten der cx~ "~ S~ und die der 
oz '~ S~ der S,~; ,, sind demnach ausnahmslos eineindeutig auf die Punkte  
linearer Raume yon je m and n Dimensionen bezogea. Aufgrund des fol- 
genden Satzes kann man die Sr~; ~ durch diese Eigenschaft kennzeichnen (:~). 

SATZ 2 . -  Jede Mannigfal t igkei t  M~+~ ist eine S,~; ~ ( m ~ 2 ) ,  wenn sie 
folgende Bedingungen erfi~llt : a) sie spannt  einen R a u m  yon (m -d- 1)(n ÷ 1) --  1 
Dimensio~en auf, b) sie wird durch .':x~ m R(~ume Sin erzeugt, c) diese S~ sind 
eineindeutig den Punkten  eines projektiven X , ,  derart zugeordnet, dass den 
Punk ten  einer jeden Geraden des X , ,  die S~ einer S,~;I a u f  der M~,.+s ent. 
sprechen. 

(~) s. BURAU, Untersuchungen zur mehrdimensionalen, pr~iektiven Geometrie, ¢ Ham- 
burger A~bh. ~, 15, s. 1-26 (19~3), we in § 11[ einige Sonderfalle hiervon behandelt sind. 
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Beweis:  Zunitehst sei m = 2 angenommen. Dana mtlssen die den beiden 
Geraden X l' und X( '  tier Ebene X~ zugeordneten Segremannigfal t igkei ten 
S r t !  l ~; 1 und S ~; ~ bereits den ganzen iM~+~}3~÷~ aufspannen,  kCinnen sich also 
nur  in dem dem Schni t tpunkt  X--~ ,con X (  und X,' entsprechenden Raum S~ 

l sehneiden. Wei terhin  best immen die sieh auf S,, treffenden, erzeugenden 
Geraden S~ r, j e a u s  S' S' ~x z ~. 1 und ~; !, insgesamt ~ Ebenen S. 2. Die Sn yon 

,, ,,t ,~; 1 und S ,,;~ vermit te ln  projektive Beziehnngen zwisehen den Punk ten  
dieser Geradenpaare  der Ebenen S~ r, die sich eindeutig zu solehen zwisehen 
den ganzen Ebenen S~ r fortsetzen lassen. YIierdureh ist eine S~; 2 bestimmt, 
die S ' . ;1 und S",,; 1 enthalt  und nach folgender ~ber legung  mit M,~+2 zusam. 
menfitllt. Dureh die Vorgabe yon S'n; 1 und S", ;  I sind die Ri~ume (S,~: I} der 
fast allen tibrigen Geraden aus X., zugeordneten S.;  1 bekann t :  sie werden 
ni~mlich du tch  zwei S~, j e a u s  S' . :  1 und S". ;  l, aufgespannt.  Damit  kennt  
man abet  auch die Ri~ume S r die den Punk ten  yon X~ zugeordnet sind. 
Sie sind n'~mlieh als Schnit te der (S,,; 1} festgelegt und treffen aueh alle 
vorhin erw~thnten Ebenen S~ r, s ie kCinnen also niehts anderes  sein als die S~ 
der oben erw~ihnten S,,; 2. Von bier aus sehliesse man bei m ~ 2 der Reihe 
nach auf die Kennzeichnung der S~  3 usw., bis man am Ziele ist, im Prinzip 
analog wie bei Satz 1. 

Fiir sparer benStigen wir noch folgenden Satz tiber die S,,; L. 
SA~z 3. - Der allgemeine hyperebene Schnilt einer S,~;~ ist eine Mannig. 

faltigkeit T~_~, die in  folgender ~Veise durch c~ ~ S~_i erzeugt wird : Man 
nehme die c~ t z S,_~ einer S,~_~; ~ , beziehe sie eineindeutig au f  die Punkte eines 
zu S,_~;~ windsehief liegenden Kegel~chnitts k. und verbinde Entsprechendes 
dureh Raume S r ~  miteirtander. Umgekehrt entsteht eine S~;~ au f  folgende 
beiden Arten : a) Eine soeben beschriebene F~_~ werde im allgemeinen Punk t  S~, 
durch den der erzeugende Raum S,_~, aber nicht die S~_.~;~ gehe, yon der 
sonst allgemein liegenden Geraden g getroffen ; dann beziehe man die Punkte 
von g a u f  die S~_~ yon F.~,_~, So jedoch dabei au f  S~_~, und verbinde Ent- 
sprechendes, b) Man schneide eine S,~_~ ~ mit einem sonst allgemein liegenden 
Kegelschnitt k~ im Punkt  So, durch den der S~ S,~_~;~ . ~ yon geht~ beziehe die 
Punkte yon k~ a u f  die S~_i yon S~_~; ~, dabei So au f  S~_~, und verbinde 
Entsprechendes. 

Beweis:  Der erste Teil dieses Satzes ist fiir n--" 2 und 3 bereits gezeigt 
worden (s. (~) § 7). Der al lgemeine Beweis verl~uft genau so. Die im zweiten 
Tell erwi~hnten Erzeugungen der S~;~ sind bei n ~ 1, d. h. [tir den regulus 
bekannt ;  bei n ~  1 erzeuge man auch erst eine S~;~ und setze dann die 
gewtinschte Sn; ~ aus dieser S~; ~ und einer schon vorliegenden S~_~; ~ zusam- 
men (s. (~) § 7, Sat~ 6). 

(4) W. BURAU, Grundmannigfaltigkeiten der projektiven Geometrie, ~ Collect. :Viath. ~, 
Vo]. I I I ,  Fasc. 2 (Barcelona, 1950), pagg. 53-163, Teil I I .  
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§ 2. - D i e  G r a s s m a n n s c h e n  G,+; k. 

Als einfachstes ausnahmslos eineindeuiiges Punktmodel l  ftlr die oo (~-~)<k+~) 
Xh eines Grundraumes  X~ ergibt sich bekannt l ich die Grassmannsche Man- 
nigfaltigkeit,  die wit  mit G~;~ bezeiehnen wollen. Die G~:~ sind seit der 
ersten gruudlegenden Arbeit yon SnV~RI (5) mehrfach untersucht  worden. In  
einer noch im Druck befindlichen Fortsetzung meiner  oben zitierten Sehrift  
(s. (~)) rind verschiedene Eigenschaften der G,,; ~o ausftihrlich beschrieben 
worden. Das, was wir hiervon ftir unseren Zweck beniitigen, sei im folgenden 
nebst 2 Siitzen, die sich an jenem Ort nicht  befinden, kurz zusammengestellt .  
Sofern sine Tatsache im folgenden nicht bewiesen ist, kann dies der Leder  
auch ohne Kenntnis  obiger Arbeit leicht ergi~nzen. 

a) G,~; ~ und G+~; ~_~_~ st immen projektiv ilberein und spannen einen 

  men ioooo Raum yon + 

b) Die Gesamtheit  aller X~ durch einen festen X~ (h < k) wird auf 
sine G,_h_~: k-~--i innerhalb der G~; ~ abgebildet. 

c} Die Gesamtheit  aller X~ des Xn, die einen festen Raum A,_t~_ ~ 
schneiden, wird auf die Punk te  eines best immten hyperebenen Schnittes H 
der G~; ~ abgebildet. Bei Veranderung yon A~_k_ ~ ergeben die so erhal tenen 
~(~-~)(k+~> t typerebenen  H des G~; ~ eine G~; ,~-l~-~, das ausgezeichnet mit 
der G~; ~ verkntipfte duale Gebilde. 

d) Unter  den G,~; ~ zeichnen sich die G~+~; ~ durch einen h(iheren Grad 
yon Symmetr ie  aus, was damit zusammenhangt,  dass die Xh des X2k+t sich 
selber dual  gegenilberstehen. Es gilt der spaterhin wichtige 

SA~Z 4 . -  Die Gesamtheit derjenigen Xa des X~k+, , die einen festen Ak 
schneiden, wird  a u f  die der Punkte  sines hyperebenen Schnittes H'[sk+2~ 2 der 

k k-Fl ] -  
G~+~; ~ abgebildet. Dieser H '  ist dem Bi ldpunkt  H~ son Aa in besonderer Weise 
zugeordnet. Diese Zuordnung  zwischen H o und  H'[o=~+% ~ definiert, wenn man  Ho 7~+; j--  
ftber alle Punkle  von G~+~; ~ laufen l¢~sst, bei geradem k eine Nullkorrelation 
und  bei ungeradem k eine Polctrildt des Raumes (G~k+~; ~). 

Beweis:  Wenn  mit p u n d p '  und den entsprechenden Indizes die Grass- 
mannkoordinaten der R~ume Xa and  X~' des Xs~+t bezeichnet werden, so ist 
die ]3edingung daftir, dass X~ und Xa' sich schneiden:  

(1) ~ (-- 1)~(~,'"~,÷,~p'~ ~ p ~  _ ~ _ = O, 
0 " '" k - ~ : t  "'" ~k -~ - t  

w obei Uber alle P ermutat ionen (0 1.. .2]¢q-1] summiert  wird. ( 1 ) i s t  eine \ i0 i~ i~+~ 
Bilinearform yon nicht verschwindender Determinante, die bei ungeradem k 

(5) F. SEv~u~I, Sulle variet4 che rappresentano gli spazi subordinati; ~ Annali di matem. ~, 
IX, 34 1916), pp. 89-120. 

Annali  di Matematiea 1 8  
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symmetr isch und bei geradem k schiefsymmetrisch ist, also gerade, wie 
behauptet,  im Raum (G.k+i; ~ bei ungeradem k eine 5Tul]korrelation und bei 
geradem k eine Polari tat  definiert .  

e) Wir  kehren  nunmehr  zum aIlgemeinen Fall  zuriick und skizzieren 
kurT, hier  eine in der zitierten Monographie (s. (4)) ausftlhrl icher behandelte 
Erzeugung der G,; ~ aus solchen yon niederen Indizes. Dazu nehme man im 
Grundraum X,~ einen festea Punkt  A0 und eine mit Ao nicht  inzidente 
Hyperebene B,_~ an. Da,nn m(lge in der Abbildung zwischen den Xa des Xn 
und den Punk ten  der  G,; ~ folgendes einander  zugeordnet sein:  

A 1) Gesamtheit  der Xk durch Ao Punkte  tier G,~-1;~-1 
B 2) Gesamtheit  der X~ in B , _  l Punkte  der G,,_l;k. 

Ein Raum C~ des X , ,  der nicht  zu den Gesamtheiten 1) oder 2} geh(/rt, 
bestimmt dann mit A0 einen C~+~ und schneider B~_~ in einem in C~+~ 
gelegenen Raum Ck_ ~ . Das Btischel aller ~ C~ in Ct+~ durch C~_~ wird 
auf eine Gerade gi innerh~lb yon G~; k abgebildet, g, enthiilt je  einen 

A G B Punkt  yon G~_~; k-~ und ,~-,; k, wie sofort daraus folgt, dass ein Xh unseres 
Btlschels durch Ao geht und ein anderer  in B,~_, liegt. Dutch  Ver~tnderung 
yon Ca erhi~lt man so eine bestimmte Menge yon Geraclen g , die gewisse 

A B korrespondierende Punkte  aus G~_~; l~-~ und G,-~; ~ verbinden und die ganze 
A B G,~;~ erzeugen. Da somit G..-~; k-~ und G,,_~;~ den Raum (G,~;k) aufspannen, 

folgt aus einer e infachen Dimensionsbeziehung hinterher,  dass sie windschief 
liegen milssen. Wir  werden far  die soeben definierte Erzeugung der G,~; k 

kurz symbolisch schreiben:  

G A B 

A G B Von der erwi~hnten Korrespondenz zwischen G,~_~; ~_~ und .-~; k merken 
A wir uns nur  noch an, dass in ihr einem Punkt  auf G~_~; k-~ die Punkte  eines 

Ratlines S~ auf G B B , ._~; ~ und einem Punk~ auf G~-~.~ die eines S,~_a_~ auf 
A G,_~: ~_~ entsprechen. 

f) Wir  verweilen noch bei dem Sonderfall  der G,z~+~; ~. Die Er~eugung 
G A B derselben lautet : G~+~; ~ ~ ~k+~; k-~ - -  G.z~+~; ~. I t ieraus  erschliessen wir, dass 

die G:~+.; ~ aus dem Zugeh(irigkeitsraum ( G~+~; ~_~ } der Bildmenge G:~+~; ~_~ 
a[ler durch  einen festen Puukt  A0 des X.~÷~ gei:enden X~ in eine G~+~;~ 
proji~,iert wird. Bei ungeradem k besitzt die G~+~; ~ ihrerseits wieder eine 
ausge~eichnete Polarit~t nach Satz 4, wozu eine F~mdamentalquadrik geh0rt;  
die Punkte  dieser Fundamenta lquadr ik  ergeben, verbunden mit (G~+~;A ~-~\ 
einen ausgezeichneten quadrat ischen Kegel mit der Spitze ( G,~+~; ~-~ }, den 
wir kur~ einen (( Fun&~mentalkegel durch  die G~+~; ~ )> nennen wollen. 

Es gibt oo ~a+~ derart ige Fundamenta lkegel  durch G~.~;~, in Abhi~n- 
gigkeit yon den Punkten  A o des Grundraumes X~+~. [~ber sie gilt ~olgender 
Satz, der uns sparer bei der Untersuchung der Grassmannrelat ionen wichtig 
sein wird : 
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SA~z 5. - Die Gesamtheit  der ~"~+~ durch die G~k+.~; ~ gehenden ]Fundamen. 
talkegel m i t  der Spi tze  i n  e inem der R(%ume A G2~+l; ~-~ bildet ein l ineares Sys tem 
yon c~z ~+~ ~uadrat isehen Kegeln.  

Beweis:  Es geniigt hierftlr zu zeigen, dass die yon den P~lnkten einer 
Geraden g des Grundraumes X~k+~ abh~ngigen Fundamenia lkegel  ein Btischel 
bilden, g miige dutch  die Punk te  

(3} Ao- - (0 ,  0, . . . ,  0, 1) und A0'--'(0, 0 , . . . ,  1, 0) 

aufgespannt  werden. Die Grassmannkoordinaten der dureh  Ao gehenden Xa 
verschwinden dann bis au f  h(iehstens diejenigen, bei denen der Index 2k-~- 2 
auftritt .  Der A 0 zugeordnete Fundamenta lkegel  sehreibt sich in den tibrigen 
p-Koordinaten,  d. h. in denjenigen P~o"'~k' bei denen der  Index 2k + 2 nicht 
auftritt ,  t t i e r in  hat er gemass (1) die Gleichung:  

(4) P0~ ... hP~+~ ... 2~+~ + ." -~ 0. 

Die Polarform yon (4) hat die Gestalt (1), ihr Verschwinden bedeutet  fa r  
die Xh-Geometrie  des X.2~+~ aber folgendes:  Die Koordinaten (p) eines 
Raumes X~ und (p') eines Raumes .Xk' des X~k+~ erfiillen (1) genau dann, 
wenn en~weder einer derselben durch Ao geht oder wenn er den Verbin- 
dungsraum des anderen mit A o schneider. Der A o' zugeordnete Fundamental .  
kegel hat  die Gleichung 

(5) Po~ ... kPk+i ... ~k~k+~ + "'" --" 0, 

wobei alle p ohne den Index 2k- t -1  und nnr  diese auftreten. Eine beliebige 
Linearkombinat ion aus (4) und (5) lasst sich in der  Gestalt 

(6) Po~ ... ~,(aPk+~ ... ~k+~ + bPk+~ ... 2k~k+~) + "" --- 0 

schreiben, stellt also einen quadrat ischen Kegel yore selben Rang dar. Nun 
erftlllen einerseits die Koordinaten der dureh So-- ' (0 , . . . ,  0 , - - b ,  a) auf g 
gehenden Xh genau die Bedingungen 

(7) pio ... ~ - -  0 (alle Indizes 2k), ap~ ° ... ~_ ~+~  + bp~, ... ~ _ ~ + ~  -~ O. 

Anderseits li~sst die gleich l~lull gesetzte Polarform yon (6) wieder folgende 
Dentung zu : S i e  wird von den Koordinaten zweier R~iume X~ and  X~' erftillt, 
wenn mi~destens einer davon S o enth~lt oder den Verbindungsranm zwischen 
S~ nnd dem anderen schneider. Daraus folgt aber, dass (6) die Gleichung 
des S o zugeordneten Fnndamentalkegels  ist, womit bewiesen ist, dass alle 
Fundamenta lkegel  ein Linearsystem bilden. 

g) In  folgender Kenn~eiehnung der G,~: ~, hat man eine erste Verallge- 
meinernng yon Satz 1: 

SA~z 6. - Hat  m a n  eine ausnahms los  e ineindeut ige Abbi ldung  der X~ 
des X, ,  a u f  die P u n k t e  einer g,;  ~ mi t  der Eigenschaf t ,  dass  den ~ X~ jedes 
Bi~schels die P u n k t e  einer Geraden a u f  g,,; ~ zugeordnet sind,  so ist  g,~; ~ enlweder 
eine G,,; ~ oder Projekt ion einer solehen. 
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Beweis :  Ftlr die Falle  k ~ - 0  oder n - - 1 .  wo G , ~ ; 0 = G ~ ; ~ _ , - - S ~  ist, 
fallt die Aussage unseres  Satzes mit der yon Satz 1 zusammen. Es liege 
nunmehr  eine gs; ~, d. h. Bildmenge der GeradeI1 des X 3 mit den verlangten 
Eigensehaften vor. Im X~ seien, wie oben, wieder der Punkt  Ao und die damit 
nicht inzidierende Ebene B.~ ausgezeichnet.  Von den Geraden dureh A o und 
yon denen in B. z wissen wir, dass sie je auf die Ebenen GA; o und GB; ~ innerhalb 
yon g:~;, abgebildet  werden.  GA~;o und GB;, miissen windsehief  zueinander 
liegen, da sonst unsere Abbildung nicht eineindeutig ware. Aus der  Voraus- 
setzung folgt weiterhin, dass g:~; ~ durch 0o 3 Geraden erzeugt wird, die ebenso 
wie bei der Gs; , korrespondierende,  d. h. hier  korrelativ entsprechende 
Punk te  der Ebenen G A und G s miteinander  verbinden. Das bedeute t  -2; o ~; 

aber, g3;~ ist yon eider G3; ~ projektiv nicht versehieden. Jetzt sei eine die 
Voraussetzungen des Satzes erftillende g4; ~ gegeben. Zeiehnet man im Grund- 
raum X, den Punk t  A~ und die Hyperebene  B:~ aus, so ergibt es sich nach 
dem soeben Festgestel l ten und Satz 1, dass die Geraden durch Ao und die~e- 
nigen in B 3 ie auf  eine G A uud G~; , ~; o abgebildet  werden. ~ach  Voraussetzung 
werden alle iibrigen Geraden des X 4 dann auf Punk te  x~on Geraden abgebil.~et, 
die korrespondierende Punk te  yon GA~: o und G B~; ~ genau so wie bei der G,;~ 
verbinden. Das bedeute t  jedoch~ die g,;~ ist entweder  die G~.~ oder eine 
Projekt ion davon, da es nicht ohne weiteres sieher ist, dass G:~3;o und GB;~ 
windschief zueinander liegen. Wir  nehmen jetzt nach indukt ion an, dass 
bis n - - 1  alles gezeigt sei. Gegeben sei dann eine g~0; 7o als Bildmenge der Xk 
des X=. A o und B,,_~ sollen die tibliehe Bedeutung haben. Nach Induktions.  
voraussetzung wissen wir  jetzt, dass die auf g~; ~ gelegenen Bildmengen 
gA . . und 9 B , . aller Xl~ dureh A0, bzw. in B._~ Projekt ionen Grassmann- 
seher G und G sind. Bei diesen Projekt ionen sind ferner  die 

n - - l ;  k - - i  A n - - t ;  k B 
Eigenschaften der G und G , ausnahmslos eineindeutig die betref. 
fenden Xk-Mengen abzubiIden, nicht zerstiirt wordeD; insbesondere bleibt  
auch jetzt die Tatsaehe bestehen, dass man yon erzeugenden Ri~umen Sk auf 
g,~-,.s ; ~ spreehen kann, derea Punk te  samtlieh mit einem korrespondierenden 

B nach unserer  Grundvoraussetzung durch erzeugende Gera- Punkt  auf  g_~;  ~¢-~ 
den zu verbinden sind. Hieraus  ergibt sich aber sofort, wean  man alle 
Projekt ionen in eine einzige zusammenfasst ,  dass sieh aueh g~; ~ als Projekt ion 
der G,; ~ auffassen lasst. 

§ 3. - I n z i d e n z m a n n i g f a l t i g k e i t e n  J . ;  ~, ~. 

Bei der Untersuchung der quadrat isehen Relat ionen der G~; k hat man 
ausser den G,~; k selber noeh die t ransformierten Mannigfaltigkeiten V~(G,; k) 
heranzuziehen, wie sieh aus § 1 ergibt. Es wird sieh jedoeh herausstellen, dass 
weiterhin noch eine gemeinsame Veral tgemeinerung beider  Mannigfaltigkeits- 
typed yon Wieht, igkeit ist. Diese wollen wir jetzt  erst def inieren:  
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Gegebea seien die 3 nattirl ichen Zahlen n,  k, h mit 0 ~ h _< k ~ n. Dann 
betraehte man zun~iehst die Produktmannigfal t igkei t  II - -  G,~; k >( G',~; h und 
lasse die Punk te  yon II eineindeutig den geordneten R, aumpaaren (Xk, X'h) 
aus X,, entsprechen. Der  Gesamtheit  aller Paare  (Xk, X'h) mit Vollinzidenz, 
d. h.  X ' 1 , ~ X k ,  wofiir wi r  im folgenden stets (k, h) - - E l e m e n t  sagen wollen, 
ist dann eine wohlbestimmte, J~,; k ,a  zu nennende Teilmenge aus II zugeord- 
net. Aus formalen Griinden ist es zweekmi~ssig, diese Definition auch auf 
den Fall  h - - - - 1  auszndehnen;  es ist dann J , ;  k,--1 ~ Gn; k zu setzen;  bei 
k - -  n hat man ferner  J~; n. I~ ~ Gn; h, sodass die Gn; k SonderfaHe der Jn; ~, r~ 
sind. Es folgt ferner  aus Dualitatsgrtinden allgemein : J~; k, h --  J , ;  .-l~--L,~--k--1. 
Im Falle h --- 0 sind die J , ;  k, h bereits durch MAR~I~ELLI behandelt  worden (~). 

Um Jn; h, ~ algebraisch zu beschreiben, beaehte man, dass die Koordinaten, 
in denen sich II ausdrtlekt,  sinngemass mit uio...ik; ]o...]h zu bezeichnen sind, 
sodass die Segresche Produktmannigfal t igkei t  der beiden l inearen Ri~ume 
G,,; k und G',; h die Parameterdars te l lung : 

( 1 )  n i o  . . .  i~ ; io . . .  i~  = P i o  . . .  i~ • P ' ] o  . . .  ih 

hat, wobei reehts unabhi~ngig voneinander  atle Produkte  der  Koordinaten p 
und p' stehen. Wei terhin  ergibt es sieh, dass die Bedingungen ftlr das Ent- 
hal tensein eines Xh' in einem X~ sieh in Gestalt yon bil inearen Relationen 
in den p und p' ausdrticken lassen. Um dies einzusehen, kann man etwa 
folgendermassen vorgehen:  Man stelle zunltehst die Bedingungen dafter auf, 
dass ein beliebiger Pank t  (~c0' , ..., x,') des X~' in dem X~ mit den Koordinaten 
(Pio...i~) enthal ten ist. Diese lau ten:  

(2) x'JoPi~ ... i~ + x'hPioi2 ... i~ + ... + ~'i~PJo ... ]~--~ " -  O, 

und dies ft~r alle Kombinationen {J0j~ ...jD aus (0 1 ... n) gebildet. Denkt man 
sich diese Beziehungen (2) f t l r h  + 1 l inear  unabhangige Punk te  aus Xn' ge- 
bildet, so ergibt das h + 1 Beziehungen (2) zur gleiehen Kombination (joj, ...Jk). 
Diese ftihren dann, mit geeigneten Minoren aus der Matrix der h + t Punkte  
multipliziert  und addiert, zu den gewtinschten ~< Inzidenzrelafionen >> in Gestalt 
b i l inearer  Beziehungen zwischen den p u n d p .  Man z~hlt leicht nach, dass 

man auf diese Weise gerade ( n 4 - 1 ) ( n  - -~" 1) derart ige Beziehungen zwisehen 
k +  \ - - / k  / 

weisen kann, dass sie aueh die Inzidenz festlegen, bedeuten znfolge (1} 
hyperebene Sehnitte im Produktraume,  sodass wir sagen k(innen: J,~; k, h ist 
ein gewisser l inearer  Sehnitt  der Produktmannigfal t igkei t  1I. Insbesondere 
ist J,,;n-l,o ein al lgemeiner  hyperebener  Schnitt  der  Segresehen S , ; , .  Wir  

(6) E, ~¢~ARTINELLI, Sul la  variot~ delle faccette p-dimensional i  di S t ,  ~ Atti R. Acead. 
d'Italia ~,, vol. XII, pagg. 917-943 (194:1}. 
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betrachten noch den Sonderfall  k---~ h. Dann hat eia Teil der bil inearen Re- 
lationen die Proport ionali tat  zwischen den p and p' zur Folge ;  setzt man in 
dell tlbrigen Relationen die p und p' e inander  gleich, so ergibt das ledigtich 
die qaadrat ischen Grassmannrelat ionen der G,~; k, die man auf diese Weise 
herlei ten k~nnte. Daratts folgt abet  nach unserer  in § 1 eingeftlhrten Sprech- 
weise : J , ;  k, k ~--- V2(G,; k). 

Eine Vera l lgemeinerung der  J+~;k, 1~ erha,lt man, wenn man nicht nur  yon 
dem Produkt  zweier, sondern beliebig vieler G,, k ausgeht. An anderer  Stelle 
will ich reich ausft thrl icher mit diesem 3fannigfaltigkeitstypus besch~tftigen. 
Ftir uns ist am wichtigsten die Eigenschaft  der  projektiven Transformier- 
barkeit  in sich, die die ,/',; k, h mit ihren Veral lgemeineruugen gemein haben. 
t t ie rzu kommt man durch folgende ]~berlegung: Ubt man im Grund :aum X~ 
s~nitliche Transformat ionen der  vollen projektive Gruppe G a u s ,  so t~bertragt 
sich das zua~chst auf l ineare Transformationen je in den p und p', aber dann 
vermittels  fl) auch auf solche in den ~. Dadurch wird in Prodt lktraum 
( G~; k X G'~; h) eine zu G isomorphe Gruppe yon Projektivi taten induziert, die 
die J~; k, h and natiirlich auch den yon ihr aufgespannten Raum in sich trans- 
formieren. Fe rnerh in  wird dabei J~; k,h auch tcansitiv verander  L da alle 
(k, h)-Elemente des X~ bezt~glich der Gruppe G aquivalent  sind. Wir  beaut- 
zen ohne Beweis hier  folgende Tatsache:  

SA~z 7. - Fi~r beliebige k, h, n mit  - -  1 ~ h ~ k ~ n erf~$hrt die projektive 
Gruppe G des X ,  in Raume  (J~; ~, I+} eine irreduzible Darstellung. 

Wir  wollen uns jetzt  etwas e ingehender  mit  dem inneren Aufbau der  
J , ;  k, h beschaftigen. Genau so wie wir  es im vorigen § mit den G,~; k getan 
hatten, gelingt es uns auch, die 3-~; k, h allgemein aus solchen niederer  In- 
dizes zusamm~mzusetzen, wenn es auch im al lgemeinen etwas umst~ndlicher 
ist. Zuni~ehst gilt folgender Aufspal tungssatz:  

SA~z 8 . -  Die Untergruppe g atler derjenigen projekliven Transformalionen 
des Xn,  die eine Hyperebene B~-I  und  einen damit  nicht inzidenten Punk t  Ao 
festlassen, erf~hrt im R a u m  ( J~ ; k, t~ I eine Darstellung, bei der im allgemeinen 4 
unabhd~ngig ~ueinander liegende R~ume ]e in sieh transformiert werden. Diese 
¢ Zerlegung ~ yon ( J ,  ; k, h } hat folgende Gestalt : 

(Bei b ~ a ist unter J~_~; a, ~ der leere R a u m  zu verstehen ; man  erfasst hier. 
unter  auch die Aufspal lung der G-Rdume des § 3, wenn  m a n  auch bei 
a - ~  n oder b - - - - -  2 unter Jn-~; a, ~ die leere Menge versteht). 

Beweis : a) Wir  behandeln zuni~chst den Fall  k = n ~ 1, h ~ 0. Dann wissen 
wir, dass J,:,_~, o allgemeiner, hyperebener  Schnit l  einer Segreschen S,;~  ist. 
Fllr n~-~-i ist J~:o, 0 als Schnitt  der Quadrik S~,~ ein Kegelschnitt  k,.  G is t  die 
projektive Gruppe der  Geraden X~, die in der Ebene yon k~ dureh die bekannten 
automorphen Kollineationen yon k~ in sich dargestellt wird. g i s t  diejenige 
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Unte rg ruppevon  0, die in der Ebene (k~) die beiden Punk te  Ao und Bo auf k~ 
und damit yon selber auch noch den Pol Co der Geraden AoBo bezilglieh k 
invariant  lasst. Damit  ist aber  die gewtinschte Aufspaltung yon k I = . /1 ;o .o  
geklart. Man hat  Ao - -  .To;-1,-1, Bo = Jo; o, o, Co - -  Jolo,-1 zu setzen, withrend 
Jo;-~,o gleich der leeren Menge ist. Wi t  kSnnen jetzt n . >  1 annehmen. Unter  
der  Gesamtheit  tier ( n - - 1 ,  0)-Elemente des X .  gibt es dann beztlglich der 

T O" U nter~,ruppe g folgende Sonderklassen:  

1) Gesamtheit  der  Elemente  (Xn_l, Xo') mit X,,-i ~ A o ,  X , ' ~  A o 

2) >> >> ~> (X.-1,  Xo') mit X , , _ I = B , ,  i ,  X o ' C B . _ I  

3) ., >> ~> (X.-1, Xo') mit X, , -1  ~ A o , X o' ~ B . _ I .  

A Die Bildmengen dieser 3 Gesamthei ten seien J.. 1; ,,-2, - i  ----- S~_,, J . -1;  ,,-L o ---- 
B 0~AB = S , - 1  und ~-~;~-2.o. Dies sind die 3 ersten Teile der Aufspal tung (3); 

es fehlt nur  noch ein bei g inCarianter Punkt  D O = J , - t ; ~ - l , - 1 ,  um den ge- 
samten Raum ( J , ; , -1 ,o )  aufzuspannen. Diesen Punkt  erhal ten wir dureh fol- 
gende lJberlegung : Wir  bet rachten die Bildmenge Sn; ~ a l l e r  Paare  (X,,_~, Xo' ) 
des X,,, wovon J-; ,*-h o hyperebener  Sehnit t  ist. Dann kann man den Eype-  
rebenen des zu S,z; n dualen Gebildes Sn; ~ die Paare  (Xo, X',-1) zuordnen 
(s. (q § 10 betreffs der Erklfi,rung der S~; n). Dies gibt eine weitere, zur ersten 
duale Deutung ftir die Gesamtheit  der ( n - - 1 ,  0)-Elemente des X~ in der 
Menge aller Hyperebenen  des Gebildes S'n; ~, die dureh einen gewissen Punkt  
Z o gehen. Bei der  Darstel lung der  Gesamtgruppe G in Raum (S.; ,~) bleiben 
dann die Hyperebene  ( J~ ; , - t ;o )  und der Punkt  Z o fest. Zufolge des Irredu- 
zibiliti~tssatzes 7 dar[ jedoch Z o nicht im Raum (J,~; ~-I-o) liegen, spannt also 
zusammen mit ( J , ; , - t - o ) d e n  Raum (S~; ,}  auf. Innerhalb  yon S~; ~ ist wei- 
terhin eine S AB ,~-1 ;,,-i ausgezeiehnet,  deren Punkte  folgende Paarmenge  abbilden: 

Gesamtheit  der Baare (X,_i ,  Xo' ) mit X , _ 1 ~  A o. X o ' ~  B , - i .  

Diese S AB ,_~;,_~ enthAlt ihrerseits jAB ,~--l; ,~--.9,0, und nach der soeben angestell ten 
Uberlegung, nur  far  n - -  1 start fa r  n, bleibt beztiglich der Untergruppe g im 

A B  A B  
Raum (S~ t;,~---i)ausser ( g ~ l ; , - ~ . o )  noeh ein Punk t  U o lest. Vo aus S,; n mSge 
ausserdem das Bild des Paares  (B, i, Ao) seiI1; dann besteht folgende Auf- 
spaltung des (Sn; ,,) beziiglieh g :  

- -  - -  - -  ( J ; , _ ,  ; 

Wir  interessieren uns jedoeh nur  far  die Aufspaltung des Raumes (J,,; ,~_~, o)- 
Diesem hyperebenen Schnitt  vdn Sn; ~ gehSrt Vo nieht an, da Vo Bildpunkt  
eines ih~ichtelements ist;  er en th l l t  abet  aueh niehl Uo, da sonst ganz 

A B  \ A B  
S,-~ ,-~) d .h .  ebenfalls Bildpunk~e yon l~ichtelementen (g ; , - ,  U = ( , , 

darin l iegen wiirden. Somit sehneide die Gerade U o Vo den Raum (J~,;,,_,, ~) in el- 
hem yon L~ und V o versehiedenen Punk t  Wo, in dem wir  den gesuchten vierten 
Bestandteil  der &ufspaltung yon ( J , ; , , _ i ,  o) vor uns naben. Gleiehzeitig er- 
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hal ten  wir  das Ergebnis,  dass die Gerade UoVoW o aus lauter  F ixpunk ten  
beztlglich der Unte rg ruppe  g besteht. 

b) Es werde jetzi der  a l lgemeine Fall  betraehet.  Dann ergeben sich 
die ersten 3 Bestandtei le  der behaupte ten  Aufspal tung des Raumes  (J~; k, h) 
wie im Spezialfall fo lgendermassen :  

A 1) Elemente  (Xk, Xh) mit  X k ~  Ao, Xh' ~ Ao, Bi ldmenge : J~_,: k-~, l,-~ 
S 2) Elemente  (Xk, Xh') mit  X k ~ B ~ _ ~ ,  X ~ ' ~  B~_~, Bildmenge : J._~; k,h 
AB 3) Elemente  (Xk, Xh') mit  X k ~ A o ,  X ~ ' ~ B ~ _ i ,  Bi ldmenge :  J~-i;k-~,t, 

(bei k-----h tri t t  der  Bestandtei l  3) nieht  auf). 
Um den noch fehlenden vier ten Bestandtei l  zu finden, bet raehten wir  ein 

festes (k, h - -  1)-Element des B,~_~, d. h. ein in B,~_~ gelegenes Paar  (Ek, E'h_ ~) 
mit E'h_ ~ ~ Ek. Es sei fe rner  Ek UJ Ao - -  E~+~. Die Gesamthei t  aller Elemente  
Xk,  X'h) aus E~_~, bei denen  X'h und  damit  auch Xk dureh E'~_~ gehen, 

verhi~lt sich offenbar wie die Gesamthei t  der (k - -  h, 0 ) -E lemen te  eines X~_h+~, 
die wir in a) sehon behandel t  haben. Man kann  diese Tei lmenge also auf 
eine J~-h+~ ; ~-h, o innerhalb  der  J~, ; k, h abbilden und in (J~_h÷~ ; k--h, 0 ) gibt es 
einen Aufspa l tungpunk t  Wo beztiglieh der Untergruppe ,  der  somit dem Element  
(E~, E'h_~) aus B,~_~ zuzuordnen ist. Wei t e rh in  lasse man  innerhalb  der  Pro. 
duktmannigfa l t igke i t  G,,; k X G',; h, wovon J~; k,h ein l inearer  Schni t t  ist, im 
Einklang  mit  den Bezeichnungen yon a) en tsprechen : 

Paar  (E~, A0 N E'h_~) P u n k t  V0. 

Lasst man jetzt  E'  (E~, ~_~) samtl iche {k, h 1)-Elemente des B~_~ dureh- 
laufen, so beschreibt  Wo eine Menge, die J~-~;k,~-~ heisse, w~thrend X0 er- 
sichtl ich eine J~,-~;k, i,-~ durchlliuft .  Nun erfasst man si~mtliche Elemente  
(Xk, XI() des X,z gewiss in der Gesamthei t  aller Elemente,  bei denen beide 
R~tume durch i rgendeinen E'h_ ~ des B,~__~ gehen ; daher  spannt  j,_~; :~. ~_i zu- 
sammen mit  den bekannten  Bestandte i len  1) bis 3) ganz (Jn; Lh} auf. Wei- 
terhin  ergibt sich daraus  durch eine leichte Dimensionsbet rachtung,  die auf 
der  Formel  

(o)(;) 
+ h -~-- k + l  h 1 + k + 2  + k + l  h + k + 2  h - - 1  

beruht, dass (J~_~; ~, ~_~) unabh~tngig zu den 3 anderen R~tumen liegt und 
dieselbe Dimension wie (J,~_~; ~, ~_~} besitzt. Der oben eingefiihrte geometri- 
sche 0 r t  J._~; ~, ~_~ des Punk te s  Vo liegt ferner  zu (J~; k ,~)windseh ie f ,  da 
er yon den Bi ldpunkten  yon Paaren  aufgespannt  wird, die samtl ich ~icht .  
e lemente  sind. Unter  a) ha t ten  wi t  wei terhin  am Schluss festgestellt,  dass die 
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Gerade g ~ U o Vo ~ro aus lauter  F ixpunkten  beztlglieh der dortigen Untergruppe 
bestaud. ;[etzt gibt es start einer im al lgemeinen c~ (~-k-i)~k+~)+(k-h+~)h Geraden 
VoW o. Jeder  Punkt  einer dieser Geraden kann bei den Transformationen der 
Gruppe g immer  nur  in den gleichen Punk t  i rgendeiner  anderen Geraden 
tibergehen, j.,_~; ~, ~_~ sei die auf  diese Weise veto Punk t  U o besehriebene 
Mannigfaltigkeit,  wlthrend V,, wie wir  sehon wissen~ innerhalb yon J~_~; ~, h-~ 
t ransformiert  wird. Weft  aber nach Satz 7 der J~_l; ~, h-~ dutch g irreduzibel 
t ransformier t  wird, folgt weiterhin,  dass der (j,,-~;~,h-~) windsehief zu 
(J._~; ~,~_l), aus Dimensionsgriinden aber auch windschief zu (j,~_~;~,~_~) 
liegt. Die 3 R~ume (J ) ,  ( j ) u n d  (j) liegen also so, dass sie eine Segresche 
S,~; ~ def inieren (m ihre gemeinsame Dimension) und die Geraden, die sie 
~leichzeitig treffen, wozu die g - ~  UoVoW o gehSren, vermit teln zwischen ihnen 
eine projektive Beziehung. Das bedeutet,  j~_~; ~, h-~ ist aueh eine J~_~; ~, ~_~. 

Est ist nunmehr  wichtig,  aueh die J~ ; h, ~, ~hnlieh wie frtther im Satz 6 
die G,; ~, dureh innere Eigensehaften zu kennzeiehnen. Dies sell in folgendem 
Satz geschehen : 

SA~z 9. - Eine Mannigfal t igkei t  j,~; ~, ~, deren Punkte  ausnahmslos einein. 
deutige Bilder der (k, h)-Elemente des X ,  s ind (-- 1 ~ h ~ k ~ n), f~llt  mit  
der soeben definierten J~; ~,~ z~sammen,  wenn sie folgende Eigenschaften 
erfi~llt : 1) Alle oo' Elemente (X~, Xh'), bei denen X~ lest ist und  Xa' ein B i t  
svhel durehld, u f t  oder X~' lest ist und  X~ ein Bi;~sehel durchl(%uft, werdcn a u f  
die Punk te  yon Geraden innerhalb yon in; ~, h abgebitdet. 2) Die Transforma- 
tionen der projektiven Gruppe G des X,~ induzieren im R a u m  (jn; ~, ~) in  def. 

~J ~) selben Weise eine Darstellung dureh Projektivit~ten wie es im R a u m  \ ,; ~, 
der Fal l  ist. 

Rreiterhin wird die Gesamtheit aller Elemente (X~, X~') des X,,,  wobei X ,  
durch einen festen R a u m  Aa-h-~ geht und  X~' in einem zu A~_~_~ windsehiefen 

die Punkte  einer V'~(Gn_~+~;~) innerhalb der j~; ,.h R a u m  B , - k - h  liegt, a u f  
abgebi~det. 

Beweis:  W ir fiihren 
eine gewisse Li~nge der  
spi~ter nieht alle Sc~ltisse 
vorher gemachten gehen. 

den Beweis wieder in Etappen. Es wird sich dabei 
Uberlegungen nicht vermeiden lassen, obwohl wi r  
durchflihren, wenn sie naeh dem )Ius~er eines schon 

a) Zunach.~t sei n - - 2 ,  k : 1, h ~ 0. Gemass der Grundannahme wird 
dann die j~;i,0 genau so wie die J~;i,0 durch oo "~ Geraden S~ und S~ t erzeugt. 
Die Punkte  einer S~i mi/gen den Elementen (X4, Xo' ) mit festem Xj und die 
Punk te  eines S~ x den Elementen  mit festem X o' entspreehen. Wei terh in  folgt 
sofort, dass je  zwei Geraden der g]eichen Schar windschief zueinander liegen. 
Dann betrachten wir folgende Gesamtheit  yon Elementen und ihre Bildmenge 

nuf j ~ ; , , o  : 

c~ Elemente (X, ,  Xo') mit X~ ~ A o  (A o lest) Bildmcnge:  F~ 

Annoli  di Matematicc~ 19 
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F A wird ersichtlich durch c~ ~ S~ erzeugt, ist also eine Regelflaehe; die~e be- 
sitzt ferner eine Leitgerade U~ I vermi)ge der Abbitdung: 

~ Elemente (X , ,  Xo') mit X l ~ A0, Xo'~--A0 Punkte  yon U[ ~. 

Ist B~ eine nicht dutch  A o laufende Gerade in X , so erklaren wit  folgen. 
dermassen die Kurve k B auf _/TA: 

oo L Elemente (X,, X0') mit X~ ~ Ao, X o ' ~  B~ Bildkurve k B. 

k B ist eine Leitkurve auf /;A, u n d e s  gibt e J  derartige Lei tkurven in Abhan. 
gigkeit yon den Geraden B in X~, ~nd ausserdem schneiden diese h B sich 
untereinander nu t  in je einem Punkt.  Daraus folgt abet, dass _F A eine Re- 
getfli~che 3. Grades und die k~ darauf Kegelschnitte sind (7). Aus der Grund 
forderung 2) ergibt sieh ferner, dass alle Leitkegelschnitte projektiv ~tqui- 
valent sind, d. h. F A ist eine Normregelfli~che. Weiterhin erfordert die Be- 
dingung 2), dass die Untergruppe (]' derjenigen Projektivitaten des X~, die 
A 0 festlassen, im Raum (FA)4 die Gruppe der automorphen Kollineationen 
yon F A in sich induzier t  Diese Kollineationen transformieren jedoch alle 
Punkte  des (FA),, die nicht dem ausgezeiehneten quadratisehen Kegel K A 
mit der Spitze A~ ~, auf dem F~ liegt, transitiv ineinander. Weiterhin trans- 
formiert dieselbe Untergruppe in der Grundebene X~ si~mtliehe Elemente 
(X~, Xo'), bei denen X~ nicht durch A o geht, transitiv ineinander. Daraus folgt 

F ~ / ,  so befindct sich die aber: Liegt der Bildpunkt eines solehen Elements im { A\ 
ganze J~; ,, 0 darin und fallt mit dem Kegel K~ zusammen. Dies ist aber wiede. 

. . . .  ii , A rum mcht  zulass~g, da dann die Punkte  yon A i ,  der Spltze ~,on K , ,  nicht durch 
• . A • . .  7 B  G in jedea andern ]?unkt yon Kg transformlert werden konnten. F 2 sei die dem 

Punkt  Bo aus X~ in derselben Weise zugeordnete Regelflliche. F A und F~ haben 
dann eine Er~eugende g gemein, namlich die Bildmenge aller Elemente mit der 
Geraden X,- -AoBo.  Wir  haben gesehen, dass kein, nicht auf g gelegener Punkt  
yon F~ in ( F :  } liegen kaan. ( F A) und ( F B } k(innten dann hiJchstens noch eine 
Tangentialebene in Punkten  ~,on g, die nicht auf den Leitgeraden liegen, ge- 
mein haben. Doch auch dies darf nieht sein, da bei derjenigen Untergruppe, die 
F [  und F B gleichzeitig festlasst, immer noeh diese Tangentialebenen beliebig 
ineinander llbergehen kSnnten, und somit ( F  A} und ( F  B) trot~,dem mehr als 
eine Ebenen gemein haben mtissten. Es bleibt somit nur ilbrig, dass F A und 
F~ zusammen einen S~ aufspannen, der auch mindestens yon J~;i, ,  aufge- 
spannt wird. Da dieselbe Uberlegung sich aueh fttr die aus Geraden S[ z 
gebildeten Regelflachen anstelleu Ii~sst, kiJnnen wir folgendes sagen: J~:,,0 
wird dureh je m e Geraden S~ und St, r erzeugt, die zu je zweien l~ormregel- 
fli~ehen 3. Grades innerhalb ihrer Gesamtheit bestimmen, w~thrend das ganze 
mindestens im S 7 stattfindet. Dann ist aber nach einem frflheren Ergebnis 

(7) S. BERTINI, Geometria projettiva degIi iperspazi, Pisa 1923, cap. 14. 
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(s. (3), p. 13) die J~;i ,o,  wie behauptet ,  hyperebener  Sehni t t  einer  Segre- 
sehen S~; 2 • 

bt Es sei jetzt  n > 2  uad k = n - -  1, h : 0  angenommen.  Dann folgt 
• I I I  zuni~hst ,  au[grund  yon Satz 1, dass die j,~; ,~-i,o durch  je e¢ '~ S~-.i und  S,~_~ 

erzeugt wircl, die je  den E iemen ten  (X,~_~, X,') mit  festem X,~-~ oder festem 
X entsprechea.  Fe rae r  folgt wie unter  a), dass bei gegebenen zueinander  
windschie fen  A, und B~-.~ folgende Menge:  

(1) Alle ~ Elemente  (X,~_~, X/)  mit  X~_~B~_.,., X , '~A~  

auf die Punk te  eines Kegelschni t ts  k AB abgebildet werden.  Folgende Ge- 
samthei t  : 
12) Alle Elemente  (X,~_~, Xo' ) mit  X~_~ ~ B~-.z, X / C  B,,_~ 

e wird naeh Voraussetzung 1) auf die Punk te  einer F~_~ abgebildet, die durch 
I .. ~ co" - '  S, u c~ ~ S,{-~ qTeilen yon S~,_~-Raumen, und Geraden (Teilen yon S~5~-Ri~u- 

men) erzeugt wird. Die S~_~ und  S~ l schneiden sich stets, aber je  zwei S~_~ 
u nd  zwei S~ x miissen windsehief  sein. Daraus  folgt sofort, dass F~B__~ eine 

B Segresche S,~_~; ~ 1st. Geht man  zu der  noch umfassenderen  Menge:  

(3} Atle Elemente  (X,-~, X0' ) mit  X,~_~ ~ B,~_~ 
I tiber, so erweist  sich i3) auf eine F ~  abgebildet,  die durch ~ S,,-,  erzeugt 

wird.  Die erzeugenden S~- ,  dieser £n  kann  man  du tch  die S~-~ der  
• B AB Bllcl-S,~_::~ yon (2) and der  P u n k t e  des Bildkegelschni~ts k~ yon it) 

aufspannen.  Aus denselben gruppentheore t i schen  Erwagungen  wie  in a) foist  
dann,  dass k AB and die B S~-2;, windschief  hegen  and F B somit naeh Satz 3 
a l lgemeiner  hyperebener  Schni t t  einer  S~; ~ ist. Die S~- ~ der j~; ~_~, o bes t immen 
also innerhalb  ihrer  Menge zu je zweien derart ige /;B; en tspreehendes  gilt 
na tar l ich  yon den dazu vo l lkommen gleichberecht igten S~z_~. 

W i t  suchen jetzt  die invar ianten  Tei l raume des (j,~;,,-~,o) beziiglich 
der jen igen  Un te rg ruppe  g des X,~, bei der  der  Pu n k t  A o und die damit  nicht  
inzidente  t typerebene  B~_~ des X .  festbleiben. Zun~chst  haben wir  wie bei 
Satz 8 folgende E lemen tmengen  und  zugeh6rige Bi lder :  

1) Elemente  (X,,_~, X/) mit Xn_~ ~ Ao, X o ' =  Ao, Bi ldmenge:  S / ~  

2) Elemente  (X,,_t, Xo' ) mit  Xn_~----B,~_~, Xo'~Bn_~, Bildmenge:  s,XB~ 
,AB 3) Elemente  (X ,_ , ,  X/)  mit X , , _ ~ A o ,  X 0 ' ~ B , _ ,  Bi ldmenge:  3n-~; ,-~.0 

Nach Induk t ion  kSnnen wi t  annehmen,  dass die an drif ter  Stelle s tehende 
j ~ - , ;  ,~-2., berei ts  eine J . _ , ;  ,~-~,o is t ;  naeh Satz 7 t ransformier t  die Unter- 
g ruppe  ihren Te i l raum (J  A~ 0) irreduzibel in sich, das Gleiche tat  g 
natt ir l ich aueh mit  den Ri~umen S ~  and  S~_,. t t i e raus  folgt aber, dass 
alle 3 R~ume unabhi~ngig zueinander  l iegen mtissen, da man  sonst durch  
Bilden yon Verb indungen  und  Schni t ten  zu unzuli~ssi~erweise in sich trans- 
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formier ten  Teilri~umen in mindes tens  e inem der 3 Ri~ume kommen  wtlrde. 
Durch  1) bis 3) wird aber erst ein Raum T yon n ' 2 ÷  2 n - - 2  Dimensionen 
anfgespannt ,  w~hrend ( J , ;  ,,_~,o} ein S,,2+~n_, sein soll. (C,,_~, Co') sei jetzt  
ein Element  a l lgemeiner  Lage beztlglich Ao und B,,_~, d. h. C ,_  i und  Co' 
mGgen nicht  mit  Ao und  B,~_~ inzidieren. Wtlrde dies Element  auf  einen dem 
Raum T angehGrigen Pt lnkt  sCo abgebildet,  so llige ganz (j,; ,,_,,0,) in T, da 
alle a t lgemeinen Elemente  beztiglieh g aquivalent  sind. Angenommen  dies 
ware der  Fall, so kann  S0 c, da (C,_~, Co') ein Element  a l lgemeiner  Lage ist. 
auch nicht  den duroh die Teile 1) bis 3) z u j e  zweien aufgespannten  R~tumen 
angehGren, da dies zur Folge hittte, dass alles in diesen Ri~umen liegen wtlrde. 
Es gibt mi th in  eine Treffebene E.2 du tch  S0 c zu 1), 2) and 3). E~ schneide 
S ~ ,  in U o und  S ~ l  in Vo. Dies hatte  wei terhin zur Folge, dass bei den 

~IIA Transformat ionen  der  Un te rg ruppe  g je  ein ]?unkt U o auf  ,~,~_~ und ein 
P u n k t  Vo yon S ~  kovar iant  mi te inander  t ransformier t  wtlrden, d. h. stets 
die gleiehen Bi ldpunkte  h~,tten. Dies ist j edoeh  nicht  mGglich, denn filr den 
Grundraum h~ttte dies, ~ i e  man  sieht, folgende Konsequenz :  Eine gewisse 
Korrelat ion des B,,_, in sich ist mit  al len Koll ineat ionen des B,,_~ in sich 
ver tausehbar .  ~Vir wissea somit, dass j,,; ~-~,o einen S~,+~)~_~ anfspannt .  Jetzt 
legen wir du tch  S ~  einen S A derart,  dass S~ und j,,;,,_~,0 einen S(,,+~I,_~ 
anfspannen,  und erwei tern  die un te r  1) oben definier te  Abbi ldung folgender.  
massen : 

1') Paare  (X,,_,, Xo') mit  X~_~ beliebig, Xo' : Ao Bildmenge : S A 

Jeder  P u n k t  dieses S A wird  dann mit  demjenigen S~_~ yon j,,; ,,-~, o verbunden,  
der demselben X,,_, aus X~ zugeordnet is[. Wir  haben alles gezeigt, wenn 
nachgewiesea  wird, dass dadurch eine S,,:,~ erzeugt wird. Dazu betrachten 
wir  eine a l lgemeine Gerade S, aus S~; die P u n k t e  aus S, sind dann mit  
den  oc i S~_1 einer  Schar,  deren Aufbatl oben beschr ieben wurde  zu verbinden.  
Gemass Satz 3 ents teht  aber dabei eine S~,: ~. ~ a c h  Satz 2 erzeugt also tale 
)Ienge der  c~z'* so erhal tenen S,, eine S,,; , ,  was zu zeigen war. 

c) Wir  behande ln  jetzt  den Fall h - -  0 zu betiebigem k. Dana  sieht man  
zunitchst anf dieselbe Weiso wie oben ein, dass j~;~,o einen Raum yon 
derselben Dimension wie J.; ~,o aufspannt  and dass insbesondere die Teil. 
mengen  yon Satz 8 darin fo lgendermassen abgebildet w e r d e n :  

1) Elemente  (X~, Xo'} mit X l ~ A o ,  X o' =: Ao Bi ldmenge : GA_I; k-1 
2) Elemente  (Xk, X/ )  mit Xk ~ B~_,, X o ' ~  B,~_, Bi ldmenge :  J~-l;  k,o 
3) Elemente  (Xk, X0'} mit  X~ ~ A~, X,)' ~ B,_~ Bildmenge : J ~ l ;  k-~, o 

Dana  erkl~ren wir  JS and  jAB als Sehni t te  yon Produktmannigfa l t igke i ten .  
die wir in Erwei te rung  der  Abbi ldungen 2), 3) in folgender Weise zuordnen:  

2') Paare  (X~, X~') mit  X~:_B~_~, Xo'C:_B,~_ , Bi ldmenge :  G~_~;~XS~_.. 
3') Paare  (X~, Xo'} mit  X u ~ A ~ ,  X o ' ~ B , _  , Bi ldmenge :  Gn_,; a_, ~ S,~_, 
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Hierbei  sind diese Produk te  in gr(isstmCiglicher Unabhi~ngigkeit zum Raum 
/~j,; ~,o} anzunehmen,  d. h. wie man  abzahlt, derart,  (lass (tie Bi ldmengen yon 

(k + 1 )  Dimensionen mehr  aufspannen  als j~; ~,o 2'1, 3') und j,~; k, o zusammen -~- 2 

allein. Hal t  man  in den Abbi ldungsschemen 2') und 3'1 l inks den P u n k t  
Xo'----~ Co in B~_l fest, so ergeben sich rechts  je  eine Gc_l; ~-i und Gc_l; ~; 
diese ki~nnen dann,  wie in § 2, Nr. e) erlautert ,  zu einer Gc; ~ zusammengeft lgt  
werden,  deren  Punk te  m an  den Paaren  (Xf, beliebig, Co) zuzuordnen hat.  
Dies ftir alle C O aus B,~_~ durchgeft ihrt ,  ergibt folgende Abbi ldung:  

23') Paare  [Xk, Xo' } mi t  Xo' aus B,~_~ Bildraenge : G,~; ~ X  S~_~. 

Es kommt jetzt  noch darauf  an, diese G,; ~. X Sn_~ zu einer  die j~; ~, ~ enthal- 
tenden G,; ~ X S,~ zu erwei tern.  Dazu betrachten w i t  das al lgemeine Element  
(DI~, D~'), and  es sei Dk ~ B , ~ - -  Dk_~ und Do ~ ausserhalb yon Bn_~ und  A o 
gelegen. Folgende  Abbi]dungen l iegen dann  sehon les t :  

E lemente  (Dk, Xo'), wozu (Dk, Do') gehSrt Bi ldmenge :  S D auf j~: ~,o 

Paare  {Dk, Xo') mit  Xo' beliebig aus Bn_~ Bi ldmenge:  S~_1 auf  Gn; ~ X S,~_~ 

Die Riiume sD_I und S D rechts  schneiden sich in e inem sD_I, ergeben also 
einen ~rerb indungs-S  2 mit  folgender,  naeh dem Fundamenta l sa tz  der  pro- 
j ek t iven  Geometr ie  schon fes ts tehenden Abbi ldungseigenschaf t  : 

Paare  (DT~, Xo') mit  bel iebigem Xo '~X~ ,  Bi ldmenge :  S ~ - - S ~ _ ~  [J S D 

Verander t  m an  in dieser Uber legung  den D~ tiber die Gesamthei t  (( fast ~) 
aller X~ des Xn,  d. h. der jenigen,  die nicht  in B,~_~ liegen, so hat  man  in 
Fortset~:;ng der Abbi ldung 23') die gesuchte  Abbi ldung fast aller Paare  
(X~, X,'} au[ die P u n k t e  e iner  Bildmenge.  Dutch  stetigen Abschtuss wird 
diese Abbi ldung fast aller Paare  zu einer a]ler Paare  auf die Punk te  einer 
~ann ig fa l t igke i t  M(,~_~)(~+~+,~. Diese spannt  e inen Raum yon derselben Di- 
mension au[  wie ein P roduk t  G~; ~>< S~, und man  hat sich noch davon zu 
iiberzeugen, dass sie mit  e inem solchen zusammenfi~llt. Dazu geniigt es 
offenbar festzustellen, dass die Gesamthei t  der  Paare  (X~, X~') wobei X, '  
~anz beliebig in X,~ variiert ,  w~,hrend die X~ ein Biischel durchlaufen,  auf 
die P u n k t e  e iner  S,;  ~ innerhalb  yon M abgebildet  wer~len. Gegeben sei nun  
das Btischel der ~ '  X~ durch  e inen C~_~ in Ch+,, ausserdem die Gerade g~ 
des C~÷~, windschief  zu Q_~, alles in a l lgemeiner  Lage zu A~, B,~_~. Dann  
werden  die ~ ÷ ~  Paare  (X~ des Biisehels, X o' beliebig) auf  c~ ~ Sn abgebildet ,  
wobei diese S,~ folgendermassen aufgespannt  werden kiinnen : 

c<~" Paare  (X~, Xo' ) mit  X~ aus dem Btischel, Xo'~B,_~;  Bi ldmenge :  S,~_t; ~ 

~ Eiemente  (X~, X,)') mi t  X~ aus dem Btischel B i ldmenge :  Kegel- 
und  X~' aus g~; sehnit t  k~. 
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Die S~ yon M ents tehen durch Verbinden tier S I der S~_ I. rechts mit  
den ihnen  in o[[ensicht l icher  Weise  zugeordneten P u n k t e n  yon k~, wobei 
noch k e inen d iese r  S I ~rifft. Dabei entsteht  jedoeh nach Satz 3 eine S,; ~. 

d} Bei der Behand lung  des a l lgemdinsten Fal les  k(innen wir  k ~ n - - 1  
und h ~ 0 vorausse~zen, sodass also der  einfachste,  h ierher  gehSrige Fall  
bei k : 2, h-----1, n - - - 4  vorliegt. Wi t  fassen uns  kurz und nehmen an, es 
sei bereits durch  dieselben Sehllisse wie in a) und b) gezeigt, dass sich 
beztiglieh unserer  Unte rgruppe  g der Ranm (jn;k,h} in die 4 im Satz 8 
aafgezi~hlten Te i l raume aufspal tet  und  somit bewiesen sei, dass (j~;k,~! 
bereits e inen Raum yon der r icht igen Dimensionenzahl  aufspannt.  Dann 
ergi~nzen wi t  die Abbi ldungen der E lemea tmengen  1) 2) 3) auf  S. 12 zu Abbil- 
dungen  yon Paaren,  was nach Induk t ionsannahme  alles mi~glich is t :  

2') Paare  (X~, X~'} mit X ~ B n _ ~ ,  X~'~B,_~ Bildmenge : G~_~; ~ X  G,_~: h 

3') Paare  (X~(, X,') mit  X ~ A o ,  Xh'~B,_~ Bi ldmenge :  G,~_~:7~_~X G,,_~;h. 

Alle diese For tse tzungen sollen dabei so weir, wie m(iglich, unabhangig  
vone inander  und yore R a u m  {j~; t-,h} vollzogen werden.  Wenn  wir jetzt  noeh 
eine vierte, yon den vorher igen unabhl tngig l iegende Bi ldmenge a!ler Paare  
(X~B,~_~, XI~'~Ao) angeben, k(innte man dttreh << Zusammenkleben  >> der 
Bestandtei le  leicht die gewtlnsehte G, ;kX  G',;h erhalten.  Eine gewisse 
Schwier igkei t  besteht nur  darin, diesen 4. Teil  so vorzugeben, dass die 
schliessl ich erhal tene  G,; k N( G',~;h aueh die gegebene Bildmenge j,~: t-,h der  
( k ,  h) -Elemente  enthalt .  Dazu mtlssen wir schri t tweise fo lgendermassen 
vorgehen :  Aus Y) und 3') sowie aus 2) und 3'} verschaffen wir  uns zun~,chst 
in tlblieher Weise durch  << Zusammenkleben  >> folgende Abbi ldungen : 

13'} P(~are (X~, X~') mit  X ~ A o ,  X~' beliebig Bi ldmenge : G~_~; ~_~ X G,,; ~ 

23') Paare  (X~o, X~'} mit  X~ beliebig, X~'~B,,_~ Bi ldmenge :  G,;~>~ G,_~;~. 

Diese Abbi ldungen 13') und 23'} sind dabei so einznrichten,  dass die auf 
j,,; ~, ~ I iegenden Bi ldmengen  aller Elemente,  bei denen en tweder  der  X~ durch 
A o geht oder der  X~' in B,_~ liegt, yon selber in den P roduk ten  rechts 
enthal ten  sind, was ohne weiteres m(igtich ist zufolge der  Grundannahme .  
(D~,', Da) sei dann  ein Element  a l lgemeinster  Art mit  dem Bi ldpunkt  So; es 
miige D~ ~ B,_~ --~ D,_~, Da' ~ B~_~ = D~_, sein. Dana geh~rt dies Element  
der  Gesamthei t  folgender Paa re  an :  

(*) Alle Paare  {X~, X~'} mit  X ~ D ~ _ ~ ,  X~'~D~_, .  

Diese Gesamthei t  verhal t  sich wie diejenige aller Paare  (X~_a, Xo' ) eines 
X,__~. Die Elemente  h iervon sind auf  eine J,_~; e-a,i) der  j.~; ,,~ abgebildet.  
Untersueht  man, welche Paare  der  Menge (*) in 1'), 2'), 3') vorkommen,  so 
sind es gerade solehe, wie wi t  sie im vorigen kbsehn i t t  c) ~u Beginn aufge- 
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zahit ha t ten  (wobei nut' das dortige n, k durch  n ~ h, k - -  h jetzt  zu ersetzen 
ist). D~)rt ergab es sich, dass die 3 P ro d u k tmen g en  ~usammen mit  der  J,~; k.o 
eine G , ; ~ X S , ~  als For tse tzung mit  der  en tsprechenden  Abbi ldang ihrer  
Punk te  auf  die Paare  (X~, X0'} e indeut ig  festlegten. In unserem Falle heisst  
das, dass mit  den bisherigen Gegebenhei ten die £bb i ldung  alter Padre  (*) 
auf die Punk te  einer G~-h; k - h X  S,,_h e indeut ig  festliegt. Ver~nder t  man  in 
dieser ~be r l egung  D~' ilber alle X~' aus B,~_~, so liegt in For tse tzung der  
gegebenen Elementabbi ldung  folgende Uber t ragung  rest :  

!**~ Paare  (X~, Xh'}, wobei X~ und X~' sieh auf  I B i ldmenge :  M'. 
B ._ ,  mindes tens  h ~  1 ~ d i m e n s i o n a t  treffen I 

Hieraus  me~.ken wi t  uns  noch folgende Teilges~mtheit  besonders an :  

4*} Paare  (X~. X~') mit X~CB,~_~,  X I , ' ~ A o  und die sieh au[ B._~ in einem 
Xh_ ~ scbneiden.  

Die Gesamthei t  4") verhi~lt sieh wie die der  (k, h - -  1)-Elemente des B,,_~, ihre 
Bi ldmenge  erftillt ersieht l ich die Bedingungen  des Satzes selber, ist daher  
nach Induk t ion  eine J~_~;/~,~-~, die sieh als Schni t t  einer  G,~_~;~N( G,~_~; t~_ ~ 
auffassen li~sst. Ein solcbes P roduk t  werde dann nnabbl;~ngig zu den in 1') 
2'i 3't sehon vor l iegenden P roduk ten  du tch  die J,,_j; ~,~_~ gelegt und mit  der 
folgenden Abbi ldungsvorschr i f t  ve r sehen :  

4'} Paare  {X~, Xh'} mit  X~cB,~_~, Xh '~Ao Bi ldmenge : G,~_t; ~ X G~_~: h-4- 

Nunmehr  ist die Zusammenftlg~lng yon 1') his 4') zu einer G~ ~ ~< Gn; ~ klar, 
deren Punk te  dann s~tmtliche Paare  (X~, X~j) des X~ abbilden. Der. vorlie - 
gende Gang der Konst rukt ion  zeigt, dass die Elemente  dabei siimtlieh auf 
die j,,; ~,~ abgebildet bleiben, womit  alles klar  ist. 

e} Es bleibt jetzt  noeh tlbrig, den 2. Teil des Sat~es zu beweisen. 
Nach dem, was wir schon wissen, bedeutet  seine Behaup tung  in For~setzung 
yon S~tz 6 fo lgendes:  Eine Mannigfalt igkeit ,  deren P u n k t e  den X~ eines X,~ 
e ine indeut ig  zugeordnet  sind~ ist eine V~IG~; ~)~ wenn  sie fotgende Bedingun- 
gen erfttl~t: 1) Die X~ eines j eden  Btisehels entspreehen den P u n k t e n  eines 
Kegelschnit ts ,  2) Die Transformat ionen  der  projekt iven Gruppe des X,~ indu- 
zieren in Aussenraum yon g,~; ~ eine Gruppe yon projekt iven Transformatio- 
nen. wodureh  die Punk te  der g,~; ~ ebenso wie die en tsprechenden  X~, ineinan- 
der t ransformier t  werden.  Bei k : 0  und n :  2 steckt darin die bekannte  
Kennze ichnung  der  Veroneseschen V~, die man  ohne weiteres  auf n ~  2 
t lbertragen kann.  Um das a l tgemeine Problem zu lilsen, stelle man  ~un~ehst 
rest, class nach Sat~ 8 der  Raum (V~(G~: ~)) folgende Aufsp~l tung besit~t:  

, v (G._ ,  ) 
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Die beiden ersten Teile haben die bekannte Bedeutung;  wie bei d e r  G~;k 
kann man von korrespondierenden Punkten  auf ihnen sprechen, die jedoch 
nicht  wie bei der G~; ~ durch Gerade, sondern durch Kegelschnitte verbunden 
sind;  J,~; ~,~_~ ist dann der geometrische Ort der Tangen~enschnit tpunkte ~n 
diese Kegelschnitte in korrespondierenden Punkten.  Um nun die gegebene 
g,~; 7~ mit den obigen Eigenschaften ,~ls V"(G~. ~) zu kennzeichnen, hat man 
dann folgendermassen vorzugehen:  )/[an nehme induktiv an, dass bis n - - 1  
a lles bewiesen sei. Dann liegen zunachst die ) Iengen Y~(G~_~;k_~) und 
V2(G~_~; ~) les t ;  aus gruppentheoret ischen Grtinden sind ihre Raume ausser. 
dem windschief. Wei terh in  hat man in der beschriebenen ~ e n g e  yon 
Tangentenschni t tpunkten an Kegelschnitte zuniichst eine Bildgesamtheit  
j,~-i;~,7~-~ der (k, k - - 1 ) - E l e m e n t e  des B~_~. Diese J,~-~;~,k-~ wird zunachst 
wegen unserer  Grundvoraussetzung dutch  die Untergruppe g in der gewtin. 
schten Weise in sich transformiert~ feruer  werden  ~ - G e s a m t h e i t e n  yon 
Elementen,  wobei der Xk oder der Xk_~ ein Btischel durchl~iuft, auf Geraden 
innerhalb yon J~-~;7, k-~ abgebildet. Dies li~uft namlich auf die Tatsache 
hinaus, dass die Tangent ialebenen langs eines beliebigen Kegelschnitts der 
Veroneseschen Fl~i.che V~ eine feste weitere Tangentialebene der V~ in Punk- 
ten einer Geraden schneiden. Nach dem schon Bewiesenen ist somit unsere 
j~_~; ~,.,~._~ eine J~_~; ~,~_~ (zum Beweis dieser Tatsache braucht  man seinerseits 
nu t  solche Annahmen, die nach Indukt ion ~ulassig sind und sich auf niedere 
Indizes beziehen). Ferner  ergibt sich. dass die 3 Tei l raume aus gruppen- 
theoretischen Grtinden unabhangig zueinander liegen mt~ssen. Schliesslich 
ist dann die g~: ~ projektiv festgelegt, wenn  man nur  an einer Stelle einen 
der er~eugenden Kegelschnitte, yon denen ja tiberall schon 2 Punkte  mit den 
Tangenten dar ia  bekannt, sind, unter  ~ '  )II/glichkeiten vorschreibt. 

§ 4. - A u s r e d u k t i o n  d e r  G r a s s m a n n r e l a t i o n e n .  

Wir  wenden uns nunmehr  der Betrachtung der Grassmannrelat ionen zu. 
Wichtig wird  ftir uns dabei vor allem der Satz 4 des § 2 sein, wonach es 
durch die G.21:+t; k bei ungeradem k eine ausgezeichnete nicht entartete, sog. 
Fundamenta lquadr ik  gibt. Bei al lgemeineren G-Mannigfalti~keiten interessie- 
ten wi t  uns danach insbesondere ftir die MSglichkeiten, diese in eine G.,k+~; 4- 
(k ungerade) zu proiizieren. Die Fundamenta lquadr ik  dieser G~+~; l~ ergibt 
dann, verbunden mit dem Projekt ionszentrum einen ausgezeichneten Kegel 
durch die G-M~mnigfaltigkeit, der auch Fundamenta lkegel  genannt  werde. 
Die Suche nach derart igen Projektionszentren bedeutet ersichtlich dual 
dasselbe wie die Suche nach Teilmengen G2k+~; k (k ungerade) auf der gege- 
benen G~;~. Um gleich die h0chsten, auf der G~; ~ l iegenden G~k+~;~ zu 
er[assen, hat man zu unterscheiden,  ob q ungerade oder gerade ist ; in beiden 
Fi~llen schreiben wir  wieder k anstatt  q. Beachtet man die Bedeutung der Tei l-  
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Grassmannmannigfaltigkeiten einer G~; k, fiir die Geometrie des Grundraumes 
X~, so hat man folgendes: Bei ungeradem k werden die in einem Teil-X~k+~ 
des X ,  (n ~ 2k -~  t) liegenden Xl, gerade auf die Punkte einer G2k÷~; ~ und 
bei geradem k die in eiaem X2k liegendea uad durch einen Punkt X0 gehen- 
den Xk auf die Punkte einer G~k_~; ~_~ abgebilde~. Im ersten Fall sind somit 
die G~k+~; k der G~; ~ den X~k+~ des Grundraumes und im zweiten Fall die 
G~k--~;l,--~ tier G,~;k den (2k, 0)-Elementen des Grundraumes eineindeutig 
zugeordnet. Uber die yon diesen G~k+~; k bzw. G.~k-~; k-~ aufgespannten Raume 
gilt folgender wichtige:  

SA~z t0. - Gegeben sei eine G~; k mit  2k + 1 ~ n. Dann liegen bei unge. 
radem k die c~ ~-~k-~)(ek+2) R~ume ( G.2k+~; ~) der den X~l:+~ des Grundraumes in 
der vorhin erkld~rten ~eise  au f  der G~. ~ zugeordneten G~¢+~; k nicht gleichzeitig 
a u f  einer Quadrik. Bei geradem k gilt dasselbe fi~r die Gesamtheit der Raume 
( G.2~-i; k-~ ) der in der soeben besehriebenen Weise den (2k, O)-Elementen des X~ 
zugeordneten G~_~; ~_~. 

Beweis: Es werde zuerst der Fall eines ungeraden k behandelt. Im X,~ 
sei ein fester A~ angenommen; jeder X~ des X~ liegt dann in mindestens 
einem der X~+~ durch A~. Das bedeatet, auf die G~; ~ tlbertragen: Jeder 
Punkt der G,~; k geh(~rt mindestens einer der G~+~;~ an, die in der beschrie- 
benen Weise den X~+~ dureh A~ zugeordnet sind. Das bedeutet aber wiede- 
rum, diese G.~+,;~ und erst recht ihre Raume (G~+~;~} spannen gan~ (G.;~ / 
auf. Anderseits enthalten die betrachteten (Ge~+~; ~) alle den Bildpunkt So 
yon A~; eine Quadrik des (G,~; ~}, die sie alle enthalt, mtisste demnaeh in So 
einen singularen Punkt  besitzen, d. h. ein Kegel sein, (lessen Spitzenraum 
durch So geht. A~: konnte nun in dieser l~berlegung ein beliebiger X~ des X,, 
sein: hieraus folgt, dass eine Quadrik, die alle (G~+~;~} enth~tlt, ein Kegel 
ist, dessen Spitzenraum alle Punkte yon G~; ~, enthalt. Dies ist jedoch unto(i- 
glich, d~ G~; ~: den ganzen Raum aufspanr~t, in dem dieser Kegel liegen 
sollte. Jetzt sei k gerade angenommen. Dann betraehten wir zunaehst im X~ 
die Gesamtheit aller Xa, die dureh einen festen Punkt A0 gehen und deren 

A G~-'; ~-~ } dieser Bildpunkte eine G,~-~;~-~ innerhalb der G,~;~ erftlllen. I m (  "4 
G~-~;~-~ liegen nun alle Raume (G~-~; ~-~), die in der besehriebenen Weise 
denjenigen (2k, 0)-Elementen ~ugeordnet sind, bei deneu der Punkt mit A o 
zusammenfallt. Eine Quadrik Q, die atle ( G~_,: ~_, ) des ( G,~; ~ ) enthalt, muss 
insbesondere den (G~_~;~_~) entweder ganz enthalten oder aueh in einer 
Quadrik sehneiden. Die letzte Mi~gliehkeit wiirde besagen, class es eine Qua- 
drik Q des (GA_,;~_~) geben wlirde, die samtliehe Ritume (G~_~;~_~) der 
innerhalb yon G~a_~;~_~ gelegenen G2~-~;~-~ enthalt. Naeh der zuvor ftir 
ungerade k angesteltten Uberlegung existiert eine solche Quadrik jedoeh nieht. 
Mithin enthalt die Quadrik Q des (G~; ~), deren Existenz angenommen wurde, 
auch alle Rttume der Art (G~_~;~_~}, die in der besehriebenen Weise den 
c~ '~ Punkten A 0 des Grundraumes X .  zugeordnet sind. Weiterhin sei zunltehst 

An~ali  di  M a t e m a t i c ~  20 
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n :  2k-~-1 angenommen, und es werde ausserdem der feste An aus Xek+~ 
betraehtet. Dann liegt der Bildpunkt jedes Xk, der Ak sehneidet, in minde- 
stens einem der c~ a ( G  A ~k;~-i/,  der einem der Punkte  A0 aus Ak zugeordnet 
ist. Alle diese cxA G~;k_l  und daher auch ihre Raume (G A 2k; ~-1 ) enthalten 
den Bi ldpunkt  S o yon Ak und spannen die nach Satz 4 in der Fundamental-  
korrelation S~ zugeordnete I typerebene H (S,) auf. Ist So ein reguti~rer Punkt  
der angenommenen Quadrik Q, so muss demnach Q dureh H (So) in So 
bertihrt werden, t t ieraus folgt aber, wenn man diese Uberlegung ftlr hinrei. 
ehend viele Punkte  S,) yon G2k+t;~, die ja <~ fast a l l e ,  fllr Q regular sein 
miissen, anstellt, dass die obige Fundamentalkorrelat ion eine Polaritat bezil- 
glich Q ist, im Widerspruch zu Satz 4, wonaeh es bei geradem k eine 
~'~',llkorrelation ist. Um den Satz schliesslich ffir alle n ~ 2k-t-1 und gera. 
des k zu zeigen, nehmen wir  an, yon 2k-I-- 1 bis n - -  1 sei schon alles gezeigt, 
wobei wir beaehten, dass der/knfangsfall  n --  2k ÷ 1 soeben bewiesen wurde. 
Die 'Xk des X~, die in einer den festen A~ enthaltenden Hyperebene X,,_L 
liegen, werden dann auf eine Gn_t; ~ abgebildet. Alle diese den X~_~ durch 
Ak zugeordneten Gn-1;k enthalten den Bildpunkt  S O yon A~:, und eine Qua- 
drik Q der gesuchten Art mfisste alle diese Raume (G,~_~;k) ganz enthalten, 
da ja  sonst Q einen Raum (G,~-I ~1 in einer Quadrik schneiden mtlsste, die 
es naeh Indukt ionsannahme nicht gibt. Die dutch  S o gehenden (G~_~;~:) 
spannen jedoeh ganz (G~;~:)auf,  eine die (G,~_~;~ 1 enthaltende ~ Quadrik 
mfisste somit in So einen singularen Punkt  besitzen. Dieselbe Uberlegung 
kSnnte man ffir jeden anderen Punkt  yon G,~; ~ anstellen. Q kann jedoch nicht 
in al len Punkten  einer ihren ZugehSrigkeitsraum aufspannenden Menge 
singular sein. 

Wir  wenden uns nun nochmals dem Fall der G~k;~;~ bei ungeradem 
k ~ 1 zu und sprechen folgenden, sparer ebenfalls benStigten Sat~ fiber die 
Best immung der Fundamenta lquadr ik  aus:  

SA~z 11. - Gegeben sei eine Ge~+~; k bei ungeradem k ~ 1 mit der Fu~da. 
me~talquadrik Q. Dann ist Q dadurch bestimmt, s~mtliche R~ume ( G~.k-~;~--~) 
zu enthalten, wobei unter G~_.% ~_~ irgendeine Bildmenge aller X~ des X.~+~ 
zu verstehen ist, die durch eine feste Gerade gehen und in einem festen X~_~ 
liegen (d. h. die G~;¢_.~; ~_~ sind den ( 2 k -  1, 1)-Elementen des Xe~+~ zugeordnet). 

Beweis:  Die Gesamtheit der X~ des Xe~+,, die einen festen Punkt  A~ 
enthalten, wird auf die Punk te  einer G~A;~_~, und die Gesamtheit der X~:, 
die in einem festen Be~ enthalten sind, auf die Punkte  einer G" e~ ~ abgebildet. 
Diese beiden Typeu yon Teilmannigfalt igkeiten der Ge~+~;~ sind nat¢Irlieh 
projektiv i~quivalent, aber wohl zu unterseheiden. In einer GeA;~_~, die dem 
Punkt  Ao des X~+~ zugeordnet ist, liegen weitere Ge~_~;~_~, deren Punkte  
je den X~: zugeordnet sind, die dutch  eine A~ enthaltende Gerade gehen und 
in einem B~_~ liegen. Nun gibt es nach dem soeben bewiesenen Satz 10 
keine Quadrik des (G~;~__,), die alle Ri~ume ( G ~ _ a ; ~ _ , ) d e r  in Gz~;~_, 
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befindliehen G~k-3; ~-~. enthalt. Eine Quadrik Q', welche die im Satz formu. 
lierten Eigensehaften besitzt, muss daher den Raum (G.~k;~-,)gan~ enthalten, 
d. h. damit auch alle den llbrigen Punkten des Xe~+l zugeordneten G-Rltume. 
kuf  dieselbe Weise k0nnte man schliessen, dass Q' die den ttyperebenen 
des X~+I zugeordneteu (GSk; ~) samtlich enthalt. Nehmen wit  an, Q' sei im 
Punkt  So der G2~.+i;~ regular (solehe Punkte gibt es gewiss, da Q' nieht in 
allen den (Q') aufspannenden Punkten der G2k÷l;~ singular sein kann). So 
entspreehe der Raum A~ des Xak+~. Wir haben soeben festgestellt, dass Q' 
die allen Punhtea  Ao des Ak zugeordneten (G~k;~_~) sitmtlieh enthalt. Die 
Punkte aller dieser G~;~_l sind in ihrer Gesamtheit genau die Bildpunkte 
samtlieher X~, die Ak treffen, und jeder derartige Bildpunkt liegt auch in 
einem (GAk;~_,). Daraus schliesst man, dass q' in S o duroh dieselbe Hypere- 
bene bertihrt wird wie die Fundamentalquadrik O- Da dies aber in <~ fast 
allen-7 Punkten yon G.2k+l,k der Fall ist, bleibt niehts anderes tibrig, als 
dass Q und Q' zusammenfallen. 

Wit wenden uns jetzt der Reduzierung der G-Relationen zu und behan- 
deln, bayer wir einen allgemeinen Sat~ angeben, der alle Falle umfasst, die 
G,,;k mit k = 1, 2, 3 gesondert. Aufgrund der SI~tze der vorherigen § wird es 
uns gelingen, den Relationen dureh ausge~eiehnete Inzidenzmannigfaltigkeiten 
aufzuspannen, deren Punkte dann jeweils ausgezeichneten Klassenquadriken 
dutch das duale Gebilde (~,; ~: zuzuordnen sind. Dutch Dualisierung wtirden sich 
dann daraus jeweils ausgezeichnete Fundamentalkegel durch die G,~; k ergeben. 
Wir  beschreiben diese Kegel, zu denen sich d i e  Spitzenraume in jedem 
Falle leicht angeben lassen, nicht in jedem Falle besonders. 

a) Relatiouen der G,,;,. 
Wir erinnern zuvor an folgende bekannten Tatsachen fiber diesen ein- 

faehsten Sonderfall einer G~; ~: Man kann die G~;i aueh so definieren: Man 
fasse die E[emente w~j einer n q-1-reihigen, schiefsymmetrischen Matrix (~c~) 
als homogene Koordinaten eines 5(,~+1)_1 auf und sehreibe samtliche Bedingun- 

gen dafiir auf, dass diese Matrix den Rang 2 besitzt. Diese Bedingungen kSnnen 

n +  1) linear unabhangigen, quad}:atisehen Gleiehungen in der Form yon 4 

augegeben werclen, die alle die Gest'flt der bekannten Pltiekerrelation des 
Falles n ~ 3 besitzen. Der zu Beginn dieses § eingefilhrte Relationenraum 

betraehten, beret  wir tiber ihn einen allgemeinen Satz formulieren, erst die 
Sonderfalle n = 3, 4, 5. 

n- - -3 .  Die Pltickerquadrik G3; des S~ hat eine V~-Transformierte 
V~(G~; ,), die zusammen mit einem Relafionenpunkt //o den Raum (Vs)~0 
aufspannt, wobei r*--s-- V'((G3; , )~)ist. 

n---4.  Die G,;t ist eine M~ des S~, die dureh 5 linear unabhangige 
Quadriken definiert wird. Es ist seit ll~ngerem bekannt, dass diese Quadriken 



156 ~V,. BURAU: Proiektive Klassl~kation dc~ ~ GrassmannreMt/onen, etc. 

alle projektiv gleichberechtig sind und Kegel darstellen, deren Spitze einer 
der  ~ 4  erzeugenden Ri~ume S~ der G4; tist .  Nach unserer  Abzahlung kiinnen 
wi r  zuni~chst sagen/  dass der  Rela t ionenraum der G4; , ein R 4 ist, sodass 
der ( V~)54 durch R 4 und den Raum V2{G4; ,) aufgespannt  wird. Nun liegen c~ ~ 
G~;, in der G4; ~, sie werden  in der W-Trans fo rmat ion  zu cx~ 4 V~(G3; ~), 
einer  der  yon ihnen aufgespannten Raume (G.~; ,)5 wird zu einer  V~, ( V  s\ • 5 / ~ 0  

wird nactl dem zuvor bei ~ - - 3  Bemerkten durch die V~(G~; i) und einen 
Relationspunk~ R0 aufgespannt  wird. Insgesamt entstehen somit cx~ 4 Punk te  R0. 
Da nach Satz 10 dutch  die Gesamtheit  der o<~ 4 ( G~; ,)5 keine Quadrik des S 9 
geht, spannen die oc 4 den Gs; ~ in der V-Abbildung zugeordneten V~ insgesamt 
ganz (V~)~, auf;  daraus folgt aber  weiterhin,  class dieser ( V~)5, aueh dureh 
V~(G,; ,) und die o~ 4 Punk te  R 0 aufgespannt  wird. Well  dm'eh die in (V~) 
induzierte Darstel lung der projekt iven Gruppe des Grundraumes X 4 ersichtlich 
tier (V~(G4; ~)} und die Gesamtheit  der Relai ionenpunkte  R 0 je  irreduzibel in 
sich t ransformiert  werden, ergibt es sich, dass die Gesamtheit  der 0,2 ~ 
Punk te  R 0 mit dem Relat ionenraum R 4 zusammenfallen muss. Daher erfahrt  
die projekt ive Gruppe des X, eine i~quivalente Darstet lung im R 4 . 

n =  5. Die Gs; , ist eine M s des S~4 , die dutch  15 linear unabhiingige 
Quadriken definiert  werden kann, d. h. der Relat ionenraum ist ein Rt~. Die 
Gesamtheit  derjenigen Garaden, die einem X 3 ira Grundraum X~ angehSren, 
wird auf die Punkte  einer G~;, innerhalb yon Gs; ~ abgebildet.  1NTach Satz 10 
gibt es keine Quadrik des ( G~;, }~4, die gleichzeitig alle Raume ( G:~;,)5 aller o¢ s 
anf diese Weise  definierten G3;, enthi~lt. Dies bedeutet,  auf  die V~-Abbildung 
ttber~ragen: Die o<~ ~ Mannigfalt igkeiten V25, die als V~-Bilder der c~ 8 (G3; , )~ 
erseheinen, spannen den ganzen ( V~4 } auf. Ein Raum (1/~(( G,; ~}s)) wird wieder 
dureh V'qOs; J und einen Rela t ionenpunkt  R0 aufgespannt,  der somi~ der G~; ,, 
d. h. einem X s des Grundraumes X~ zugeordnet ist. Variiert  man X s fiber alle X s 
des X s, so besehreibt  der Punkt  R0 eine Mannigfaltigkeit  ~ ;  :~, die zusammen 
mit V~(Gs; ,) ganz (V~) aufspannt,  gs ; ,  ist eine Bildmannigfal t igkeit  fur 
alle X s des Xs, und es ist zu zeigen, dass es sich urn eine Grassmannsche 
Gs; s handelt.  Das folgt aber aus Satz 6 yon § 2. Denn betrachtet  man alle o~ 4 
G~;, in einer  G~;, ,  so folgt aus dem bei n = 4  Festgestell~en, dass die 
zugeh0rigen oo 4 Punk te  R., einen i~ 4 erfttllen. Das bedeutet  jedoch, die Abbildung 
der Xs des X~ auf die Punk te  ~on gs;~ ist derart, dass Btlschel yon X s auf 
Geraden abgebildet  werden.  Da ausserdem die Punk te  der  gs;~ durch Pro- 
j~ktivittiten ihres Aussenraumes, die durch die projektive Gruppe des Xs 
induzier~ werden,  transit iv ineinander fibergehen, ist gs;s - -  Gs; ~, was  aueh 
der Dimensionenzahl nach stimmt. 

SA~z 12. - Die Gruppe der Projektivit(;tten des X~ induziert im Rela- 
tionenraum RC,]_,)_ ~ der G,~:~ eine irreduzible Darstellung dureh projebtive 

Transformationen, die eine den R(,~)_~ aufspannende ausgezeichnete G,,; s in 
sich ~berfi~hren. 
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Beweis:  Zufolge Satz 10 gibt es keine Quadrik des (G~;~), die samtliehe 
(G3; 1t5 enthtilt, wobei G~;~ die Bildmenge aller X, eines festen X:~ des X ,  
ist. Nach derselben Uberlegung wie in den Sonderf~llen ist dann jedem 
dieser G~: i ein Relat ionenpunkt  Ro zugeordnet, dera l t  dass die Gesamtheit  
dieser Punk te  einerseits zusammen mit V~(Gn; ,) den ganzen Raum ( V2(( G,~;, })} 
aufspannt,  anderseits  aber auch eine der Gesamtheit  der X~ des X .  zugeordt~ete 
Bildmenge g,~; 3 bildet. Lasst man die G3; ~ die c~ ~ G3: ~ einer G4; ~ durehlaufen,  
so erfilllen die entsprechenden Ro-Punkte einen R4, dessen Punkte  somit 
die c~ ~ X 3 eines X, im X~ abbildet. Da die gruppentheoret ische Forderung 
ohne weiteres erftlllt ist, handelt  es sieh bei der g,:  s u m  eine G,; a. 

b) Relat ionen der  G,~; ~. 
Der niedrigste FM1 einer  G.; 2, die nieht  mit  einer G~;~ zusammenfallt ,  

liegt bei der  Gs;~ vor. In  einer klassischen krbei t  yon C. SE~I~E sind viele 
Eigenschaften dieser Gs; ~ beschrieben worden (8}. Es ist dort aueh angegeben 
worden, dass die Gs; 2, die eine M 9 des S~ ist, dureh 35 l inear unabhangige 
quadrat ische Relationen besehrieben we~'den kann, ohne dass jedoch dies 
System naher  untersucht  worden ist. Wir  beachten zun~chst, dass die 
Gesamtheit  der  X~ des Grundraumes X~, die durch einen Punkt  X o gehen 
und in einem X~ liegen, auf  die Punkte  einer G~;~ innerhalb der G~;2 
abgebildet werden. Es gibt somit ebensoviele derart ige Gs; ~ auf der  Gs; ~ wie 
es (4, 0)-Elemente im X~ gibt, d. h. ~ 9  kus  Satz 10 folgt zunaehst, dass 
keine Quadrik des (G5;.2)~, existiert, die a l l e  R~ume (G3; l)~ dieser ~ 9  G~;, 
enth~lt. In  der V~-Abbildung spaltet der Raum (V~), wobei V~ = V~(( G3; ~)5) 
ist, sich ",vie tiblich in den l~anm ( V~(G~ ,)) und einen Punkt  R,,. Es kommt nur  
darauf  an, einzusehen, dass der geometrisehe Oft j~; 4,~ der  Punk te  R o eine 
J~; ,, o ist. Dazu beachten wit,  dass die G~; ~ wei terhin  noeh eine Schar  yon ~ 
G4; ~ besitzt und eine dazu projektiv aquivalente Schar  yon c~ ~ G~; ~. Die 
Punk te  einer G4; ~ entspreehen dabei den Ebenen durch einen Punkt  and die 
einer G4;~ den Ebenen in einem X~ des X~. Sowohl eine G~;~ als auch eine 
G~; ~ enthal ten ~ der zuvor betrachteten G~;~. Die Punk te  Ro, die den cx~ ~ 
in einer festen G~; ~ gelegenen G~;~ zugeordnet sind, erftillen nach dem, was 
w i t  yon a) her  schon wissen, einen X,,  und das Gleiche gilt ftir die G~; 
Zusammen mit der  ohne wei teres  erftiltten gruppentheoret isehen Forderung 
ergibt sich hieraus, dass die j~; ~,~ eine J~; 4, o ist nach Satz 9. Wei terhin  
folgt hieraus wegen der Irreduzibilit~tt der Darstel lungen in den Raumen 
(V"(G~;~))und (J~;4. o), dass diese windsehief  liegen, und mithin J~; 4, o den 
ganzen Relat ionenraum aufspannt,  der daher  34 DimensiQnen hat. k l lgemein  gilt: 

SA~z 1 3 . -  Die Gruppe der Pro]ektivit(~ten des X ,  induziert im Relatio. 
nenraum R der G~; 2 (n ~ 5) eine Darstellung dutch Transformationen, die 
eine den R aufspannende J,; ~, o in sich i~berf~hren. 

(8) C, SEGRE, Sui complessi lineari di piani hello spazio q 5 dimensioni~ ¢ Annali di 
mat. ,~, III, 27 (1918} pp. 75-123. 
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Beweis :  Zufolge Satz 10 gibt es keine Quadrik des G,~;2, die alle (G3; i )5 
enthalt ,  t I ierbei  sind die Punk te  einer  der  in Frage  kommenden  G3; t die 
Bilder aller X: ,  die durch  einen Pu n k t  gehen and  in e inem X 4 des X,~ 
liegen. Wie  bei n = 5 ergibt s i e h d a n n  eine Menge yon P u n k t e n  in Zao rdnung  
zu den (4, 01-Elementen des X~. Betrachte t  man  die G4; ~ and  G4; 2, in denen  
die Gs; ~ gelegen sind, so ergibt es sich, dass die Gesamthei t  der jenigen 
Elemente,  bei denen  en tweder  der  P u n k t  oder der  X 4 lest bleiben, auf die 
P u n k t e  yon l inearen Ri~umen innerhalb  unserer  Bi ldmenge abgebildet werden.  
Da ausserdem die g ruppentheore t i sche  Fo rde rung  yon selber erftillt ist, 
ergibt sich, dass im Re la t ionenraam eine J~; 4,0 ausgezeichnet  ist. 

c) Rela t ionen der  G,~;3. 
Bevor wi r  ein ganz al lgemeines  Ergebnis  formul ieren,  ist es noch nCitig, 

den Fall  der  G,;a zu diskut ieren,  da hier  zum ersten Male eine Aufspa l tung  
des Re la t ionenraumes  zu beobachten sein wird.  Der einfachste  h ierher  gehCirige 
T y p i s t  die Gv;~. Die G7;3 ist eine M~ des S~9. Zufolge Satz 4 besitzt sie 
eine fundamenta le  Polarit~tt, wodurch  die GT; 3 in ausgezeichneter  Weise in 
das duale  Gebilde GT; 3 i ibergefilhrt  wird.  Zu dieser Polar i ta t  gehiirt eine 
best immte,  nicht  entar te te  Quadr ik  Q~8" In  der  l~2-Abbildung bedeute t  das :  
Darch  die V~(G:;3t geht eine ausgezeichnete,  Q6s zugeordnete Hyperebene  
des Raumes  (V~+). Alle X 3 des X:,  die dureh  eine feste Gerade gehen und 
in e inem festen X~ liegen, werden  auf die P u n k t e  einer G3; ~. innerhalb  yon 
GT; s abgebildet,  and  es gibt somit ebensoviele derart ige Ga; ~ wie es {5, l )-Ete-  
mente  im Grundraum X~ gibt, d . h .  "° o~- .  Im  Raum (V~91 kann  man  dann  yon 
ebensovielen Raumen  (V~(G3; ~)) spreehen.  3eder yon diesen wird wiede rum 
darch  V*iG3; ~) und eine Re la t ionenpunk t  Re aafgespannt .  Die Gesamthei t  der  
so e rha l tenen  Re la t ionenpunk te  bildet nach Satz 9 eine JT; 5, l (die Kennzeichen 
dafilr sind wieder  wie in ahn l ichen  Fal len  bei a) und b) ohne wei teres  
erftlllt): diese JT; ~, ~ spannt  andersei ts  naeh Satz i i  zusammen mit  V:(GT; s) 
eine t typerebene  des (V~+ / auf, und  zwar die der Fundamen ta lquad r ik  Q6g 
zugeordnete.  Nun  gibt  es im (V~+) aber noch e inen wei teren,  bei unserer  
Dars te l lung offenbar in sieh t ransformier ten  P u n k t  /~0'. Dieser R 0' ist der 
zu 0"68, d. h. derse lben nicht  entar te ten  Fanda:~:entalquadrit~, nu r  in dualer  
Auffassung als Klassengebilde,  im Veronese raam zngeordnete Punkt .  Re' kann  
nicht  im Vcrb indungs raum (V'~(G~;3))U ( J : : ~ , , ) l i e g e n ,  da dies sofort zum 
Wider sp ruch  mit  tier Tatsaehe f i lhren wtlrde, class unsere  projekt ive Gruppe 
naeh Satz 7 sowohl den R a u m  (V'~(G~; ~)) als auch den Raum (Jr; ~.~ ) irreduzibel  
in sich t ransformiert .  Ro' muss  also ausserhalb yon dieser Verb indung  liegen, 
and  wi r  haben  folgende Aufspa l t ang :  

Etwas a l lgemeiner  ki innen wir  dana  fo rmul ie ren :  
Sx~z 14, - Die Gruppe der projektiven Transformationen des X,~ induziert 
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im Relationenraum R der G~;s ( n ~  7) eine Darstellung durch projektive 
Transformationen, die in R zwei Teilr~ume invariant lassen, sodass R nach 
folgender Formel aufgespalten wird : 

Beweis :  Gegeben sei die G~;a Ms Bi ldmenge der  X~ des X,~. Die Gesamthei t  
der  X 3 in e inem X 7 des X,  wird  dann  auf  die Punk te  einer  GT; a innerhalb  
you G~;a abgebildet .  Die Gesamthei t  atler so def inier ten Raume (GT; ~) l iegt 
naeh  Satz 10 in ke iner  Quadr ik  des (G,,;s). In  der  V'~-Transformation gibt 
es dann in jedem.  Raum (V~((GT;3})} e inen ausgezeiehneten Rela t ionenpunkt ,  
der  oben R,,' genannt  wurde.  Die Gesamthei t  der  so erhal tenen Relat ionen- 
punk te  R~,', die ers ieht l ich ein Abbild der  X: des X,  darstellen,  ist eine G,,; 7. 
Denn die Bed ingungen  yon Satz 6 zur Kennze ichnung  einer solchen sind 
erfilllt : 1) die g ruppentheore t i sche  Fo rd e ru n g  ohne weite~'es. 2) Die Btlsehel- 
bed ingung  ebenfalls.  Dazu nehme man  erst n :  8 an. Dann gibt es naeh 
Satz 5 ~ s  Fundamen ta lkege l  durch  die Gs; ~, die zu je  zweien ein Bilsehel 
innerha lb  ihrer  Gesamtheit ,  d. h. insgesamt ein l ineares oz ' -Sys t em bilden. 
Dualisiert  m a n  diese Fundamenta lkege l ,  so sind sie gerade auf  die soeben 
be t raehte ten  Re la t ionenpunkte  Re' abzubilden;  die R0' erflillen also bei der  Gs; 9 
e inen Rs'----Gs; 7. Bei n ~ 8  hat man  die Teil-Gs; ~ der G~;3 ins Auge zu 
fassen. Sie ergeben sofort, dass a l lgemein die P u n k t e / ~ . '  die X 7 des X,~ derar t  
represent ieren,  dass dabei stets den X: eines X 8 die Punk te  eines R s' zugeordnet  
werden.  Das bedeutet  aber zusammen mit  der Fo rde rung  1), dass a l lgemein 
eine G,,;7 vorliegt. Jede einzelne GT; 3 gibt nun  ihrerseits  in Abh~tngigkeit yon 
den dar in  l iegenden G3; ~ ¥ e r a n l a s s u n g  zu Re la t ionenpunk ten  R,,, die eine 
J7;5,~ bil4en, wie wi t  bereits wissen.  Diese J~;5, t setzeu sich dann aber 
insgesamt zu einer  j , ;5 ,1  zusammen,  deren Punk te  R0 den G~;t der  G,;s ,  
d. h. den (5, 1)-Elementen des Grundraumes  zugeordnet  sind. Die Bedingungen  
yon Satz 9 sind infolge der  in der  ]',~; 5,1 entha l tenen JT; 5,~ erfilllt, sodass 
die j,~; ~,1 eine J,~; ~,l ist, die ferner  nach Satz 11 zusammen mit  der yon den 
P u n k t e n  R0' gebildeten G,~;7 den ganzen Rela t ionenraum aufspannt .  

d) ReIat ionen der a l lgemeinen  G ink. 
Naeh der  gent igenden Yorbere i tung d u t ch  Behand lung  der  Sonderfal le  

sind wi r  jetzt  ohne weiteres  imstande,  folgenden a l lgemeinen Satz, der  die 
Satze 12 bis 14 in sich umfasst ,  zu fo rmul i e ren :  

SATz 15. - Die Gruppe der Projektivil~ten des X,~ induziert im Relalionen. 
raum R der G,,; ~ (n ~_. 2k -t- 1) eine Darstellung durch Transformationen, die R 
folgendermassen in bestimmle dutch J-2danniyfaltigkeiten definierte Teilr(~ume 
aufspalten : 

(k ungerade)(J,;k+u,~-~)--(Jn;k+,,k-4)--  ( ,~;ek-l,1] ( J m ' ~ k ÷ I , )  

(k gerade) (J , , ;k+2,k-~}-- (J , ;~+, ,~- ,} - - . . . - - (J~;e~.-2 , , ) - - (J .  2~,,o). 
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Beweis: Die Gesamtheit aller X~ (lurch einen Xk-2 und in einem X~+e 
wird auf die Punkte einer G~;i abgebildet, die im Raum (V'~({G m~!)~, zu 
einem Relationenpunkt Ro Yeranlassung gibt. Die Gesamtheit aller so erhal- 
tenen Punkte R0 bitdet eine Bildmannigfaltigkeit alter (k -+- 2, k - -  2)-Elemente 
des X,~. Dies gibt den ersten Bestandteit der Aufspaltung. Bei k ~ 3 betraehte 
man danach die Gesamtheit der GT; 3, wovon eine einzelne G~; s die ~ienge 
aller Xk durch einen X~-.4 in einem X~+4 abbildet. Dies ffihr~ zu einer 
weiteren Menge yon Relationspunkten Ro' in Abhiingigkeit yon den (k-I-4, 
k -  4}-Elemen~,en des X~ und ergibt den zweiten Bestandteil. Dies ft~hre 
man weiter durch, his man schliesslich bei nngeradem k zu Relationspunkten 

Ro i~-~)--'~" in Abh~ngigkeit yon den (2k-~ 1, 1)-Elementen nnd Relationspnnk- 
1~- 1 \  

ten R I~-~:) in Abhiingigkeit yon den R~i~umen Zek+~ des X,~ kommt, woftir 
man in letzten Fall auch (2k-~-1, - -1) -Elemente  schreiben kann. Bei 

geradem k endet dieselbe Uberlegung bei den Relationspunkten R (~t) in 
Abh~ingigkeit yon den ( 2 k -  2, 2)-Elementen and sehliesslieh Relations- 

punkten R in Abhi~ngigkeit yon den (2k, 0)-Elementen. Dass die Relations- 
punkte der verschiedenen Sorten je die oben angeschriebenen J-~annigfalti-  
gkeiten bilden, braucht man nur fiir die R-Punkte  mit dem hSehsten Index 
jeweils zu beweisen, fiir die anderen folgt es dana nach einem leichten 
Induktionsansa~z zusammen mit dem, was man ilber die Ga; b m i t a  < n  
weiss, und Satz 10. Nun besitzt erstmalig eine Gek+l;k mit nngeradem k einen 

Relationenpunkt R o , nach Satz 10 bilden dann die Punkte Ro ~ - ~  bei der 
~-11 ,~ 

G.2~2: k einen R[~-~ und hieraus folgt alles Gewtlnsehte filr die dutch die 

Pnnkte R / ~ )  aufgespannten Mannigfaltigkeiten bei der G~;7~ und G~;e+l 
( n )  2k ~ 2 und k ungerade). Schliesslich ergibt sich aus Irreduzibilitats- 
grflnden, dass alle Bestandteite unabh'~i~ngig zueinander liegen und in wieder- 
ho]ter Anwendung der Si~tze 10 und 11 folgt, dass sie zusammen den ganzen 
Relationenraum aufspannen. ~immt man als allerersten Bestandteil noch 
den Ranm (V~(G~; k)), wofllr man auch (J,;k,~} sehreiben kann, so vervoll- 
standigt man die Aufspaltung des Relationenraums zu einer tibersiehttichen 
Aufspaltung des ganmen < V'~(< e~;~ })}. 


