
Contributo alla geometria infinitesimale diretta 
delle curve plane. 

Mem or i a  di GIOVAN1,TI ~ I~  (a Torino).  

Sunto .  - Si  introduce il concerto di ampiezza  di un  a~rco A~--B di una  curva semplice C quale 
oscillazionc di u n a  determinazione cont inua ~(P i ,  P2) de~l'anomalia di una  secante 
orientata PiPe~ essendo P i e  P~ p u n t i  di A~-B" con P l  ~ t)2 • Si  de_finisce poi  l'angolosit~ 
di C in un  suo punto  P quale Iimite dell 'ampiezza di un  arco P t P ~  al quale P r isu l ta  

P~ t" ~ 1)" S i  definiscono p u n t i  l ipschitz iani  di C quelli in cui l'a~golosit(~ inferno, per p~ 
$ 

di C ~ ~ n. Si  esamina la relazione fra angolosit~ c parat ingente.  Inf ine si stabilisce 
l 'esist~nza di curve semplici, rettificabili e prive di pun t i  l ipschitziani.  

I. Un teorema su l l ' anomal ia  di una secante a una curva semplice (~). 
I. Sia C una curva semplice e aperta  di equazioni parametr iche 

x = x ( s )  y = y (s )  

con x(s) e y(s) funzioni definite e continue in un interva]lo (a, b). Si sup- 
ponga, cib che non nucce alla generalith, a ~ b .  Siano P~ e _P~ due punti  
di C e s t e s. i valori ad essi eorrispondenti  del parametro s. Si supporrh 
P~ <~ _P~, cio~ s t ~ s~. L ' anomal ia  della secante orientata _P4P~ risulta, al 
variare di P~ e /)-2, una funzione a(s~, s2) delle variabili  s 4 e s~, definita, a 
meno di multipli  di 2% in eorrispondenza di ogni coppia (s~, s.~) soddisfacente 
alle condizioni 

Evidentemente,  nel piano delle variabili  s~, s~, l ' ins ieme dei punti  sod- 
disfacenti  alle (1), che nel seguito sara indicato con T~ costituisce un trian- 
golo, privato di parte del contorno (in tale piano gli assi s~, s~ si suppor. 
ranno ortogonali). 

]~ tuttavia possibile, come ora sara dimostrato, togliere l ' aceennata  inde- 
terminazione della funzione a(s~, s~) imponendo ad essa di r isultare una 
funzione continua nel l ' ins ieme definito dalle (1) e di ridursi,  in corrispon- 
denza del punto (a, b), a una determinazione assegnata del l 'anomalia  della 
secante corrispondente. 

(~) Ci s iamo r i so tu t i  a ded ica re  qua tehe  p a g i n a  al la  d imos t r az ione  che segue  perch~ le 
t r a t t az ion i  a cui  ci s a r em m o po tu t i  r i c h i a m a r e  non  ci sono s e m b r a t e  soddisfacent i .  Si con. 
f ron t ino  ad  esempio i t eo remi  gene ra l i  da t i  da  W .  F.  OSGOOD a pag.  36 e 156 de l la  1 a ed. 
(1907) del  suo Lehrbuch der Funktionentheorie ed i] quasi  to ta le  r i m a n e g g i a m e n t o  da  ess i  
subi to  ne l l e  success ive  ediz ioni  (si v e d a  a d e s .  la 5 a ed., 1998) senza  a l cun  offe t t ivo  guada-  
gno in  ch ia rezza  e prec is ione .  
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Si~ (s°~, s~) u n  p u n t o  di  T e si c o n s i d e r i  in  ta le  i n s i e m e  la  p o l i g o n a l e  Yo 

c o s t i t u i t a  d a  due  soli  s e g m e n t i  r e t t i l ine i .  S ia  (a, b) il p r i m o  e s t r e m o  e (s~, s~) 

il s e c o n d o  e s t r e m o  d e l l a  p o l i g o n a l e  ~'o. I n o l t r e  Y0 a b b i a  q u a l e  u n i c o  v e r t i c e  

il p u n t o  (a, s°). 

Q u a l i  e q u a z i o n i  p a r a m e t r i c h e  d e l l a  c u r v a  ~'o 

s e g u e n t i  

e s s e n d o  

si p o s s o n o  a s s u m e r e  le 

s ~ ( t ) - - ~ a  s°(t) = t ( s ~ - - b )  + b p e r  0 ~ t ~ l  
(3) 

0 p e r  1 ~ t ~ 9 s~(t) - -  i t  - -  1)(s~ - -  a)  + a s°ft) = s~ 

A1 v a r i a r e  d i  t d a  0 a 2 il p u n t o  (s,(t), s d 0  ) v a r i a  in  T p e r c o r r e n d o  la  

c u r v a  Yo d a l  p r i m o  e s t r e m o  (a, b) al s e c o n d o  e s t r e m o  (s~, s~). E v i d e n t e m e n t e  

a d  o g n i  v a l o r e  t d e l l ' i n t e r v a l l o  (0, 2) c o r r i s p o n d e  u n a  s e c a n t e  P~P~ ,  e s s e n d o  

P~ e P :  i p u n t i  d i  C e o r r i s p o n d e n t i  ai  v a l o r i  s~it) e s~(t) del  p a r a m e t r o  s. 

P o i c h ~  le f u n z i o n i  x ( s )  e y(s) ,  che  f i g u r a n o  ne i l e  e q u a z i o n i  p a r a m e t r i c h e  di C, 

sono  c o n t i n u e  n e l l ' i n t e r v a l l o  a ~  s ~ b ,  la  d i s t a n z a  f r a  i de t t i  p u n t i  P~ e P.~ 

u n a  f u n z i o n e  c o n t i n u a  di t in  0 ~ t ~ 2. I n o l t r e ,  po i ch~  ~ s e m p r e  s~(t) ~ s~{t), 

t a le  d i s t a n z a  n o n  si a n n u l l a  mai .  A n c h e  il s eno  ed  il co seno  d e l l ' a n o m a l i a  

d e l i a  s e c a n t e  P~P~ (che n o n  d i p e n d o n o  d a l l a  d e t e r m i n a z i o n e  di  qnes ta )  sono  

p e r c i b  in  0 ~ t ~ 2 f u n z i o n i  c o n t i n u e  di t. E s i s t e  pe rc ib ,  ed  ~ u n i c a  (e), u n a  

(2) Se u(t) e v(t) sono due funzioni della varlabile t, definite e continue nell 'intervallo 
chiuso (p, q) ed ivi soddisfaeenti alla condizione u 2 + v "2 --~ 1, esiste in (p, q) una funzione ~(t) 
ivl continua e soddisfaeente alle condizioni sen ~(t)--= u(t), cos a{t)----v(t). Questa affermazione 
rappresenta il caso unidimensionale del teorema che abbiamo in vista. ~re diamo qui una 
breve giustificazione per le medesime ragioni indicate netla nora Ca). 

Si divida (p, q) in un eerie numero n di intervalli (to, ti) , ( t i ,  t2) , ..., ( tn_ i ,  t~,}, essendo 
to ~--P, t**--q,  tall the in ciascuno di essi l'oscillazione di entrambe le funzioni u(t) e v(t} 
sia minore di ~/2. 

La determinazione ~(t~.) venga scelta so,to la cendizione I~(t t÷i)--~(t¢)]<~:,  eib che 
consenie, fissata ehe sia la determinazione x(t0) la scelta di ogni altra determinazione a(t~.) 
( i~ - l ,  2, ..., n). Inoltre per ogni t dell 'intervallo (t~.~ it-t-i) ]a determinazione ~(t) sin scelta 
sotto la condizione i e(t) - -  ~(ti) t < x. Tail scelte sono invero possibili. Infatti, per t i ~_~ t ~ t/+i, 

si ha : [u(t) - -  u(t~) ! < y~2 I v(t) -- v(t,) 1 < V2 

da eui, qaadrando e sommando membro a membro, 

u2(t) + v~(t) + u2(t~) + v2(tt) - -  2[u(t)u(tl) -~ v(t)v(tt) ] ~ 4. 

Ma ~ u2(t) + v~(t) -~ u2(ti) + ve(t i) := 1, u(t) --~ sen ~(t)~ v(t) = cos ~(t)~ u(ti) = sen ~(t~.), 
v(t 3 -~ cos ~(ti) e percib 2 --  2 cos [~(t) - -  ~(ti)] < 4 ossia 

oos [~(t) -- ~(tt)] > --  1 
Pertanto per t i ~ t ~ t i +  l ~ sempre t~(t)--a(tt)]=~r. ,  cib the consente la scelta della 

determinazione ~(t) in mode the sin I x ( t ) -  ~(t~.)[< ~: per ogni t deIi 'intervallo chiuso 
(ti ,  ti+~). In  tal mode si riesce a definite una funzione =(t) continua in offni intelwal]o 
chiuso ( t i ,  t i+i) e quindi una funzione co(t} continua nell 'intervallo cbiuso (p~ q). Evidente- 
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funzione o~'(t) definita nel l ' intervallo 0 ~  t ~ 2, ivi continua, uguale per ogni t 
di (0, 2) a u n a  determinazione deU'anomalia  della seeante orientata P~Pe  e 
r iducen ted  per  t ~ 0 a una determinazione assegnata a(a, b) de lFanomal ia  
della secante eorrispondente al punto (a, b) del l ' ins ieme T. Si porr~ allora 

Si dispone cosi di un procedimento atto a scegliere la determinazione 
dell 'anomalia della secante corrispondente a u n  qualunque punto (s~, s°} di T. 

Si dimostrer~ ora the  la funzione ~(s,, s~) definita in T con il procedi- 
mento ora descritto 6 ivi continua. 

Si scelga a tale scopo in T un punto (s~, s°~) e successivamente un h 
0 o Si consideri il triangolo Th definito dalle tale che sia 0 < : h ~ s ~ - - s ~ .  

limitazioni 

Evidentemente Th ~ contenuto in T, eontiene il punto (s~, s°:) ed ~ un 
insieme ehiuso. Poich~ le funzioni sen o:(s~, s~) e cos :¢(s~, s~) sono in T con- 
t inue e poich/~ Th ~ insieme chiuso, scelto un e > 0 arbitrari% ~ possibile 
determinare un ~ tale che in ogni quadrato di lato minore d i $  e tutto 
appartenente  a Th le oscillazioni di entrambe le funzioni sen:c(s~, s~) e 

1 o 0 h cos a(s~, s~) siano minori di ~. Nel seguito si supporr/~ ~ < V-2  e ~ ~ 2 (s . , --s~ - ). 

Sin ora (s(, s.~') un altro punto di T~ scelto con la condizione 

(4) I s~' - -  s, ° 

Pe r  scegliere la determinazione a(s ( ,  s~') si introduca, conformemente al 
procedimento esposto, la poligonale 7' di equazioni parametr iche 

(5) s ,  = s / i f )  : s( t) 0 t <_ 2 

essendo s~'tt} e s ( ( t )  funzioni definite in modo anatogo alle (3): 

s~'(t~ - "  a s~'(t) -~  t(s~' - -  b} + b per 0 ~ t ~ 1 
(6) 

s~'(t) : (t - -  1)(s~' - -  a) + a s ( ( t )  : s (  per 1 ~_~ t ~ 2 

La determinazione o:(s(, s~') verri~ atlora scelta imponendo alla funzione 
:¢(s,'(t), s,'(t)) di r isultare continua in ~0, 2) e ridursi per t--~ 0 alla detcrmi- 
nazione ~(a, b~ sopra fissata. Tale funzione continua di t sar~ brevemente 
indicata con £(t). Si ha cosi a ' ( O ) :  ~(a, b), £(2)--~-~(S~', s(). Si t rat ta  ora di 
confrontare le due determinazioni a(sO~, s°~t e ~(s~', s~'). 

Dalle (3) e (6), in forza delle (4), si deduce :  

t - -  I < I - s ( ( O  t < 

mente v i  ~ un unico modo di cost rui re  una  siffaCta funzione o¢(t}, quando ad essa si imponga  
di r idurs i  per  t~---p, ad una de terminazione  ~(p) assegnata- In fa t t i  se esistesse u n ' a l t r a  
funzione ~($) dotata delle stesse laroprieti~ delta ~(~), la d i f ferenza  co( t ) -  ~(t) dovrebbe  essere 
in (p~ q) continua, uguale a mult ipl i  in ter i  di 2v: e nul la  in t----p, cib t h e  impone :~(t)--~(t) .  
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per  ogni t de l l ' i n t e rva l lo  (0, 2). Pe rc ib  si ha  per  ogni t di (0, 2) 

] sen ~°(t) - -  sen £( t )  [ < ~ I cos ~ ° ( t ) - -  cos £( t )  I 4 

Da ques te  qnadrando  e sommando  membro  a membro  si d e d u c e :  

(7) cos [:c°(t) - -  £(t)] > 1 - -  ~2 > _ 1 (0 <_ t ~_ 2) 

e quindi ,  in par t ieolare ,  

c o s  - -  > 1 - > - -  1 .  

Poichb ~ % ( 0 } -  £ (0)~- -a (a ,  b ) - - ~ ( a ,  b ) ~ 0  e poich6 la funzione  
t :c°(t) -- a'(t) 1 ~ con t inua  in 0 ~ t ~ 2, se fosse t ~'(2) - -  :c'(2} t >-- 7: es i s te rebbe  
in (0, 2~ un va lore  t per  il quale  sa rebbe  l a0(t- ) --~'I~)I~--~T: e qu ind i  
cos [~'(t) - -  £(t)] ~ - -  1, con t r a r i amen te  a l la  (7}. ]~ perc ib  I g'~(2) - -  £~.2) I < u. 
Posto allora 1 - - s  ~ = c o s ~ ,  con 0 < ~  <~: ,  si ha I~°( 2 ) - £ ( 2 ) I < ~ ,  ossia 

dove ~, per  l 'a rbi t rar ie t '~  d i ~ ,  b una, quantit '~ p iecola  a piaeere .  
Res t a  eosi d imos t ra ta  la eont inui t~  del la  funzione  :c(si, s~), def in i ta  con 

il p roced imen to  sopra  esposto,  in un  q u a l u n q u e  pun to  (s~, s~) di T e qu ind i  
in tut to  T. 

2. E v i d e n t e m e n t e  agg iungendo  alla fuuzione  :c(s~ s2) , di eui ora  ~ s ta ta  
s tabi l i ta  l ' es i s tenza ,  un conven ien te  mnl t ip lo  intero (positivo, negat ivo o hullo) 
di 2r: ~ poss ib i le  o t tenere  una  nuova  funzione a(s~, s~} la qua le  sin in T con. 
t inua,  ugua le  in ogni punto  is+, s~) di T a u n a  de te rminaz ione  dell '  anomal ia  
del la  eo r r i sponden te  secante  PiP~ e si r iduca,  in un  pun to  (s°~, s~) dell '  in- 
s ieme T~ a una  de te rminaz ione  assegna ta  dell '  anomal ia  del la  seeante  p~po 

0t co r r i sponden te  al la  copp ia  (s~, s2, 
Ev iden t emen te  se due  funzioni  :¢(s~, s2) e ats~, s.,) def ini te  in T sono ivi 

cont inue  e ngual i  in ogni punto  (st, s 2) a u n a  de te rminaz ione  dell '  anomal ia  
del la  secan te  (st, s~) esse d i f fe r i scoao  pe r  una  costan'te par i  a un  mut t ip lo  
intero (positivo, nul lo  o negat ivot  di 2u. Infa t t i  la d i f ferenza  a(si, s~)--a(s~, s~), 
pub a s sumere  sol tanto valori  mul t ip l i  interi  di 2u. )In essa ~ pure  funzione  
con t inua  in T e perc ib  la d i f fe renza  ~ un mul t ip to  cos tante  di 27:. Ne con- 
segue  ancora  t h e  se le due  funzioni  ~(s~, s2) e a(s~. s~) coineidono in un punto  
(s~, s~) di T~ esse coinc idono in tut to T. 

Allo scopo di raccogl ie re  i r i su l ta t i  coasegui t i  in un  enunc ia to  indi- 
penden te  clalla par t i co la re  r appresen taz ione  pa r ame t r i e a  del la  eurva  C~ si in. 
t roduca  F ins ieme I del le  coppie  ord ina te  (Pt,  P2) di punt i  di C soddis facent i  
at ta  condiz ione  P~ ~ P~. 

immedia to  osservare  ehe una  funzione  ~(P~, P~) def in i ta  in Jr pub 
essere  r i gua rda t a  quale  funzione  a(s~. s. z) def in i ta  nell' ins ieme T e ehe, se 
:¢(P~, P~) 6 con t inua  in I, :c(s~, s~) /~ con t inua  in T e v iceversa .  
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I risultati preoe~teate~nente stabiliti possono allora essere raccolti nel 
seguente teorema : 

Sia C urta curva sempliee, aperta, appartenente a un piano nel quale 
siano seelti un' orientazione quale origine degli angoli e i l  verso positivo delle 
rotazioni. Seelto s~t C un verso positivo di percorso, sin I l' insieme delle coppie 
ordinate (P,, P~) di punt i  di C soddisfaeenti alla condizione P~ ~ P~. Esiste 
allora in I, ed.~ unica, una funzione a(P~, P~) dotata delle seguenti propriet~: 

1) in corrispondenza di ogni eoppia (P~, P~) di I la funzione a(P~, P~) 
uguale a una determinazione dell 'anomalia della secante orientata P, P~ ; 

2) la funzione a(P~, P~) ~ in I continua; 
3~ la funzione a(P~, P:} si riduee in eorrispondenza della coppia (P~, po) 

di I a una determinazione assegnata dell' anomalia della seeante orientata pop~. 
Inoltre ogni altra funzione a(P~, Pe) definita in I ed avente a eomune 

con la :¢{P~, P~) le propriet& 11 e 2) di]Terisee dalla a(P~, P~) di un  multiplo 
intero costante (positivo, hullo o negativo) di 2r:. 

2. Ampiezza di una curva sempliee e aperta. 
!. Sia C u n a  curva pinna, semplice, aper ta  e sin stabilito su di essa un 

verso positivo. Sia I 1' insieme delle topple ordinate (P~, P~) di punti  di C 
scette sotto la condizione P~ ~ P~. Sia :¢(P~, P2) una funzione definita in I, 
ivi continua e uguale in corrispondenza di ogni coppia (P~, P~i di I a una 
determiuazion~ dew anomalia della secante orientata P~P~. 

Per  ampiezza della eurva C si intenderh 1' oscillazione della funzione 
:¢(P~, P~) in /, cio~ la differenza f r a i l  limite superiore e i] limite inferiore 
della funzione a(P~, P2) in /. 

Il teorema del paragrafo precedente  illustra i' indipendenza dell 'ampiezza 
di una eurva dalla particolare funzione a(P~, P~) adottata. Si osservi ancora 
che 1' ampiez~a di una curva non muta  cambiando il verso positivo della 
curva ed ~ altresi indipendente dall' origine degli angoli nel piano e dal 
~erso positivo delle rotazioni. 

A1F oscillazione della funzione ~z(P~, P~) in I ~ stata r iserbata l 'espres- 
sione di ampiezza della eurva C perch, ,  come si verifica facilmente, nel easo 
in cui C sia un arco di circonferenza l' oscillazione della delta funzione 
uguaglia l' ampiezza del corrispondente angolo al centro. 

Dalla definizione discende che l 'ampiez~a di una curva non pub essere 
negativa. Essa pub essere nulla (caso del segmento rettilineo), positiva, o anche 
infinita. Quale esempio di curva dotata di ampiezza infiuita si eonsideri la 
cnrva di equazioni par imetr iche 

x---~O, y ~ O  per t - - O  

x-~- t cos log t, y : t sen log t per O < t ~ l  
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eoincidente con la spirale ~ ~ e o, con 0 < 0 ,  cut si aggreghi 
iniziale 1' origine. Evidentemente tale curva b sempliee, aperta, 
e dotata di ampiezza infinita. 

come punto 
rettifieabile 

2. Si osservi che l' ampiezza di un arco di C non supera l'(rmpiezza di C. 
Infatt i  l 'ampiezza di un arco di C ~ 1' oseillagione della funzione :¢(P,, P.) 

in un sottoinsieme dell '  insieme in c u t  essa ~ definita. 

3. Angolosit'X di una eurva semplice in un punto di essa. 
l. Sia C una eurva semplice, non importa se aperta o chiusa, e sia P 

un pua to  di C, inferno a C se trattasi  di curva aperta. Esista inoltre un 
arco AoBo di C, a eat P sia inferno, dotato di ampiezza finita. 

]~ allora finito, e non negativo, 1' estremo inferiore ~ delle ampiezze degli 
archi A'B' di C ai quali  P b in terno;  tale estremo inferiore sarh detto ango- 
losit4 della curva C in  P. 

Si pub anche considerare l'angolosit/~ di C in P come il limite delt 'am- 
piezza di un areo A'B', aven te  P quale punto interno, al tendere di A'B' a P. 
Infatt i  detto ~ l ' e s t r emo inferiore delle ampiezze degli archi A'B' di C a i  
quali P ~ inferno e scelto un e positivo arbitrario, esiste in C un arco AiB  ~ 
al quale P ~ interno e la cut ampiezza ~ ~ ~ e ~ ~ t- z. lnoltre per  essere 
estremo inferiore e per la propriet'~ del § 2, n. 2 ogni arco A'B' di C appar. 
tenente ad A,B~ e contenente P quale punto interno ha ampiezza ~ ~ e 

In particolar% si potr~ calcolare l 'angolosith di C in P come limite delle 
ampiezze di una successione A~/~ di archi di C, aventi P a l l ' in terno e ten- 
d e n t i a  P.  

Quando ogni arco di C contenente al suo interno P abbia ampiezza infi- 
nita si diri~ ehe C ha in P angolosit4 infinita. 

Quando si adotti per C, o per un arco AoB o di C avente a lF in te rno  P, 
una rappresentazione parametrica.  

x = ~ ( s )  y : y(s) 

e si definisca, in conformit/~ del teorema del § 1, la funzione ~(s~, s~) come 
una delle determinazioni continue dell' anomalia della secante P(s~)P{s2), 1' an. 
golosit/~ di C in P(s) appare come l' estremo inferiore ~ delle oscillazioni di 
g(s~, s~) in aria famiglia di in~orni (triangolari) del tipo 

s - - h  < s i  ~s .z  < s + k  

del punto (s, s) (evidentemente il punto is, s) non appart iene al campo di 
definizione di ~(s~, s,) ma ne ~ punto di accumulazioae}. Poich~ tall intorni 
possono avere diametro piccolo a piacere, ~ coincide con 1' estremo inferiore 
delle oscillazioni di ~¢(s~, s.2) in tutti gli intorni di detto punto ;  l 'angolosit~ 
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di C in P(s) coincide dunque  con cib che chiamasi  (~) 1' oseilla~ione di a(s~, s~ 
in (s, s). 

La definizione di angolositfi di una curva semplice C in un punto P di 
essa si estende faci lmente al caso in cui si eonsiderino solo i punt i  prece. 
denti o quelli  seguenti  P nel verso f issato:  si ot terrauno cosi l 'angolosit~ a 
destra e a s inis tra di P. La prima sark 1' estremo inferiore delle ampiezze 
degli archi P--'B', con B' seguente P e potr~ pure definirsi come il limite 
detPampiezza del l 'arco PB' ,  essendo B' un punto seguente P che tende a _P. 
La  seconda si de~inir~ in modo analogo. 

Evidentemente  se C 6 aperta, al primo estremo e al secondo estremo 
di C sono applicabili ,  rispettivamen~e, soltanto le definizioni di angolosit~ a 
destra e a sinistra. 

Le angolositfi~ di C a destra del primo estremo (s ~ a) e a sinistra del 
secondo (s --=- b) sono ev'identemente le oscillazioni di a(s~, s.2) in (a, a) e (b, b) 
r ispett ivamente.  

Dalla definizione di angolosith di una eurva in un punto di essa discende 
pure la proposizione:  

Se P ~ un  p~,~nto inferno a u n  arco AoBo d!  una  curva semptice C, l' an- 
golosit& di C in P non supera l 'ampiezza di AoBo. 

2. Ecco ora alcuni esempi, facili a giustificare, di valori assunti  dall 'an.  
golosit~t di una curva in un punto di essa. 

a) Una curva continua, semplice, dotata di tangente variabile con con- 
t inuit~ ha in ogni suo punto angolosith nulla. 

b) Ulna poligonale semplice ha in ogni suo vertice angolositSt pari  
a l l 'ampiezza (misurata positivamente) dell 'angolo convesso formato dai due 
lati consecutivi  aventi  a comune il vertice considerato e orientati secondo 
uno stesso verso di percorso della poligonale. L'angolosit.~t di una poligonale 
6 percib in ogni vertice minore di 7: e maggiore di zero, mentre ~ nulta in 
ogni altro punto della poligonale. 

c) Se una curva sempliee C 6 costi tui ta da un numero finito di archi 
regolari (per arco regolare si intende un arco dotato in ogni suo punt(), 
estremi compresi, di tangen¢e variabile con continuitY} tali che due archi 
consecutivi abbiano nel punto a comune ~angenti distinte, ] 'angolosit~ di C 

in ogni suo punto minore di ~z. 

d) Quale esempio di curva dotata di up punto nel quale l'angolosit,~t 
infinita, si consideri  l ' ins ieme di tutti  i punti  le cui coordinate polari p, 0 

(~) Vedasl ad esempio hi. P~CONE, Legioni di anatisi infin#esimale, VoL I, Parte Pr ima 
Catania, 1.023; pag. 84. 



48 G, Zm:  Contribute alla geometria infi~iteslmale diretta dellc curve piane 

soddisfano a una qua lunque  delle ire seguenti re lazioni :  

1" ~-~-e ~ ~ : ~ 0 >  - - ~  
2 ~ ~ = 0 
3 a ~ ~ e 0-~ - -  oo ~ 0 ~.~ 0. 

In  quanto a l l ' o rd inamento  di tati punti  si pub ad esempio supporre  che 
il punto g = 0 segua tutti  i punti  soddisfacenti  alla condizione 1 a e preeeda 
tutti  quelli  soddisfacenti  alla condizione 3a; i punt i  della condizione 1 a si 
supporranno ordinati  per 0 variabile  da 7: a - -¢ ,o  e quelli  della condizione 3 a 
per 0 variabi le  da - - ~  a 0. II primo estremo della eurva  ~ percib il punto 
o_= e ,¢, 0--~ =; il seeondo estremo ~ il punto p = e -~, 0 = 0. 

La curva cosi defini ta  ~ continua, semplice, aper ta  ed ha nel punto ~ = 0 
angolosit~ infinita.  

e} Se in un punto di una curva semplice, l 'angolosit~ ~ nulla., la curva 
evidentemente  do~ata in quel punto di tangente. :Non vale l ' inverso,  anzi 

non ~ difficile costruire curve dotate in uno stesso punto di tangente e di 
angolositk avente un valore prefissato ad arbitrio. Ad esempio la eurva  dise- 

Y 

± 

r 

2C 

gnata in f igura ~ ne l l 'o r ig ine  x : = y =  0 dotata di tangente e di angolositi~ 
2 ~ )  0. Essa ~ costituita da un insieme di infiniti  segmenti  ret t i l inei  e dal 
panto x - : - y  = 0. Ogni segmento ret t i l ineo ha un estremo sulla parabola 
y = x 2 e l 'altro estremo sulla parabola ~/- - - -~c ~. La  curva ha il primo estremo 

1 1 1 1 
nel punto ~ = - -  ~, y = - - 4  e il secondo estremo nel punto x = ~ ,  y = 4 .  

Ogni segmento ret t i l ineo considerate  or ientate  seeondo il verso positive di 
percorso della curva (cio~ il verso che porta dal primo al secondo estremo 
deIla curva) forma con Passe or ientate  della x o l 'angolo + ~ o l 'angolo - - a ,  

77 7~ 
essendo 7~ -~ o: < ~ .  
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4. Arco l ipschitziano e punto l ipsehi tziano di una eurva sempliee. 
L Si supponga che an  arco AoB o della eurva semplice C sia tale ehe 

rispetto a un conveniente sistema di assi cartesiani  ortogonali ~, ~ esso possa 
essere rappresentato dal l 'equazione 

= f(~) a0 ~ ~ "~ bo. 

Poieh~ per due punti  P~ e P., di un tale areo la retta P~P~ non ~ m a i  
perpendic01are a l l ' asse  ~, si ottiene una determinazione continua dell 'ano- 
malia di P~P~ assumendo 

con il noto signifieato e lementare  della funzione arco tangente. 
Poichi~ gli estremi .superiore e inferi0re del rapporto incrementale  rela. 

tivo a due punti  di AoB o coincide, per  un noto teorema del DI~I (4), con gli 
estremi corrispondenti  di nn qualunque  numero derivato, segue  ehe l 'ampiezza 
de l l ' a rco  A,,Bo ~ l 'oscil lazione di un qualunque numero derivato in (a~, bo). 

Ne segue che F angolositfi in nn punto P(~) interno ad AoBo ~ data dal- 
l 'oscil lazione in ~ di un qualunque  nnmero derivato {da non confondere con 
la differenza tra un numero derivato superiore ed uno inferiore). 

Comunque angolos~t~t in P(~) ~ in questo easo sempre _<7:. 
Sia in part icolare f(~.) l ipschitziana in (ao, b~). I valori del rapporto 

incrementale  essendo allora limitati, l 'ampiezza del l 'arco ~ ~ 7 : ;  a pifi for te  
ragione 1 ~angolositi~ in un punto qualunque P interno ad A,Bo ~ < 7:. 

2. Viceversa sia C una curva semplice e P un suo punto, diverso dagli 
estremi se C ~ aperta, nel quale t'angolosit/~ ~ di C sia < n. Seelto allora 
un • soddisfacente alia condizione 0 < ~ < n - - ~ ,  per  quanto detto al § 3, 
n. 1, esiste un arco A B  di C dotato di ampiezza minore di ~ q- ~ e tale che 
il punto P appar tenga ad esso> pur  tut tavia essendo diverso da entrambi gli 
estremi A e B. 

Si pub sempre supporre che il verso di percorso dell 'areo AB da A a B 
coineida con il verso positivo di C. 

Si consideri  allora l ' ins ieme I delle eoppie ordinate {P~,F~) di punti  
dett'~/reo A B  soddisfaeenti alla condizione /~ "4 P~ e si introdnca, cib che 
consentito dal teorema del § 1, una funzione a(P4, P2) definita in /~ ivi 
continua ed uguale, in corrispondenza di ogni coppia (P~, P~) di /, a una 
determinazione del l ' anomal ia  della secante orientata P~P~. Siano rispettiva- 
mente £ '  e ~' gli estremi superiore e i nh r io re  della. ~[unzione a(P~, P~) in /, 
eib che, per quanto detto sopra, impliea £ ' - - ~ ' ~  ~ + ~. 

(4) U. D~I~ Fondamenti per la teorica delle funzioni di v¢,riabile reate, Pisa, 1878, 
loagg. 193.94. 

Anna~i di Matemv~tiea 7 
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1 io~r t Si eonsideri  u n a  re t ta  o r ien ta ta  r di anomal ia  ? = ~  + £). Al lora  per  

ogni  coppia (P~, P~) di 1 si h a :  

1 :(,) 1 7: 

P e r m n t o  in t rodot to  il numero  posit ivo M ~ - - t a n g ~ ( ~  + ~) si ha  

(8) I tang  [a(P,,  P ~ ) -  ? ] t <  M. 

Da cib si deduce  che una  perpendicolare  al la  re t ta  r pub tagl iare  
1 ~ arco A~-B in u n  solo pun to  al pifi. Se a l lora  si sceglie un  s i s tema di assi  
or togonal i  ~, ~ tal i  che F asse ~ coineida  con la re t ta  r, l ' a r c o  A B  pub, 
rispet~o a tale s i s tema di assi, essere r appresen ta to  da un ' equaz ione  ~ ----[(~), 
essendo f(~) funzione de f in i t a  in un  in terval lo  (~ ,  ~.~) del la  var iabi le  ~, dove 
~ e ~ denotano  le ascisse r i spet t ive  degli  es t remi  A e B in tale  s i s tema di 
coordinate .  Dal la  (8) inol t re  si deduce che in {~, ~) la f(~) ~ l ipschi tz iana.  

3. Le  considerazioni  ora svolte suggeriscono le seguent i  def in iz ion i :  
Un arco A~-B di una  curva, semplice C si dir(~ tipschitziano se esiste un 

sistema di assi ortogonali ~, ~ t a l i  che (~), delte ~ e ~.2 le ascisse rispettive 
degli estremi A e B, l 'arco A B  possa essere rappreseniato da un'equazione 

- - f @ ,  con f(i) definita in  (~,, ~2) ed ivi lipsehitziana. 
Un punto P di una  curva semplice C si dir(~ lipschitziano se esiste un 

arco lipschitziano di C al quale P ~ interno. 
E si ha  at lora il t e o r e m a :  Condizione necessaria e sufficienle affinch~ 

un punto di una curva semplice C sia lipschtziano ~ che in esso l' angolositd 

di C sia minore di r:. 
Ne segue c h e :  Se l'__angolosit4 di una  curva semplice C in un  punto P 

< r:, esiste un  areo A B  di C, eontenente P nell 'interno, e in ogni punto  

del quale l' angolosit~ di C ~ ancora ~ r:. 

4. Una curva semplice e chiusa C costituita tutta da pun l i  lipschilziani 

rettificabile (6). 

(5) La eonsiderazione di assi ortogonali non costitaisee limitazione alcuna. Infat¢i se 
rispetto a un sistema di assi cartesiani ~', ~' non ortogonali, una curva C ~ rappresentabile 
mediante un'equazione ~'~-g(~.'), con g(~r} funzione lipsehitziana di ~': si pub faeilmente 
verificare ehe rispetto al sistema di assi ortogonali ~ ~, scelto in modo che gii assi ~ e 0' 
eoineidano, la cnrva C ~ ralopresentabile mediante un'equazione ~j---~ [(.~), con f(~) aaeora 
lipschitziana. 

(~) Tale proposizione, espressa in termini di 10aratingente, si trova stabilita nella 
Introduction (~ la Gdomdtrie i~finitdsimale directe di G. 13OI3LIGA~D; Paris, 1932, loagg. 79-80. 
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Cib perch~ in tal caso ogni punto di C risulta inferno a un arco 
lipschitziano. Da una immediata  estensione del lemma di PINCHERLE-BOREL 
alle curve chiuse, consegue ehe C ~ ricopribile con un numero finito di 
archi lipsehitziani. Poich~ uu areo lipschitziano ~ rettificabile, l ' asser to  
r isul ta  evidente. 

5. kngolosi t~ e parat ingente .  Esistenza di curve rettiflcabili prive di 
punti lipschitziani. 

1. I1 coneetto di augolosit~ di una curva introdotto al § 3 ~ in stretta 
relazione con il concetto di parat ingente dovuto a BOULIGAtTD (7). 

Secondo BOULI~AND la definizione di parat ingente ~ la seguen te :  
Si dir& the una retta R S  passante per un punto di aeeumulazione P di 

un insieme E di punt i  appaxtiene al paratingente di E in P se si pub tro- 
vare una sueeessione di segmenti t)~Q~ (non nulli) le cui estremit~ apparten. 
gano a E, tendano verso t ) e le cui rette sostegni tendano verso la retta RS. 

Si consideri pertanto una curva semplice C e su di  essa un punto P 
nel quale l' angolosith di C sia minore di 7:. Poich~ la curva i~ un insieme 
di punti,  in base alia definizione or ora esposta, si pub considerare il para- 
t ingente di C in P. Non sarh allora difficile al lettore consiatare the  il para- 
t ingente di C in P consta di due angoli opposti al vertice, aventi eiascuno 
ampiezza uguale all' angolosit~t di C in P. 

Tut tavia  la relazione the  esiste fra angolosith e parat ingente nel caso 
in cui essa sia ~ 7:, pih non si r iscontra nel caso di angolositk maggiori. 
Cib perch~ quando 1' angolosit~t di una curva in un punto ~ ~ 7:, il paratin- 
genre r isul ta  indipendente dal valore dell' angolosit~ ed ~ sempre costituito 
da tutte le rette del piano passanti  per  quel punto. 

La eonsiderazione dell '  angolosit~t offre per cib, nel caso generale, una  
analisi piil aceurata  del eomportamento di una curva nell '  intorno di un punto, 
di quanto non venga offerto dalla considerazione del paratingente.  

2 E noto che una curva rett ificabile ~ dotata di tangente quasi  dapper.  
tutto lteorema di LEBESGUE}. Viene spontaneo da cib chiedersi  se una eurva 
semplice e rett if icabile abbia quasi  dappertut to angolosith nulla. 0 r a  cib non 

sempre vero, come appare  da un esempio di curva illus~rato nell '  opera di 
BOULI~AND (s!. Tale curva, che ~ semplice, rett if icabile e aperta, ~ dotata di 
un insieme di punt i  in ognuno dei quali  il parat ingente della curva ricopre 

7: 
due angoli opposti al vertice di comune ampiezza 4,  essendo il detto insieme 

non r inchiudibile  in una suecessione di archi di lunghezza totale arbitraria- 
mente piccola. 

(7) G. BOULIGAND, 1. e., pug. 7"2. 
(s) G. BOULIGAND, 1. e., pagg. 189-191. 
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Ma esistono curve rett ificabili  di s t rut tura  molto pifi complessa di quella 
i l lustrata da BOULIGA~D. Anzi ora, alla luce di un esempio, sara dimostrato 
che esistono curve semplici, rettificabili e tali che nessuno dei loro punt i  
lipsehitziano. 

Si consideri a tale scopo la funzione periodica f(x) definita nell' inter- 
vallo ( - - ~ ,  + ~ )  della variabile w dalle relazioni 

1 V~l(1--x)  per  0 ~ 1  f ( x )  = - -  

f (x ) - - - - - f (~+l )  per - - ~ < ~ < +  

Con cib nel piano degli assi ortogonali x, y F equazione y-.~ f{x) rappre- 
senta, per  0 ~ w ~ 1, un semicerchio di diametro unitario e parallelo all 'asse x, 

1 
essendo il semieerchio tangente a tale asse nel punto ~ - - - 2  e giaccnte nel 

semipiano y ~  O. 
Cib premesso, si consideri la funzione g(x) definita nell' intervallo (0, 1} 

dalla serie : 

1 
= + f ( 2 x )  + f(4 ) + . . .  = 

~t~0 

Evidentemente la serie seritta ~ uniformente convergente in (0, 1), in 
1 

quanto ehe in tutto 1 ~ intervallo ( - - ~ ,  -~-¢x~) ~ sempre 0 ~ f ( x ) % .  Inoltre, 

poich~ le funzioni fl2"x) sono continue, la somma g(x) della serie ~ continua 
in 0 ,  1). Per tanto  nel piano delle variabili  x, y l 'equazioue y ~ g ( z c ) ( 0 ~ x ~ l t  
rappresenta  una curva C continua, semplice e aperta. 

La funzione glx) altresi in (0, 1) a variazione limitata. Infatti  ~ subito 
visto c h e l a  variazione totale della f(~) in (0, 1) vale 1 e the  la variazione 
totale della f(2"x) in (0, 1) ~ 2 ~ volte la variazione totale della f(x) in t0, 1), 

~ ,  2" 1 
eio~ 2". Pereib la variazione totale in (0, 1) della funzione f(2'~w) ~ 4" - - 2  '~" 

Poich~ la serie delle variazioni totali E delle funzioni f(2~x) ~ conver- 
n ~ 0  

genre ed ha per somma 2, eonsegue che la variazione totale della g(x) nel- 
l' intervallo (0, 1t ~ l imitata (9), anzi non supera 2. La curva C (teorema di 
JO~aDA~) ~ percib rettificabile. 

Si scelgano era due interi m ' e  n' soddisfacenti alle condizioni n ' ~  0, 
m' 

0 ~ m' ~ 2 n' e si ponga x0 ~ 2--7-, ; senza ledere la generalitfi si pub supporre 

m' dispari. 

(9) IJa cosa segue immediatamente dal teorema dato dal LEBESGUE a pag. 51 delle sue 
Lemons s~r l'intdgration, I a ed., Paris, 190~. 
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Ino l t r e  si ponga  f , , (x ) - - - -~  f(2'~), S,~(x)-~ Y~ f.(x),  R . ~ ( x ) :  ~ f,~(~). 

Si d imos t r e rh  ora  che  esis te  la de r iva t a  a s in i s t ra  di x 0 e eosi  p u r e  la  der i -  
r a t a  a des t ra  di x 0 del la  funz ione  g(xj e che tall  de r iva te  sono r ispet t iva-  

men t e  -~- ~ e - -  ~,~. 
In fa t t i  le funz ioni  f,(x), a l loreh~ ~ n ~ n', sono in  ~c,) tu t te  de r ivab i l i  con 

de r i va t a  f ini ta .  A l t r e t t an to  perc ib  dicasi  di S,~,_l(w). I n v e e e  le de r iva t e  a si- 
n i s t r a  di ~v 0 del le  funzioni  f,(w), a l loreh~ ~ n ~ n', valgono tu t te  + c~, m e n t r e  
le de r iva t e  a des t r a  va lgono  tu t te  - - c ~ .  Scel to  a l lora  un  M posi~ivo g r a n d e  
a p iaeere ,  si pub t rova re  un  h~ :> 0 ta le  t h e  p e r  ogni  h sodd is faeen te  a l l a  

eondiz ione  - -  h,~ < h < 0, sia f,,(xo + h) - -  f,~,(~o) > M. Si osservi  a n e o ra  t h e  
h 

pe r  n ~ n'  e i a s c u n a  funz ione  fn(x) a s sume  in x o i l  mass imo va lo re  da  essa 
1 

assun to  in (0,1) infa t t i  q u a l u n q u e  funz ione  f(2'~x) non supe ra  mai il va lo re  

(0, 1 ) e d  in w~ ogni funz ione  f(2~x}, con n ~ n', as sume  propr io  il va lore  ~). in 
/ 

Perc ib  i r appor t i  i n c r e m e n t a l i  f"(x° ÷ h} -- f.(Xo) h p e r  h ~ 0  e per  n ~ n '  non 

sono mai  negat iv i .  Quindi  pe r  - - h 0  ~ h <:O si ha  

1 ~ f,,(Xo - +  h) ~ f,~(X,o) 
~.~ (R.,--I(X$ + h) - -  Rn,_l(~[%)) = ~ > M.  

Pe rc ib  il res to  R~,_l(x) del la  ser ie  E f~(x) a m m e t t e  in '~--= ~c 0 de r iva t a  a 

sinistra-+-cx~. Ana logamen te  si d imos t r a  che  esso in ,v o a m m e t t e  de r iva t a  a 
dest.ra - - ~ .  Poich~ la somma parz ia le  S,,_l(w) a mme t t e  in x° de r iva t a  f in i ta ,  
si conc lude  t h e  ia  funz ione  g(x) a m m e t t e  in ~0 d e r i v a t a  a s in i s t ra  - 4 - ~  ~) 
de r i va t a  a des t r a  - - c ~ .  

m 
]~ ev iden te  a l lo ra  che  in ogni  p a n t o  x ~ - ~ ,  con m e n in te r i  soddisfa.  

cent, i a l le  eondiz ioni  n ~ 0, 0 ~ m ~ 2 '~, l ' angolos i t~  di C ~ r:. ~ a  tall  pun t i  

x - - - -  cos t i tu i scono  un  ins ieme  denso  in (0, 1). Pe re ib  1' ampiezza  di un  qua- 
2" 

l u n q u e  a reo  di C i~ =. Po ieh~  1' angolos i t~  di C in  un  suo pun~o P ~ il  l imi te  
di una  suceess ione  di ampiezze  di a reh i  con t enen t i  LP, da  quan to  det to  con. 
segue  che  1' angolos i th  di C in P ~ % q u a l u n q u e  sia il pun to  P di C. Cio~ 

ne s sun  pun to  di C ~ l ipschi tz iano.  
E v i d e n t e m e n t e ,  con ana toghi  ar t i f ie i ,  o anche  i n t r o d u c e u d o  un '  o p p o r t u n a  

de fo rmaz ione  de l la  cu rva  cos t ru i ta ,  si possono o t t ene re  cu rve  chiuse,  semplici ,  
r e t t i f i cab i l i  e non  con tenen t i  a l cun  pun to  l ipschi tz iano.  

Lo  se r iven te  porge  i p i~  vivi  r i ng raz i amen t i  at Prof .  GUIDO ASCO:LI pe r  
i preziosi  eonsigl i  da lui  avut i  nel  t o r so  del la  s t e sura  del  p r e se n t e  lavoro.  


