Contributo alla geometria infinitesimale diretta
delle curve piane.

Memoria di Grovaxni Zin (a Torino).

Sunto. - 8¢ infroduce il concetio di ampiesza di un arco AB di una curva semplice C gquale
oscillazione di una determinazione conlinua (P, P,) dell’ anomalia di una secanie
orientata P P,, essendo P, e P, punti di AB con P, < P,. Si definisce poi Uangolosita
di C in un suo punto P quale limite dell’ampiesza di un arco P,P,, al quale P risulla
interno, per i‘ — P. 8i definiscono punti lipschitziani di C guelli in cui Uangolosita

2

di C é < mn. Si esamina la relazione fra angolositd e paratingente. Infine si stabilisce
U esistenza di curve semplici. retlificabili e prive di puwili lipschitziani.

I. Un teorema sull’anomalia di nna secante a una eurva semplice (*).
1. Sia C una curva semplice e aperta di equazioni parametriche

x=uwafs) y=y@

con x(s) e y(s) funzioni definite e continue in un intervallo (a, b). Si sup-
ponga. cid che non nucce alla generalitd, @ < 9. Siano P, e P, due punti
di C e s, e s, i valori ad essi corrispondenti del parametro s. Si supporra
P, < P,, ciod s, <s,. I'anomalia della secante oriemtata P, (P, risulta, al
variare di P, e P,, una funzione afs,, s,) delle variabili s, e s,, definita, a
meno di multipli di 2w, in corrispondenza di ogni coppia (s,, s,) soddisfacente
alle condizioni

(1) a<s <8 <b

Evidentemente, nel piano delle variabili s,, s,, 1’insieme dei punti sod-
distacenti alle (1), che nel segunito sard indicato con T, costituisce un trian-
golo, privato di parte del comtorno (in tale piano gli assi s,, s, si sauppor-
ranno ortogonali).

E tuttavia possibile, come ora sarad dimostrato, togliere U'accennata inde-
terminazione della funzione afs,, s,) imponendo ad essa di risultare una
funzione continua nell’insieme definito dalle (1)} e di ridursi, in corrispon-
denza del punto (@, b), a una determinazione assegnata dell’anomalia della
secante corrispondente.

(!) Ci siamo visoluti a dedicare qualche pagina alla dimostrazione che segue perché le
trattazioni a cui ei saremmo potuti richiamare non ci sono sembrate soddisfacenti. Si con-
frontino ad esempio 1 teoremi generali dati da W, F. Oscoop a pag. 36 e 156 della 17 ed.
{1907) del suo Lehrbuch der Funktionentheorie ed il quasi totale rimaneggiamento da essi
subito nelle successive edizioni (si veda ad es. la 5% ed., 1928) senza alcun offettivo guada-
gno in chiarezza e precisione.
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Sin (87, 8) un punto di T e si consideri in tale insieme la poligonale y,
costitnita da due soli segmenti rettilinei. Sia (a, b) il primo estremo e (s], sj)
il secondo estremo della poligonale v,. Inoltre y, abbia quale unico vertice
il punto (a, s)).

Quali equazioni parametriche della curva vy, si possono assumere le
seguenti

(2) 8, = si(}) s, = si(¥) 0<t<2
essendo

@) sih=a ) =Hst—b) +b per O0<t=<1

sS)=t—1)s! —a)+a  sf)=s] per 1<t<2

Al variare di ¢/ da O a 2 il punto (s,(f}, s,(f)) varia in T percorrendo la
curva vy, dal primo estremo (@, b) al secondo estremo (s}, sj). Evidentemente
ad ogni valore ¢ dell’intervallo (0, 2) corrisponde una secante P,P,, essendo
P, e P, i punti di C corrispondenti ai valori si(f) e s)() del parametro s.
Poiché le funzioni x(s) e y(s), che figurano nelle equazioni parametriche di C,
sono continue nell’intervallo @ << ¢ <), la distanza fra i detti punti P, e P,
& una funzione continua di ¢ in 0 << ¢ < 2. Inoltre, poiché & .sempre sj{f) < s)¢),
tale distanza non si annulla mai. Anche il seno ed il coseno dell’anomalia
della secante P,P, (che non dipendono dalla determinazione di questa) sono
percid in 0 <<t < 2 funzioni continue di {. Esiste percid, ed & unica (*), una

(%) Se u(?) e v(f) sono due funzioni della variabile #, definite e continue nell’intervalle
chiuso (p. q) ed ivi soddisfacenti alla condizione u? 4-v2==1, esiste in {p, ¢} una funzione o{f)
ivi continua e soddisfacente alle condizioni sen «(#) == u(f), cos a{f}) = v(f). Questa affermazione
rappresenta il caso unidimensionale del teorema che abbiamo in vista. Ne diamo qui una
breve giustificazione per le medesime ragioni indicate nella nota (),

Si divida (p, ¢) in un certo numero % di intervalli {¢,, £, (f;, ), ., {£4—1, £,), essendo
ty=p, t,==q, tali che in ciascuno di essi 1’oscillazione di entrambe le funzioni u(f) e wv(f)
sia minore di V2.

Lia determinazione 2(f) venga scelta softo la condizione |alf;1,)— a{f)| <=, cid che
consente, fissata che sia la determinazione =x(f,) la scelta di ogni altra determinazione a«(f;)
(i==1, 2,.., n). Inoltre per ogni ¢ dell’intervailo (#;, #;4,) Ja determinazione «{f) sia scelta
sotto la condizione | a{f} —a«{f;) | < n. Tali scelte sono invero possibili. Infatti, per £, ="#=zifiy,,
s ha () —ut) | <VE ()~ olt)]| < V2
da cui, quadrando e sommando membro a membro,

w?{t) + v + wi(E) + 0*(5) — Sulult) + v(t)o(t)] <4

Ma & u(f) -+ v¥f) == ub(f) + v¥(E) =1, u(f)=sen«(f), v{f)=cosuff), u(f,)==sen x(fy),

v{t,) = cos a{f;} e pereid 2-— 2cos [x(t) — a(f,)] < 4 ossia
cos {x(t) —a(t)] > —1

Pertanto per #,<<{<"t,4, & sempre |«(f)-—a(f,) ===, cid che consente la scelta della
determinazione «(f) in modo che sia |[a(f) — a(f;) | <= per ogni ¢ dell’intervallo chiuso
{t;y ti+y) In tal modo si riesce a definire una funziome =(f) comtinua in ogni intervallo
chiuso (£;, t,4,) e quindi una funzione u(f} continua nell’intervallo chinso (p, g). Evidente
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funzione «'(f) definita nell’intervallo 0 << ¢ <2, ivi continua, uguale per ogni ¢
di (0, 2) a una determinazione dell’anomalia della secante orientata P P, e
riducentesi per f=0 a una determinazione assegnata a(a, b} dell’anomalia
della secante corrispondente al punto (@, b) dell’insieme 7. Si porrd allora
aist, ) = ().

Si disponme cosi di un procedimento atto a scegliere la determinazione
dell’anomalia della secante corrispondente a un qualunque punto (s7, s3) di T.

Si dimostrera ora che la funzione «fs,, 8,) definita in T con il procedi-
mento ora descritto & ivi continua.

Si scelga a tale scopo in T un punto (sj, ) e successivamente un A
tale che sia 0 < h < s —s?. Si consideri il triangolo 7, definito dalle
limitazioni

a<<s <8§=<b, 8, —8, =h

Evidentemente 7T, & contenuto in 7, contiene il punto (s;, s ed & un

insieme chiuso. Poich® le funzioni senafs,, s,) e cosa(s,, s,) sono in T con-
tinue e poichd T, & insieme chiuso, scelto un &> 0 arbitrario, & possibile
determinare un 5 tale che in ogni quadrato di lato minore di & e tutto
appartenente a T, le oscillazioni di entrambe le funzioni senzfs,, s,) e
cos a{s,, §,) siano minori di e. Nel seguito si supporra e < V2ed< 2 (85—s] —h).
Sia ora (s, 8,) un altro punto di T), scelto con la condizione
@) s/ =<3 | s/ —s]<B
Per scegliere la determinazione afs,’, s,') si introduca, conformemente al
procedimento esposto, la poligonale y’ di equazioni parametriche

(5) s, = 8/{f) 8, = 8,'(t) O=<t<?2

essendo s,tf} e s,(f) funzioni definite in modo analogo alle (3):

®) s/(h=a 8, (f)=1ts, —b +b per 0=<i<1
s/ () =(t— s/ —a) +a s {)=s per 1=t<2

La determinazione a«fs,, s,) verra allora scelta imponendo alla funzione
a(s/{f), s,(#)) di risultare continua in (0, 2) e ridursi per {=0 alla determi-
nazione a{a, bj sopra fissata. Tale funzione continua di ¢ sard brevemente
indicata con «(f). Si ha cosi «(0) = «(a, b), «(2) =afs,, s,). Si tratta ora di
confrontare le due determinazioni a(s{, s)) e a(s/, s,).

Dalle (3) e (6), in forza delle (4), si deduce:

| syt)—s/() 1 <38 | ) — s,/ (B | <3

mente vi & un unico modo di costruire una siffatta funzione «{f), quando ad essa si imponga
di ridursi per #=p. ad una determinazione a{p) nssegnata- Infatti se esistesse un’ altra
funzione &{f) dotata delle stesse proprietd della x(f), la differenza aff) — &(f) dovrebbe essere
in {p, ¢) continna, uguale a multipli interi di 2= e nulla in ¢=p, cid che impone =x(f) == &f).
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per ogni ¢ dell’intervallo (0, 2). Percid si ha per ogni ¢ di (0, 2)
| sen a’(}) —senca(f) | <e | cos a’(f) — cosa(t) | < ¢
Da queste quadrando e sommando membro a memhro si deduce:
(7 cos [2'(f) — «{f)] > 1 —e* > —1 0=<t<?
e quindi, in particolare,
cos [a'2) — a'(2)] > 1 — e > — 1.
Poiché & «y0) — «'(0) = a(a, b} — afa, b) = O e poiohé la funzione

[a (f) — (¢} & continua in 0=<i<"2, se fosse |a’(2) —o(2)| =n esisterebbe
n (0, 21 un valore ¢ per il quale sarebbe |« () —o(f)|== e quindi
os [ ()] = — 1, contrariamente alla (7). E percido |'(2) — «(2)| < .
]i $t0 dllon 1—e"=cosn, con 0 <y <m si ha |a%2)—a(2)! <y, ossia

Fa(sy, s)—oafs), 8) | <7
dove 7, per I'arbitrarietd di ¢, & una quantitd piccola a piacere.
Resta cost dimostrata la continuitd della funzione ofs,, s,), definita con
il procedimento sopra esposto, in un qualunque punto (s}, s} di 7 e quindi
in tutto 7.

2. Evidentemente agginngendo alla funzione «{s, s,), di cui ora & stata
stabilita 1’ esistenza, un conveniente multiplo intero (positivo, negativo o nullo)
di 2r & possibile ottenere una nuova funzione d&s,, s,) la quale sia in T con-
tinua, uguale in ogni punto (s,, s,) di T a una determinazione dell’ anomalia
della corrispondente secante P P, e si riduca, in un punto (s], s}) dell’ in-
sieme 7T, a una determinazione assegnata dell’ anomalia della secante P}P;
corrispondente alla coppia (s}, s)).

Evidentemente se dve funzioni afs,, s,) e &s,, s,) definite in T sono ivi
continue e uguali in ogni punfo (s, s,) a una determinazione dell’ anomalia
della secante (s,, 8,) esse differiscono per una costante pari a un mulfiple
intero (positivo, nullo o negativo) di 2r. Infatti la differenza afs,, s,)—als,, s,).
pud assumere soltanto valori multipli interi di 2z. Ma essa & pure funzione
confinua in T e percid la differenza & un multiplo costante di 2x. Ne con-
segue ancora che se le due funzioni ofs , s,) e 4(s,. s,) coincidono in un punto
(sy, 8} di T, esse coincidono in tutto 7.

Allo scopo di raccogliere i risultati conseguiti in un enuneciato indi-
pendente dalla particolare rappresentazione parametrica della curva C, si in-
troduca !’ insieme I delle coppie ordinate (P,, P,) di punti di C soddisfacenti
alla condizione P < P,.

B immediato osservare che una funzione «(P,, P,) definita in I pud
essere riguardata quale funzione a(s,. s,) definita nell’ insieme T e che, sc
(P, P,} & continua in I, «(s,, s,) & continua in 7 e viceversa.
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I risultati precedentemente stabiliti possono allora essere raccolti nel
seguente teorema :

Sia C una curva semplice, aperta, apparienente a un piano nel quale
stano scelti un’ orientazione quale origine degli angoli e il verso positivo delle
rotazioni. Scelto su C un verso positivo di percorso, sia I I'insieme delle coppie
ordinate (P,, P,) di punti di C soddisfacenti alla condizione P, < P,. Esiste
allora in I, ed.é unica, una funzione o(P,, P,) dotata delle sequenti proprieti :

1} in corrispondenza di ogni coppia (P,, P,) di I la funzione «(P,, P,)
¢ uguale a una determinazione dell’ anomalia della secante orientata P, P, ;

2) la funzione «(P,, P,) é in I continua ;

8) la funzione «(P,, P,) si riduce in corrispondenza della coppia (P°, P
di I a una determinazione assegnata dell’ anomalia della secante orientata P'P?.

Inolire ogni altra funzione &(P,, P,) definita in I ed avenie a comune
con la o P, P,) le proprieta 1) e 2) differisce dalla «(P,, P,) di un multiplo
infero costante (positivo, nullo o negative) di 2w.

2. Ampiezza di una curva semplice e aperfa.

1. Sia C una curva piana, semplice, aperta e sia stabilito su di essa un
verso positivo. Sia I I’ insieme delle coppie ordinate (P,, P,) di punti di C
scelte sotto la condizione P, < P,. Sia «(P,, P,) una funzione definita in I,
ivi continua e uguale in corrispondenza di ogni coppia (P,, P,) di I a una
determinazione dell’ anomalia della secante orientata P, P,.

Per ampiezza delln curva € si intenderd 1 oscillazione della funzione
alP,, P,) in I, cio¢ la differenza fra il limite superiore e il limite inferiore
della funzione 2(P,, P,) in L

Il teorema del paragrafo precedente illustra I’ indipendenza dell’ ampiezza
di una curva dalla particolare funzione «(P,, P,) adottata. Si osservi ancora
che I’ ampiezza di una curva non muta cambiando il verso posifivo della
curva ed & altresi indipendente dall’ origine degli angoli nel piano e dal
verso positivo delle rotazioni.

All’ oscillazione della funzione «(P,, P,) in I & stata riserbata I’ espres-
sione di ampiezza della curva C percheé, come si verifica facilmente, nel caso
in cui C sia un arco di circonferenza I’ oscillazione della detta funzione
uguaglia 1’ ampiezza del corrispondente angolo al centro.

Dalla definizione discende che I’ampiezza di una curva non pud essere
negativa. Essa pud essere nulla (caso del segmento rettilineo), positiva, o anche
infinita. Quale esempio di curva dotata di ampiezza infinita si consideri la
enrva di equazioni parimetriche

x =0, y=0 per ¢=0
x=—tcoslogi y=1isenlogt per 0 <<i<1
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coincidente con la spirale p=¢% con 8<0, cui si aggreghi come punto
iniziale 1’ origine. Evidentemente fale curva & semplice, aperta, rettificabile
e dotata di ampiezza infinita.

2. Si osservi che I’ampiezza di un arco di C non supera Uampiezza di C,
Infatti I’ ampiezza di un arco di C & I’ oscillazione della funzione «(P,, P,)
in un sottoinsieme dell’ insieme in cni. essa & definita.

3. Angolosith di una curva semplice in un punfo di essa.

1. Sia C una curva semplice, non importa se aperta o chiusa, e sia P
un punto di C, interno a ( se ftrattasi di curva aperta. Esista inoltre un
arco A:EO di C, a cui P sia interno, dotato di ampiezza finita.

B allora finito, e non mnegativo, I’ estremo inferiore { delle ampiezze degli
archi /B di C ai quali P & interno; tale estremo inferiore sara detto ango-
losita della, curva C in P.

Si pud anche considerare 1’ angolositd di C in P come il limite dell’am-
piezza di un arco ATE’, avente P quale punto interno, al tendere di A'B a P.
Infatti detto 3 1 estremo inferiore delle ampiezze degli archi A'B' di C ai
quali P & interno e scelto un e positivo arbitrario, esiste in € un arco Ajf?i
al quale P & interno e la cui ampiezza ¢ = e <[ + ¢. Inoltre per essere 3
estremo inferiore e per la proprietd del § 2, n. 2 ogni arco A'B di C appar-
tenente ad ATB, e contenente P quale punto interno ha ampiezza =§ e

In particolare, si potra calcolare 1’angolositd di € in P come limite delle
ampiezze di una successione 4,B, di archi di C, aventi P all’interno e ten-
denti a P.

Quando ogni arco di C contenente al suo interno P abbia ampiezza infi-
nita si dira che C ha in P angolosita infinita.

Quando si adotti per C, o per un arco AB, di C avente all’ interno P,
una rappresentazione parametrica.

v=uls) Y=yls)
e si definisca, in conformitd del teorema del § 1, la funzione «(s,, s,) come
una delle determinazioni continue dell’ anomalia della secante P(s,)Pfs,), I’ an-
golosita di C in P(s) appare come !’ estremo inferiore 3 delle oscillazioni di
%(s,, 8,) in una famiglia di intorni (triangolari) del tipo

s—h<s <s,<s-+k

del punto (s, s) {evidentemente il punto (s, s) non appartiene al campo di
definizione di «{s,, s,) ma ne & punto di accumulazione). Poiché tali intorni
possono avere diametro piccolo a piacere, § coincide con I’ estremo inferiore
delle oscillazioni di «(s,, s,) in fuffi gli intorni di detto punto; I’angolositi
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di C in P(s) coincide dunque eon ¢id che chiamasi (*) I’ oscillazione di a(s,, s,
in (s, 8).

La definizione di angolositd di una curva semplice ¢ in un punto P di
essa si estende facilmente al caso in cui si considerino solo i punti prece.
denti o quelli seguenti P nel verso fissato: si otterrauno cosi I’ angolositd o
destra e a sinistra di P. La prima sard 1’ estremo inferiore delle ampiezze
degli archi PB, con B seguente P e potra pure definirsi come il limite
dell’ampiezza dell’arco PP, essendo B’ un punto seguente P che tende a P.
La seconda si definird in modo analogo.

Bvidentemente se C & aperta, al primo estremo e al secondo estremo
di C sono applicabili, rispettivamente, soltanto le definizioni di angolositd a
destra e a sinistra,

Le angolositd di C a destra del primo estremo (s==a) e a sinistra del
secondo (s == b) sono evidentemente le oscillazioni di «fs,, s,) in (&, &) e (b, b)
rispettivamente.

Dalla definizione di angolositd di una curva in un punto di essa discende
pure la proposizione:

Se P & un punlo interno a un arco A,B, di wna curva semplice C, Uaw
golosita di C in P non supera U awmpiezzo di A:BO.

2. Ecco ora aleuni esempi, facili a giustificare, di valori assunti dall’an-

golositd di una curva in un punto di essa.

a) Una curva continua, semplice, dotata di tangente variabile con con-
tinuitd ha in ogni suo punto angolositd nulla.

by Una poligonale semplice ha in ogni suo vertice angolositad pari
all’ampiezza {misurata positivamente) dell’angolo convesso formato dai due
lati consecutivi aventi a comune il vertice considerato-e orientati secondo
uno stesso verso di percorso della poligonale. I’ angolosita di una poligonale
& pereid in ogni vertice minore di ® e maggiore di zero, mentre & nulla in
ogui altro punto della poligonale.

¢) Se una curva semplice C & costituita da un numero finito di archi
regolari (per arco regolare si intende un arco dotato in ogni suo punto,
estremi compresi, di tangente variabile con continuitd) tali che due archi
consecutivi abbiano nel punto a comune fangenti distinte, 1’angolosita di C
& in ogni suo punto minore di .

d) Quale esempio di curva dotata di up punto nel quale I'angolositd &
infinita, si consideri 1’insieme di tutti i punti le cui coordinate polari p, 6

{(3) Vedast ad esempio M. Picong, Lezioni di analisi infinitesimale, Vol. I, Parte Prima
Catania, 1923, pag. 84.
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soddisfano a una qualunque delle tre seguenti relazioni:

1n == ef t>0>—c
20 g =0
3a p == gb—m — oo < 00,

In quanto all’ordinamento di tali punti si pud ad esempio supporre che
il punto p =0 segua tutti i punti soddisfacenti alla condizione 12 e preceda
tutti quelli soddisfacenti alla condizione 32; i punti della condizione 12 si
supporranno ordinati per 8 variabile da = a — oo e quelli della condizione 32
per § variabile da — oo a 0. Il primo estremo della curva & percid il punto
p==e", § ==, il secondo estremo & il punto p =e~7, § =0,

La curva cosi definita & continva, semplice, aperta ed ha nel punto ¢ =0
angolositd infinita.

e} Se in un punto di una curva semplice, 'angolositd & nulla, la curva
¢ evidentemente dotata in quel punto di tangente. Non vale 1l’inverso, anzi
non & difficile costruire curve dotate in uno stesso punto di tangente e di
angolositd avente un valore prefissato ad arbitrio. Ad esempio la curva dise-

A

gnata in figura & nell’origine x =y =0 dotata di tangente e di angolosita
200 > 0. Essa & costituita da un insieme di infiniti segmenti rettilinei e dal
punto x =y = 0. Ogni segmento reftilineo ha un estremo sulla parabola

y =a* e laltro estremo sulla parabola y=——a? La curva ha il primo estremo
nel punto x=— %, y::—i e il secondo estremo nel punto w:é, y:i.

Ogni segmento rettilineo considerato orientato secondo il verso positivo di
percorso della curva (cioé il verso che porta dal primo al secondo estremo
della curva) forma con asse orientato della # o Vangolo 4+« o Vangolo —a,

essendo gé o < g .
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4. Avco lipschitzianc ¢ punto lipschitziano di una curva semplice.

1. Si supponga che un arco 4,B, della curva semplice C sia tale che
rispetto a un conveniente sistema di assi cartesiani ortogonali & v esso possa
essere rappresentato dall’ equazione

n=Tf() a, <E<b,.

Poiché per due punti P, e P, di un tale arco la retta P P, non &.mai

perpendicolare all’asse £, si ottiene una determinazione continua dell ano-
malia di P,P, assumendo

g, , %,) = arc ta,ng}ﬂ%){_.ggi)

con il noto significato elementare della funzione arco tangente.

Poiche gli estremi superiore e inferiore del rapporto incrementale rela-
tivo a due punti di 4,B, coincide, per un noto teorema del DINI (%), con gli
estremi corrispondenti di un qualunque numero derivato, segue che ampiezza
dell’arco 4, B, & I’oscillazione di un qualunque numero derivato in (a,, b,).

Ne segue che 1’angolositd in un punto P interno ad A,B, & data dal-
' oscillazione in £ di un qualunque numero derivato {da non confondere con
la differenza tra un numero derivato superiore ed uno inferiore).

Comunque 1’angolositd in P() & in questo caso sempre <.

Sia in particolare f{(f) lipschitziana in (a@,, b,). I valori del rapporto
incrementale essendo allora limitati, 1’ampiezza dell’arco ¢ < m; a piu forte
ragione 1’angolositd in un punto qualunque P interno ad A:Be & < m.

2. Viceversa sia C una curva semplice ¢ P un suo punto, diverso dagli
estremi se C & aperta, nel quale I’angolosita § di C sia < m. Scelto allora
un e soddisfacente alla condizione 0 <e <<m—§, per quanto detto al § 3
n. 1, esiste un arco 4B di C dotato di ampiezza minore di P+ ¢ e tale che
il punto P appartenga ad esso, pur tuttavia essendo diverso da entrambi gli
estremi 4 e B.

Si pud sempre supporre che il verso di percorso dell’arco AB da 4 a B
coincida con il verso positive di C.

Si consideri allora 1’insieme I delle coppie ordinate (P,, P,) di punti
dell’arco AB soddisfacenti alla condizione P, < P, e si introduca, cid che @
consentito dal teorema del § 1, una funzione «(P,, P,) definita in I, ivi
continua ed uguale, in corrispondenza di ogni coppia (P,, P,) di I, a una
determinazione dell’anomalia della secante orientata P, P,. Siano rispettiva-
mente o e o' gli estremi superiore e infcriore della funzione o{P,, P,) in I,
cid che, per quanto detto sopra, implica a" —a' < § +¢.

(4) U. Din1, Fondawmenti per la teorica delle funzioni di veriabile reale, Pisa, 1878,
pagg. 198.94.
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Si consideri una retta orientata » di anomalia y:é(m" + o). Allora per

ogni coppia (P,, P,) di I si ha:

" 1 4 1 A
4P, P)—y=d —y=g(' —d)<5(8+9) <3

Pt DO e

’ ’ " 1 ;
a(Pi, Pe}—72a—~{=§( -—-(Z) —§(§+e)>—§'

Pertanto introdofto il numero positivo M = tang%(@ +¢) si ha
(8} l ta‘ng {d(P“ Pe) - Y] { < M.

Da cid si deduce che una perpendicolare alla retta » pud tagliare
Parco AB in un solo punto al pid. Se allora si sceglie un sistema di assi
ortogonali £, 7 tali che 1’asse £ coincida con la refta r, 1’arco AB pub,
rispetto a tale sistema di assi, essere rappresentato da un’equazione xn = f(§),
essendo f(5) funzione definita in un intervallo (§,, §,) della variabile & dove
E, e £, denotano le ascisse rispettive degli estremi 4 e B in tale sistema di
coordinate. Dalla (8) inoltre si deduce che in (£, &) la f(§) & lipschitziana.

3. Le considerazioni ora svolte suggeriscono le seguenti definizioni:

Un arco AB di una curva semplice C si dird lipschitziano se esiste un
sistema di assi ortogonali E, n fali che (%), delle &, e &, le ascisse rispettive
degli estremi A e B, I'arco AB possa essere rappreseniato da un' equazione
1 = f(E), con fE) definita in (§,, §,) ed vi lipschitziana.

Un punto P di una curva semplice C si dird lipschitziano se esiste un
arco lipschitziano di C al quale P & interno.

E si ha allora il teorema: Condizione necessaria e sufficiente affinché
un punto di una curve semplice C sia lipschiziano é che in esso U angolosita
di C sia minore di m.

Ne segue che: Se U angolosita di una curva semplice C in un punio P
¢ < =, esiste un arco AB di C, confenente P well interno, e in ogni punto
del quale U angolosita di C é ancora < m.

4. Una curva semplice e chiusa O costituita tutia da punti lipschilzioni
¢ retiificabile (%),

(%) La considerazione di assi ortogomali nom costituisce limitazione -alcuna. Infatti se
rispetto a un sistema di assi cartesiani £, % mnon ortogonali, una curva C & rappresentabile
mediante un’equazione % = g(f'), con g{f'} funzione lipschifziana di &, si pud facilmente
verificare che rispetto al sistema di assi ortogonali § %, scelto in modo che gii assi 7 e '
coineidano. la curva C & rappresentabile mediante un’equazione %==f(f), econ f() ancora
lipschitziana.,

(°) Tale proposizione, espressa in termini di paratingente, si trova stabilita nella
Introduction & lo Géoméirie infinitésimale directe di G. BouLigaxp, Paris, 1932, pagg. 79-80.
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Cid perché in fal caso ogni punto di C risulta interno a wun arco
lipschitziano. Da una immediata estensione del lemma di PINCHERLE-BOREL
alle curve chiuse, consegue che C & ricopribile con un numero finito di
archi lipschitziani. Poiché un arco lipschitziano & reftificabile, 1’ asserto
risulta evidente.

5. Angolosity e paratingente. Esistenza di curve rettificabili prive di
punti lipschitziani.

1. Il concetto di angolositd di una curva introdotto al § 3 & in stretta
relazione con il concetto di paratingente dovufo a BoULIGAND (7).

Secondo BouLIGAND la definizione di paratingente & la seguente :

Si dira che una retia RS passante per uwn punto di accumulazione P di
un insieme E di puniti appartiene al paratingente di E in P se si pubd tro-
vare una successione di segmenti P,Q; (mon nulli) le cui estremita apparien-
gano o E, tendano verso P e le cui relte sostegni iendano verso la retia RS.

Si consideri pertanto una curva semplice C e su di essa un punto P
nel quale I’ angolositd di C sia minore di w. Poiché la curva & un insieme
di punti, in base alla definizione or ora esposta, si pud considerare il para-
tingente di C in P. Non sara allora difficile al lettore constatare che il para-
tingente di C in P consta di due angoli opposti al vertice, aventi ciascuno
ampiezza uguale all’ angolosita di C in P.

Tuttavia la relazione che esiste fra angolositd e paratingente nel caso
in oui essa sia < m, pilt non si riscontra nel caso di angolositd maggiori.
Cid perché quando I’ angolositad di una curva in un punto & ==, il paratin-
gente risulta indipendente dal valore dell’ angolosity ed & sempre costituito
da tutte le rette del piano passanti per quel punto.

La considerazione dell’ angolositd offre per ¢id, nel caso generale, una
analisi pit aceurata del comportamento di una curva nell’ intorno di un punto,
di gqunanto non venga offerto dalla considerazione del paratingente.

2 B noto che una curva rettificabile & dotata di tangente quasi dapper-
tutto (teorema di LEBESGUE). Viene spontaneo da cid chiedersi se una curva
semplice e rettificabile abbia quasi dappertutto angolositd nulla. Ora cid non
& sempre vero, come appare da un esempio di curva illustrato nell’ opera di
BoviieanD (*). Tale curva, che & semplice, rettificabile e aperta, & dotata di
un insieme di punti in ognuno dei quali il paratingente della curva ricopre

due angoli opposti al vertice di comune ampiezza i essendo il detto insieme

non rinchiudibile in una successione di archi di lunghezza totale arbitraria-
mente piccola.

(") G. BouriGaxp, L e., pag. 72.
(¥ G. Bouricanp, 1. ¢, pagg. 189191,
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Ma esistono curve rettificabili di struttura molto pitt complessa di quella
illustrata da BoULIGAND. Anzi ora, alla luce di un esempio. sard dimostrato
che esistono curve sewmplici, rettificabili e lali che nessuno dei loro punti é
lipschitziano.

Si consideri a tale scopo la funzione periodica f(x) definita nell’ inter-
vallo (— oo, + o0) della variabile « dalle relazioni

[y

f(ac)=~2--—\/w(1—9c) per 0<sx<1
flx)

Con cid nel piano degli assi ortogonali «, y } equazione y = f(x) rappre-
senta, per 0 <<« < 1, un semicerchio di diametro unitario e parallelo all’asse «,

I

fle+1) per —oo < < + oo

essendo il semicerchio tangente a tale asse mel punto x:% e giacente nel
semipiano yi= 0.

Cid premesso, si consideri la funzione g(x) definita mnell’ intervallo (0, 1)
dalla serie:

ot0) = f() + 1 7(20) + g5 (da) + (2a).

2 1
= 2 =

n=0 4

Evidentemente la serie scritta & uniformente convergente in (0, 1), in
quanto che in tutto 1’ intervallo (— oo, 4+ o) & sempre 0 < f(x) S%. Inoltre,
poiché le funzioni f(2"x) sono continue, la somma g{x) della serie & continua
in (0, 1). Pertanto nel piano delle variabili ®, y I’ equazione y =g(x) (0 <o <1)
rappresenta una curva C continua, semplice e aperta.

La funzione g(x) altresi in (0, 1) a variazione limitata. Infatti & subito
visto che la variazione totale della f(x) in (0, 1) vale 1 e che la variazione
totale della f(2"x) in (0, 1) & 2" volte la variazione totale della f(x) in (0, 1),

2 1
ciod 2", Percid la variazione totale in (0, 1) della funzione %f@"w) ¢ =g
Poiché la serie delle variazioni totali %O 2—1,1 delle funzioni %j(?“w) & conver-

n=0

gente ed ha per somma 2, consegue che la variazione totale della g(x) nel-
I’ intervallo (0, 1) & limitata (°), anzi non supera 2. La curva C (teorema di
JORDAN) & percid rettificabile.

Si scelgano ora due interi w’ e n' soddisfacenti alle condizioni #' > 0,

’

0<m < 2¥ e si ponga x, = ;—2,; senza ledere la generalith si pud supporre

m’ dispari.

(°) La cosa segue immediatamente dal teorema dato dal LEpEscuE a pag. 51 delle sue
Lecons sur Uintégration, I* ed., Paris, 1904,
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Y= o

Inoltre si ponga f,.(w):-‘ll;&f(Z"m), S, () = ,E@ folx), BE.(@) = 2":", o Fulz).
Si dimostrera ora che esiste la derivata a sinistra di x, e cosl pure la deri-
vata a destra di «, della funzione g(x) e che tali derivate sono rispettiva-
mente -+ co e — oo,

Infatti le funzioni fu(x), allorché & n < %/, sono in x, tutte derivabili con
derivata finita. Altrettanto percid dicasi di S,_i(x). Invece le derivate a si-
nistra di «, delle funzioni f.(x), allorché & n = »/, valgono tutte + co, mentre
le derivate a destra valgono tutte — co. Scelfo allora un M positivo grande
a piacere, si pud trovare un h, >0 fale che per ogni h soddisfacente alla.

: h} — fur . .
condizione — h, < h < 0, sia Futy + h), L (x°)> M. Si osservi ancora che

per » > w ciascuna funzione f,(x) assume in x, il massimo valore da essa

assunto in (0,1) infatti qualunque funzione f(2"x) non supera mai il valore 5

in (0, 1) ed in x, ogni funzione f(2'x), econ 7 =/, assume proprio il valore 1)

3 )
Percid i rapporti incrementali fuly + 1) — fulevo) er h < O e per » > #n' non
PP W P P

sono mai negativi. Quindi per —h, < h <0 si ha

'j: (Rn’—l(wo -+ h) — Rw-l(wg)) = %}D f"(m" + h) - f”(mo)

h " h > M.

@D
Percid il resto R, _ix) della serie Z f,(x) ammette in & = x, derivata a
n=>0

sinistra + oo. Analogamente si dimostra che esso in +«, ammette derivata a
destra — oo. Poiché la somma parziale S, _i(®) ammette in x, derivata finita,
si conclude che la funzione g(x} ammette in %, derivata a sinistra +4-oo ®

derivata a destra — oo.

E evidente allora che in ogni punto = %, con m e % interi soddisfa-
centi alle condizioni n >0, 0 < m < 2, Pangolosita di C & =n. Ma ftali punti
m:.—_;% costituiscono un insieme denso in (0, 1). Percid I’ampiezza di un qua-
lunque arco di € & m. Poiché I’ angolositd di C in un suo punto P & il limite
di una successione di ampiezze di archi contenenti P, da quanto detto con-
segue che I’ angolositd di C in P & w, qualunque sia il punto P di C. Ciod
nessun punto di C & lipschitziano.

Evidentemente, con analoghi artifici, o anche infroducendo un’ opportuna

deformazione della curva costruita, si possono ottenere curve chiuse, semplici,
rettificabili e non contenenti alcun punto lipschitziano.

Lo scrivente porge i pitt vivi ringraziamenti al Prof. Guipo AscoLi per
i preziosi consigli da lui avuti nel corso della stesura del presente lavoro.



