Somma di generatori infinitesimali di semigruppi di
contrazione e equazioni di evoluzione in spazi di Banach.

G. Da PraTo (Pisa) (%)

Summary. - Conditions of existence of (4 + B)—4, 4 et B infinitesimal generators of class (C,)
semi-groups.

Siano 4 e B generatori infinitesimali di semigruppi di contrazione [20]
in nno spazio di Banach X fali cioé che:

(1) IR0, A <1 |[BR, Bi<1A 23>0

essendo B(A, 4) e R(A, B) i risolventi rispettivamente di 4 e di B,
Nella prima parte di questo lavoro proviamo (Teoremi [1.I] e [1.II]} che
se vale la condizione:

2) |BR(\, 4B=2[|<1/A—w) A>w, o reale

——
allora 44 B & prechiuso e la sua minima estensione chiusa 4 4 B & ancora
generatore infinitesimale di un semigruppo di contrazione tale che:

(3) | B(» 4+ Bl <1/A 21>0.
Inoltre I’ equazione
(4) M—Au—Bu=v A>0

con v€X ha una e una sola soluzione «deboles (ciod tale che esiste una
sussessione {wu,} in D4 Dp convergente a u con v, = Au, — Au, — Bu,
convergente a v).

Il Teorema [I.III} da condizioni che assicurano I’esistenza di una solu-
zione «forte», cioé appartenente a Dy N Dg, dell’ equazione (4).

Osserviamo che il metodo delle perturbazioni tratta un problema formal-
mente analogo ma in ipotesi (4 generatore infinitesimale di un semigruppo
di classe ¢, [20] D4 C Dp) completamente diverse dalle nostre [12].

(*) Lavoro svolto nell’ambito dei gruppi di ricerca del C.N.R.. I principali risultati di
questo lavoro sono stati annuneciati in [2].
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Nel § 2 applichiamo i risultati su esposti allo studio delle equazioni di
evoluzione inomogenee nel fempo; pilt precisamente sia Y uno spazio di
Banach, {B(f)}i~, una famiglia di operatori lineari chiusi in Y, generatori
infinitesimali di semigruppi di contrazione, X lo spazio di Banach delle funzioni
a valori vettoriali LP(R;, Y) (CYR+, Y)) (1), 4 V' operatore di derivazione su X:

®) (Au)(t) = — w'(f)

con dominio Hy?(R,, Y) (CyR4, Y)) () B l'operatore in X
(6) (Bu)(t) = Bit)ult)

I’equazione {4) equivale allora al problema di Caunchy

) ru(t) + w'(t) — Bltju(t) = v(t)
M(O) =0
e la (2) a condizioni di regolarita in ¢ di B(f} (Teoremi [2.I] e [2.1I]).

Da notare che in generale i domini di 4 e B non sono, in questo caso,
comparabili e che quindi il problema (7) non si pud affrontare con il metodo
delle perturbazioni.

Il problema (7) & stato trattato per esteso da Lions [7] nel caso che
X e Y siano spazi di Hilbert e da vari autori tra cui Karo [8], [9], [10],
Tanasg [15], [16], [17], [18], Yosipa [20] quando X & Cj)R., Y) (e con B(i)
generatori infinitesimali di semigruppi di contrazione e di semigruppi ana-
litici) mentre non sembra studiato in LP(R,, Y).

Osserviawmo inoltre che anche se X = CO}(Ry, Y) (con B({) generatori infi-
nitesimali di semigruppi di contrazione, che & il caso qui studiato) le nostre
condizioni sono differenti da quelle in [8], [9], [20]; in particolare non richie-
dono la derivabilita in # del risolvente R(X, B(f)) o di analoghe funzioni di B(¥).
Nel § 3 abbiamo studiato il problema:

8 Mu(t) + o'(t) — Bltyu(t) =(t)
u(0) = u(27)
con B(f) e v(f) funzioni periodiche di periodo 2z in ¢ (Teoremi [3.I], [3.I1)).
I risultati ottenuti ci sembrano nuovi.
Con il mefodo su esposto si possono studiare molti altri problemi; cid
faremo in un successivo lavoro dove tratteremo anche le applicazioni agli
operatori differenziali.

{*) Per la definizione di tali spazi vedi il § 2.
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§ 1. In questo paragrafo X rappresenta uno spazio di Banach reale o com-
plesso con norma |||, 4 e B dune operatori lineari chiusi con dominio rispet-
tivamente D4 e Dg.

Proveremo dapprima il seguente Teorema:

TeorEMA [LI]. - Siano A e B operatori lineari chiusi in X con domini
denst in X tali che:

(A) o(4) (p(B)) contiene una semiretia A > wy (A > wp) di R (%)

(B) Valgono le maggiorazioni (°)

(1.1) { LR, A <X —0g)  ¥A> 04

B} B <A —wg)  ¥i>op

(C) Esistono due numeri reali w e  con p> wg lali che se €€ Dp ()
R(x, Ayx € Dp A > 0, inoltre U immagine di (p. — BFR(X, 4)+ Ry, B) é densa
i X e risulta:

(1.2) {x — BFE(, AR, B)[|<1/(A — w).

Allora DiN Dg é denso in X e A -+ B con dominio Dy Dy & prechiuso

e, detta A + B la sua minima estensione chiusa, o(Ad + B) contiene la semi-
refta A > wy+ wp ¢ 8i ha:

(1.3) R} A+ B)|| </ —w4—wp)  VA>w0a4o0p.
DIMOSTRAZIONE. - Seguendo Yosipa [19] poniamo (%):

A, = n*EBn, A)—n

(1.4]
B, =u*R(n, B)—n

n € N.

Nel corso della dimostrazione, che suddivideremo in lemmi e proposizioni,
mostreremo successivamente che A — 4, — B,, & invertibile, che esiste il

(?) R & U'insieme dei numeri reali, Ry (R4) & Uinsieme dei numeri reali positivi (non
necativi). Se C & un operatore lineare in X, p(C) & Vinsiems risolvente e se X ¢ p(C} R{}, O)
il risolvente di C [6].

(3) Ciod 4 e B sono generatori infinitesimali di semigruppi di contrazione [20].

{} N & P'insieme dei numeri naturali, se # € N si & posto:

Dgn={w€X; € Dy, Be€ Dg... B*~ix ¢ Dgl.

(?) Se ¢ & un numero reale e I I"operatore identith su X, scriveremo per semplicity, ¢
invece di gl.
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«m BA, A, 4+ B,) = B(A, A B,,) e che esiste il lim E(A, 4 4 B,,) e coincide

n— 0 ML e OO

con il risolvente R(), 4 4 B) dell’operatore 4 + B cercato.

La prima parte del lemma seguente & nota [19], ne diamo comunque la
dimostrazione per completezza.

Lemma (LI} - Risulle:

lim 4,y= 4y My €Dy
(1.5} n— 00
lim By = By Vy€Dg.

H - 00

Inoltre Ntk €N, Dy, Dt e Dy Bg sono densi in X.

DiMOSTRAZIONE. ~ Dimostriamo la prima delle (1.5); basterd provare:

(1.6) lim 4,4 e == MecX

n—rC0

infafti se y € Dy, posto « = Ay da (1.6) segue (1.5).
Poniamo:

(L.7) Tw=A4,4*— 1L
Usando la definizione (1.4) e la prima identitd del risolvente [6], si trova:
(1.8) T,=unRn, 4) — 1.

In virth di (1.1) I’ insieme numerico {|| T4}l #€ N} & limitato superiormente
cosicche, dato che D, & denso in X, basta provare:

(1.9) lim Ty =0  “a€Dy.
7n o~ 00

Sia allora y€ D, e w= Ay, applicando ancora la prima identitd del
risolvente si trova:

" {1.10} T.y = T,A % = RBn, 4)Axc = En, Ay
e la (1.9) segue allora da (1.1).

Proviamo ora ’nltima parte del lemma, procediamo per induzione sup-
ponendo che Dy, k€N, sia denso in X.
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Sia &' € X' (%) tale che:
(1.11) <z, >=0 Mz €Dy,

Osserviamo che nE(n, Ajy € D+t fn€N, y€Dyr; inoltre da (1.9) segue:
(1.12) nlimwan, dly=y

e quindi, da (1.11)

(1.13) <y, >=1lim <, nBn, Ajy>=0 My €Dy

fes}
poiché D4y & demso in X per ipotesi cid implica o = 0 cosicchd Dyr+: @

denso in X.
Sia infine ' € X’ tale che

(1.14) <z a>=0 NM2€D4N Dp

e y € Dp cosiech® per ipotesi nB(n, djye Dp. N Dy.
Da (1.14) e (1.12) segue:

(1.15) <y, >=1lm <nRn, Ay, « >=0 Mye Dp

n = 0O
poiché Dp & denso in X c¢id implica &’ =0, quindi Dy Dg & denso in X.

Lemyma [1.II}. - Posto:

(1.16) _ mnfwa + wp) — (1 + nloop
. mna {'ﬁ — wA}((}n — (BB)

n, meN, n>w0y, m>wop

allova p{ds -+ By} contiene lo semirelta X > %, € 86 ha:
(1.17) R, An + Buw)|l << 1/} — %oua) M > K -
DIMOSTRAZIONE. ~ Sia A > %y, , allora posto:

1

(1-18) Tn "~=m~;b

{n*ER(n, 4) + m*E(m, B)

(8} X' denota il duale forte di X; se we X, ' € X', <a, @' > rappresentata la dualita
tra X e X'
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8i ha || Thal| <1 in virtd di (1.1), cosicchd esiste (1 — T\,.)~" [6]; la tesi segue
allora dall’identitd di immediata verifica:

(1.19) B(, 4w+ Bw) = (A + m + 0)7 (1 — Tpun) ™"

Lemma [1.III]. - Per ogni me N A + B,, (con dowinio D,) é chiuso ed
esiste Ay, € R tale che p(4 + B,,) contiene la semiretla A > X, e si ha inolire:

(1.20) Rih, 4+ Bw) = R0, 4) 2 (BuR(, A)-.

k=0

DiMosTRAZIONE. - Se A> Ap=w, -+ Bu| si ha | B,E(%, 4)| <1 cosicchs
esiste (1 — B, R(A, 4))'; poniamo

(1.21) T, = R}, 4A)(1 — B.RB(}, 4))*
e proviamo che risulta:
(1.22) 15 = B}, 4+ By)

Infaiti se xe X, X > A, allora Thae= R(A, 4j(1 — B, R{, 4))*xe D4 e si ha:

(1.23) (A — 4)Tyx = (1 — BB, A)
da cui
(1.24) 0\ A Bm) T;ﬂ) == Vm e X

Infine sia y & Dy, si ha:

Ty — Ajy = R0, 4) S (BuR(, A)*(.— A)y= R0, A% — Ay +

k=0

+ 3 (BuBO, A3 — Ay =y + T,Bu,
da cui
(1.25) T'x—A4A—Buy=1y Yy e Dy
cosicch® segue (1.22) e la tesi.

LemMMA [1.IV]. - Se A > Ay ==y + || Bu|| si ha:

(1.26) lim B0, A, + Buw=R(, A+ BJx ‘VeeX

w00
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DiMOSTRAZIONE. -~ Sia xe X, A > A,, usando la seconda identitd del
risolvente [6] si ha:

(1.27) B(A, 4,,+ Buw)x — B(A, A+ Bulx= R(X, 4, + Bu)lA — 4B}, 4+ Bu)x
posto y = R}, 4 4 By)x si ha da (1.17)

(1.28)  [|B(, 4w+ Buw— R(x, A+ B,)e| <

| Ay — Ayl

A — %pun

ProposizioNE [1.1]. - Posto:

(1 99) - (In{mé "'i" mB} - 4R
- " m — g

meN, m>wp

eld + B.) contiene la semiretla X > %, e risulia:

(1.30) B, 4+ Bye=1im R(A, 4,4+ Bux YxeX
(L.31) 1B A+ Bu)|| < 1/ — %) A > .

DIMOSTRAZIONE. ~ Sia Ao > Ay == w4} || B ||, x € X, dal Lemma [1.IV] segue:

(1.32) |1 B%a, A 4 Bujr|| = lim || Rk, 4u+ Buja |

e dal Lemma [L.II] -

(L33) || B, A+ Bufal| < lim (h— ) ™ [0 = (s — ) [ 1]
da cui

(1.34) | B, 4+ Bu) | < 1k — %)

Consideriamo ora la serie:

(1.35) S = 3 (— L RF Pk, 4 + Bu)(h — Ao)*

k

da (1.34) segue che tale serie & convergente se |A — Aq|/|Ag — %m| <1 quindi
s€ %, < A<C2A, 8i ha:

(1.36) 8, = R(\, 4+ By).

Risulta cosi provato che p(4 -+ B,,) contiene la semiretta A > A,,, infine
la (1.30) si prova come la (1.26) e la (1.31) come la (1.34).

Annali di Matematica 18
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LeMMA [L.V]. - Esisle un operatore lineare chiuso A con dominio denso
in X tale che:

(1.37) R(», 4)= (p — BPR(}, 4)R'(p, B) MA >
DiMosTRAZIONE. - Poniamo:
{1.38) F(A)={p — ByR(A, A)R*(p, B).
Siano A, A’ > w, si ha:
(1.39) F() — F(X) = (s — Bf(Rp, 4)— R(N, A)R¥(p, B)
e, dalla prima identitd del risolvente, segue

(1.40) F(\) — F(X) = (\' — A)p — BPR(\, 4)R(\, A)R*y, B)=
= (N — M — Bf°R(A, A)R*(, B)(p— B)’RN, ARy, B)= (N —XNFXF(X)

ciod F' & un pseudo-risolvente; la tesi segue dal fatto che F(A) & invertibile
{[6] Teorema 5.8.3).

LemmA [1. VI]. - Posto:

mn(ow 4 og) — (m + njowg
(v — w)(m — wp)

(1.42) A, = nin, 4)—n.

(1'41) ;‘mn =

, m, ne N, n>uw, m>wp

Allora o(4, + B,,) contiene la semiretta X > %y, € 8i ha:
(1.43) | ROy An -+ B || << V(A — %unn)-
Inolire se ©x € Dp:, R(A, 4, -+ Buw)r e Dy e 8i ha:

(1.44) R(, Au+ Bn)=(n— BFR(, 4u+ BBy, B, A>o.

DIMosSTRAZIONE. - La prima parte si prova come il Lemma [1.II], pro-
viamo (1.44) posto:

(1.45) Ty = (A + m + 0" (#*Rn, 4) + m*R(m, B)) A > An
8i prova facilmente per induzione che se yeDg:, T,ﬁuyeDBz MheN e che risulta:

(1.46) T = (. — BP TmuB*(p, B).
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Dal Lemma [L.IT] applicato ad 4 segue allora:

(1.47) R0, dy+ Bp)= (0 + m+n) 2 (o — BFTA.RAp, B).

=0
Sia ora x € X, y = R'(», B)x e poniamo:
(1.48) Ys = (A +m - 0) " Touy.
Dal Lemma [1.JI] segue che (7)
(1.49) Y¥s — R(A, Ay, 4+ B.)R*p, B
e da (1.47) che y, € Dp e risulta:
(1.50) (t — Bjys — R(\, 4, + By)x.
Poiché {p — B)* & chiuso {[3] pag. 602) R(X, 4y + Bn)y € Dp. © si ha:
(1.51) (1 — BPR(, Ay + Buly = R(\, A, + Bule
da cui la (1.44).
LemMA [L.VII]. - Posfo:

(1.52) Yoy = mle ;(f)m; haded , m e N, m > wp

allora p(4 + B,,) contiene la semiretia X > %m € si ha:

(1.53) R(A, A+ Bu)x=lim R(A, Ay + BuJxt  Nawe X, X> %m
(1.54) |RA, A4 Bu)|| < /(A — %) A > %m.

Inolire se A > v e x € Dp: allora R\, A+ B,)ce Dp e si ha:
(1.65)  R(A, A+ Bu)=(p — BFR(\, A+ Bu)R (%, B)  MA> % Uny (7).

DiMOSTRAZIONE. — La prima parte si prova come la proposizione [1.1],
proviamo (1.55).

(") La freccia indica la convergenza forte in X.
=@ 80 4=

8 € i
(®) Be @, b€ E si & posto a U b =b se bz=a.
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Sia € X, A> %m U ny, y = Ry, Bjx e poniamo:
(1.56) Yn=R(X, A+ Bu)y
dalla Proposizione [1.I] segue
(1.67) Jn — R}, 4+ Bu)y

Inoltre dal Lemma [1.VI] si ha che §, e Dp e risulta:
(1.58) (i — Bf'gu = R(A, An + Bu)x
cosicche da (1.563) segue
(1.59) (4 — Bf*§n — R(X, 4 + Bl

Poiché (x — B)* & chiuso R(A, 4 + Buw)y € Dp: ¢ si ha:
(1.60) (# — BP*R(A, A+ By = R(», 4+ B,z
da cui la (1.54).

Lemma [LVILI}. - Esiste il limite:

(1.61) lim R(A, 4 + Bu)x MreX, A>(ws+wpUw
mo—> Q0

e posto per ogni A > (wg 4+ wg)U o

(1.62) Flle = lim R, 4+ B,)z

YR e OO

F(X) é un operalore continuo in X tale che:

(1.63) F() — F(p) = (p — N)FQ)F ()}, 1> (04 + 0p) U o
(1.64) TP <1/ — wg — 0p)
(1.65) FOJA—A—Baw=a e Dy Dp.

Inolire se ye Dp. e A > 0 U [0y + wp) si ha:

(1.66) lim A\ — 4 — B)R(\, A + By =1y,

"W~ Q0
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Infine si ha:

(1.67) limAFle =0 MaeX.

A= 0

DimMosTRAZIONE. - Cominciamo col dimostrare 1’ esistenza del limite (1.61)
per e Dg; siano m, m' e N, applicando la seconda identita del risolvente si ha:

(1.68) R(A, A+ Bujx — R(X, 4 4 Buw)r= R{(A, A+ Bu)(Bu — Bu)R(}, 4 + Bu)x
inoltre da (1.4) usando la prima identith del risolvente si ottiene:
(1.69) B, — By, = (m — w')B*R(m, B)R(w/, B).

Posto 2z = (p — Byx, sostituendo (1.69) in (1.68) e ricordando (1.55) si
ottiene:
(1.70) R(A, 4+ Buje — R(x, 4 4+ B,jx=(m —m')R(\, 4 + B,)R(m, B)R(wm', B)B*
R¥w, B)R(\, A+ B2 =(m — m)R{A, 4 + B R(m, B)R(m/, B)(p.R(p, B)— 1)*
R(», 4 4 By

Tenendo conto di (1.1}, (1.31), (1.54) si prova che esiste un numero
positivo N tale che:

(1.71) | R\, A+ Byx — R\, 4 + Buo||< N|m — w'| [(mm)

cosicch® I’ esistenza del limite (1.62) & provata per x € Dg; ma, in virta di
{1.31) e del fatto che Dg & denso in X {Lemma [L.I]} ne segue che tale limite
esiste per ogni © e X e per il Teorema di Banach-Steinhaus si ha che F(A)
& un operatore continuo in X.

La (1.63) si ottiene per verifica diretta, la (1.64) dalla (1.31), proviamo
(1.65); se x e Dy Dp si ha:

(1.72) F)h — A — Bjg=x + lim R(, A+ Bu)(Bm — Bl

B — 00

dal Lemma [1.I] segue allora la (1.65).
Sia ora y € Dp:, & = (p — Bfy, A > (04 -+ wp) U w; allora R(A, 4+ Bu.ly=
= R}, 4 + B.)R*p, Bixe Dy N D e risulta:
(1.73) (A — A —B)R(A, A+ Bu)y =y + (Bu — BJE(A, 4 + B.)y.
Sostituendo in (1.73) I’identita

(1.74) (Bw — B)B~* = R(m, B)
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e tenendo conto di (1.55) si ottiene
(L.75) (A —A—B)R(:, 4+ Buly= Rim, Bi(pRip, B)— 1] R(X, 4+ Buje

da cui, in virth di (1.1) e {1.54), segue (1.66).
Infine se A, X > (w4 -4 wp) U o si ha da (1.63)

(1.76) AF(ME (o) = A (A)F(Ao) — F(Ao) — F(})
da cui
(1.77) xIim AF(MF (Ao} = F(Xo).

Ma da (1.65) segue che F(A)(X) contiene D4 N Dp (che & denso in X in
virta del Lemma [1.I}), allora tenendo conto di (1.64) si ha la tesi.

ProposizioNE (L.II). - Esiste un operatore lineare chiuso A+ B in X

tale che p{A+-B) contiene la semiretla . > wy -+ wp e 8i ha:
(1.78) RA A+B=F(} ¥r>o0U s+ op)
(1.79) |RM A+ B)|<<1/h —wg— w5 ¥A> w4+ vp.
Inoltre A+ B ¢ prechiuso e A+ B ¢ la minima estensione chiusa di A - B.

DiMosTRAZIONE. - Da (1 63) segue intanto che F(X) & uno pseudo-risol-
vente cosicché [6] & una funzione analitica di X e si ha:

(1.80) F®() = (— 1)kk ! FEH(}) () A>o0U(wy 4 vg).

Per provare che F(A) ¢ il risolvente di un operatore chinso 4 - B basta
provare che il nucleo di F(A) & {0] [6]. Sia allora X, > ws+0p e xe X tale
che F(X)xr=0; da (1.80) si ha F®()=0 e quindi, per un noto teorema
sulle funzioni analitiche si ha:

(1.81) F(ije =0 MA > (044 ws) U o
da (1.67) segue allora x ==0.

(%) F9(%,) denota (%)z g
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Quindi esiste un operatore lineare chiuso 4 4- B verificante (1.78) e (1.79)
per X > (04 + w0zl U w; ma in virtd di (1.79) si bha, con ragionamento analogo
a quello fatto nella dimostrazione della Proposizione [1.I}, che p(4 -+ B) con-
tiene la semiretta A > w, -4 wp e vale (1.80).

Proviamo ora che A -} B & prechiuso; sia {x,} una successione in D,N Dy
tale che:

(1.82) 2y — 0, (44 Blzy — ¥

se A>wy + wp si ha

{1.83) A—A— Blxy, — ¥y
da cui
(1.84) xw = R(A, 4 + Bjxy, — Flly=0

il che implica y =0.

Proviamo infine che se A > (wy 4+ wz) Uw, A — 4 + B & la minima esten-
sione chiusa di A — 4 — B il che implica evidentemente la tesi.

Osserviamo dapprima che (A — 4 — B){D,MN D) & denso in X, infatti se
x' e X' & tale che

{1.85) <(A—A—Bp,>=0 VeeDysN Dg
da (1.66) segue:
{1.86} <y, x>=0 My e Dp

e poiché Dz & denso in X (Lemma [1.I}) si ha ' =0,

Sia allora xe Dzg5, y=( — A+ Bjx e {y,] una successione in (A —
— A — B){D, N Dg) convergente a .

Posto @, = R(:, A + By, si ha per ipotesi x, e Dy N D e inoltre:
(1.87) { %n=RQ, A+ Bjys — R}, A+ Bly=w
cid implica che x appartiene al dominio della minima estensione chiusa di
3 > - N » /—M/ PR
A — A— B, che indichiamo con A - A —B, esi ha A— A4 — Br=y=(\ — A+ Bjx;
. T —
viceversa se xe D5 ;—7, posto y =1 — 4 — Bx esiste una successione {@a]

in D4 M Dy tale che:

(1.88) Xy — i, (A - A4 — Bx, — 9.
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Ne segue, ricordando (1.65), ®, — R(A, 4 + B)y cosicché x e Dz75 e si ha:
(1.89) A—AFBr—=y=1%—A— Br

Quindi il Teorema [1.I} & completamente dimostrato.
Vogliamo ora applicare il Teorcma [1.I) allo studio dell’ equazione iy —
— Au -— Bu = v, per guesto poniamo la seguente definizione:

DerinizioNs {1.I]. - Diremo che xe X é una soluzione debole dell’ equazione
{1.90) g — Ax— B =y ye X
se esiste una successione {x,) in D, Dy convergente a « e tale che y, =
== Ady, ~—— A, -~ Bx, converge a 4.

Possiamoora esprimere i risultati del Teorema [1.I] nella forma seguente:

TrorEMA [1LII]. - Siano A e B operafori linear: chiusi in X con domini
densi in X, verificanti le ipotesi {4), (B), (C) del Teorema [1.I].

Allora se A > vy 4 wp Uequazione (1.90) ammetfe una e una sola soluzione
debole x; tale soluzione verifica inolire la maggiorazione:

(1.91) el << WA — 0y — wz)" Ly |l
Proviamo ora il seguente Teorema di regolarizzazione:
TeoreMA [L.II1]. - Se olire alle ipotesi (4) e (B) del teorema [1.1} vale la

sequente:

(0} Esistono due numeri reali w e w con p>wp tali che se 1> v e
x € Dpt R(A, A)x e Dyt; inollre Uimmagine di (p — BJ¥R(A, A)R*(p, B) ¢ densa
in X e risulla:

(1.92) Il — B)*R(A, A)R¥y, B)|| < 1/(d — w) MVA> o E=1,2 3
allora se ye Dy esiste uno e un solo elemento xe D4 Dp tale che Ax— Ax— Bx=y.

DiMOSTRAZIONE. - Procedendo come per il Lemma [1.IV] si trova che
esiste un operatore lineare chiuso A4 tale che:

(1.93) R(\, 4)=(n— B)R(\, AR(p, B) >0

(1.94) RO, A</ —o)  2>w

(1.95) R\, A+ B,)=(p— BJR(}, A+ Bu)R(p, B).
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Allora, applicando il Teorema [1.I] agli operatori 4 e B si trova che
esiste il limite:

(1.96) lim R, A+ BuJr MxeX
T - OO0
ché indicheremo con F(\).
Sia ora A > (wg+ wz) Uw, ye Dz, 2= (1 — B)y, e poniamo:

(1.97) g #m = R0, 4 + Buly
Ym= R0, A+ B

Si ha:

(1.98) { ®m — RA, 4 Bly
' By = BR(p, Bjym — BR(p, B)F(\z

Poiché B & chiuso ¢id implica R(), A + Blye Dz o

(1.99) BR(x, A+ Bly = BR(p, B)F()e.
Inoltre dalla Proposizione [1.I] segue che R(A, A+ Bu)ye D4 e si ha
AR, A + Bu)y= —y + AR(\, A4 + Bn)y — BuRly, B)R(\, A + B,).
Dato che B,.R(y, B} — BR(p, B) in virtd del Lemma [1.I] si ha:

(1.100) A%y — — y -+ AR(\, 4 + Bly — BR(n, BF(Ne.

Poiché 4 & chiuso cid implica R}, A+ Bjye D4 e si ha:
y A+

(1.101) AR(\, A+ Bly = — y + LR(A Bly — BR(p, B)F(\)z

Allora da (1.99) e (1.101) posto = R(A, A+ B)y si deduce che xe D,N D3
e risulta:

(1.102) \x — A — Br=1y

e quindi la tesi.
Il seguente Corollario riguarda il caso in cui 4 e B commutano.

CoroLLARIO [LI]. - Siano A e B operatori lineari chiusi con domini denss
in X tali che:

(A) ol4) (p(B)) contiene una semireita A > wy (A > wg) di R

Annali di Matematica 19
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(B) Esiste nn numero positivo M tale che valgono le maggiorazioni:

(1.103) | B¥0, A <M/t —o0gF A > 04
” Rk(% B)HgM/()\—wu)B)k MA > 0z

(C) Risulta:
(1.104)  [R(, 4), Rls, B]l=R(, 4)R(s, B)— Rlp, B)R(, 4)=0
YA> w4, p> w0z ().

Allora DyN\ Dy ¢ denso in X e A + B con dominio Dy Dy & prechiuso
e, detta A -+ B la sua minima estensione chiusa, o{A + B} contiene la semi-
refla A > ws - wp e 88 ha:

(1.105) | B¥}, A+ B)|| << M*/(A — w4 — wa)* WX > w4+ ws.

Inolire U equazione Ax — Ax — Bx =y con y e X ammetle una e una sola
soluzione debole ¢ in X e se ye D4V Dp allora xe Dy N Dp.

DIMOSTRAZIONE. - Se M =1 basta osservare che le ipotesi (C) e (C) sono
automaticamente soddisfatte e applicare i Teoremi [1.I}, [1.IT}, [1.III].
Se M > 1, con i simboli del Lemma [1.II}, si ha:

R M? n* m® |k
”Tmnllg(l_‘l_m_i_%)k n— wy m — wz
k
da (1.106) segue che la serie X Try =1 — Tpp)™" & convergente e inoltre:
h=o
(1.107) IR, Auw+ Bu)|| << MP/(A — Yn).

Basta ora procedere come nella dimostrazione del Teorema [1.I], [1.II] e
[1.I11} e si ha la tesi.

OssERVAZIONE. - Il Corollario [L.I] pud anche dedursi del Teorema di
Hirre-Yosipa [6] da notare che nel corso di tutte le dimostrazioni non ab-
biamo mai usato tale Teorema ma che lo abbiamo sostanzialmente ridimostrato.

§ 2. - In questo paragrafo Y & uno spazio di Banach con norma | |,
C°(R+; Y) & lo spazio vettoriale delle funzioni su R, a supporto compatto
a valori in Y indefinitamente differenziabili.

() B evidentemente sufficiente che V'identitd (1.104) sia verificata per un certo A >w 4
e per un cerfo g > wy.
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Per ogni se Ry Ts & 'operatore di traslazione a sinistra in C5(R*+; Y).

(=0 seil<s

2.1) (Tsu}(t)z iy wims  E OS(Ry; Y)

Lo(Ry; Y), p>1 & il completamento di Cy(R4; Y) rispetto alla norma:

2:2) jule=( i )"

E noto [1] che ogni elemento di L#(R;; Y) pud essere identificato a una
funzione a valori in Y definita quasi ovunque su Rj.
CY(Ry; Y), k—1eN, & completamento di C;'(Ry; Y) rispetto alla norma:

(2.9) ll#]lo, e = Sup {|u™(?)], te Ry, h=0, .., kj
vP(Ry; Y) & il completamento di C;°(Ry; Y) rispetto alla norma:

(24) lelp=l2llo+ 1wl ()

E noto [3] che HyP(Ry, Y) pud essere identificato allo spazio vettoriale
delle funzioni continue su R, a valori in Y aventi limite nguale a O per
t — 0O tali che la loro derivata nel senso delle distribuzioni vetforiali appar-
tiene a LP(Ry; Y).

Il seguente Lemma & ben noto:

LemMa [2.1). - Vale la disuguaglianza:
(2.5) ult) — uis)| <[t —s[—® |lulk, Vue TRy, ¥)

DIMOSTRAZIONE. - Segue facilmente, usando la disuguaglianza di Holder,

dalla relazione:
i

(2.6) u(t) — u(s) = f WEIE MM seRy, ue CXRy, )

g

Nel seguito X (con norma | ||) denota Cj(Ry, Y) ovvero LP(Ry, Y)

LeMMA [2.II]. ~ Per ogni se Ry, Ts é prolungabile a un operafore con-
linuo su X e risulta:

(2.7) | Ts|| = 1.

Inolire 8 — T, & un semigruppo di contrazione in X.

du
1) gt —_—
(*t) u' denota T
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DiMosTRAZIONE. - La (2.7) si prova per verifica direfta, quindi per dimo-
strare che s — 7T, & un semigruppo di contrazione basta provare che:

(2.8) lim Tyu = Tou Yue ¥Ry, Y).

8§ —8

Se X = CYR;, Y) cid segue dalla continuitd uniforme di u; supponiamo
allora X = LP(Ry, Y} si ha, se §'>s, As=¢ —s

As o0
(2.9) || Tsre — Tsu||p=f[u(t) [P di -{-flu(t — As) — u(t) P di.
0 As
Se k£ & un numero maggiore di As e tale che [0, k] contenga il supporto
di u, si ha da (2.5):
(2.10) (T — Teju|p < As[lulli + Ast=(k — As) [[ull,
e quindi la tesi.

Lemma [2.111). - Sia A il generatore infinitesimale di s — Ty in X; vale
atlora la maggiorazione:

2.11) IR, A <1 MA>0

Inoltre se X = C\(Ry, Y) il dominio di A é:

(2.12) Dy= C(Ry+, Y)
e st ha:
(2.18) (Au)(t) = — u'(}) MueDy, te Ry

se X=LPRy, Y) il dominio di A é:

(2.14) Dis=HyUR,, Y)
e st ha:
(2.15) (Au)(t) = — w'(t) Yue Dy,

¢t quasi ovunque in Ry (%),

(12} La derivata & intesa nel senso delle distribuzioni a valori vettoriali [13].
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DiMosTRAZIONE. - Sia X e C)R4+, Y) (se X =Lr(R;, Y) basta ripetere
la stessa dimostrazione): la (2.11) segue dal fatto che s — T & un semigruppo
di contrazione [6], inoltre & evidente che CyR4, Y)C D4 e risulta:

(2.15) Au=—u  “ueCIR;, Y)

Inoltre C;°(R;, Y) & un sottospazio invariante di R(A, A) essendo:

5

(2.16) R\, A)ult)= f e ult — sjds Mue G (R, Y)

1]
in virti del Teorema di HrLru-Yosipa [6].

Sia A >0, R(x, 4) & un’applicazione continua di C(Ry, Y) in CiR4, Y)
essendo

@17) || R%: A fo=1 R, Apullo+[|ARR, Aull==@+1/3) ufs YueOF(Rs )

Inoltre R(A, 4), come applicazione di Cy(R, Y) in CYR4, Y), ha inversa
continua essendo:

@18) [~ dvfo=[l+ o<+ Dlv[h Vvel(Ry Y)

Quindi, dato che R(), 4) applica C)(R4, Y) su D, e che CJ (R4, Y) &
denso in CyRy, Y) si ha la tesi.

Lemma [2IV]. - Sia { B(f)}i=0 una fawmiglia di operatori lineari chiusi
con domini densi in Y tale che:

{A) Per ogni t =0 pg(B(l)) contiene la semiretta A =0 e si ha:
{2.19) |R(, B(t))| <<1/A se A>0

(B) Per ogni A >0 I applicazione :
(2.20) t — R\, B(t)

di Ry in £(Y, Y) (%) & continua.

(13) 2(Y, Y) denota 'algebra di Banach degli operatori lineari continui su Y munita
della norma usuale | T| = Sm}% Trl|, ¥T e Y, Y).
x€

orl=2
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(C) Esiste un numero positivo K tale che se © <!, Dy C Doy € 8i ha:
(2.21) | B*(t)B~*(z) — 1| << K|t —<|.
Allora posto:

(2.22) Dy={ueX; ull)e Dpyy ¥te Ry, Bllu(tie X} (*Y
(Bu)(f) = B(t)u(t) Vie Ry

B ¢ un operatore chinso con dominio denso in X fale che:

(2.23) IlR(A, B)|| < 1/2 2 =0.
Inolire per ogni we D e A > K R(A, Ajue Dg e si ha:

(2.24) | B*R(X, A)B~?|| < 1/(A — K) A>K
DiMOSTRAZIONE. - Proviamo dapprima le seguenti disugunaglianze:

(2.25) | B¥($)B2(t — t)| << X~ Mt=r

(2.26) | B¥(t) B~*(r) — B t)B—*(v} | << KeXl—7) |1 — 7/ Miz=t=7

2.27) | B(t)B~*x) — B*{t)B*(1)| << KeKtt'—7 | — ¢ M=t =
La (2.25) segue dalla (2.21) essendo:

(2.28) | B()B—*(t — )| < | B*(#)B~*f — 1) — 1| + 1 << 1 4 K7 << ¥~
Se © > si ha inoltre:

(2.29) BY(1)B~(x) — B'(1)B~*() = B()B*(3)(1 — B B~(7))

da cui, usando (2.21) e (2.25) segue (2.26).
Infine essendo:

(2.30) B (t)B~*(t) —-B*(t)B~*(x) = (B*($)B~*(¢) — 1)B*() B~*(r)

segue (2.27).

(*4 Se X = L?(R4, X) occorre sostituire a § € R4, per quasi tuiti i ¢ di R4.
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Definiamo ora un operatore G(A) in X ponendo:
2.31) (@)t = R0, BHu(®)-

Tale definizione ha senso in quanto { — R(%, B(f)) & un’applicazione con-
tinua e limitata di Ry in £(Y, Y) in virth di (2.19), (2.20).
Si prova facilmente, per verifica direfta, che

(2.32) R}, By=G1)  MA>0

e che vale (2.23).

Proviamo ora che Dz & denso in X; cominciamo con 1’osservare che se
Z & un sottospazio vettoriale di Y denso in Y D'insieme:

2.33) W={ueX; ufl) =k§l@k(t)uk, ve(fye C\Ry), ure Z, k=1,2,.., n, neN}

¢ denso in X [B].
Posto allora Z == Dp(@y= () Dy, dato che Dpp & denso in Y come
t+Ry
risulta dal Lemma [L.I] (con Y al posto di X e B(0) al posto di B), si ha che
W & denso in X.

D’ altra parte W C Dg; infatti se ve We

(2.34) » mkﬁ sk, e COR,), wuxeZ, k=1,.., n
=1

si ha:

(2.35) (Bt = £ o) BB B0} B0

cosicché Bve C(Ry, Y) dato che B~(t) & continuo in ¢ per ipotesi e B*({)B~2(0)
¢ continuo in £ in virth di (2.27)

Quindi Dy & denso in X, resta da provare la (2.24).
Sia # e X si ha ()

—2(f -
(2.36) (T, B~"uj{t) = { B2t — slu{t — s) se {=>s
0 se t<s

Ne segue che T,B—*u & Dy risulta

(2.37) (BszB—2u)m={ BB~ —sjuit —s)  se =5
0 se <8

{*%) CP(R.)  lo spazio vettoriale delle funzioni reali su R, a supporto compatto inde-
finitamente differenziabili.
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Poniamo allora:
(2.38) s = B*T,B—* VseR,.

Se { =+ si ha:
(2.39) [Tl = | BBt — sJu(t — 8) | < | BBt — )| |ult — 5) | < 5 | u(t —5)|
in virta di (2.25)
(2.40) | Ts || < ke s e R,

Proviamo ora che I’applicazione s — I'su, w e X, & fortemente continua;
in virti di (2.40) si pud supporre ue Gy (Ry, Y).

Supponiamo X = LR, Y) (se X= COy(R,, Y) la dimostrazione & del
tutto analoga); se s > § si ha:

g =0 set=<s
(2.41) (Tou — Lsu)(t); = — BA)B~*t — sju(t —s) se s<<i<§
{ = BY) B~ ¥t — sulf — &) — B*({)B~*t —sjult —s) se t=s.

Si ha allora:

(2.42) | Pyt — Tout |l << f! B)B~2(t—s) P |u{t—s) P dl +
+ f TBz{é}B‘z(t — su(t — 8y — Bf)B~*{t — sjult —s}|pdt <
= fTBZ(t)B‘”Z(t — )P u(t—s)[pdt + 202 f”‘ B (t)B—*t— §') — Bt)B—*(t — s} |P
lu(t — &) [P dt 4 27— fT BA(t)B~*(t — s} [P | w(f — &) — u(t — s) [P dt.
Usando le disuguaglianze (2.25), (2.26) si ottiene:
(2.43) |jI‘sru——l‘,u||§ge’fspf|;:t)[1’ dt4-20—1 Kes'K(s'— )| ju||h - 2P —2558||( Ty— T)u|[5.

Quindi dal Lemma [2.II] segue la continuitd forte dell’applicazione s—T;.
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Si ha ora se ue X:

O
(2.44) R(X, A)B~*u = f e T,B~*uds
o
poiché I'su & continua in s e B® & chiuso ne segue:

(2.45) B*R(A, A)B~*u = f e *I'suds
9

e dalla (2.40) segue la tesi.
Dai Teoremi [L.II] e [L.III] applicati agli operatori A e B definiti rispet-
tivamente dai Lemmi [2.1T1] e [2.IV] seguono ora i Teoremi

TrorEMA [2.1]. - Sia {B(f) limo una famiglia di operatori lineari chiusi con
domini densi in Y wverificante le ipotesi (A), (B), (C) del Lemma [2.IV].
Allora il problema di Cauchy:

du
2+ % Bl =
(2.46) wrar T B=T 0

w(0) =0
con fe X, ammetle una e una sola soluzione debole in X.

TroreMA [2.I1). - Sia {B(t)}i=e una famiglia di operatori lineari chiusi
con domini densi in Y verificanfe olire alle ipotesi (A) e (B) del Lemma [2.1V]
la seguente:

(D) Esiste un numero positivo K tale che se t©<C1#, Dgtwy C Dgkyy € 86 ha:
(2.47) | B{()B*(t) — 1| << K |t — | E=1, 2, 3.

dllora il problema di Cauchy :

' du
M i — Bltju =
(2.48) +dt U f O0<t<<T, TeR+

u(0) =0
con f(l)e Dgyy Ntte Ry (per quasi tutti ¢ ¢ di Ry)efe CYR,, Y)(fe LP(R,, Y))

amanette una e una sola soluzione w appartenenie a Dy N Ci(10, T[; Y) (Dz N
A Hv(10, TT; Y)H ().

(1% C}(J0, T[; ) (HVP(]0, T[, Y)) & la restrizione a 10, [ delle funzioni di Ci{R., Y)
(H}P(R,, Y)).

Annali di Matematica 20
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DIiMOSTRAZIONE. - Gli operatori 4 e B verficano le ipotesi del Teorema
[LII} con p==0, wy,=0, 0 =0, w = K; quindi se A > K il problema:

(2.49) x4 Na + % — Bt = fe=*,  @(0)=0

ammette una e una sola soluzione #e Dz Dy; allora u(t) = eMi(t) verifica
le proprieta richieste.

§ 3. - In questo paragrafo Y & uno spazio di Banach con norma ||, C¥(R, Y)
& lo spazio veftoriale delle funzioni su R periodiche di periodo 2m a valori
in Y indefinitamente differenziabili.

Per ogni se R T, & V’operatore di traslazione a sinistra in CZ(R, Y):

(8.1) (Ta)(l) = ult—s) ueCXR, Y)

IL(R, Y), p>1, & il completamento di C;(R, Y) rispetto alla norma: (¥)

(3.2) ol = ( f Tu(t) P dt)”p

O;{R, Y), k—1eN, & il completamento di O3 (R, Y) rispetio alla norma:
(3.3) loeg || = Sup [u™(d)|. teR, h=0, 1,.., k}

HZP(R, Y) & il completamento di CZ(R, Y) rispetto alla norma:

(3.4) ufr= oy +[|u

Nel seguito X rappresenta LL(R, Y) o C4(R, Y).
Procedendo come nel § 2 si prova il lemma:

LemMA [8.Il. - Per ogni se R, T, é prolungabile a un operatore continuo
su X e risulla:

(3.5) |7 =1.

Inoltre s — T, é un gruppo di classe ¢, [20] e, detto A il suo generatore
infinitesimale vale la wmaggiorazione:

(3.6) IR, A)||=<1/2  ¥2>0.

1) LP(R, Y} & evidentemente isomorfo a LP([0, 2x]; Y).
#( b
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Inoltre se X = Cy(R, Y) il dominio di A é:

(3.7) Ds= O4(R, Y)
e 8i ha:
3.8) {Au)(t) = u'(?) VueDy, te Ry

se X=L?R, Y) il dominio di A é:

(3.9) Ds= H;"R, Y)
e si ha:
(3.10) (Au)(t) = — u'(}) “Mue Dyt quasi ovunque in R (*)

Procedendo come nel § 2 si ottengono inoltre i Teoremi:

TeoreMA [3.I} - Sia {Bif)}ier una famiglia di operatori lineari chiusi
con domini densi in Y tali che:

(A) Bt 4 2r) = B{f) \tte R
(B) Per ogni te R ¢(B(l) contiene la semiretia A =0 e si ha:

(3.11) |R(A, B(t))] < 1/A se A>0
(Cy Per ogni » >0 U applicazione
(3.12) t — E(A, B(t)

di E+ in S{Y, Y) (*) é continua.

(D) Per ogni &, te R si ha Dy = Dpry e esiste un numero positivo
K ftale che:

(3.13) | BA(Y)B %) — 1| < K | { — ]
Allora il problema
du
A — — B(tju =
(3.14) U+ — Bltju=Tf
u(0) = u(2r)

con fe X, ammette una e una sola soluzione debole in X.
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TroreMA [3.I1]. - Sia [ B(f)ier una fawmiglia di operatori lineari chiusi
aventi tutti lo stesso dominio Dp denso in Y verificanti olire alle ipolesi (A),
(B), (C) del Teorema [3.1) la seguente:

(B) Se t, e R Dstyy = Dty = Dy ¢ esiste un numero positivo K tale che:
(3.15) |B¥lp, BB Hp, BE)—1|<ov|t—<] Yu=0 k=123
Allora il problema:

' +0;—’;‘~B<t)u=f

(3.16) A=0

%u(0) = u(2x)

con fe Cg(R, Ds) (f € LLR, Ds)) (**) ammette una e una sola soluzione u ap-
partenente a C4(R, D3) N C4(R, Y) (L4(R, D) N HY¥R, Y).

DimMosTRAZIONE. - Basta applicare il Teorema [1.III} con B— K —e¢ (¢ > 0)
al posto di B, con A definito dal Lemma [3.1], con wz =0, vz=—K —c¢,
w=K.
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