
Somma di generatori infinitesimali di semigruppi di 
contrazione e equazioni di evoluzione in spazi di Bauach. 

@. DA PRA'ro (Pisa) (*) 

Summary,  - Conditions ot existence of (A + B) - l ,  A e t  B iafinitesimal generators of class (Co) 
semi-groups. 

Siano A e B generatori  infinitesimali di semigruppi di contraziono [20] 
in uno spazio di Banach X tali cio~ che:  

(1) Ii R(X, A)II ~ 1/), II R(),, B)i] ~ 1/), ), > 0 

essendo R(),, A) e R(),, B} i risolventi r ispet t ivamente di A e di B. 
Nella pr ima parte  di questo lavoro proviamo (Teoremi [1.I] e [1.II]) 

se va]e la condizione: 
t he  

(2) [[ B2R( )', A) B-2 [t ~ 1/(~ - -  to) ), > % to reale 

N 

allora A + B ~ prechiuso e la sua minima estensione chiusa A + B ~ aneora 
generatore infinitesimale di un semigruppo di contrazione tale ehe:  

t3) 
N 

It R0,, A + B)li ~ 1/), ), > 0. 

Inoltre  1' equazione 

(4) ) ,u - -  A u - -  Bu  = v ) ` > 0  

con v E X  ha una e una sola soluzione <~debole~ (eiob tale the  esiste una 
sussessione {un} in DA (3 DB convergente a u con v ,~- -~) .un- -Aun- -Bun  
eonvergente a v). 

I1 Teorema [1.III] d/~ condizioni che assieurano l 'esistenza di una solu- 
zione ((forte)), cio~ appartenente  a D.4 (3 DB, del l 'eqaazione (4). 

0sserviamo che il metodo delle perturbazioni trat ta un problema formal- 
mente  analogo ma in ipotesi (A generatore infinitesimale di un semigruppo 
di classe co [20] Da C DB) completamente diverse dalle nostre [12]. 

(*) Lavoro  svolto nel l '  ambito dei gruppi  di r ieerca del C.lg.R.. I prineilaali r i su l ta t i  di 
questo lavoro sono stati  annunc ia t i  in  [2]. 
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Nel § 2 appl iehiamo i r isultat i  su esposti allo studio delle equazioni di 
evoluzione inomogenee nel tempo;  piit precisamente  sia Y uno spazio di 
Banach,  I Blt)}t>o una  famiglia  di operatori  l ineari  ehiusi  in Y, generator i  
inf ini tesimali  di semigruppi  di contrazione, X lo spazio di Banach delle funzioni 
a valori  vettoriali  LP(R+, Y)  (C°0(R+, Y)) (~), A 1' operatore di derivazione su X:  

(5) (Au)(t) -= - -  u'(t) 

con dominie  H~gP(R+, Y) (C~olR+, Y}) ~1} B l ' opera tore  in X 

(6) (Bu)(t) = B~t)u(t) 

l ' equazione (4) equivale allora al problema di Cauchy 

(7) [ ~u(t) + u'(t) - B(t~u(t} = v(t) 
u(O) = 0 

e la (2) u eondizioni di regolari th in t di B(t} (Teoremi [2.I] e [2.II]}. 
Da notare  ehe in generale  i domini  di A e B non sono, in questo easo, 

comparabi | i  e ehe quindi  il problema (7) non si pub affrontare con il metodo 
delle perturba~ioni.  

I1 problema ~7) ~ stato trat tato per  esteso da LIons  [7] nel caso che 
X e Y siano spazi di t t i lbe r t  e da vari  autori  tra cui KA~O [8], [9], [10], 
TXNABE [15], [16], [17], [18], YOSIDA [20] quando 32 b C~(R+, Y) (e con B(t) 
generator i  inf ini tes imal i  di semigrnppi  di contrazione e di semigruppi  ana. 
litici) mentre  non sembra studiato in LP(R+, Y). 

0sserviamo inoltre cite anche se X ~ C~(R+, Y) (con B(t} generatori  infi- 
ni tesimali  di semigruppi  di contrazione, che b il easo qui studiato) le nostre  
eondizioni sono 4ifferenti  da quelle in [8], [9], [20]; in part icolare non richie- 
dono la derivabilit/~ in t del r isolvente R()~, B(t)) o eli analoghe funzioni di B(t). 

Nel § 3 abbiamo studiato il p'roblema: 

(8) t ).u(t) + u'(t) ~ B(t)u(t) = v(t) 
u(O) = u(2=) 

con B(t) e v(t) funzioni  per iodiche di periodo 2r: in t (Teoremi [3.I], [3.II]}. 
I r isul tat i  o t tenut i  ci sembrano nuovi. 
Con il metodo su esposto si possono studiare molti  altri problemi;  cib 

faremo in un sueeessivo lavoro dove t ra t teremo anche le applicazioni agli 
operatori  differenziali .  

(t) Per  la definizione di tali slaazi vedi il § 2. 
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§ 1. In questo paragrafo X rappresenta uno spazio di Banach reale o com- 
plesso con norm~ ]l It, A e B due operatori l ineari  chiusi con dominio rispet- 
t ivamente D~ e DB. 

Proveremo d~pprima il seguente Teorem~: 

TEORE~IA [ [ . I ] .  - Siano A e B operatori l ineari  chiusi in  X con domini  
densi  in  X tali che : 

(A) ?(A) (~(B)) contiene una  semirella k > ¢oA (k > (t)B) di R (~) 

(B) Valgono le maggiorazioni  (~) 

(1.1) t l! R(I, A)It ~ 1/(~ - -  (~) ~) ,  > (0A 
]] R(I, B)]] ~ 1/(k -- ~OB) M l  > ¢"B 

(C) Esistono due numer i  reali o) e ~ con ~ > o~B tali  the se ~s E DB~ {~) 
R(X, A)~c E D~ ~ > % inoltre l ' immagine  di (~ ~ B)2R(k, A) . R2(~, B) ~ densa 
in X e r isul ta  : 

II (~ - -  B)~R( )~, A)R2(~, B)II ~ 11(~ - -  ~). 

Al~ora D~i (1 DB ~ denso in  X e A + B con dominio DA ('1 DB ~ prechiuso 

e, detta A + B la sua m i n i m a  eslensione chiusa, ~(A + B) contiene la semi. 
retta )~ > o)A + ~)B e si ha:  

(1.3) [I R(X, A -I- B) I[ ~ 1/(X --  O)A --  oaD ~ X  > ¢OA -{- COB. 

DII~OST~AZIOI~E. - Seguendo YOSIDA [19] poniamo (5): 

(1.41 t A,  ----- n2R(n, A) ~ n n E N. 
( B .  ---- n2R(n, B) - -  n 

Nel eorso della dimostrazione, ehe suddivideremo in lemmi e proposizioni, 
mostreremo suceessivamente che ) , - - A ~ - - B , ~  ~ invertibile, the  esiste il 

(~) R b l ' i n s i e m e  dei humer i  reali,  R +  (Rd-) b l ' i n s i eme  dei humer i  real i  pos i t iv i  (non 
ne~.ativi). Se C ~ un operatore  l ineare  in X, 9(C) ~ ] ' ins ieme r i so lvente  e se ~. ~ p{C) R(~, C) 
il  r i so lven te  di C [6]. 

(~) 0io~ A e • sono genera tor i  inf in i tes imal i  di semigruppi  di contrazione [20]. 
(4) 5 / ~  l ' i n s i e m e  dei humer i  natural[ ,  s e n  E N si ~ posto : 

DBn=IxE X; xE D B, BXE DB...Bn-iXE DBI. 

(~) Se q i~ un numero  reale  e I l ' ope ra to re  ideat i th  su X, scr iveremo per  semplicit~, q 
i nvece  di qL 
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:ira R(~., A ,  + B,~) .~ R(~., A + B,,) e che esiste il lim R(~., A -{-- B,~) e coincide 

con il risolvente R()~, A-{-B) dell' operatore A + B cercato. 

La prima parte del lemma seguente b nota [19], ne diamo eomunque la 

LE)~MX [ 1.I]. ~ Risu l ta  : 

I ji22.y=.4y vy l)A 
15) 

Inol tre  ~ k  E IV, DA k, DB k e DA N BB 80no densi  in  X .  

Dt~[OS~aAZIO:~E. - Dimostriamo la prima delle (1.5); baster~ provare:  

(1.6) lira A n A - l w  -~ x~ ~ x  E X 

infatti  se y E D A ,  posto x : A y  da (i.6) segue {1.5). 

Poniamo : 

(1.7) T,, = A,~A -~ - -  1. 

Usando la definizione (I.4) e la prima identiti~ del risolvente [6], si trova: 

(1.8) T, = nRtn ,  A) --  1. 

In virtfi di (1.1) l' insieme numerieo {[[ T, It, n E N} ~ limitato superiormente 
cosiech~, dato the  Da ~ denso in X, basra prora te :  

(1.9) lira T , y  = 0 V ~  E DA. 

Sia allora y E D a  e x =  Ay, applicando ancora la prima identit~t del 
risolvente si trova: 

• (i.10) T , y  = T , A - ~ x  = Rin,  A )A~  ~ R(n,  A)y  

e la (1.9} segue allora da (1.1). 

Proviamo ora l 'u l t ima  parte del lemma, procediamo per induzione sup- 
ponendo che DAk, k E N ,  sia denso in X. 

dimostrazione per completezza. 
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S ia  ~ 'E X '  (6) tale  ehe :  

t1.11) < z, x; > = 0 ~ z  E D.4. 

Osserv iamo che nR(n, A)yEDA~+~ ~ n E N ,  yEDA~; inol t re  da (1.9) segue :  

(1.12} lim nR(n, A)y = y 

e quindi ,  da (1.11) 

(1.13) < y, x' > = lira < x', nR(n, A)y > ---- 0 ~ y  E DA 

poich~ DA ~ denso in X per  ipotes i  cib impl iea  x ' = 0  cosieeh~ DAk+l 
denso  in X. 

S ia  inf ine  a~' E X'  ta le  che 

(i.14) < z, o~' > ~ 0 ~ z  E DA ("1DB 

e y e DB, cosiech~ per  ipotes i  nR(n, A)y e DB~ (3 DA. 
Da (1.14) e (1.12) segue :  

0 .15)  < y, ~' > = lira < nR(n, A)y, ~; > ---- 0 ~Zy e DB~ 

poich~ DB: i~ denso in X cib impl ica  x ' : 0 ,  qu indi  DA N DB /~ denso in X. 

L~,MMA [1.II]. - Posto: 

mn((OA + - -  (m + 
(1.16) x .~  - -  (n - -  ~oA)(m ~ 0)B) n, m e iV, n > OJA, m > ~B 

allora ~(A. + B~) conliene la semirelta ~ > x,.~ e si ha: 

0.17)  II R0,, A ~ + B ~ ) I I ~ J / ( Z - - , ~ , )  ~ > x ~ , .  

D I M O S T R A Z I O N E .  - Sia )~ > Xm~, al lora posto : 

1 
t1.18} T~.  = ~  + m + n [n~R(n' A) + m2R(m, B} 

(6) X'  denota  il duale  forte di X;  se x e X, x ' e  X ~, ~ x ,  x ~  rappresenia ta  la dual i th 
tra X e X ~. 
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si ha  11T,,,,t] < 1 in virtfi  di (1.1), eosieeh~ esiste ( 1 -  T,,,,) -~ [6]; la tesi segue 
a l lora  dMl ' iden t i th  di i m m e d i a t a  ver i f ica :  

(1.19) R(k, A,, + B,,d = (~ + m + n)- l ( l  - -  T,,,~) -~. 

LEMMA [ 1 . I I I ] . -  Per ogni m ~ 2~ A + B m  {con dominio  DA) ~ chiuso ed 
esiste ~ e R tale che ~(A + B,~) contiene la semiretta k > X,n e si  ha  inollre: 

I1.20) B(),, A + B.,) = R(X, A) ~ (B.,B(X, A)) ~. 
k = o  

DIMOS~rBAmONE. - Se ). > )~., ~--- O)A + 11 B,,, 1] si ha [t B,.R()., A)II < 1 cosicchg 
esiste ( 1 -  B,,,R()., A))-~; poniamo 

(1.21) 

e proviamo che r i su l ta :  

(1.22) 

T;, = R(X, A)(1 - -  B,~R()., A)) -~ 

T~ = RO, , A + B.,) 

Infa t t i  se x e  X, ). > ~,,, a l lora  T~x-----R(X, Aj(1--B,~R(X, A ) ) - I x e  DA e si ha:  

11.23) 

da cui  

(1.24) 

O. - -  A)T)~x ----- (1 - -  B,,,RO., A ) ) - l x  

In f ine  sia y e DA; si ha :  

o o  

T~(;~ -- A)V = R(;~, A) Y, (B~R(X, A))k(X - -  A)y  = R(;~, A)(X - -  A ly  + 
k=O 

OO 

+ ~ (B,nR()., A))k(~. - -  A)y =- y -t- T)~B,,,y, 
k=~at 

da eui  

(1.25) 

cosieeh~ segue (1.22) e la tesi. 

LEMMA [1.IV]. - Se X > X,, = o)A + !t B , ,  tl si  ha : 

tl.26) l im R()~, A,~ + B,,,)x -= B()., A + B,,)~c 
~ O O  

T~ O, - -  A - -  B,,,)y = y ~ y  e DA 

~4x~  X.  
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DIMOS~RAZm~E. - Sia x e  X, )~ > ),,~, usando la seconda ident i t~ del  
r i so lvente  [6] si ha :  

(1.27) R(~, A~ "t- B,~)x --  R(k, A -t- B, . )x  = R()~, A,~ -Jr B~)(A - -  A,,)R(),, A q- B,,dx 

posto y = R(),, A + B,~)x si ha  da {1.17) 

(1.28p 
1 

[tR(),, A ,  + B, , )x  - -  R(X, A + B,,)xl! ~ _ x , ~ l [ A y  - -  A,y[I 

PROPOSIZIOI~E [ i . I ] .  - Posto: 

(1.29) z,~ = 
99$ - -  ~ B  

V m  e N, m > to~ 

~(A + B ,  d contiene la semirelta ), > x,~ e risulta : 

(1.30) 

(1.31) 

R{~., A + B,.)x = l ira R()., A~ + B,.,)x ~ a ~ X  

[] R(~, A + B,,} l[ ~ 1/(), - -  z ,  d x~), > x~.  

DIHOSTRAZIONE. Sia ),o > ),m--~ O~A + It Bm II, x e X,  dal L e m m a  [1.IV] segue:  

(1.32) ]] R(?,o, A + B , . ) x  I] = l ira ]I R(~o, A.  + B~)x tl 
~ 0 0  

e dal  L e m m a  [1.II] 

(1.33) 

da cui 

(1.34) ]l R(),o, A + B,,) !I ~ 1/()~ - -  x~) 

Cons ider iamo ora la ser ie :  

(1.35) Sz ~-- ~ ( - -  1)kR~'+l(),o, A -4- B,~)(), - -  ),o) k 
k = 0  

da (1.34) segue che tale ser ie  b convergen te  se l ) ~ -  ) , o [ / l ) , o -  x,.[ < 1 quindi  
se z,,~ < )~ ~ )~o si ha  : 

(l.36) & = R(x, A + B~). 

Risul ta  cosl provato che ~(A-+-B,  d cont iene  la semire t ta  )~ > ),,~, inf ine  
la (1.30) si prova come la (1.26) e ta (1.31) come la (1.34). 

Annali di Matematica 18 
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LEM~I~_ [ 1 . V ] . -  Esiste un  operatore lineare chiuso A con dominio denso 
in  X tale che: 

(1.37} R(X, A) = (~ - -  B)~R(~, A)R~(~, B) ~ X  > (,,. 

D I M O S T R A Z I O N E .  - P o n i a m o :  

(1.38) F(X) -~- (~ -- B)2R(~, AJR~(~, B). 

Siano  )., X ' >  ¢o, si ha :  

(1.39) F(),) - -  F(X') = (~t - -  B~(R)k,  A ) -  R(k', A))R2(tt, B) 

e, da l l a  p r i m a  i d e n t i t g  del  r i so lven te ,  s e g u e  

(1.40) FiX) - -  FIX') = (),' - -  X)([~ - -  B)~R(~, A)R(X', A)R~(~t, B) = 

--- (X'--  X)(~t - -  B)~R(X, A)R~(~, Bt(p. - -  BJ2R(X ', A)R=(p, B) = (X'--  X)F(ik)F(X') 

ciob F i~ u n  p s e u d o - r i s o l v e n t e ;  la  tesi  s e g u e  dal  fa t to  che  F().) ~ i nve r t i b i l e  
I[6] T e o r e m a  5.8.3b 

LEM~IA [1. VI]. - Posto: 

- mn/~o + ¢ o B )  - -  (m + n)~o~,  
(1.41) x,~, = ( n  - -  0 ) ) ( m  - -  ¢0B) , m, n e 57, n > % m > 50 B 

(1.42) A~ -~ n2in, ~1) - -  n. 

Al lora ~(if,, + Bin) contiene la semiretta ;k > ~,,,,, e si ha:  

(1.43} H R(X, .~.  -t- B,.)Ii ~ 1/(~ - -  z,~,,). 

Inoltre s e x  ~ De;, R(k, A ,  + B~)x  e DB~ e si ha: 

(1.44) R(X, A,~ + B,~) ----- (~ - -  B)2R(k, A ,  -{- B~)R2(~, B), ~ > m. 

DllgOS~RnZlO~rE. - L a  p r i m a  p a r t e  si p rova  c o m e  il L e m m a  [1.II], pro- 
v i a m o  (1.44) pos to :  

(1.45) T,~,, ~- (), 2r m "Jr" n)-~(n~R(n, A) + m2R(m, B)) X > ×,,,n 

si p r o v a  f a c i l m e n t e  p e r  i n d u z i o n e  c h e s e  yeDB~, h T~,y~DB~ ~ h e N  e ehe  r i s u l t a :  

(1.46) - a  
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Dal  L e m m a  [1.II] app l i ca to  ad A segue  a l to ra :  

(1.47) R(k, .4, + B,n) = (~ + m + n) - I  ~ (~ - -  B)'T~nR~(~, B). 
h ~ 0  

Sia ora x ~ X,  y = R:(~t, B)x e p o n i a m o :  

(1.48) y~ = (~ + m + n)-~T~,y. 

Dal L e m m a  [1.II] segue  t h e  (~) 

(1.49) y, ~ RO~, An + B,,)RZ(~, B)x 

e da  (1.47) che  y, ~ DB~ e r i su l t a :  

(1.50} (~ - -  B)~y~ ~ R(k, A ,  + B,,,)x. 

Poich~  ( ~ -  B) 2 ~ eh iuso  ([3] pag. 602) R(t, A ,  + B~)y e D m e  si ha: 

{1.51) (~t - -  B)2R0 ~, An + B~)y = R(~, f l ,  + B,,)x 

da cui  la (1.44). 

LEMMA [1.VII]. - Posto : 

(1.52) ×,. = , m ~ N, m > ¢o. 

atlora ~( i  + B~) contiene la semiretta t > x~ e si ha: 

(1.53) R()., A + B,,.)x ---- l i E  R(~, fl,, + B.,)x ~ x  e X, )~ > x, .  
~ ---'~ OO 

(1.54) ][ R0., .4 + B,,,) ][ ~ 1/(X - -  ~t,,) ~ ) .  > ~,,.  

lnollre se 1 > o~ e m e Ds: allora R(~, A + Bm)x ~ DB~ e si ha: 

(1.55) R(X, .4 + B,n) = (~ -- B)~R(k, A + B~,)R:(~, B} ~),  > z,, m ~,, (~). 

DIMOSTI~AZlOI'~E.- La  p r i m a  par te  si p rova  come  la p ropos iz ione  [1.]], 
p r o v i a m o  (1.55). 

(7) La freccia indica la convergenza forte in X. 

(s) Se a, h e r  si ~ posto a O b l  = a  se a _ a  
= b  so b~__.a, 
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Sia x ~ X ,  ), > Zm U Z.~ , y ~ R~(,u, B}$ e poniamo : 

(1.56) ~,, ~-- R(k, A ,  + B,~)y 

dalla  Proposizione [1.I] segue 

(1.57) ~),, -~ R()., A + B,Oy 

Ino l t r e  dal  L e m m a  [1.VII si ha t h e  ?~ e DB~ e r i su l ta :  

{1.58) (~ - -  B)~9, = R(Z, A ,  + B , , ) ,  

cosicchb da (1.53) segue 

(1.59) (~. - -  B) '~ ,  --~ R(X, A + B,~)x. 

Poich~ ( ~ - - B )  = ~ chiuso R(X, A + B, , )y  e DB= e si ha :  

(1.60) (~t - -  Bj=R(X, A + B, , )y  = R(k, d + B,~)x 

da cui la (1.54). 

L:EY~MA [1.VIIII. - Esiste i l  l imite:  

(1.61) l im R(~, A + Bm)x M x  ~ X,  ~ > (o)a + roB) (2 ~o 

e posto per ogni ~. > (¢oa + o)D U 

(1.62) F(~)x----- l im R(),, A + B~)x  
~ C O  

F(),) ~ un  operatore eontinuo in X tale che : 

(1.63) F(X) - -  F(~) = (~ - -  ~)F(Z)F(Fp., ~ > (~A ÷ ~0B) U ~0 

(1.64) It F(~)[1 ~ t/(~ - -  toa - -  coB) 

(1.65) F(k}(). - -  A - -  B)m ---~ x ~ x  e DA n DB. 

tnol tre  se y E DB~ e ~ > m U ((oa + o~s) si ha:  

(1.66) l im (~ - -  A - -  B)R(k, A + B, ,)y ---- y, 
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In f ine  si  ha :  

DI~IOS~nAZlONE. - Comiac iamo col d imos t ra re  l ' e s i s t enza  del  l imi te  (1.61) 
per  x e DB~; siano m, m' ~ N,  appl icando la secouda ident i th  del r i so lvente  si ha  : 

(1.68) R(k, A + B~)x  - -  R(~, A + B,~,)x = R(k, A + B ~ ) ( B , , , -  B,,)R(k, A + B,, ,)x 

inol t re  da (1.4) usando la p r ima  ident i th  del r i solvente  si o t t iene:  

(1.69) B,~. - -  B , ,  -~ (m - -  m')B2R(m, B)R(m' ,  B). 

Posto z ~  ( t ~ -  B)~x, sos t i tuendo (1.69) in (1.68) e r i cordando  (1.55) si 
o t t iene : 

(1.70) R(k, A + B,Ox - -  R(~, A + B,, ,)x = (m - -  m'}RO~, A + B, , )R(m, B)R(m',  B )B  ~ 

R~[~, B)R(X, A + B,,,)z = (m' - -  m)R(k,  A + B,,,)R(m, B)R(m',  B)(~R(~, B ) -  1) ~ 

R(x, d + B..)z. 

di (t.1), (1.31), (1.54) si prova che esiste un  n n m e r o  Tenendo  conto 
positivo N tale  che :  

(1.71) I[ R(X, A + B,~)x -- R(~, A + B,,,)x II N lm - m' 

cosicchb l ' e s i s t enza  del  l imi te  (1.62) ~ prova ta  per  x e DB:; ma, in virtfi di 
(1.31) e del  ratio che  DB~ ~ denso in X (Lemma [l.I]t ne segue che tale l imite  
esiste per  ogni x ~ X e per  il Teo rema  di B a n a c h - S t e i n h a u s  si ha  t h e  F(),) 

un  opera to re  cont inuo  in X. 
La  (1.63) si ot t iene per  ver i f ica  diret ta,  la (1.64) dal la  (1.31j, p roviamo 

(1.65); se x E DA (5 DB si ha :  

(1.72) F(k)(X - -  A - -  B)x  = x + lira N(),, A + B,~)(B,~ - -  B)• 

dal  L e m m a  [1.I] segue al lora  la (1.65). 
Sia  ora  y e DB~, x ~ (~ - -  B)~y, k > (~OA + t0B) U tO; al lora R(;~, A + B,~)y 

= R(k, A + Bm)R~(~, B)x~ ~ D A N  D8 e r i su l ta :  

(1.73) (~ - -  A ~ B)R(k, A + B,~)y = y + (B,, - -  B)R(k, A + B,~)y. 

Sost i tuendo in (1.73) l ' i den t i th  

(i.74) (B,, ~ B)B -2 = R(m, B) 
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e t enendo  conto di (1.55) si o t t iene  

(1.75) (~ - -  A - -  B)R(~, A d- B,,)y = Rim, B)(~RI~, B ) -  t)~R(),, ,4 + B,~)x 

da cui, in  v i r th  di (I.1) e (1.54), segue  (1.66). 
In f ino  se )~o, )~ > (COA -{- ~o~} U o) si h~ da (1.63) 

= - -  F( o) - (1.76t 

da cui  

(1.77) l im ~F()~)F()~o) = F(~o). 

Ma da (1.65) segue  t h e  F(~o)(X) con t i ene  DA N DB ( the  ~ denso  in X in 
virtfi  del  L e m m a  [1.I]), a l lora  t enendo  conto di (.1.64) si ha  la tesi. 

Pa0POSIZIONE [1.II]. - Esiste un  operatore lineare chiuso A - ] - B  in X 
tale che ~(A+ B) contiene la semiretta ), > (o,4 + cob e si ha: 

_ _ o _  

(1.78) RI),, A d- B) ~ F()~) ~ > co t2 (~OA -]- ¢0B) 

(1.79~ ]IR( ~, A-I-B)fI'~---1/()~--COA--COB) ~)~>coAd-co , .  

Inoltre A -}- B ~ prechiuso e A d- B ~ la m in ima  estensione chiusa di A + B. 

D I M o s ~ A z I o ~ . -  Da (1 6 3 ) s e g u e  in t an to  che  F(),) ~ uno  pseudo-r i so l .  
ven te  cos icchb [6] i~ u n a  funz ione  ana l i t i ca  di k e si ha :  

(1.80~ F(k)(),) __ ( _  ltkk ! Fk+~(~) (9) ), > to U (COA "+- to,). 

P e r  p rova re  che F(),) ~ il r i so lven te  di u n  ope ra to re  ch iuso  A - ~  B basra 
p rova re  t h e  il nuc leo  di if(k) ~ {0 t [6]. S ia  a l lora  )~o > ¢oa-}-cob e x e X ta le  
che  f f ( ~ 0 ) x ~ 0 ;  da (1.80) si ha  ff(k)()~0)~0 e qu indi ,  pe r  un  noto t e o r e m a  
su l le  funz ioni  ana l i t i che  si ha :  

(1.8l) F(~)x ---- 0 ~ > [(oA .-}- ~oB) U to 

da (1.67) segue  a l lora  w--------0. 

(~) F~k~CX,) denota ~ d~  flffi~o 
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Quindi  esiste un  opera tore  l ineare  ehiuso A + B ver i f iean te  (1.78} e (1.79) 
per  ). > (o)A @ coB)k)to; ma in virt~l di (1.79} si ha, con r ag ionamen to  anatogo 

a quel lo fat to nel la  d imost raz ione  del la  Proposiz ione [1.I], che o(A q - B )  con- 
t iene la semire t ta  )~ > coA-[-cob e vale  (1.80). 

P rov iamo  ora che A-~-B ~ preeh iuso ;  sia {x,  } una  suecessione in D,~CIDB 

ta le  ehe : 

(1.82} x,, - -  O, (A + B)x,, ~ y 

se )~ > coA + COB si ha  

(1.83) { X - - A - - B ) x , ~  y 

da cui 

(1.84) x,, = RO~, A + B ) x ,  ~ F(),)y = 0 

il ehe impl ica  y = 0. 
P rov iamo inf ine  t h e  se ), > (coA -[- roB) kA co, ), - -  A + B 6 la m i n i ma  esten- 

sione eh iusa  di ) , -  A -  B il che impl ica  ev iden temente  la tesi. 
Osserviamo dappr ima  ehe ( ) , -  A -  B)(D,~ f3 DB) ~ denso in X ,  infat t i  se 

~ ' e  X '  ~ tale che 

(1.85) < O~ - -  A - -  B)z, w ' > = 0  ~ z  e DA g~ DB 

da (l.66) segue : 

(1.86) < y, x '  > = 0 ~ y  e DB~ 

e poich~ DB~ /~ denso in X (Lemma [l.I]) si ha  x ' =  0. 

Sia  a l lora  xeDA--4B, y = ( X - - A - ~ B ) x  e {y,~} una suecess ione in 
- -  A - -  B){D• N De) convergente  a y. 

Pos to  x,----R()~,  A + B )y ,  si ha per  ipotesi x ,  e DAN DB e inol t re :  

(x-- 

(1.87} t x ,  = R()~, A + B ) y ,  ~ RI), , A + BIy  = x 
()~ - -  A - -  B ) x , ,  ~ y 

cib impl ica  che x appar t i ene  al dominio del la  m i n i ma  es tens ione ch insa  di 

), - A - - B ,  t he  ind ich iamo con ), - A - - B ,  e si ha  ) , - - A - - B x = y =  O, - - A - + . B ) x ;  

viceversa  s e x  e D~_.~_"-"~, posto ~ ~ )~ - -  A - -  B:c esiste una  success ione Ixnl  
in DA A DB tale che:  

(1.88) x ,  - -  x,  (), - A - -  l~)x, -+ y. 
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Ne segue,  r icordando (1.65), x,, ~ R(k, A + B)y eosiceh~ x ~ D~-4-B e si ha. : 

(1.89) i)~ - -  A T B)x = y = )~ - -  A - -  B~ 

Quindi  il Teo rema  [1.I] /~ comple t amen te  d imostra to .  
Vogl iamo ora app l i ca re  il T e o r ( m a  [l.I) allo s tudio  de l l ' equaz ione  k u - -  

- - A u - - B u  = v, per  ques to  pon iamo la seguen te  def in iz ione:  

D]~FIZ~IZIO~E [ 1.I]. - I)iremo ehe x ~ X ~ u n a  soluzione debole dell' equazione 

(1.90) ~ x - -  A x - -  B x  = y y e X 

se esisle u n a  successio~e {x,} in  D ~  Q DB convergente a x e tale che y .  = 

~ - -  A x ,  - -  B~c, converge a y. 

P o s s i a m o o r a  esp r imere  i r i su l ta t i  del Teorema, [1.I] nel la  forma seguen te :  

TEOREMA [1.II]. - S iano  A e B operatori l inear i  ehiusi  i n  X con domin i  

densi  in  X ,  veri f icanti  le @otesi tA), (B), (C) del Teore~a  [1.I]. 
Allora se )~ > oJA + o~B l 'equazione (1.90t ammetle  u n a  e u n a  sola soluzione 

debole x ;  tale soluzione verifiea inol tre la ¢~utggiorazione : 

(1.91) l ! x l l - <  L/(x - - ! ly  tl. 

P r o v i a m o  ora  it s eguen te  Teo rema  di regolar izzazione:  

TEORESI± [1.III]. - Se oltre alle ipotesi (A) e (B) del leorema [1.I] vale la 

seguente: 

(C') Esislono due hume r i  reali  ¢o e ~ con ~t>¢o~ tal l  che se ) ,> o) e 

x e DBI~ R(k, A l x ~  DB¢; inollre l ' i m m a g i n e  di  [ p . ~  B}~R()~, A)Rk(p, B) ~ densa 

in  X e r i su l ta  : 

1192) I] (~ - -  B)kR( k, A)lik(~ t, B)1] ~ 1/(k -- ~o) ~ ) ,  > ¢o k = 1, 2, 3 

allora se ye  DB esisle uno e u n  solo elemento x e D,~ A DB tale ehe ~x ~ A x - - B x  ~ y .  

DIMOSTRAZIONE. - P r o c e d e n d o  come per  il 
es is te  un opera tore  l ineare  chiuso A ~ tale che :  

(1.93) R(~, 5)  = (~ - -  B)R(),, A)R(~, B~ ), > o) 

(1.94) It R(k, A ~) H ~ 1/(), - -  o.)) ), > to 

(1.95) R(),, A + B~) = (~ - -  B)/?(2, A + Bm!t?(~, B}. 

L e m m a  [1.IV] si t rova  che 
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AAlora, apphcando  il Teorema [1.I] agli 
esiste il l imi te :  

(1.96) l im RIX, A -[- B,dx  ~ x  ~ X 

ehe ind icheremo con F(),)x. 
Sia ora ~ > (o)A + o)B) U % y e DB , z = (~t - -  B)y, e poniamo:  

(1.97) t xm = R(),, A + B,~)y 
• y m  = R ( z ,  + 

Si ha : 

(1.98) t oc,. ~ R(~, A + B)y 
B x . - =  BR(F~, B ) y ,  ~ BR(~, B)P(Z)z 

Poich~ B ~ chiuso ci6 impl ica  R(k, A + B)y e DB o 

(1.99) BR(),, A + B}y = BR(~, B)[r(~)z. 

operatori  ,4 e B si trova che 

Inol t re  dalla Proposizione [l.I] segue che R(),, A Jr-Bn,)ye DA e si ha 

AR(),, A + B~)y = - -  y + ),R()~, A + B~)y - -  B~R(~t, B)R(k, ~l + Bm)z. 

Dato che B.~R(~, B ) ~  BR(fb B} in virtfi del L e m m a  [1.I] si ha :  

x,~ = R(~, A + B,~)y ~ R(k, A + B)y 

(1.100) Axm ~ - -  y + ZR(k, A + B)y - -  BR(~, B}~'(),)z. 

P0ich~ A b chiuso eib impl ica  R(),, A + B)y e D~ e si ha :  

(1.101) AR(~, A + B)y = - -  y + ZR(),, A + B)y - -  BR(~t, B}F(),)z 

Allora da 11.99) e ( i .10 l )pos to  x = R ( k ,  A + B ) y  si deduce the  x e D A A D B  
e r isulta : 

(1.102) )~x - -  A~ - -  B x  = y 

e quindi  la tesi. 
II seguenLe Corollario r iguarda  il caso in eui A e B commutano.  

COROLLARIO [1.I]. - Siano A e B operatori l ineari  chiusi  con domini  densi  
in  X tali che: 

(A) a(A) {~(B)) contiene una  semiretta ), > ~)A (~ > ~OB) di  R 

Annali di Matematica 19 
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(B) ~sis te  n n  numero  posi t ive  M tale che valgono le maggioraz ion i :  

(1.103) t ][ Rk()" A)]] ~ M/(~ - -  o)A) k ~t)~ > tea 
( 

(G) R i su l ta  : 

(1.104) [R(~, A}, R{~, B)]-~-R(~, A)R(~, B)--R{~t, B)R{X, A)---0 

~) ,  > to~, 1~ > rob (~o). 

Allora D.~ N DB ~ dense in  X e A "4- B con domin ie  D A N  DB ~ prechiuso 
e, delta A - 1 - B  la sua  m i n i m a  estensione chiusa,  ~(A ~ B) contieue la semi. 

retta )~ > ~oA -b cob e si ha:  

(1.105) II R~( ~, A + B)II ~ M2/( ~ - -  o~A - -  to~) k ~ ) ,  > tea ~- o~B. 

Inol tre l' equazione ~x - -  A x  - -  Bx  -~ y con y e X ammet te  u n a  e u n a  sola 
soluzione debole x i n  X e se y ~ DA ~3 DB al lora x e DA (~ DB. 

DI~IOSTRAZIONE. - So _ / ~  1 basra osservare che le ipotesi (C) e (G')sono 
automaticamente  soddisfatte e applicare i Teoremi [1.I], [1.II], [1.III]. 

Se M >  1, con i simboli del Lemma [1,II], si ha:  

j~z l nz mS I k 

da (1.106) segue the  la serie Y, T • (1 T -1 mn ~- ~ ,~n) ~ convergente e inoltre:  
h=o 

(1.107) 

Basra era proeedere come nella dimostrazione del Teorema [1.I], [1.II] e 
[1.III] e si ha la tesi. 

OSSERVAZlONE. - I1 Corollario [1.I] pub anche dedursi  del Teorema di 
HILLE-YOSlDA [6] da notate  che nel corse di tutte le dimostrazioni non ab- 
biamo mai usato tale Teorema ma che lo abbiamo sostanzialmente ridimostrato. 

§ 2. - In questo paragrafo Y b uno spazio di Banach con norma I I, 
Co(R+;  Y} ~ lo spazio vettoriale delle funzioni su R+  a supporto compatto 
a valori in Y indefinitamente differenziabili. 

(:0) ~ evidentemente sufficiente ehe l'identith (1.104) sia verificata per un certo k ~ o  A 
e per un certo ~ ~> ~B" 
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Pe r  ogni s e R+ T8 b l ' opera to re  di traslazione a s inistra  in C~(R+; Y). 

(2.1) iTsu)(t) l ==Ou(t --Ses)t~Sse t ~ s u e  C~(R+; Y) 

LP(R+; Yb P > 1 ~ il completamento  di Co(R+; Y) rispetto alla no rma :  

o 

E nolo [1] che ogni e lemento di LP(R+; Y) pub essere identif ieato a una  
funzione a valori  in Y defini ta  quasi  ovunque  su R+ .  

0~(R+; Y), k - - l ~ N ,  ~ comple tamento  di C~(R+; Y) r lspet to alia norma:  

(2.3) ]I u ]1o, k = Sup {I u(ht(t) l, t e R+, h = O, ..., k} 

H~'P(R+; Y) ~ il comple tameuto  di C~(R+; Y) rispetto alla norma:  

(2.4~ ]lulll, p = Ilullp + Ilu'Hp (11) 

E nolo [3] ehe H~'P(R+, Y) pub essere identif icato allo spazio vet~orial6 
delle fanzioni  cont inue  su R+ a valori  in Y aventi  l imite  uguale  a 0 per  
t - ---0 tali ehe la loro der ivata  nel  senso delle distr ibuzioni  vettoriali  appar- 
t iene a LP(R+; Y). 

II seguente  L e m m a  ~ ben nolo:  

LEMMA [2.I]. - Vale la disuguaglianza : 

(2.5) l u (0  - ~(s) l ~ It - -  s [1-,/~ II u t[~,~ ~ u  ~ C?(R+,  r ) .  

DI~OSmRAZIO~E. - Segue faci lmente,  usando la d isuguagl ianza di HSlder, 
dal la  relazione:  

/ a  

(2.6) u(t)--u(s)~---lu'(~)d~ ~ t ,  s~ R+, u e  C~iR+, Y). 
S 

Nel seguito X (con norma II II) denota  C°o(R+, Y) ovvero LP(R+, ¥) 

LEMMA [2.II]. - Per ogni s e R+, T8 ~ prolungabile a un operatore con. 
tinuo su X e risulta : 

(2.7) t[ T,/I = 1 .  

Inoltre s--* T, ~ un semigru~po di contrazione in 2[.. 

d ~  
(19 u' denota ~. 
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DI~OSTRAZlONE. - L a  (2.7) si p rova  per  ver i f ica  diret ta ,  qu ind i  pe r  dimo- 
s t ra re  t h e  s ~ T~ ~ un  semigruppo  di cont raz ione  basra  p rova re  che :  

(2.8} lim T~,u = Tsu ~tu ~ C~(R+, Y). 
S t ~ 8  

Se X----C°o(R+, Y) cib segue  dai la  cont inui t~  uu i fo rme  di u ;  suppon iamo  
a l lora  X----LP(R+, Y) si ha, se s ' > s ,  A s ~ _ s ' - - s  

/ i s  o o  

0 As 

Se k b u n  :aamero maggiore  di As e tale che [0, k] con tenga  il suppor to  
di u, si ha da  (2.5): 

(2.10) H(Ts, - -  Ts)u h~ ~ As ]I u tlPo + Asp-~(k - -  As)]t u ]]~.p 

e qu ind i  la tesi. 

LEMMA [2.III]. - Sia A i l  generatore i~finilesimale d i s  ~ Ts in X ;  vale 
allora la maggiorazione : 

(2.11) iI R(k, At ]] ~ 1/)~ ~ ) ,  > 0 

0 Inoltre se X = Co(R+, Y) il dominio di A ~: 

(2.12) D,~ = C~o(R+, Y) 

e si ha: 

(2.13) (Au)(t} = - -  u'(t) ~ u  e P,~, 

se X = L P ( R + ,  Y) il dominio di A ~: 

(2.14) DA = Hv'P4R+, Y )  

e si ha: 

(2. t 5) (Au)(O = - u'(t) 

t quasi ovunque in R+ (12), 

t e  R+ 

(is) La derivata ~ intesa nel senso delle distribuzioni a valori vettoriali [13]. 
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DIMOSTaAZIO~E. - Si~ X ~ O~(R+, Y) (se X ~ LP(R+, Y) basra r ipetere  
la stessa dimostrazione):  la (2.11) segue dal fatto che s ~ T~ 6 uu semigruppo  
di cmltrazione [6], inoltre ~ evidente che Co(R+, Y)CD.~ e r isul ta :  

(2.15) A u  = - -  u '  ~ u  ~ C ~ ( R + ,  Y )  

Inol t re  Co~(R+, Y) 6 un  sottospazio invar iante  di RO. , A) essendo:  

$ 

(2.16) R()., A)u(t) = e-~.~,t(t - s)ds ~ u  e o ~,, ,, 
o 

in virtfi del Teorema di ttlLLE-YOSlDA [6]. 
Sin ). > 0, Rtk, A) ~ un 'app l icaz ione  cont inua  di C°,(R+, Y) in C~(R+, Y} 

essendo 

(2.17) 11R(k A)u]!I=!IRO, A)U]Io+IIAR()~, A)u]lo~(2+ l/k)]lUllo ~ u e  C~°(R+, Y) 

0 1 Inol t re  R()~, A), come applicazione di Co(R+, Y) in Co(R+, Y), ha inversa 
cont inua  essendo : 

(2.18) I] )~v -- Av ]]o --~ II ~v + v' I1o ~ ()~ -~" 1)II v Ill ~ v  e C~(R+, Y). 

Quindi, dato the  R(k, A)appl ica  C°o(R+, Yt su DA e the  CotR+, Y) b 
t denso in Co(R+, Y) si ha la tesi. 

LEMMA [2.IV]. - Sia { B(t)}t>>.o una famiglia di operatori lineari ehiusi 
con domini densi in Y tale the: 

(A) Per ogni t~_O ~(B(t)) contiene la semiretta ; . ~ 0  e si ha: 

(2.19) IR(X, B(t))] ~ 1/k se ~ > 0 

(B) Per ogni ), > 0 l' applicazione : 

(2.20t t ~  R(),, B(t}) 

di R+ in ~( Y, Y) (13} ~ continua. 

(t8) ~(:y~ y )  denota  l ' a lgebra  di Banach degli  operatori l inear i  cont inui  su Y muni t a  
della norma  usua le  IT] ~--- ~up ] Tx], ~ T e  ~(Y, ~). 

x6Y 
E~l=l 
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(C} Esiste  u n  numero  posi t ivo K tale che se • ~ t, DB,(¢~ C D~(t~ e s i  ha:  

(2.21) I Bz(/)B-2(':) - -  1 I ~ K i t  - -  ": I' 

Al lora  posto : 

(2.22~ DB = { u e X ;  u(t} G DB[t~ ~ t  ~ R + ,  B(t)u(t} e X }  (14} 

(Bu)(t) = B(t)u(t) ~ t  • R+ 

B ~ u n  operatore ehinso con dominio  denso in  X tale ehe: 

(2.23) It R0', B)I! <:  1/;~ ), >_~ O. 

Inol tre  per  ogni u e DB, e ), > K R(~, A)u e DB, e si ha:  

(2.24) I[ B2RO ", A) B-*  H ~ 1/0' - -  K)  ), > K 

DI~OS~rtAZlONE. - P rov iamo dapp r ima  le seguent i  d i suguag l ianze :  

(2.25) IY ( t )B-~( t  - -  z)] ~ e g~ ~ t  ~ z 

(2.26) [ B~(t)B-2(':) - -  BZ(t)B-~(z') [ ~ Ke~:(t-~) l'c - ":'[ ~ t >_ ~ ~ z' 

(2.27) I B2(t)B-2('c) - -  B~(t'}B-'(~) i ~ Ke~:a'-~J l t - -  t' f ~ t ~_ t' :> ":. 

La (2.25) segue da l la  (2.21) essendo:  

(2.28} I B2(t)B-2(t  - -  z) I ~ ] B 2 ( t ) B - 2 ( t  - -  ~) - -  1[ + 1 < 1 + K z  ~ e ~:¢. 

Se z >-c' si ha  inol t re :  

!2.29} B2(t)B-2(~} - -  Bz(t)B-2(~ '} = B2(t)B-2(~)(1 - -  Bz(~JB-2(~')) 

da  cui, usando  (2.21) e (2.25) segue (2.26). 
In f ino  essendo:  

{2.30) B~(t)B-2(~) --.BZ(t')B-2(z) = (B~(t)B-~(t') - -  1)BZ(t')B-~(~) 

segue (2.27). 

(") Se X =  L ~ ( R ÷ ,  X )  occ~orre aostitutre a t 6 R+, per quasi tutti i f di R+. 
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Definiamo era  un  operatore G0,) in X ponendo: 

(2.31) (G(X}u)(t) = R()., B(t))u(t). 

Tale definizione ha sense in quanto t--* R(),, B(t)) ~ un' applicazione con- 
t inua e l imitata di R +  in ~(Y, Y) in virtfi di (2.19), (2.20). 

Si prova facilmente,  per  verifica diretta, t he  

(2.32} R(),, B)--~ G[),) ~ k  > 0 

e ehe vale (2.23}. 
Proviamo era t he  DB ~ dense in X; eomineiamo con l 'osservare  the  se 

Z ~ un sottospazio vettoriale di ]z dense in Y l ' ins ieme:  

~2.33) W----- { u E X;  u(t) --~ ~ Vk(t)Uk , ~k(t) e C~( R+), uk u Z, k--~ l, 2,..., n, h e N }  

dense in X [5]. 
Posto allora Z-----DB~(o)-----N DB,(t), date the  DB,(0) ~ dense in Y come 

risulta dal Lemma [l.I] (con Y al posto di X e B0) al posto di B), si ha che 
W ~ dense in X. 

D 'a l t ra  parte  W C D B ;  infatti  se v e W e  

(2.34) v ~ ~ ¢~kUk, 
k ~ l  

si ha : 

12.35  

e ur, e Z ,  k = 1, . . . ,  n 

(Bv)(tl = Y~ ¢pk(t)B-~(t)B~(t)B-2(O)(B~(O)uk) 
k ~ l  

eosicehb B v e  C~R+, Y)  date the  B-I(t) ~ continue in t per ipotesi e B2(t)B-2(O) 
continue in t in virth di (2.271. 

Quindi DB 6 dense in X, resta da p ro ra te  la (2.24}. 
Sia u e X si ha (1~} 

(2.36} (TsB-~ui(t~ ---- t B-2(t - -  s)u(t - - s )  se t ~ s 
( 0 se t ~ s  

Ne segue the  TsB-~u e D~ risulta 

(2.37~ 
I B2(t)B-2{t - -  s)u(t - -  s) s e t  ~ s 

(B2TsB-~u)(t) ---- 0 so t ~ s  

{15) Co~(R+) ~ lo spazio vettoriale delle funzioni reali su R+ a supporto compat|o inde- 
finitamente difforonziabili. 
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Poniamo allora : 

(2.38) r~ = B2T~B -~ ~ s  e R+.  

Se t ~ s  si ha: 

(2.39) t r,u(t)1 = [ B=(t)B-~(t-- ,)u(t - s) l ~ l B={t)B-2(t - -  s) l I u ( t - -  s) i ~ e K "  l u ( t - -  s) [ 

in virth di (2.25) 

Proviamo ora the l 'applicazione s ~ [~u, u e 32, ~ fortemente continua; 
in virth di {2.40} si pub supporre u e C ~ { R + ,  Y) .  

Supponiamo X =  Lv(R+,  Y) (se X =  C~(R+, Y )  la dimostrazione /~ del 
tutto analoga); se s > s' si ha:  

(2.41) (F~,u-- P~u)(t) I 

- - 0  se t ~ s  

= - -  B~(t)B-~(t - -  s)u(t  - -  s) se s _< t ~ s' 

----- B ~ ' i t ) B - ~ ( t -  8')u{t - -  s ' ) -  B~(t)B-'~(t ~ 8 ) u ( t -  s) se t ~ s .  

Si ha allora: 
S t 

(2.42} I[ r~,u - r~u I1~ _< f lB~(t}B-~(t-- s)[, [u ( t - -  s)I" dt 4- 
8 

O 0  

+ f lB2(t)B-V-- 8')u(t-- s') - B ~ ( t ) B - 2 ( t  - s ) u ( t  - s ) j p  d t ~  

s! 

f lB=(t}B-~(t-- ~)lp ].(t-- ~)1~ dt + 2~-1 f I B2(t)B-2lt  - s') - -  B~( t }B-~ ' ( t -  s)j" 
s ~t 

c~  

[u(t - -  s')], dt + 2, -1 f I B ' ) t )B-2t  t - -  s)i ~ I n ( t -  s't - u( t  - s)I ,  dr. 
Sl 

Usando le disuguaglianze (2.25), (2.26) si ottiene: 

(2.43} 
0 

Quindi daI Lemma [2.II] segue ta continuit~t forte dell 'applicazione s ~ F s .  
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Si ha ora se u e X :  
CO 

t2.44) R(X, A )B-2u ---- f e-~T~B-2uds 
0 

poich~ F~u ~ con t inua  in s e B ~ ~ chiuso ne segue:  

O 0  
ya 

B~R(X, A)B-~u = I (2.45) e-~sFsuds 

0 

e dal la  (2.40) segue  la tesi. 
Dai Teoremi  [l .II]  e [1.III] appl icat i  agli opera tor i  A e B def ini t i  rispet- 

t i vamente  dai L e m m i  [2.III] e [2.I¥] seguono ora i Teoremi  

TEOREMA [2.1]. - Sia {B(t)}t>o una  famigl ia  di operatori lineari ehiusi con 
domini  densi in Y verifieante le ipotesi (A), (B), (C) del Lemma [2.I¥]. 

Allora il problema di Cauchy : 

i du B(t)u = f Xu + - j [ - -  
(2.46) ), > 0 

ulO) = 0 

con f e X,  ammette una  e una  sola soluzione debole in X .  

TEOREMA [2.II]. - Sia  { B(t)}t>j una  famigl ia  di operatori l ineari chiusi 
con domini  densi in  Y verificanle oltre alle ipotesi {A) e (B) del Lemma [2.IV] 
la seguente : 

(D) Esiste un  numero positivo K tale chese  z < t, DBk<~) C DB~(t) e si ha: 

~2.47) I B k t t } B - k ( x ) - - l l ~ _ ~ K I t - - x t  k--'~l, 2, 3. 

Allora il problema di Cauchy : 

(2.48) t du  ~u + d ~ -  Nt)u 

u(Ol = 0 

= f  
O ~ t ~ _ ~ T ,  T e R +  

eo~ ['{t)~ Ds(t) ~t l~ R+ {per quasi httti  i t di R+) e f z C°o(R+, Y ) ( f z L P ( R + ,  Y)) 
ammette una  e una  sola sohtzione u appartenente a DB 0 C~(]0, T[; Y) ( D 8 0  
(3 Hi, p(]0, T[ ; Y)) (i% 

(t6) C~(]0, T[; Y) (Ht'P(]O, T[, :Y)) ~ la restrizione a ]0, T[ delle funzioni di C~(R÷, :Y) 
{H2'P{R+, Y)). 

Annali di Matematica 20 
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DIMOS~R2,ZlOI~E. - Gli operatori A e B verfieano le ipotesi del Teorema 
[1.11I] con ~-----0, ~oA = 0 ,  (oB=0,  ~o= /~ ;  quindi se ) , >  K il problema: 

d~ 
(2.49) (), -~ X)ve -{- - d [ -  B~ = fe -:tt, ~(0) -~ 0 

ammette  una, e una sola soluzione ~ e DB ()DA; allora u ( t ) ~  ~tit(t) verifica 
le proprieth richieste. 

§ 3. - In qttesto paragrafo Y ~ uno spazio di Banach con norma I I, C~{R, Y) 
lo spazio vettoriale delle funzioni sn R periodiche di periodo 2r: a valori 

in Y indefini tamente dif[erenziabili. 
Per  ogni s e R T~ ~ l 'operatore  di traslazione a sinistra in C~(R, Y): 

(3.1) (T~u)(t) --~ u(t - -  s) ~ u  e C~(R, ¥)  

L~(R, Y), p >  1, ~ il completamento di C~(R, Y) rispetto alla norma:  (~7) 

27r 

0 

C~(R, YI, k - - l ~ / V ,  ~ il eompletamento di C~IR, Y) rispetto alla norma:  

(3.3t !1 ~ !1 = S~p  t u(~)(t)1, t ~ R,  h = 0, 1, . . . ,  k} 

It~'v( R, YI ~ il eompletamento di C~(R, Y) rispetto alla norma:  

(3.4t i1 ~ II 1,p = II,~ I1, + II u, lip. 

Nel seguito X rappresenta  L~(R, Y) o C~(R, Y}. 
Procedendo come nel § 2 si prova il lemma:  

L]~MMA [3.1]. - Per ogni s e R, T, ~ prolungabile a un operatore continuo 
su X e risulla : 

(3.5~ iI 7811 = a. 

Inoltre s ~ I'~ ~ un gruppo di classe co [20] e, detto A il suo ge~eratore 
infinitesimale vale la maggiora~ione: 

(3.6) 11 n()`, A)II <- 1/), ~) ,  > 0. 

(~7) LP(R, Yt e evidentemente isomorfo a LP([0, 2u]; Y). 
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o R Inoltre se X =  C#( , Y) il dominio di A ~: 

(3.7) DA = C~(R, Y) 

e si ha:  

(3.8) (Au)(t} = u'{t) ~ u  ~ DA, 

se X--~ L~(B, Y) il dominio di A ~: 

(3.9) D,~ = H~'P(R, Y)  

e si ha: 

(3.10) (Aul(t) = - -  u'(O 

te  R+ 

~ u  ~ DA t quasi ovunque in R (~) 

(3.14) 
d u  B(t)u = f 

Xu + --d-d - -  

u(O) = u(2=) 

con f • X,  ammette una  e una  sola solu~ione debole in  X. 

(3.13) 

Allora il  problema 

Procedendo come nel § 2 si ottengono inol~re i Teoremi:  

TEOREM& [3.I] - Sia  {B(tt}te~ una  famigl ia  di operatori l ineari chiusi 
von domini  densi in  Y tall the: 

(A) B(t + 2,:) = B(t) ~ t  e R 

(B) Per ogni t ~ R ~(B(t)) contiene la semiretta ), ~ 0  e si ha: 

(3.11) jR(k, B(t)) I ~ 1/k se k > 0 

(C) Per ogni ), > 0 l' applieazione 

(3.12)  t - R(~, ~(t))  

di R+ in ~(Y, Y) (1~) ~ continua. 

(D) Per ogni t, z ~ R si ha DB~(t)= DB~(~) e esiste un  numero positivo 
K tale the: 

I B2(t)B-~( ~ ) -  11 ~ g l t - - x l .  
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TEORE~IA [ 3 . I I ] . -  Sin {B(l)}teR una  famigl ia di operatori lineari ehiusi 
aventi tutti  lo stesso dominie Dz dense in Y verificanti oltre alle ipotesi (A), 
(B}, (C) del Teorema [3.I] la seguente: 

(El Se t, z e R DBk(t) ~ DB~(¢) ~ Dx e esiste un  numero positive K tale ehe : 

lRk[~, B(t))R-~(~, B ( z ) ) - - l [ ~ o ) I t - - x  I ~ l ~ O  k - ~ l ,  2, 3. 

Allora il problema : 

I du l?,(t)u ----- f Zu + ~ { - -  
[3.16) ), ~ 0 

u(0) ---- u(2~:) 

con f e ° R  C~( , DB) (f e L~(R, DB)) (~s) ammette una  e u n a  sola soluzione u ap- 
~ R  partenente a C~(R, DB) 0 C~( , Y) (L~(R, DB) 0 H~'P(R, Y). 

DI~OSTRAZlOZCE. - Basra  app l i ca r e  il T e o r e m a  [1.III] con B - -  K - - ,  (~ > 0) 
al  posto  di B, con  A def in i t e  dgl  L e m m a  [3.1], con  ¢oB-~--0, ~ % = - - K - - , ,  
to ----- K .  
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