Sulla propagazione di onde piane
in magneto-termo-elasticita.

Nota di Ssraeio Levont (a Modena) (*)

Sunto. - Si ricavanoe dapprima le equazioni della magneio-fermo-elasticitec facendo wuso del
teorema delle quantitd di molo per oltenere I’ equazione delle piccole oscillazioni elastiche
e del principio di conservazione dell emergia per giungere all’ equazione gemeralizzata
del calore. Dopo la Uinearizeazione delle equazioni in questione, si affronta il problema
della propagazione di onde piane (supponendo cioé che tulte le grandesze abbiano la
stessa dipendenza spazio-temporale di tipo sinoidale) ricorrendo a un procedimento che
permette di ridursi a due sole equazioni, una vetloriale e una scalare, nella velocila,
temperatura e densitd della corrente eletirica. In particolare si studiano poi due casi
relativi a corpi privi di interazione termoeleiirica e a corpi perfeiti condutiori-dell’elet-
tricitd. Nel primo caso si meite in evidenza la possibilitd di due modi magnetoelasties
isotermi e quatlire modi magneto-termo-elastici; nel secondo si possono avere modi. di
velocitd termici e isofermici e modi non di velocitd, ma tulti richiedono ulteriori ipotess
semplificatrici quali, ad esempio, Vassenza della corrente di spostamenio o una parti-
colare direzione di propagazione.

1. - Introduzione.

Il problema della propagazione di onde piane in magneto-termo-elasticita
non & nuovo: il primo lavoro sull’argomento, del quale siamo a conoscenza,
relativo a un caso particolare, risale al 1961 ed & dovuto a G. Paria [1];
altri, sempre su casi particolari, ne sono seguiti successivamente (si veda ad
es. [2] e [3]). Nel presente lavoro si affronta la stessa questione facendo uso

di un procedimento che ci sembra molto generale, introdotto da A. BaNos e
applicato alla magnetoidrodinamica [4], [5], [6] e alla magnetoelasticitd [T].
Prima di tutto perd si ricavano le equazioni del campo: nel n. 2 si scrivono
le equazioni di Maxwell mettendo in evidenza 1’accoppiamento termoelettrico
nell’ espressione della densitd della corrente elettrica; poi (n. 8) si ricava
I’equazione del moto relativa alle piccole oscillazioni elastiche, applicando
il teorema delle quantitd di moto; infine (n. 4) si giunge all’equazione gene-
ralizzata del calore mediante il principio di conservazione dell’ energia, sfrut-
tando la legge di Fourier estesa all’interazione termoelettrica e i primi
prinecipi della termodinamica ().

*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’attivith dei Gruppi di Ricerca Matematici del Con-
siglio Nazionale delle ricerche.

{*) 11 procedimento, che nei n. 3 e 4 pormetie di ricavare le due suddette equazioni,
non ci pare sia stalo precedentemente usato nella lefteratura riguardante la magneto-termo-
elastieita.
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Si passa quindi alla linearizzazione delle equazioni (n. 5) giungendo cosi
ad oftenerne due sole, una vettoriale nella velocitdh e nella temperatura e
una scalare relativa alla diffusione del calore, nella velocitda, nella tempera-
tura e nella densitd della corrente elettrica. Nel n. 6 si considera la propa-
gazione di onde piane ammettendo che tutte le grandezze in esame dipendano
allo stesso modo dallo spazio e dal tempo mediante il fattore exp li(k.r — wi)! (*).
Introdotta questa ipotesi nelle due equazioni di cui sopra, si sfrutta 1'idea
del BaNos che consiste essenzialmente nel considerare la componente lungo
Passe ¢ (che & la direzione del campo magnetico primario B,), la divergenza
e la componente z del rotazionale dell’ equazione vettoriale, anziché studiare
le sue tre componenti cartesiane. Queste fre equazioni scalari pid quella del
calore costituiscono un sistema del quale si cercano, per una assegnata dire-
zione di propagazione, i numeri d’onda corrispondenti a tutti i possibili modi
di propagazione per onde piane. Per la complessith delle equazioni si affron-
tano due casi particolari: nel primo (n. 7) si trascura ! accoppiamento ter-
moelettrico, nel secondo (n. 8) si considera infinita la conducibility elettrica.
Nel n. 7 dapprima si studiano i «<modi di velocitd», quelli cioé per i quali
la velocith v & normale al piano formato dal campo magnetico esterno B, e
dal vettore di propagazione k; questi modi sono possibili solo mnel caso iso-
termo e sono due in tufto. Scegliendo invece per la velocita una particolare
combinazione di soluzioni elementari dell’ equazione di Helmholtz, si possono
avere quattro modi distinti magnelo-termo-elastici: questi, in assenza di in-
terazione termoelastica, si riducono ai tre modi magnetoelastici gia studiati
dal BANos [7] e a uno puramente termico. I’equazione che fornisce questi
quattro modi di propagazione viene poi studiata per B, —0 e per B ~—oco
e alle alte e basse frequenze; sia per B, — 0 che per B, — oc alle alte fre-
quenze il corpo si comporta come se fosse in assenza di interazione termo-
elastica. Nel n. 8 come gia si & detto, si considera un corpo perfetto con-
duttore dell’elettricitd; & opportuno perd in questo caso ritoccare le equazioni
di Maxwell e quella del calore per giungere al sistema risolutivo di quattro
equazioni scalari nella velocitd e nella temperatura. Anche qui si considerano
dapprima i modi di velocith; a differenza del caso precedente si possono
avere modi di velocith termici (ossia con temperatura variabile) nelle ipotesi
che sia trascurabile il coefficiente di dilatazione termica o che la direzione
di propagazione sia mormale al campo magnetico primario. Non si hanno in-
vece, senza ulteriori ipotesi, oltre alla y = oc, modi non di velocitd del tipo
gia visto nel n. 7; questi modi sono perd possibili con altre restrizioni quali
I’assenza della corrente di spostamento o dell’interazione termoelettrica gia
vista, oppure ammettendo che la propagazione avvenga solo nella direzione

(*) k & il vettore di propagazione, r quello di posizione, » indica la pulsazione e #
il tempo.
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del campo magnefico esterno; in quest’ultimo caso si possono avere due
modi magneto-termo-elastici che si riducono a uno elastico relativo ad onde
di compressione e a uno di natura termoelettrica nel caso in cui non vi sia
accoppiamento termoelastico.

2. - Le equazioni del eampo elettromagnetico.

Consideriamo un corpo elastico omogeneo, isotropo, conduttore dell’ elet-
tricitd e del calore. Indicato con:

H il campo magnetico,

E il campo elettrico,

B l'induzione magnetica,

¢, p la costante dieletirica e la permeabilitd magnetica,
ge la densith volumetrica di carica eleftrica,

le equazioni di Maxwell si possono scrivere

(1) VXH= oy
_ H
_ee
(3) V-E= <
4) V:-B=20 (B = pH)

dove il vettore j, densitdh di corrente eleitrica, & dato da (®)

) j=pu+1E+uaxXB—3YD);

nella (5) y indica la conducibility elettrica, u il vettore spostamento elastico,
T la temperatura assoluta e 3 & il coefficiente che lega il campo elettrico
al gradiente di temperatura. In seguito fareme uso anche del tensore elettro-
magnetico di Maxwell

1
) o — e(E,—E}g _ 2E355k> + p(Hin — %Hﬁam),

{?) Per il termine in ¥/ T si veda [8], formula (25.2): esso metie in evidenza che, se il
corpo & a temperatura non unifome, vi pud essere una corrente elettrica anche con un
campo nullo.
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dove 3 & il tensore di Kronecker, e del vetfore di Poynfing

() S=EXH.

3. - L’equazione delle piceole oscillazioni elastiche,

Il corpo elastico pud essere soggetto a piccole oscillazioni caratterizzate
dal tensore degli sforzi o e da quello delle deformazioni e¢;; espressi dalle
relazioni (*)

® o = 2Geip + [Ae — Ko(T — T,)[ou,
1
9 i == é(ui/k; + i),

dove e =V .g¢ & la dilatazione cubica, A e G sono le costanti di Lams, « &
2
il coefficiente di dilatazione termica di volume, K=X+EG ¢ il modulo

di compressione e T, indica la temperatura assoluta dello stato naturale
del corpo.
Per ottenere 1’equazione dei piccoli moti elastici, indicando con p la den-

sitd del mezzo, con F le forze di massa e con u I accelerazione, seriviamo
il teorema della quantitd di moto nella forma

(10) f(pu, + EQJ.S,)d V= fPF;dV—*- f(cik + 'c,-k)n’“dS,
v 14 S

dove V indica un volume arbitrario all’interno del corpo ed S la superficie
che lo racchiude. Per il teorema della divergenza e per 1’ arbitrarieta del
volume considerato, da (10) si ha

azui 1k [k ]
(1) o5 = oFi+ olk + vk — eu;

Se ora si indica con V.o la divergenza del tensore degli sforzi, da (8)
si ottiene

(12) Veo=GVu-+&+ GVVeu—KaVT,
mentre per il tensore di Maxwell si ha

(13) Ver=¢EV-E+ (VX E)X E]+ MV X H) X H.

(4} Per queste si veda, ad. es., [9] pag. 89.
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Per (1), (2) e (3) la (13) si pud scrivere

2 2
(1) Ves= ek — wS X Et (i 5| XH=pE o+ 1 X Ht pesfE X H)

La (11) quindi, in virtt di (12) e (14), si pud mettere, per comoditad di
calcolo, nella forma vettoriale seguente

*u

(10)  egp=pF+GVu+ 0+ OVV-u—EKaVT+0E+jXB

Se poi si introduce il vettore
(16) f=pE+jXB

che rappresenta tutte le forze elettromagnetiche e che, per quel che precede,
& espresso anche da

(17 fi=rl — epS;,
I’equazione del moto (11) diventa

(18) Pt = o+ ol fie

4, - I’equazione del calore.

Applicando il principio della conservazione dell’ energia si ricava I’ equa-
rione della diffusione del calore per i problemi magneto-termo-elastici. Siano:

U Y energia interna specifica (per unitd di volume),

q la densitdh di corrente termica espressa dalla legge di Fourier
generalizzata (*)

(19) qi = — Ty + =j;

dove % & il coefficiente di conducibilith termica e = quello di Peltier che
lega la corrente termica a quella elettrica (°); siano poi: w=1/2(cE* -4 pH?)
I’ energia elettromagnetica per unitd di volume, @* la quantitd di calore ge-
nerata da sorgenti nell’unitd di tempo e per unitd di volume.

{3) Per questa legge si veda la formulazione adottata da Kaviski in [18], formula (2.11),
relativamente al caso isotropo e omogeneo.

(%) Nel caso di un mezzo anisotropo nella (19) compare, anzichd =j,, maj,, dove =y &
il tensore di PELTIER; la variazione da posto a posto di m,; & responsabile della produzione
del calore di Peltier, mentre quella di j genera il calore di Bridgman (si veda [14]).
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1l teorema della conservazione dell’energia allora si pud scrivere:
(20) f (evitt + U + w)dV = f eFidV + f Q*dV + f (0" — q; — S;)nidsS,
v 14 14 g

dove con p =g si & indicato la velocita di spostamento elastico. Per il teo-
rema della divergenza il secondo membro di (20) diventa

f CF + @ + ouoh + ok — g — SPhav.
14

Quindi dalla (20) segue
(21) p’l)ﬂ)i - U—I-— W == pFwi + oipLP 4+ Gﬁf’vk - qf - Séi -+ Q*

Tenendo conto dell’ equazione del moto (18) e della (19), la (21) si pud
serivere

22) U+ w=op0" — f} + 2V T —nV.j— S + @~
Ora dalla (16) segue

(28) frv=pE-v—j-(v X B

introducendo la densitd di corrente di conduzione

(24) J=j—-pew=vE+vXB—3VT),

la (28), tenendo presenti le equazioni di Maxwell, diventa

f-v=peE‘v—j-('§—-E—HiVT):peE‘v—-j-'g—l—j-E—-{ij-VT::

s
=PeE-v-—(J+pev)-§:+<V XH—e%%)-E—@L VI=
2 2
=PeE"v"—%“"‘PeU'(E+UXB"”BVT)+ v XH-E—%&%EE-——M-VTz

J*E 1 2E* .
“—‘:—?'l'ﬁPeU‘VT—V'(EXH)"I"VXEH—'QEEZ——BJ'VTz

J? 12

= _.?—{3J'VT-—V S —55CE" + pH?).
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In conclusione si ha

J?

25 fw‘=~—?—*§J-VT—-w——~Sﬁ";
la (22) quindi assume la forma

U . \ .
(26) -;t—"—f)’m@/"—}* +BJ VT +2V:T — oV« j+ @~

Esplicitiamo ora il primo membro di (26); potendo scrivere ()
U= UG, T),
ne segue

@7 U  2U3T 33U ey

3t 2T 3t ¥ dey 3t

Ora, indicando con 8@ il calore assorbito nel tempo df dall’unitd di vo-
lume, il primo principio della termodinamica permette di scrivere

@8) 50 = aUdT+ 3L e, — adett

o anche, introducendo I’ entropia specifica (per unitd di volume) s == s{es, T),

(29) dlU = Tds + cr,;kda““,
ossia

30 av=1254r 72

( ) - aTd + G’Lk + a\ 1k

Dalla (28), considerando trasformazioni a deformazione costante e infro-
ducendo il calore specifico a deformazione costante C;, definito da (%)

(5@)9 = pC.dT,

si otftiene
ol
(31) PGE — a_'T’
da (30) invece si ha
aU
9
(32) 3eh = i T Ta T

(") Per questa ipotesi e per la relazione (28) si veda, ad esempio, {9} pag. 89.
() Si veda ad esempio, [10], pag. 194 e seg.
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Inoltre, essendo U una funzione di stato, il secondo membro di (30) deve
essere un differenziale esatto e percio si ricava

o8 . ac,-;c.
38) i Vi
quindi la (32) diventa

oU 90‘,'
34 aee = o — Tgp
e, per la (8),
(85) ;—E%r— gir - Ko T8y, .

In conclusione la (27) si pud secrivere

U

(36) =

C. at —|- opetk 4 KocT5,ke'k =

Eat + Gintt +KocTe

Infine la (26), per la (36) e ricordando anche la (9, diventa

(87) pGaT—i— KaTV - v—-xVZT-i— +BJ VI —=V.j+ ¢

Alla (37) si pud dare un’altra forma leggermente diversa; introducendo
il calore specifico a stress costante dato da, [10],

(38) (SQ)G = P(Jc:d Ta
la (28) pud scriversi
39) 0C,AT = pC.AT + [Uk G;k}dai"‘
da cui segue
U Jetk

(40) 0, — 0y =5 — aul 57 )
o anche, per la (34)

__ ac:,-k deik
A A0 — 0= — T (35) |

dove le derivate %—f sono fatte per i valori costanti delle oy.
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Ora per le (8) e per le relazioni inverse che da esse si possono ottenere

i
8" Eix == gT Bere 4 56

A
Otk — 33O 5&&},
la (41) fornisce
(42) e(Cy — C) = Ka*T.
Sostituendo quest’ ultima in (37) si ottiene

AT C, — C.
(43) POs—a? +¢ p

2
v ~v=xv2r+%-+ 8- VT —nVej+ Q*

Il primo termine a primo membro esprime 1 incremento di calore
nell’ unith di tempo e di volume a seguito della variazione di T, il se-
condo termine quello dovute alla variazione della dilatazione cubica; a
secondo membro si ha il calore dovuto all’ ordinaria conduzione termica,
quello sviluppato per effetto Joule, proporzionale al quadrato della densita
della corrente di conduzione, e quello Q* generato dalle sorgenti di calore.
I due termini rimanenti esprimono, il primo, il ealore prodotto per efletto
Thomson (che & proporzionale, a differenza di quello di Joule, alla densita
della corrente di conduzione e quindi cambia segno se si inverte il sen-
so di tale corrente), il secondo il calore sviluppato per effetto BRIDGMAN
[14] che dipende dalla variazione da posto a posto della densitd della cor-
rente elettrica. Questo calore, se si trascura la corrente di spostamento per
cui & V -j=0, si riscontra solo nei mezzi anisotropi e si manifesta alla su-
perficie dei conduttori, dove la densitd j diminuisce rapidamente oppure alla
superficie di separazione di due conduttori diversi, dove il vettore j cambia

/

di direzione. Nel nostro caso, essendo invece V.j= V. &s %?) = s%%e,
produzione di calore & dovuta alla variazione da posto a posto della corrente
di spostamento, o, se si vumole, alla variazione nel tempo della carica elet-
trica di volume.

tale

5. - Linearizzazione delle equazioni.
Consideriamo dapprima !’ equazione del calore nella forma (43) ammet-

tendo, per semplicithd, che non vi siano delle sorgenti di calore; introducendo
la temperatura relativa allo stato naturale del corpo

(44) @=T—T

0

Annali di Matematica 15
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la (43) diventa

20 C;—C

43) 60 +.o—-°—&—-fv-u:uv26+‘§i+ﬁJ-V@)——W-i-

* ot

Trascurando ora i termini di grado superiore al primo si ottiene

(45) eC

L) . Cy — G,

ot Y o

che & appunto l’equazione della diffusione del calore per i problemi magne-
to-termo-elastici in forma linecare. Analogamente dalla (37) si ricava(®)

(45" —{—KocTV v=xV0--nV.j.

Eat

Per linearizzare le altre equazioni(*’), scriviamo l’induzione magnetica
nella forma

46) B=B,+ vh

dove B, rappresenta il campo esterno, che supponiamo costante, e A il cam-
po indotto. Consideriamo poi il rotazionale della (2), tenendo presente la (1),

. of OE |
(47) VXV XE= —pat(VXH) —ug(ag_;.,)
da cui segue
¥E ¥
(48) VE——peat2 p.éz—_VV-E

Dalla (B) si oftiene
49) YVVE=VV+j— V- low)—YVV « (v X B+ By V VT

mentre da (1), tenendo presente la (2) e la (1) stessa, si ha

VVej=—eVV-: aE=~eV2~§~— VXVXaE
(50) —— v v x (H-
. a’ E‘!
=—2V ac“"”w( ey

(%) Questa equazione e la (4b) si confrontinoe, ad esempio, con la (1.3) di [11] o la (2.5)
di [12].
{#?) Per questo procedimento si veda [4].
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Sostituiamo ora (49) e (50) nella (48)

PE_ % 3E | ¥

5 tE U ASSNPS v
(31) YVE—qpegp —ypg= —eVig fpey +

83
+ Peg-gzg— VV (pev) —YVV - (0 X B) 4 3y VV*T,
ossia ricordando anche la (44),

2 . 22,
62) (H—Eg)(v* -Ep-a-tz)E—F YVV (o X B)=
2 CARR
== P-a—t(Y + 55&)] — VV . (Pev) + ﬁ‘(VV’@.

Moltiplichiamo ora veftorialmente a destra ambo i membri di (52) per il
vettore costante B,

2 a2
53) (y+ea—t)(v2—-eu§~ﬁ)<5><BOH—YWV (o X B)] X B, =
2
= ;Lﬁ(*( + sgit»)(j X B,)) —[VV - (o)l X B, + y[VV*6] X B,.

Introducendo la (468) e la (3) nella (16) si ha

F=c¢EV-E+jXB, 4+ pjXh;

da questa segue

(64) jXBozf—V-r+6p%(E><h)

dove qui = indica il tensore elettromagnetico di Maxwell per il campo in-
dotto, ossia

Tig == € (EiEhc - ;E‘)&'k) + P-(hihlc - éh25ik>-

D’ altra parte dalla (5) si ha anche

E—————Rl?.im%,pev-vXB—l-ﬁV@

e quindi

EX B,=1"' X B,—1"'pev X B,~ (v X B) X B, + V0 X B,
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e ancora, per la (54)

55)  EXB,=1~'[f—V vteps (XK1~ X By~ (X BIX B, §VOXB, .

Sostituiamo ora (H4) e (BD) in (B3)

3 9° 3
(56) <~{ +a§)(v2 — ep&;) {y“[fm— Vet ep%(E X h) — pev X By| —

-<v><B)><BO+@V®><Bo}+v[vv-<v><3>]><80=

} 3 2
— vt +eg)[f =7t en GEXR]— 17V ) x B+
+ By [VV*O} X B,.

Della (56) prendiamo in considerazione la forma linearizzata seguente
! a 2 32 —i
60 (r+eg)(Vi—eeg)f—© X B)X B, + 56 X B)=
3\ of .
=y +egy)y MV V0 X B) X B, + }[V V0] X B,

dove, per la (12) e la (18) in cui si trascurino le forze di volume pF, &

32
(b8) %:pgg-—p(Vf-— V&VYV ev — Vit Vo - Ka%V@;

nella (58) si sono introdotte le velocitd di compressione e di distorsione date da

A 424 ., @
—— + ) Vd“=~.

59 Ve
©9) p 14

La (45) e la (67) sono le equazioni su cumi ci baseremo per studiare le
onde piane.

6. - Onde piane.

Supponiamo che la temperatura e le componenti cartesiane dei vettori
del campo presentino la stessa dipendenza dal tempo e dallo spazio espressa
dal fattore adimensionale

(60) Ylr, &)= exp fitk - r — wi)}
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dove ® ¢ la pulsazione assegnata delle oscillazioni armoniche nel tempo e k,
in generale complesso, & il vettore di propagazione. La funzione ¢ soddisfa
all’ equazione di Helmholtz

(61) (V2K =0.
Scegliamo poi 1’asse z parallelo all’induzione magnetica esterna B, in

modo che sia

Bo = Bois 3

essendo i, il versore dell’asse z; allora siccome tale asse costituisce per i fe-
nomeni un asse di simmetria, si pnd porre in generale

(62) k=kn=Fk.i + k.i,,

dove k, e k, costituiscono il numero d’onda frasversale e longitudinale ri-
speftivamente. Introduciamo ora per le velocitd le soluzioni elementari defi-
nite dalle relazioni, [4],

(63) v, = 'f)o‘;’l’a; v,=n X v, = vdn X iy, U, = v, 4n,

dove ¢ & data dalla (60) e v, ® un’ampiezza arbitraria di velocitd; i tre vet-
tori (63) sono soluzioni dell’equazione vettoriale (V? + k*)y =0 e i primi due
sono solenoidali (*!),

k.-v =0, k.p, =0,

mentre il terzo & irrotazionale
kXwvp,=0.
Poniamo ora
2

(64) v=uv-}vi, e V=V:+i3—a—
mettendo in evidenza la parte lungo I’asse z e quella ad esso normale; se

T . . d
poi indichiamo con —déw la derivata

3% la (7), moltiplicata per I’ unitd im-

maginaria 4, si pud scrivere

(65) (we + iy)(V? 4 o’pe) [y ~'F + Blor + BB, VO X i;] =
= — top(we 4 i)f + iyBXV v — ViViev) + iyBB(V:V?0) X i,.

{11) In base alla (80) !’operatore 7 vale ik.
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Auvalogamente da (58) si ottiene
(66) iof = poip + p(V: — VPAVV v+ p Vi Vie 4 i0KaV 0.

Introducendo infine (66) in (6D) si ricava
1 \
(67) (we + 47)(V* + w’pe) {;‘”_Y (oo + o(Ve' — V&) VV v + oVa' Vi +

+ iwKaV 0] -+ Bjv; + 3B, V0 X i3} = — pwe 4 iy)[pw’v +

oV — VAV V ev+pVa* Vo + ivKa VO] + iy B Vitos — ViViev) 4
+ iyBB(VV?0) X i,.

Di questa equazione, sempre seguendo Bawos, [B], consideriamo la compo-
nente lungo 1’asse 2, la divergenza e la componente z del rotazionale; si ot-
tengono cosi le tre seguenti equazioni scalari(‘%):

2 Ko 0

2 2 2 — 2 T2 . R Sambhily (Y 3% i
(68) EA(V?E 4 kYo, = — (kg kc)az(v v) zpwk’“’ ka %

82
6 |7k { kst — ke + (V2 + kat) [k — da(V* + kﬁ)}} +

BV A+ BV + k)] Vo= — z% BTV ko) [k — ia(V* + ke

+ k(V? + EPNVE—EHVE + EF)VA0,

(10) (V- kL) [ka® — da(V? + ka")) + ko’ (V? + k") — k"1 — b7 VAV X veids) =

e R A )
dove si & indicato:
kL’ = o’pe il numero d’ onda associato alla veloeita della luce
ki =o*/ VS PO » > > » di fase di distorsione
kP =¥ TV2 » » » » » » > » di compressione
ky? = o’pp/Bst > » » » > » > » di Alfven;

a = wp/YB,* e b=we/y sono due parametri adimensionali che vanno a zero
nel caso di infinita conducibilith eletirica {y =oc).
Si tratta ora, per una assegnata direzione di propagazione individuata

(1?) Pe ottener la (69) si tiene conto anche della (68).
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dall’angolo ¥, angolo che il vettore di propagazione k forma con l’asse z, di
trovare i numeri d’onda % che corrispondono a dei modi possibili di propa-
gazione. Data la complessitd delle equazioni in questione ¢i limiteremo perd
ad esaminare alcuni casi particolari.

7. - I caso: sia traseurabile ’aceoppiamento termoelettrico (=0, n=0).

Supponiamo che gli effetti termoeletfrici siano trascurabili rispetto a
quelli termoelastici e magnetoelastici in modo da poter considerare nulli i
coefficienti § e = (**); in tal caso 1’equazione del calore, nella forma (45'), te-
nendo conto dell’ipotesi (60) si pud secrivere

Ty (fwpC, — #k*0 = KaT,V + v

mentre da (68), (69) e (70) si ha (*)

3 . K 30
(72) il — Ko, = — (b ~ k) £ (V - o) — e;ﬁ Kiki s
2 “ 2 2 az 2 ‘ 2 - 2
(73) {(kL — kN {(kd — k) T (kg — k) [ki — ialks - E*)); +
2,72 9 2 ,KO! 2. 2 o9 2 . 2 2
s — )82 — )V + o) = 6 2 I ) — s — 1) +

+ 2k — Bk — kg kL — E5)E® sin® 010,
@) {hE~ k)b — ialki — ) + kil — k%) + Ka(1 — ib)~k*sin®8}(V X v+is)=0.
Se si sceglie per la velocita il valore (63,)

(75) v=up,

si ottengono i cosidetti «modi di velocitd»; cosi sono chiamati dal BaNos
quei modi di propagazione per i quali la velocitd v & perpendicolare al pia-
no formato dalla direzione del campo magnetico esterno e dal vetfore di

(13) In realtd i due coefficienti sono legati dalla relazione 87, == per cui Iannullarsi
dell’ uno porta allannullarsi dell’altro. Consideriamo infatti le due relazioni di THoMSOR per
corpi anisotropi nella forma (1.8) e (1.4} di [14] con f(T)=g{T)==0; dopo semplici passaggi
si ricava s,-,‘_—_-%zr, che nel caso isotropo ed omogeneo diventa e:%. Quest’ultima equivale,

nel nostro easo linearizzato, alla BT, == (si veda [11], pag. 878}

o
(*4) Ricordiamo che & 5 itk cos & e quindi V7,2 ==~ k2sin?$.
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propagazione k; inoltre tale velocitd v, & caratterizzata dall’avere, per la (63)
(76) ,=0 e V-.-0=0,

ossia in tal caso il mezzo non esercita la sua comprimibilitd. Introducendo
questi valori nelle equazioni (71), (72) e (73) si vede che, affinché esse siano
soddisfatte, occorre supporre @ = cost.; la (74) invece fornisce

N (k% — E)[kG — daki — ] + Ei(k3 — E* kX1 — ib)~%* sin® 8 = 0.

Questa equazione coincide con la (13) di [7]; da essa si deducono due
modi magnetoelastiei distinti: noi 1i chiameremo modi di velocitd isotermi,
sottolineando il fatto che non sembrano possibili modi di velocitd con ©
variabile.

Sono invece possibili modi termici se si sceglie per la velocitd la com-
binazione

(78) U =03 COS ¢ — y8in ¢,

dove o, se reale, indica 1’angolo che v forma con il vettore k& di propaga-
zione e vy, vs sono date da (63,,); nella (78) & messa in evidenza la parte
solenoidale e quella irrotazionale della velocita. Questa espressione della ve-
locitd pud anche seriversi

(78 v ={cos ¢n -+ (iz X n)sin ¢lvgd,
da cui appaiono le seguenti proprieta:
k.v=~FLvYcoso

(79) vy == Vo cos (6 + )
k >< v l.3=0.

L’ ultima delle (79) ci assicura subito che la (74) & senz’ altro soddisfatta;
dalla (72) si determina il parametro ¢ in termini di k: infatti sostituendo ©
in funzione di V .-v per mezzo della (71), da (72) si ottiene (%)

kake — B, K *a*Tokak?
ki —1 pwliweC, — xk)(ES — k)

(80) tang 0 tang ¢ =

Sostituendo invece V .v in termini di 8, sempre mediante la (71), nella

{(*3) La (80), in assenza di accoppiamento termoelastico (x =0), coincide con la (15) di [7).
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(79), si ricava
(81)  (iwpC. — nk)[(K* — kL) (6 — ko)k® cos® 6 + (B — &) [k — da(ks — k%)) +
4 ka(kd — B (ks — k) + @Epﬁ‘g—“ kek2((k* — k1) (ks — dalks — k%) -+
+ Lok — k%) 4 Eikr — k%) sin® 0} = 0.

La (81) & un’equazione di quarto grado in k* e quindi mette in evidenza la
possibilita di quattro modi distinti magneto-termo-elastici. Osserviamo che in
assenza di interazione termoelastica, « =0, si presentano, ovviamente, un
modo di natura puramente termica caratterizzato dal numero d’onda

(82) e — PoeCe

% ?
e i tre modi magnetoelastici gia studiati dal BaNos [7]. Considerando piccolo
I’apporto del termine in «® si pud pensare che i quattro modi di propaga-
zione messi in luce dalla (81) non sono aliro che i fre modi magnetoelastici
del Baxos e quello termico relativo alla (32) modificati dalle proprietd ter-
moelastiche del mezzo.

Studiamo ora la (81) in aleuni casi particolari.

Limite per B,— 0.

Se facciamo tendere a zero il campo magnetico esterno, 1’ equazione (81)
2

. 1 k .
si semplifica in quanto &!»-—»0 e a‘:”—-—»p.wy, e diventa

K?a*T,

(40

(83) (k3 — ) [pory — iEL — BN (ks — k%) (fwpC, — »k?) — i Eek? = 0.

Da questa si ottengono subito onde di distorsione, k> = kj, e onde di natura
elettromagnetica in corrispondenza al numero d’onda

(84) B =ki + ipoy;

pitt precisamente in quest’ultimo caso si ha upa composizione di onde elet-
tromagnetiche con la velocith della luce e di onde elettromagnetiche super-
ficiali (skin waves). La (83) da inoltre

2,,2
(85) (k% — 1) (Gop O, — wk) — ,!S%E K = 0

questa equazione mette in evidenza la possibilitdh di due modi distinti che,
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pel caso particolare di « =20, si riducono ad onde di compressione e ad onde
termiche. Anziehs risolvere la (8D), ci sembra pilL interessante studiarla nel
caso in cui sia piccolo il coefficiente di conducibilita termica: » « 1. Riscri-
viamo allora la (85) nella forma

(85") (wp C. + K:;To lcﬁ) E — 0pCki = — in(k* — ELk%.
Indichiamo con
k2
2 c
(86) ko - 1 + Kzo(.zTo kz
Pzwzc ¢

il valore di %* che da (8D) si oftiene nel caso »x =0 e che corrisponde a una
onda di compressione modificata dalla interazione termoelastica; considerando
poi il secondo membro della stessa equazione come una piccola perturba-
zione, se ne ricava per una radice !’ espressione

2,2 4
87 B~ K {1 4 ixpw Ko Toks }

(e°0*C, + K22 Toko)?

che rappresenta un’onda del tipo (86) lievemente attenuata dall’interazione

. . . . 0pCiky .
termoelastica; per ’altra radice k;, essendo ovviamente kfk§=z—p 2 si ot
K

tiene (**) I’ espressione approssimata

K2? Tk
p2(1)2 Cs

2 -E"POE‘
(88) ky =~ ¢ |

t+

2,2 4
}31_2.%9(” K2 Tt }

(e*w?C, + K*a2T k)
. L wp O, .. . . .

che & dominata dal fattore i— e quindi corrisponde praticamente a’ una
onda termica. Concludendo, quando il campo magnetico esterno tende a scom-
parire (B;— 0) sono possibili quattro modi di propagazione per onde piane:
due, quello di distorsione e quello etettromagnetico, non sono influenzati dal-
Vinterazione magneto-termo-elastica mentre gli altri due risentono delle pro-
prietd termiche del mezzo; trascurando poi completamente gli effetti fermici,
a=0 e »=0, questi due ultimi modi si riducono a uno solo corrispondente
ad onde elastiche di compressione.

. . . . R K22 ket —1
(16} Ricordiamo che per » <€ 1 si pud scrivere j1 -+ dwpw (p%z(]g-i—K;oc‘cTok?c)? =
S PR, K227 B4, {
PO e Ce KPa? T2 )2\
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Si pud poi anche vedere il comportamento dell’equazione (85) alle alte
e basse frequenze. Alle basse frequenze, v « 1, si oftiene

K*%*T,

pwn

89 B~ K 44

1

ciod un modo di compressione fortemente modificato da fattori termoelastiei.
Alle alte frequenze, w » 1, da (85) si oftiene invece

__1wpC,
=,

(90) B=k e k

ossia onde di compressione e onde termiche: in sostanza alle alte frequenze
il corpo si comporta come in assenza di accoppiamento termoelastico.

Limite per By — oo.

Se si fa tendere B,— co segue immediatamente che kj—0 e a—0 e
quindi la (81) assume I’ espressione

2,2
O (k3 6w C— ) [(E—FOR? c08* 0 - B —IE)] 4 i L0
p®

Lk3k? cos? 6% =0.

Da questa si ricava k*=Fk7, cioé un modo di natura elettromagnetica con
una velocitd uguale a quella della luce, (risultato questo abbastanza ovvio
in quanto, facendo B,— oo, si esaltano gli effetti elettromagnetici) e

92)  (wpC, — xk?)[(ki — kD cos® 8§ + kik® — k)] 44 K25 cos? 6 = 0.

. K%a2T,
®»

Ora se in questa si trascura 1l’interazione termoelastica, facendo « =0, si ot-
tiene il modo termico relative al numero d’onda (82) e un altro modo con
numero 4’ onda dato da

N R
k2 cos? § + k2 sin? 0’

(93) K

in quest’ultimo caso si tratta di una composizione di onde di compressione
e di distorsione modificate anisotropicamente dalla forte interazione magneto-
elagtica e con una velocitd di fase data da

(94) ve = V¢cos? 6 4 Visin? 6 (™).

Quindi da (92) si possono dedurre, almeno finch® il coefficiente « & abbastanza

(17) Per queste onde si veda [7].
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piccolo, onde termiche ed elastiche alterate, rispetto ai numeri d’onda (82) e
(93), in maniera anisotropa dalle proprietd termoelastiche del mezzo (z == 0).

Alle alte frequenze, (w > 1), infine, sempre da (92) si ottengono ancora
onde termiche ed elastiche come se si fosse in assenza di accoppiamento termo-
elastico (« = 0), mentre alle basse frequenze (0 « 1) si ha

21,2 2.2
(95) % koka [1 i KT
WA

= cos’ 6},
k% cos® 8 4 ki sin® 6

cioé ancora onde elastiche che, rispetto al numero d’onda (93), sono forte-
K*a*T,

mente alterate dal fattore termico [1 ) pees

cos® &] (*). Facciamo infine notare

che questo fatfore termico che altera le onde elastiche alle basse frequenze
differisce solo per cos®¥ da quello che compare nella (86), relativo alle basse
frequenze nel caso B,-— 0; questa differenza corrisponde fisicamente ad un
comportamento anisotropo del mezzo causato dalla forte interazione magne-
toelastica (By-— oo).

8. - II caso: eonducibilith elettrica infinita (v = oco).

Nel caso in cui il corpo in esame sia un perfetto conduttore dell’elettri-
citd (y = oc) invece della () si ha 1’equazione

o) E=—0vXB+3VT.

Si pud quindi, in questo caso, trasformare ulteriormente il termine in V .j
che compare nell’equazione del calore (45') tenendo presente che &, per la (1),

(96) V-j=—€£(V-E)
e, per la (§'),
9 V.E=—V - wWXB+8Vl=—VXp-B+VXB-v+BVT

Prendendo di questa equazione la forma linearizzata e sostituendola in (96)
si oftiene

. 3 ,30
(98) V-J=e(§ZVXv>-BO—s§V§Z,

n
(*%) Facciamo notare che per 6 =g si ha k2=k?;.
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Di conseguenza !’equazione del calore (45), nel caso delle onde piane sinu-
soidali, fornisce

99)  [F(x — iwef*T) — iwp (.0 = — KaT,V « v + iweToBy(V X U+ iy).
Per quel che rignarda le altre equazioni si ha: la (68) rimane inalterata

Ko
o

w2l

2,7,2 2 — 2 % a 3
(68) kc(kd“*k)vz-—(kd-kc)é“z(v v) ? 3z’

la (69) e la (70) diventano rispettivamente (*°)

(100) %(ki — {(ké — R <, 4 KR — k‘ﬁ] RS — B — k%} (7 - 0)—=

. .Ka 2 2 21,2 az 2,7,2 — k2| A

= — %oz o, — s S his — o] o

(101) [kf, §- IR 4 B — B (V X v - i3>=§.k§kiv’z’®.
(] 0

Studiamo innanzitutto i modi di velocitd, v =wv,.
Ricordando le (76) si vede subifo che la (68) pud essere soddisfafta in
due casi: 1°) =0, 2°) aaijz().

19) Se si pone a =0 la (100) & automaticamente verificata mentre la
(99) diventa

(102) (Kot — iweB®T) — iwpC,]0 == 0eB ToBy(V X v - i3).

Eliminando © fra la (102) e la (101) si oftiene un’equazione dalla quale, an.
nullando il coefficiente di V X p-i;, si ricava

(108) [kaka — k*) — k3k* cos?® 0] [k3(x — iweB?Ty) — iwpCy] +
+ B3Rk (% — i0eB?T, cos® 8) — jwp(,] = 0.

Essendo questa di secondo grado in %°, si hanno dunque due modi distinti
di velocithd che, a differenza di quanto accade nel caso gia visto di =0 e
v & oo, sono anche modi termici, cio® non si richiede necessariamente che
sia © == cost. Si pud poi notare che, nel caso y = oo, I'interazione termoelet-
trica (8 == 0) & associata alla corrente di spostamento (¢ == 0); se trascuriamo

anche la corrente di spostamento (¢ =0, k7 =0), da (103) si ricava un modo

(*°) Ricordiamo che nel caso y==oo si ha a =5=0.
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. iwpC, .
puramente termico con numero d’onda k22~»~%—«f e un modo magnetoelastico,

anisotropo per effetto dell’interazione magnetoelastica, con numero d’onda

21,2
(104) = T—J’%"’i—.
ko - kg cos® &

Ancora da (103), se consideriamo onde piane propagantesi nella direzione del
campo magnetico esterno, ¥ = 0, in modo da avere un comportamento isoftropo
del mezzo, si otfiene

(105) (kalea — k) — kak® + Kka) [K°(x — dwed*To) — dwpCl] = 0,

da cui si deducono onde termoelettriche, in corrispondenza al valore

e 000
(106) k= % — el Ty
e onde con numero d’onda dato da
2 2 2
(107) i — Falka - kL)
ko + kg

di natura elastica ed elettfromagnetica.

20) Se si ammette invece che sia %E;-) ==0 (e quindi, per tutte le gran-

dezze, %:ik cos 6 =0 il che equivale a supporre cos¥ =20), che & 1’altro
caso in cui & soddisfatta la (68), per modi di velocitd y =yp,, da (100) segue

Ko, .,
(108) i P—:)‘ KRS — Bk = 0
mentre la {101) diventa
(109) (KK + Bk — KV X 0+ i) = — o RKEAO);
[

infine la (99) ha ancora la forma (102). Eliminando © fra la (109) e la (99)
si ottiene

(110 kaks — ) [ — iweB?Ty) — dwp C:] + krkik» — dwp (] = 0.

Si tratta quindi di risolvere il sistema formato da (108) e (110); si vede subito
che questo sistema ammette la soluzione %k* = k3 nel caso in cui si trascuri
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la corrente di spostamento (¢ =0); oppure, facendo B,— oo (da cui segue
ky—0) la (108) & verificata per qualunque %* mentre la (110) da il valore

iwpC , . o0
el ®, corrispondente a un modo termico. Concludendo, nel caso = =0,
®
che fisicamente corrisponde ad onde piane propagantesi in direzione normale
al campo magnefico esterno, si possono avere i seguenti modi di velocita: onde di
distorsione nel caso in cui si trascuri la corrente di spostamento, ¢ = 0, onde
termiche nel caso di un forte campo magnetico primario, B, -— oc.

Per quel che rignarda invece i modi di velocitd isotermi, O = cost., si

ha: le equazioni (68) e (100) sono verificate, la (101) e la (99) diventano
rispettivamente

(111) — kik? cos® O - Erkg 4+ kaks — k%) =0,
(112) tweB T, By = 0.
27,2
Questo sistema ammette quindi le seguenti soluzioni: k* = _2_1@_2?5_41_"”_” nel
ko + kg cos®
kYR H)

caso di e==0, k = nel caso di §=0. Quindi si pud dire che

ki kicos® B
sono possibili i seguenti modi di velocitd isotermi: un modo magnetoelastico
anisotropo se si trascura la corrente elettrica di spostamento (e =0), un
modo pure anisofropo di natura elastica ed elettromagnetica se si frascura
I’ interazione termoelettrica (§ =0). Senza le ipotesi e=0 o =0 non sono
invece possibili modi di velocity isotermi.

Scegliamo ora per la velocitd la combinazione (78), cioé p = v, cos ¢ —
—vzsing, che gode delle proprietdy (79); ricordiamo che il sistema da stu-
diare & costituito ancora dalle equazioni (99), (68), (100) e (101). Dalla (101),
per la (79), si ha subito

(113) (E E3kTk sin®§ © = 0.
B,

Si possono quindi avere diversi casi particolari: il caso B=0 & gia stato
studiato nel n. 7 (basta aggiungere 1'ipotesi y = oo); il caso ¢ =0 porta alla
equazione (80) tale e quale e alla (81) in cui faccia A7, = a =0 (si hanno
quindi tre modi distinti anzich® quattro come segue dalla (81)); anche consi-
derando il limite B, oo si ottengono di nuovo la (80) inalterata e la (81)
con k; = a =0: Si ottiene invece qualcosa di nuovo considerando onde che
si propagano nella direzione del campo magnetico esterno, ciod per 9 =0,
Eliminando © tra la (99) e la (68) e tra la (99) e la (100) si ricava ri-
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spettivamente
(114) (ks — B[ (0 — i0ef?Ty) — iwpC.] 4 z'K:;T" Bl =0
(U15) [k — KOS h2RS — B ‘(kﬁ — B[R — el Ty) — dwpC.) +
KTy, )
+1i P kok }_ 0.

Questo sistema, ovviamente, ha per soluzione le scluzioni della (114): si tratta
di due modi di propagazione, uno relativo ad onde di compressione e 1’altro

ad onde di natura termoeleftrica con numeri d’onda alterati, rispetto a 2 e
a quello dato dalla (106), a seguito delle proprietd termoelastiche del mezzo
(¢ == 0). Notiamo infine che la (114) contiene come caso particolare per ¢ =0
o §=0, la (85), che & relativa al limite B,— 0 mnel caso B ==0: ¢’¢ quindi
una certa analogia tra quel caso e quest’nltimo corrispondente a propaga-
zione per onde piane nella direzione del campo magnetico esterno in un
mezzo perfetto conduttore dell’ eleftricita.
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