
Sulla propag~zione di onde pittne 
i n  magneto-termo-elnsticit~. 

~ota di SERGIO LEVON1 (a 5~odena)(*) 

S u n t o .  - Si ricavano dapprima le equazioni della mag~,eto.termo.elasticit~ faeendo use del 
teorema della quantit~t di mote per oitenere l' equazione della piccole osciUazioni etastiche 
e del principio di conservazione dell'energia per giungere all'equazione generalizzata 
del calore. Dope la linearizzazione della equazioni in questione, si affronta il probtema 
della propagazio~e di onde plane (supponendo cio~ che tutte le grandezze abbiano la 
stessa dipendenza spazio.temporale di tipo sinoidale) ricorrendo a un procedimento che 
permette di ridursi a due sole equazioni, una vettoriale e una scalar% uella velocit~t, 
temperatura e densit}t della correnle eIettrica. In  particolare si studiauo pal due casi 
relativi a carpi privi  di inte~'azione te~moelettrica e a carpi perfetti conduttoridell'elet. 
tricitd~. Net p~'imo case si matte in evidenza la possibilitd~ di due modi magnetoelastici 
isotermi e quattro modi magneto-termo.elastici; nel secondo si possono avere modi. di 
velocitd~ texmici e isotermici e modi non di velocitd 6 ma tutti riehiedono ulteriori i~otesi 
sempliI~catriei quali, ad esempio, l'assenza della corrente di spostamento o una pat t i .  
colare direzione di propagazione. 

1. - I n t r o d u z i o n e .  

I1 problema della propagazione di onde piane in magneto.termo-elasticit~ 
non b nuovo:  il primo lavoro sul l 'argomento,  del quale siamo a conoscenza, 
relat ive a un case particolare,  risale al 1961 ed b dovuto a G. PAI:tI.~ [1]; 
altri, sempre su easi particolari ,  ne sane seguiti  successivamente (si veda ad 
es. [2] e [3]). ~e l  presente lavoro si affronta la stessa questione facendo use 

di u n  procedimento che ci sembra  molto generale, introdotto da A. BA~oS e 
applieato alla magnetoidrodinamica [4], [5]~ [6] e alia magnetoelastiei th [7]. 
Pr ima di tutto perb si r icavano le equazioni del campo: nel n. 2 si serivono 
le equazioni di )Iaxwell  mettendo in evidenza l ' accoppiamento termoelettr ico 
nel l 'espress ione della densiti~ della corrente elet tr ica;  poi (n. 3) si r ieava 
l ' equaz ione  del mote relat iva alle piceole oseillazioni elastiche, applicando 
il teorema delle quantit/~ di mote;  infine (n. 4) si giunge a l l ' equazione gene- 
ralizzata del calore mediante il principio di conservazione del l 'energia  i sfrut- 
tando la legge di Four ie r  estesa alFinterazione termoelet t r ica e i primi 
principi  della termodinamica( ' ) .  

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivit/~ dei Gruppi di l~ieerea Ma¢ematici del Con. 
siglio ~]-azionale della rieerche. 

li) I1 proaedimanto~ cha nei n. 3 e 4 permette di rieavara le due suddetta equazioni, 
non ci pare sia state precedentamente usato nella letteratura riguardante Ia magneto-termo. 
elasticitY. 
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Si passa quindi alia linearizzazione delle equazioni (n. 5) giungendo cosi 
ad ot tenerne due sole, una vettoriale nella veloeit~ e nella temperatura  e 
una scalaro relativa alia diffusione del calore, nella velocith, nella tempera.  
tura  e nella densit/~ della eorrente elettrica. INel n. 6 si eonsidera la propa. 
gazione di onde piano ammettendo che tutte le grandezze in esame dipendano 
allo stesso mode dalto spazio e dat tempo mediante il fattore exp l i (k . r - - to t )  I (~). 
Introdot ta  questa ipotesi nelle due equazioni di cui sopra, si sfrutta l ' idea  
del BA~os che consiste essenzialmente nel considerare la componente lunge 
l ' asse  z (ehe b la direzione del eampo magnetico primario Be), la divergenza 
e la eomponente z del rotazionale del l 'equazione vettoriale, anzich~ studiare 
le sue tre componenti  cartesiane. Queste tre equazioni sealari pifi quella del 
calore costitttiscono un sistema del quale si cercano, per  una assegnata dire- 
zione di propagazione, i humeri  d~onda corrispondenti  a tutti i possibili modi 
di propagazione per onde piano. Per la complessith delle equazioni si affron- 
tano due casi part icolar i :  nel primo (n. 7) si t raseura l ' accoppiamento  ter- 
moelettrico, nel seeondo (n. 8) si eonsidera infinita la condueibilit~ elettrica. 
Nel n. 7 dapprima si studiano i ~< modi di veloeit/~>>, quelli  eio~ per i quali  
la velocith o ~ normale al piano formate dal campo magnetieo esterno Be e 
dal vettore di propagazione k;  questi  modi sono possibili solo nel case iso- 
termo e sono due in tutto. Scegtiendo inveee per  la velocit~ una part icolare 
combinazione di soluzioni elementari  del l 'equazione di Helmholtz, si possono 
avere quattro modi distinti magneto.termo.elastici :  ques~i, in assenza di in. 
terazione termoe]astica, si r iduceno ai tre modi mzgnetoelast ici  gih studiati  
dal BA~os [7] e a uno puramente  termico. L 'equazione  che fornisce questi  
quattro modi di propagazione viene poi studiata per B¢,-+ 0 e per  Be ~ 
e alle alto e basse f requenze;  sia per Be ~ 0  che per  B o ~ c ~  alle alto fre- 
quenze il corpo si comporta come se fosse in assenza di interazione termo. 
elastiea. Nel n. 8, come gih si ~ detto, si eonsidera un corpo perfetto con- 
duttore dell 'elettrieit/~; ~ opportune perb in qaesto ease ri toccare le equazioni 
di Maxwell e quella  del calore per giungere al sistema risolutivo di quattro 
equazioni sealari  nella veloeith e ne]la temperatura.  Anche qui si considerano 
dappr ima i modi di velocith; a differenza del case precedente  si possono 
avere modi di veloeith termiei (ossia con tempera tura  variabile) helle ipotesi 
ehe sia t rascurabi le  iI eoeffieiente di dilatazione termica o ehe la direzione 
di propagazione sia normale al eampo magnetico primario. Non si hanno in. 
veee, senza ulteriori ipotesi, ottre alla y = c~, modi non di velocit/~ del ripe 
gi/~ visto nel n. 7; questi  modi sono perb possibiti con altre restrizioni quail  
l 'assenza della corrente di spostamento o dell ' interazione termoetet t r iea gih 
vista, oppure ammettendo ehe ]a propagazione avvenga solo nella direzione 

(2) k ~ il vettore di propagazlon% r quello di posizione, (~ indica la pulsazione e t 
il tempo. 
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del campo magnetico esterno; in quest 'u l t imo caso si possono avere due 
modi magneto.termo-elastiei che si riducono a uno elastieo relativo ad onde 
di compressione e a uno di natura  termoelettr ica nel caso in cui non vi sia 
aeeoppiamento termoelastico. 

2. - Le equazioni del campo elet t romagnetico.  

Consideriamo un corpo elastico omogeneo, isotropo, conduttore dell 'elet- 
tricith e del calore. Indicato con: 

H il campo magnetieo, 

E i l  eampo elettric% 

B l ' iuduzione magnetica, 

~, ~t la costante dielettriea e la permeabilit/~ magnetica, 

?~ la densit/~ volumetrica di cariea elettrica, 

le equazioni di )¢~axwell si possono serivere 

VE 
(1) V X H = ~ t  + j 

VH 
(2) v x ~' = - ~ T/ 

(3) V .  E ---- ~ 

(4) V. B = 0 

dove il vettore j ,  densiti~ di eorrente elettrica, b dato da (8) 

(B---~ ~H) 

(5) j ---- e~u n t- T(E -i- u X B - -  ~i V T); 

nella (5) T indica la conducibilit/~ elettrica, u il vettore spostamento elastico, 
T la temperatura  assoluta~ e ~ b il coefficiente che lega il campo elettrico 
al gradiente di temperatura.  In seguito faremo uso anche del tensore elettro- 
magnetico di Maxwell 

(6) ~:~ ~ ~(E,E~ 1_ . . . \  p.(H, gk 1 

(~) P e r  iI t e r m i n e  in  V T si v e d a  [8], f o r m u l a  (25.2); esso me~te in  e v l d e n z a  che, se fl 
corpo ~ a temloera tura  non  unifome~ v i  pub  essere  una  co r ren te  e le t t r i ca  anche  con un  
camlao hul lo .  
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dove ~i~ i~ il tensore di Kroneeker, e del vet~ore di Poynt ing 

(7) S ---- E × H. 

3. - L'equazioae delle piceole oscillazioni elastiehe. 

I1 corpo elastieo pub essere soggetio a pieeole oseillazioni caratterizzate 
dal tensore degli sforzi o~k e da quello delle deformazioni e~ espressi dalle 
relazioni (~) 

(8) ~k = 2G~k + [~.e -- K:c(T -- To)]~i~ , 

(9) 1 
~ = 2 (u~t~ + Ukli), 

dove e ~KT.u ~ la dilatazione eubica, ), e G sono le costanti di Lam~, a 
2 

il eoefficiente di dilatazione termiea di volume, K = k ~ 3  G ~ il modulo 

di compressione e T o indiea la ~emperatura assoluta dello state naturale  
del eorpo. 

Per  ottenere t 'equazione dei piecoli moti elastici, indieando con ~ la den- 

siti~ del mezzo, con F l e  forze di massa e con u l 'aeeelerazione, seriviamo 
il teorema della quanti th di mete nella forma 

v v ~ s 

dove V indiea un volume arbitrario a l l ' in te rne  del eorpo ed S la superfieie 
che lo racehiude. Per  il teorema della divergenza e per l 'arbitrariet/~ del 
volume considerate, da (10) si ha 

~ u i  (11) ~ =  ~F, q- ~I~ /k 

Se era si indica con V.~  la divergenza del tensore degli sforzi, da (8) 
si ottiene 

(12) V .~ = GV~u -{- 0, -t- G)VV .u  - -  K a V T ,  

mentre per il tensore di Maxwell si ha 

(13) V .x ---- ~[EV .E  -{- (V X E) ~< E] -}- I~(V X H) X H. 

(4) :Per queste si veda, ad. es., [9] pag. 39. 
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Per  (1), (2) e (3) la (13) si pub scrivere 

(14) V . ' : ~ g ~ E - ~ - f  XE-~p. j-{- ~ /×H~g~EW~j×H+I~ (EXH). 

La (11) quindi, in virtfi di (12) e (14), si pub mettere, per comodit~ di 
ealeolo, nella forma vettoriale seguente 

~2 u 
(15) ~-~--pF.-I-GV'-u--b(k.-I-G)VV.u--K~VTTp~E-i-jXB. 

Se poi si introduce il vettore 

(16) f ~ p~E -{i j X B 

the  rappresenta tutte le forze elet tromagnetiche e the,  per quel che precede, 
espresso anche da 

( 1 7 )  = - 

l ' equazione del moto (11) diventa 

(18) ~'u~ p . ~  = pF, -t- ,:~ d-- f , .  

4. - L ' e quaz ione  del ealore.  

Applieando il prineipio della conservazione dell' energia si r ieava l' equa- 
zioae della diffusione del calore per i problemi magueto-termo-elastici. Siano:  

U l ' energ ia  in terna specifica (per unit~ di volume), 

q la densith di corrente termiea espressa dalla legge di Fourier  
generalizzata (5) 

(19) q~ ---- - -  ~T/~ + 7:j, 

dove x ~ il coeffieiente di conducibilitfi termica e 7: quello di Pet t ier  che 
lega la corrente termica a quella elettrica (6); siano poi: w ~---1/2(~E'~-~ ~tH ~) 
l ' energ ia  elet tromagnetica per unith di volume, Q* la quanti th di calore ge- 
nerata da sorgenti ne l l 'un i th  di tempo e per unitk di volume. 

(~) Per  questa legge si veda la formulazione adottata da KALISKI in [13], formula (2.11), 
relativamente al caso isotropo e omogeneo. 

(~) Nel caso di un mezzo anisotropo nella ([9} compare, anzich~ uj~, ~tkjk, dove ntk 
il tensore di PELTIER; la variazione da posto a posio di ~ik ~ responsabile della produzione 
del ealore di Peltier, mentre quella di j genera il calore di Bridgman (si veda [14]). 
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II teorema della conservazione dell 'energia allora si pub serivere: 

+ ~v)dV= ,(~FividV + fQ*dV +f (a iav  ~ -  q i - -  Si)n~dS, 
v ~ s 

dove con v--~ u si 6 indicato la velocith di spostamento elastico. Per  il teo- 
rema della divergenza il secondo membro di (20) diventa 

f (p_~,v' + Q* + o,,~v~/, + o~v ~ - -  q~ - -  8~')a v. 
Y 

quindi  dalla (20) segue 

(21) pv,v' + (7 + ~ = ~F,v' + o,~v~' + 4~v ~ - q!' - s!  ~ + q*. 

Tenendo conto dell 'equazione del moto (18) e della (19), la (21) si pub 
scrivere 

(22) t] + w : (~mv~/~ - -  f~v ~ + ~V ~ T ~ r: V . j  - -  S[ ~ + Q*. 

Ora dalla (16) segue 

(23) f .  v = ~ E .  v - - j . ( v  X B); 

introducendo la densit~ di corrente di conduzione 

(24) J = j - ~ w = T ( E + v X B - - ~ V T ) ,  

la (23), tenendo presenti le equazioni di Maxwell, diventa 

f .  v ~  peE. v - - j  . (  J -  E - } - ~ V T )  : 7~E . v - - j  . J ~ + j . E - - ~ j "  V T =  

~E. v -  ~ - -  

J ( ~E\ =~oE.v--(J+~ov) .~r + v X H - - ~ t - j . E - - ~ j .  VT----- 

J~ ,.. 1 $E "~ 
~ w ' ( E ' + ' v  X B - - ~ V T ) - F  V X H ' ~ - - ~ - - - ~ j "  V T = -  ? 

j 2  
- - ~ - - ~ +  ~ v .  V T - -  V . (E  X H)-} -V  X E .  H - -  

T 

I ~E ~ 

j~ ~ ~ ,  1,~ 2 

Y 
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In  eonelusione si ha 

J~ 
(25) f~v ~ = 

Y 

la (22) quindi assume la forma 

~J. V T -- w -- S~ ~; 

(26) 
~U J~ 

Esplieitiamo era il primo membro di (26); potendo scrivere(:) 

U = U(eik, T), 
ne segue 

(27) aU ~U ~T aU ~ k  
at -- ¢~T ~t q- ~ik at 

Ora, indicando con ~Q il calore assorbito nel tempo dt dall'uniti~ di vo- 
lume, il primo prineipio della termodinamiea permette di scrivere 

(28) ~q a U a U --- -~-~d T q- ~- -d~k  -- ~ d z  ~1~ 
d~k 

o anche, introdueendo l 'entropia  specifica (per unit~ di volume) s = s(~., T), 

(29) d U = Tds -}- z~kds ~k, 

ossia 

(30) d U =  T ~ d T + z~k + ~s'~l 

Dalla (28), eonsiderando trasformazioni a deformazione costante e intro. 
dueendo il eatore speeifieo a deformazione eostante C~, definito da(S) 

(~Q)~ = ~Qdr, 

si ottiene 

aU 
(31) ~C~ =~-~;  

da (30) invece si ha  

~U ~s 
(32) ae~ --~ ~ + Ta~k. 

(~) Per questa ipotesi e per la relazione (28) si veda, ad esempio, [9] pag. 39. 
(s) Si veda ad esempio, [10], pag. 19~ e seg. 
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Inoltre, essendo U una funzione di stato, il secondo membro di (30)deve 
essere an differenziale esatto e percib si r ieava 

(33) 

quindi la (32) diventa 

(3¢) 

e, per la [8), 

(35) 

~s ~s~. 
~ ----- ~T ' 

~u TV~ 

~g 
~--~ ~ ~i~ -5 K~TS~a. 

In  conclusione la (27) si pub scrivere 

(36) 8 U 8 T • ~ ---- pC~-~ + ci~d k -5 K~T~ "~k = 

~T 
= ~C~- i + a~k~ ~k -5 K~Te. 

Infine la (26), per la (36) e r ieordando anehe la (91, diventa 

8T J~ 
(37) OQ~+K~TV.v----xV~T-5~ +~J.VT--~V.j-SQ *. 

A]la (37) si pub dare un ' a l t r a  forma leggermente diversa,; introducendo 
il ealore speeifico a stress costante dato da, [10], 

(~Q)~ = pC~dT, (38) 

la (28) pub seriversi 

(39) 

da cui segue 

(40) 

o anche, per la (34) 

(41) 

~U 

~U 

dove le derivate ~ sono fatte per i valori costanti delle ~k. 
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Ora per le (8) e per  le relazioni inverse ehe da esse si possono ot tenere 

(8') ~k ---- ~ T ~k + ~ -- 

la (41) fornisce 

(42) ~(Co -- C~) ---- KanT. 

Sostituendo ques t 'u l t ima in (37) si ottiene 

~T C~- C~ v J~ - -  .v=~V2T+-~+~J. VT--~V.j+Q * (43) ~O~- + ~ 

Il primo termine a primo membro esprime 1' ineremento di calore 
ne l l ' un i th  di tempo e di volume a seguito della variazione di T, il se. 
condo termino quello dovuto alla variazione della dilatazione cub iea ;  a 
secondo membro si ha il ealore dovuto all' ordinaria eonduzione termiea, 
quello sviluppato per effetto Joule, proporzionale al quadrate  della densith 
della corrente di conduzione, o quello Q* generate  dalle sorgenti di ealore. 
I due termini  r imanent i  esprimono, il primo, il ealore prodotto per effetto 
Thomson (che ~ proporzionale, a differen~a di quello di Joule, alla densitlt 
della eorrente di conduzione e quindi eambia segno so si inverte il sen- 
so di tale eorrente), il seeondo il calore sviluppato per effetto BRID(~aN 
[14] che dipende dalla variazione da posto a posto della densit~ della cor- 
rente elettriea. Questo calore, se si t raseura  la eorrente di spostamento per  
cui i~ V . j  = 0, si r iscontra solo nei mezzi anisotropi e si manifesta  alla su- 
perfieie dei eonduttori,  dove la densitlt j diminuisee rapidamente  oppure alia 
superfieie di separazione di due conduttori  diversi, dove il vettore j cambia 

di direzione. Nel nosti:o case, essendo invece V , j =  V . ~  -----~ , tale 

produzione di calore ~ dovuta alia variazione da posto a posto della eorrente 
di spostamento, o, se si vuole, alia variazione nel tempo della eariea elet- 
tr iea di volume. 

5. - Linearizzazlone delle equazioni. 

Consideriamo dapprima l 'equazione del ealore nelta forma (43) ammet- 
tendo, per semplicitit, che non vi siano delle sorgenti di calore; introdueendo 
la tempera tura  relat iva allo state natura le  del eorpo 

(44) 0 = T -  T,,, 

Annali di Materaatica 15 
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la (43) diventa  

~0 
(43') ~C~ ~ -I- ,0 . . . . . . . . . .  

j .~ 

V .  v = ~ v ' o  + - -  + ~J .  v o  - 
Y 

u V  . j .  

Trascurando  ora i te rmini  di grado superiore al pr imo si ott iene 

(45) ,~ u~ ~/+ ,o ---~--- 

che b appun to  l ' equaz ione  del la  d i f fus ione  del ca lore  pe r . i  p rob lemi  magne.  
to- termo-elast ic i  in fo rma  l ineare .  Ana logamen te  dal la  (37) si r icava(~) 

(45') 
30 

~Q-~  + KaToV • v = z V ' O - -  T:V . j .  

P e r  t inear izzare  le a l t re  equazioni(~°), sc r iv iamo l ' i nduz ione  magne t i ca  
nel la  forma 

(46) B : -  Bo + ~h  

dove B~ rappresenta  il campo esterno, che supponiamo costante, e h il cam- 
po indotto. Consideriamo poi il rotazionale della (2), tenendo presente  la (I), 

(47) 

da cui segue 

(48) 

Dalla (5) si ott iene 

3 'E 3j 

(49) t ' V V ' E ~  V V . j - -  V V . ( ~ . v ) - - y V V . ( v X B ) + } y V V  ~T 

ment re  da (1), t enendo  p resen te  la (2) e la (1) stessa,  si ha  

~ E  ~ 2 ~ E  3E 
V V  . j ~ - - e V V .  ~W= - - ~ v  ~ - - ~ V  X V X ~-~ ---- 

, ~ E  . 3~H 
(50) ~ - - ~ V  ~ - - t - ~ V  X 8t ~ - -  

~ ( ~E,~ 

{9) Questa equazione e la (45) si confrontino, ad esempio, con la {1.3) di [1t] e la. {'2.3) 
di [l~]. 

(t0) Per questo procedimento si veda [~:]. 
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Sostituiamo ora (49) e (50) nella (48) 

(51) yV.~E ~:E ~j ~ E  ~j 

;3E 
+ t~--~t- ~ - -  VV • (p~v) - yVV • (o X B) + ~,lV V2T, 

ossia ricordando anehe la (44), 

(52) 7 + a V ~ - ~ . ~ ) E  + 'l V V • (v × B) = 

~oltipliehiamo era. vettorialmente a destra ambo i membri di (52) per il 
vettore eostante Bo 

/ ~ \ /  \ 
(53) t 7 + e ~ ) I  V ~ - - e ~ ) ( E  X Bo)+ I'[V V - ( v  X B)] X Bo 

3( e3~(. 
= ~ 7 + ~-) ~ × B o ) - - [ V V  • @~v)] X Bo + ~7[VV~O] X Bo. 

Introducendo la (46) e la (3) nella (16) si ha 

da questa segue 

(54) 

f -=  ~EV.  E + j  X B,, + ~j  × h; 

j X Bo = f - -  V . ~  + s ~ ( E X  h) 

dove qui ": indica il tensore elettromagnetico di Maxwell per il campo in- 
dotto, ossia 

1 l~(hihl~ 1 _~ \ ~,k --~- ~(EiE~ -- 2 E"~,k) + --2it-ik).  

D'altra parte dalla (5) si ha anche 

E = I - J  .... 1-~v--  v X B +  ~V@ 
7 Y 

e quindi 

E × Bo = y-~J × Bo - -  y- 'Pw X B0 - (v × B) × B0 + pT0  × Bo 
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e aneora, per la (54) 

(55) EXBo =,f-~[f--V.z-f-sF,~(EXh)]--y-~RwXBo--(vXB)XBo+[SVOXBo . 

Sostituiamo ora (54) e (55) in (53) 

(56) (I" + ~)(V'- ¢1~.  0 {y-~[f--V. z + ~(EXh)--~v X Bo]-- 
- -  (v x B) X Bo + I~V@ X Bo} + y[V V • (v X B)] x Bo 

=~ y + ~  f--V.~+~ (EXh) --[VV.(~v)]XBo+ 

+ ~[ vv,o] x Bo. 

Della (56) prendiamo in eonsiderazione la forma linearizzata seguente 

/ ~ I  '~ ~' 
(57) I~ +~)Iv'--~)[':-',--(, x Bo) x Bo + t3ve x Bo]= 

= ~ y + ~ ~ --  f fv  v .  (v x 80)] x Bo + ~y[V v2e] x Bo, 

dove, per la (12) e la (18) in eui si traseurino le forze di volume ~F, 

~f ~'v (58) ~-[= ~-~ -- ~(Vo ~ -- Vd~)V V • v -- ~Va~V~v + K~ V0; 

nella (58) si sono introdotte le veloeit~ di eompressione e di distorsione date da 

(59) V~' k + 2 a G , r d  2 - - ~ - . - - .  
P 

La (45') e la (57) sono le equazioni su cui ci baseremo per studiare le 
onde piane. 

6. - Onde p i a n e .  

Supponiamo elae la temperatura e le componenti eartesiane dei vettori 
de] campo presentino la stessa dipendenza dal tempo e dallo spazio espressa 
dal fattore adimensionale 

(60) ~(r, t ) -  exp { i (k .  r - -  cot)} 
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dove to ~ la pulsazione assegnata delle oscillazioni armoniehe nel tempo e k ,  
in generale complesso, ~ il vettore di propagazione. La funzione + soddisfa 
a l l ' equazione di Helmholtz 

(61) ( v  * + k~)+ = o. 

Scegliamo poi l ' asse  z parallelo aH'induzione magnetica esterna Be in 
mode che sia 

Bo = Bois , 

essendo i~ il versore deH'asse  z; allora siccome tale asse costi tuisce per  i re. 
nomeni un asse di simmetria,  si pub porre in generale 

(62) k = k .  = k~i~ + k j  3 , 

dove k~ e k~ costi tuiscono il numero d 'onda  trasversale  e longitudinale ri- 
spett ivamente.  In t rodueiamo era  per le velocit/~ le soluzioni elementari  defi- 
nite dalle relazioni, [4], 

(63) v, = Vo+&, v, = n X vi = Vo+n X i~, v3 = roan, 

dove ~b ~ data dalla (60) e v o ~ un 'ampiezza arbi trar ia  di velocitY; i tre vet. 
tori (63) sono soluzioni del l 'equazione vettoriale (V * -b k~)v = 0 e i primi due 
sono solenoidali  (ii), 

k .  v,  = O, k • v ,  = O, 

mentre il terzo ~ irrotazionale 

Poniamo era 

k X  vs=O. 

a 
(64) v = v,. .b v, i3 e V = V t  + i3 

mettendo in evidenza la parte lunge l ' a sse  z e quella  ad esso normale;  se 
a 

poi indichiamo con - - i re  la der ivata  ~ ,  la (57), moltiplicata per l' uniter im- 

maginar ia  i, si pub scrivere 

(65) (~o~ + ir)(V' + ~o~)['r-'f + Bo~vt + ~BoVt8 X i,] = 

= -- im~(~o~ + iy)f+ iyBo'(Vt'v¢ -- Vt7¢. vt) + iy~Bo(VtV~8) X i8. 

(li) In base alla (60) r operatore ~7 vale ik. 
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£ u a l o g a m e n t e  da (58) si ot t iene 

(66) io~f = ~0)~v + ~(Vo ~ - -  Va~)V~ ' • v + ~ Vd:V"v  --[- i 0 )K~VO.  

In~roducendo inf ine (66) in (65) si r i cava  

(67) (toe + i y ) ( V  ~ + 0)~-~) ~ a ~ Vd~V~v + 

itoKa VO] -F Bo~vt + ~BoVtO X i~ 1 ~ - -  It(toe .--}- /~') [e~V + + 

+ ~(Ve ~ - -  V f ) V  V • v + 9Va ~ V2v  -}- io)Ko:VO] .-}- i yBo ' (Vt~v t  - -  V t V t "  vt) -{- 

+ i y~Bo(V tV~O)  X i~. 

Di qaes~a equazione,  s empre  seguendo  BA~os,  [5], cons ider iamo la compo- 
nente  lungo l ' a s se  z, la d ivergenza  e la eomponen te  z del ro taz iona le ;  si ot. 
t engono cost  le ~re seguenf i  equa, zioni scatar i  ('~): 

(6S) ko~(V ~ + ~ ) v o  = - ( k J  - ~ ) ~ ( v  • v) - i ~ k~ k~ ~ ,  

(69) ( V :  + kL ~) (ka"- - -  k J ) ~ ,  + (V~ + ka~)[k~ - -  ia (V~ + ko~)] + 

"b k,*(V ~ -}- kd'~)(V "~ -{- k~)l V . v  = - -  i K~  k~"[i(V z -}- kL~)[ka ~ - -  i a ( V  ~ + k~)] + 
] 

+ k J ( V  ~ + k2)!V'- - - k J ( V  ~ + ~ ) V t ~ ] 0 ,  

(70) t( V ~ + kL ~) [ka ~ - -  i a ( V  ~ + k4~)] + k~(  V 2 + kd ~) - -  kg~( 1 ~ ib) -~ V t~t( ~7 ~ v .  h) ----- 

= ~ [(v~ + kL ~) - -  (l -- ib)-~V~]V?0, 
Bo 

dove si b indica to :  

il n u m e r o  d' onda  associa to  al ia  veloci th  del la  tuee  

)> 7> >> ~> ~> ~> di fase di d i s tors ione  

]~L 2 . ~  0 ) ~  

kd  2 - ~  0.)2/Vd 2 

kv 2 ~ 0)2/Vc ~ 

ka  2 ~ 0 ) 2 ~ / B o 2  

)> )) )) >) ~) >) 

)) ~) )) )) )) ~) )) 

a ~ ~o~/'~Bo ~ e b ~ ~o~/7 sono due  pa rame t r i  ad imens iona l i  
nel easo di inf ini ta  coaducibil i t /~ e te t t r ica  (y ~ ) .  

Si t ra t ta  ora, 

)~ di compress ione  

>~ di Al fven ;  

che vanno a zero 

per  una  assegna ta  di rezione di propagazione  ind iv idua ta  

(is) Pe oftener la (69) si tiene conto anehe della {68~. 
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dall 'angolo ~, angolo che il vettore di propagazione k forma con l 'asse  z, di 
trovare i numer i  d'onda k che corrispondono a dei modi possibili di propa- 
.gazione. Data la complessith delle equazioni in questione ci l imiteremo perb 
ad esaminare  alcuni casi particolari .  

7. - I ease : sia t rascurabi le  I 'accoppiamento termoelet t r i¢o (~-~ 0, ~:---~ 0). 

Supponiamo che gli effetti  termoelettr ici  siano trascurabil i  rispetto a 
quelli termoelastici  e magnetoelastici  in mode da peter  considerare nulli i 
coefficienti ~ e u (~8); in tal case l 'equazione del calore, nella forma (45'), te- 
nendo conto dell ' ipotesi  (60) si pub scrivere 

(71) ( ito~ Q - -  xk2)O ---- K ~  To V • v 

mentre  da (68), (69) e (70) si ha (~) 

(72) k ~''°~ ~ . K:¢ 2k2 ~O 

[ t I (73) (kL - -  k °) ( k ~ - -  k~) ¢ z + ( k ~ - -  k~ ) [k~ - -  " 2 _ 

k ~ ( k a - -  k-)(  ~ - -  k ~) ( V . v ) ~ - - i ~ o  

- -  - -  k d k L - -  + ,~ a k~)lk ~ k~)k ~ sin 2 0]0, 

• 2 * 2 1 , 2 ( ]  2 k 2  \ 2 (74) {,kr, - k~)[k~d--*a(kd - -  k~)] + , ~ , ~ a - -  ~+ ka(1 - - i b ) - ~ k 2 s i n ~ O } ( V  X v . i ~ ) = O .  

Se si sceglie per la velocith il valore (63t) 

(75) v = v, 

si ottengono i cosidetti <~modi di velocitY,, ; cosi sono chiamati  dal BA~os 
quei modi di propagazione per i quali la velocit~ o ~ perpendicolare al pia- 
no formate dalla direzione del campo magnetico esterno e dal vettore di 

(l~) I n  real t~ i due coeff ie ient i  sono legat i  dal la  re lazione ~T 0 ~ ~ per  cui l ' annu l l a r s i  
de l l ' uno  por ta  a ] l ' annu l la r s i  de l l ' a l t ro ,  Consider iamo infat t i  le due relazioni  di THO~ISON per  
corpi anisotropi  nel ta  forma (l.3) e (L4) di [14] con f(T)~_ g(T)~----0; dope sempl lc i  passaggi  

~ik  7x si r i cava  ~,.~---~ ~ - ,  che nel case isotropo ed omogeneo  d iven ta  e ~ - ~ .  q u e s t ' u l t i m a  equival% 

nel  nostro ease l inearizzato,  a l la  ~T0-~-T: (si v e d a  [1i]~ pag. 378). 

(t4) Rieord iamo ehe ~ ~ ~ ik cos ~ e quindi  Vte ~ - -  k e sin2 ~% 
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propagazione k; inoltre tale veloeit/~ v, 6 caratterizzata dal l 'avere,  per  la (63) 

(76) v~------O e V - v - ~ O ,  

ossia in tal case il mezzo non esercita la sua comprimibiliti~. Int roducendo 
questi  valori helle equazioni (71), (72) e (73) si vede the,  affinch/) esse siano 
soddisfatte, occorre supporre O ~ cost.; la (74) inveee fornisce 

, 2 • 2 k2 , k  ~ 2 ! _  (77) ( k~  - -  k ' ) [ ka  ~a(ka - -  U)] -{- ~ a - -  k ~) ka( ib ) -~k  2 sin ~ 0 ~--- O. 

Questa equazione coincide con la (13) di [7]; da essa si deducono due 
modi magnetoelast iei  distinti :  noi li chiameremo modi di velocith isotermi, 
sottolineando il fatto the  non sembrano possibili modi di veloci$h con 0 
variabile. 

Sono inveee possibili  modi termici se si seeglie per  la velociti~ la com- 
binazione 

(78) V ~ V s C O S ~ - -  v 2 s i n %  

dove % se reale, indica l 'angolo che v forma con il vettore k di propaga- 
zione e v~, vs sono date da (63z,8); nella (78) 6 messa in evidenza la parte 
solenoidale e quella irrotazionate della velocith. Quesia espressione della ve- 
Iocit/~ pub anche scriversi 

(78') v = [cos ~n + (i~ X n) sin ~]Vo,.~, 

da cui appaiono le seguenti  propriet/~: 

(79) 

k . v = k v o ~ c o s  

v, = yelp cos (0 + ~) 

k X v . i s - - -~ -O.  

L 'u l t ima  delle (79) ci ass ieura  subito che la (74)6 senz'al tro soddisfatta;  
dalla (72) si determina il parametro ~ in termini di k: infatti  sosfituendo 0 
in funzione di V .  v per  mezzo della (71), da (72) si ottiene(TM) 

_ k~(k~ - -  k ~) i K~a2T°k~k2  
(80) tang 0 tang ¢~ ko(ka ~ ~ - -  k s) ~ ) ( i o ) ~ Q  ~ xk~)(ka2 _ k 2) • 

Sosti tuendo invece V • v in termini di O, sempre mediante la (71), nella 

(~5) L a  (80), in assenza  di accoppiamento  termoelas t ieo  (~ ----- 0), coincide con la  (15) di  [7]. 
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(79), si r icava 

(81) (io)~C _ zk~)[(k~ kL)  { ( k ~ _  k~)k2 cos~ O .4_ (k~ 2 ~ . 2 ,a(k¢ - -  k )[ko + 

7. 2,k~ k ~) (k~ - -  k2)] + i K ~ a ~ T °  k~k~l(k 2 - -  kr~)2 [k~ - -  ~'a(ka2 _ k~)] + r ~ a k  d - -  

2 2 "k 2 -~ k~(k ~ - -  ka) ~ kd[ r~ - -  k ~) s i n  ~ O} = O. 

La (81) ~ un 'equazione di quarto grado in k 2 e quindi mette in evidenza la 
possibilit~ di quattro modi distinti magneto-termo-etastici. Osserviamo che in 
assenza di interazione termoelastiea,  a ~ - 0 ,  si presentano, owiamente ,  un 
modo di na tura  puramente  termica caratterizzato dal numero d 'onda  

(82) k~ _ i + o Q  , 
% 

e i tre modi magnetoelastici  gi/~ studiati dal B . ~ o s  [7]. Considerando piccolo 
l 'apporto  del termine in a 2 si pub pensare che i quattro modi di propaga- 
zione messi in luce dalla (81) non sono altro che i tre modi magnetoelastici  

del BAI~os e quello termico relativo alla (82) modificati  dalle propriet/~ ter. 
moelastiche del mezzo. 

Studiamo ora la (81) in aleuni casi particolari.  

L i m i t e  p e r  Bo ~ O. 

Se faceiamo tendere a zero il campo magnetico esterno, l 'equazione (81) 

si semplifica in quanto 1 0 e k~ / t ~  a=--~ ~tto?, e diventa 

(83) 2 - -  - -  k~)l ~(k~ - -  k2)(i~o,oC~ - z k  ~) - -  ~ ~o  ~ t ----- O. (kd - -  k ~) [~oy  ~ k L  

Da questa si ottengono subito onde di distorsione, k ~ - ~  k~ ,  e onde di na tura  
elet t romagnet ica in corrispondenza al numero d 'onda  

(84) k 2 ----- k~ + i~+~,; 

pifi precisamente  in ques t 'u l t imo caso si ha una composizione di onde elet- 
t romagnet iche con la velocit/~ della luce e di onde elet t romagnetiehe super- 
fieiali (skin waves). La (83) d/~ inoltre 

(85) (k~ - -  k s) (i~o~ Q - -  z k  2) ~ i K~a~- To k~k2 --__ 0 ;  

questa equazione mette in evidenza la possibilit~ di due modi distinti che, 

Annali di Matematica 16 
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nel caso particolare di a ~---0, si r idueono ad onde di compressione e ad onde 
termiche. Anzich~ risolvere la (85), ci sembra pifi interessante studiarla nel 
caso in cui sia piccolo i l  coefficiente di conducibiliti~ termica: z ~ 1. Riscri- 
viamo allora la (85) nella forma 

/ 
(85') [~o~C~ + - -  

Indichiamo con 

(86) 

K L*~2 T0 \ 
k ~ o l  k ~- - -  , , ) ~ C ~ k ~  = - -  i ~ ( k  ~ - -  k 2)kL 

/ 

k~o = k~ 
K ~ To k~ 

1 "4- ~+~C~ 

il valore di k 2 che da (85') si ottiene nel caso z ~---0 e che corrisponde a una 
onda di compressione modificata dalla interazione termoelastiea;  considerando 
poi il secondo membro della stessa equazione come una piccola perturba- 
zione, se ne r icava per una radice l 'espressione 

(87) 
l K2a~Tok~ 

che rappresenta  un 'onda  del tipo (86) l ievemente a t tenuata  dalFinterazione 

termoelast ica;  per Fa l t ra  radice k 2 essendo ovviamente 2 2 ¢o~C~k~ k~k~ --~ i si ot- 2~ 'K 

tiene (~6) l' espressione approssimata 

(88) 
2 2  4 K Tok¢ K ~ Tok~ 1 

l 

~2(1)2 2~2 2 2 z (, C ~ + K  Tok~)) 

che ~ dominata dal fattore i t°PC~ e quindi corrisponde prat icamente a" una 
z 

onda termica. Concludendo, quando il campo magnetico esterno tende a scom- 
parire (B0--~ 0) sono possibili quattro modi di propagazione per  onde plane:  
due, quello di distorsione e quello etettromagnetico,  non sono influenzati dal- 
l ' interazione magneto-termo-elastica mentre  gli altri due risentono delle pro- 
prieth termiehe del mezzo; t rascurando poi completamente gli effetti termici, 

~-~ 0 e z--~ 0, questi  due ultimi modi si riducono a uno solo eorrispondente 
ad onde elastiche di compressione. 

=l 
( 

(~) Ricordiamo che per  x ~ 1 si pub scr ivere  l 

K ~ T o k 4 c  t 

K2a~Tok4c_ _ ~ - I  
(92~ (]~ -I-/C2:¢: Tok2~) ~ 1 
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Si pub poi anehe  vede re  il c o m p o r t a m e n t o  d e l l ' e q u a z i o n e  (85) al le  a l te  
e basse  f r equenze .  Alle 5asse  f requenze ,  m << 1, si o t t i ene  

9mz 

ciob un  mode  di eompres s ione  f o r t e m e n t e  modi f ica to  da fa t to r i  t e rmoe las t i e i .  
Alle a l te  f r equenze ,  ~o >> 1, da (85) si o t t iene  invece  

(90) U k~ e k 2 - im~C~ 
Z 

ossia onde di eompress ione  e onde t e r m i c h e :  in sos tanza  alle a l te  f r e q u e n z e  
il co rpo  si c o m p o r t a  come in assenza  di a c c o p p i a m e n t o  t e rmoe las t i co .  

Limi~e per Be --+ c~. 

Se si fa  t ende re  Be---*-c~ segue  i m m e d i a t a m e n t e  t h e  k~ ~ 0 e a ~ 0 e 

qu ind i  la (81) a s sume  l ' e s p r e s s i o n e  

1 2 2 k'  --iK2zdT°k~k~k' 1 (91) (k2--k~) (im~Q--xk2)[(k~k~)k=cos=O-+- ko (k - -  d)]-l- ¢ a COS 20 ~--~0. 

Da ques t a  si r i cava  kS-----k~, ciob un  mode  di n a t u r a  e l e t t r o m a g n e t i e a  con 
un a  ve loc i tg  u g u a l e  a que l l a  de l la  l u t e ,  ( r i sul ta to  ques to  abbas tanza  ovvio 
in  quan to ,  f acendo  Be ~ ~ ,  si e sa l t ano  gli e f fe t t i  e l e t t romagne t i c i )  e 

02)  
K=o:2 To , 2k 2k~ (im~Q - -  xk2)[(k~ --  k~)k 2 cos 2 0 -}- k~(k 2 - -  k~)] -4- i - - a c  a cos 2 O = 0. 

~m 

Ora se in ques ta  si t r a s c u r a  l ' i n t e r a z i o n e  te rmoelas t ica ;  f acendo  :¢ = 0, si ot- 
t iene  il mode  t e rmieo  r e l a t ive  al n u m e r o  d ' o n d a  (82) e u n  al t ro  mode  con 

n u m e r o  d ' o n d a  da te  da 

k2k2 
c d 

(93) k s = kS 
a cos 2 0 -4- k~ sin 2 0 ; 

in q u e s t ' u l t i m o  case  si t ra t ta  di u n a  compos iz ione  di onde  di compress ione  
e di d i s to r s ione  mod i f i ca t e  a n i s o t r o p i c a m e n t e  dal la  for te  in te raz ione  magneto-  
e las t i ca  e con u n a  ve loc i th  di fase  da t a  da 

(94) 2 2 % = Vc cos  ~ 0 + V ~ s i n  2 0(17). 

Quindi  da (92) si possono dedu r r e ,  a lmeno  f inch~ il coe f f i e ien te  a ~ abbas tanza  

(17) Per queste onde si veda [7], 
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piccolo, onde termiehe ed elastiche alterate, rispetto ai numeri  d 'onda  (82) e 
(93), in maniera auisotropa dalle proprieth, termoelast iche del mezzo (~ ~ 0). 

Alle atte frequeuze, (o)~ I), infine, sempre da (92) si ottengono ancora 
onde termiche ed elastiche come se si fosse in assenza di accoppiamento termo- 
elastico (a---~ 0), mentre alle basse frequenze (¢o ~ 1) si ha 

(95) k 2 -~ ~'~ 2 ~ k~ 1 ~ i K ~ T °  cos ~ 0 
kd cos 0 ~ sin ~ 0 ~tox ' 

cio~ ancora onde elastiche the, rispetto al numero d~onda (93), sono forte- 

K ~To ~ I8 mente alterate dal fattore termico 1 + i ~ = cos ~ ( ) .  Facciamo infine notare 

the  questo fattore termico che altera le onde elastiche alle basse frequenze 
differisce solo per c o s ~  da quello che compare nella (86), relativo alle basse 
frequenze nel easo Bo--*-0; questa  differenza corrisponde fisieamente ad un 
comportamento anisotropo del mezzo eausato dalla forte interazione magne- 
toelastica (Bo ~ c~). 

8. - I I  easo: conducibil i th e le t t r ica  inf in i ta  (1"----~). 

Nel caso in cui il corpo in esame sia un perfetto conduttore dell 'elettri-  
citi~ (y : ~ )  invece della (5) si ha l' equazione 

(5') E=--v × B+ ~VT. 

Si pub quindi, in questo caso, trasformare ul ter iormente il termine in V . j  
che compare nel l 'equazione del calore (45') tenendo presente che 4, per la (1), 

V . j = - - ~ / ( V - E )  (96) 

e, per  la (5'), 

(97) V . E---- - -  V . (v X B )  ..t- ~ V T,---- - -  V X v . B -,~. V X B . v .-{- ~ V2T .  

Prendendo di questa equazione la forma linearizzata e sosti tuendola in (96) 
si ottiene 

(98) V . j : ~  V X v  . B o - - @ V ~ .  

(is) Facc iamo notare the  per  0 ~ si ha  k e - - ' k e  d. 
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Di conseguenza l 'equazione del calore (45'), nel caso delle onde piane sinu- 
soidali~ fornisce 

(99) [k~(z - -  io)~To) - -  i¢o~C~10 ---- - -  K ~ T o V  • v + i~)~ToBo(V X v . i~). 

Per  quel che r iguarda le altre equazioni si ha: la (68) r imane inal terata 

(68) 
. K a  ~ ~ 0  

k~(k~ - -  k~)v, --~ - -  (ka - -  k~) ~z ( V  . v) - -  ~ - -  k~k4 ~-~; 

la (69) e la (70) diventano r ispet t ivamente (~+) 

(lOO) (kL - -  k ~) (k~ - -  k o ) ~  + o~ d - -  k ~) + k~(k~ - -  k2)(k~ - -  k "~) ( V  • v ) =  

- -  k )ka  - -  k,~(ka - -  k ~ ) k  ~ O 

(101) kd ~ ~- kLkd 3C a( d k ~) ( ~  X o ia) ~ £ 7~27"2 v'72~ 2~o n'dn'L V t',~. 

Studiamo innanzitutto i modi di velocitY, v-----v~. 
Ricordando le (76) si vede subito ehe la (68) pub 

due casi: 1 °) ~ 0 ,  2 ° ) ~ = 0 .  

1 °) Se si pone :¢-~ 0 la (100) ~ automat icamente  
(99) diventa 

essere soddisfatta in 

verificata mentre  la 

(102) 

Eliminando 0 fra la (102) e la (101) si ottiene un 'equazione  dalla quale, an- 
nullando il coeffieiente di ~7 X v - i s ,  si r icava 

(103) [k~(k~ - -  k s) - -  k~k ~ oos ~ 0] [k~(x - -  i + e p ~ T 0 ) -  i~o~ 0~] + 

2 2 2 + k ~ a [ k  (z  - -  i a ) ~ T o  cos 2 0) - -  i~opC~] ---- O. 

Essendo questa  di secondo grado in U,  si hanno dunque due modi distinti  
di velocit~ che, a differenza di quanto accade nel caso gi/~ visto di ~ ~ 0  e 
7 ~ 0% sono anche modi termici, cio~ non si r ichiede necessar iamente  che 
sia 0 ~ cost. Si pub poi notate  the,  nel caso ,(----~ 0% l ' interazione termoelet- 
trica (~ :# 0) b associata  alla corrente di spostamento (~ :# 0); se t rascuriamo 

anche la corrente di spostamento (e = 0, k~----0), da (103) si r icava un modo 

(~9) R i c o r d i a m o  t h e  n e l  o a s o  7 ~ - - ¢ ~  s i  h a  a ~ b = 0 .  
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k2 i¢o~ Co p u r a m e n t e  t e rmico  con n u m e r o  d 'onda  ...................... : e un  modo magnetoe las t ico ,  
x 

an iso t ropo  per  effe t to  d e l l ' i n t e r a z i o n e  magne toe las t i ca ,  con n u m e r o  d ' o n d a  

(lO4) k~ _ k~k~ 
k~ + k~ cos ~ 

Ancora  da (103), se cons ide r i amo  onde p iane  p ropagan te s i  ne l la  d i rez ione  del  
campo  magne t i co  es terno,  + ~ 0. in modo da  ave re  un c o m p o r t a m e n t o  isot ropo 

del  mezzo, si o t t i ene  

(105) [k~(k~ - -  U)  - -  k~k ~ + k2Lk~d] [k~(x - -  i~o~V 7~) - -  i¢o~ C~] ~--- O, 

da  cui  si deducono  onde  t e rmoe le t t r i che ,  in co r r i spondenza  al  va lo re  

(106) kS _ io~C~ 

e onde con numero  d ' o n d a  dato  da  

(107) 
2 t ~ 2  2 

(107) U - -  d~ ~ q-  kL) 
d 

di  n a t u r a  e las t ica  ed e l e t t romagne t i ca .  

2 ° ) Se si a m m e t t e  invece  che sia ~ ~ 0 (e quindi ,  per  tu t te  le gran- 

dezze, 3 z ~  i kcos  0 : 0  il che equ iva le  a su p p o r r e  cos& : 0 ) ,  che ~ F al t ro  

caso in cui ~ soddis fa t ta  la (68), per  modi di ve loc i th  v ~ v~, da (100) segue  

K:¢ 2 2 - 2 
(108) i -  kcka(kd - -  k2)k 2 ..~ 0 

m e n t r e  la (10i) d iven ta  

2 2 ~ 2 2 '~ 2 2 - -  - -  kdkL k 'O  ; (109) [kLkd -~ kc~(kd - -  k2)](V X V. is) = Bo 

in f ine  la (99) ha  a n c o r a  la fo rma  (102). E l i m i n a n d o  0 f ra  la (109) e la (99) 

si o t t i ene  

2 2 2 2 2 (110) k~,(kg - -  kZ) [U(z - -  ie~@~To) - -  i o ~ Q ]  =b k'Lka[k z - -  io~pC~] = O. 

Si t r a t t a  qu ind i  di r i so lve re  il s i s tema fo rma to  da (108)e  (110); si vede  subi to  

ehe  ques to  s i s tema a m m e t t e  la soluzione k ~  k~ nel  caso in cui  si t r a scu r i  
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la eorrente di spostamento (~ ~ 0 ) ;  oppure, faeendo B o - - - ~  (da cui segue 

k ~ 0 )  la (108) ~ verif icata per qualunque k ~ mentre la (110) dh il valore 
~0 kS _io)~C~z , corrispondente a un modo termico. Concludendo~ nel c a s o ~  ~--- 0, 

ehe f is icamente corrisponde ad onde piane propagantesi  in direzione normale 
al c ampo  magnetico esterno, si possono avere i seguenti  modi di velocith: onde di 
distorsione nel caso in cui si t rascuri  ]a corrente  di spostamento, e ~ 0, onde 
termiche nel caso di un forte campo magnetieo primario, Bo ~ c~z. 

Pe r  quel che r iguarda invece i modi di velocith isotermi, 0 ~ cost., si 
ha :  le equazioni (68) e (100) sono verificate, la (101) e la (99) diventano 
r ispet t ivamente  

(111) k2 7~S - -  k ~ k  s COS 2 0 -}- Lr~ d -~- k~(k~ k s) -~ O, 

(112) io)e~ To Bo -~ O. 

Questo sistema ammette  quindi le seguenti  soluzioni: k2-~ k~k~ nel 
k~. + k~ cos  ~ 0 

easo di ~-~0,  k ---- k~(k~-~k~L) nel caso di ~ = 0 .  Quindi si pub dire che 
k~ -~- k~ cos ~ 0 

sono possibili  i seguenti  modi di velocit~ isotermi:  un modo magnetoelast ico 
anisotropo se si t rascura  la corrente elet tr ica di spostamento (e ~ 0 ) ,  un 
modo pure anisotropo di natura elastica ed elet tromagnetica se si t rascura 
l ' interazione termoelet t r iea (~t~--0). Senza le ipotesi ~ 0 o ~ = 0 non sono 
inveee possibili modi di velociti~ isotermi. 

Scegliamo ora per la velocith la combiaazione (78), eio~ o ~ o~ cos ~ =- 
- -  o2 sin ~, che gode delle proprieth (79); r icordiamo che il s istema da stu- 
diare ~ costituito ancora dalle equazioni (99), (68), (100) e (101). Dalla (101)~ 
per la (79), si ha subito 

(t13) f ~ 7~2L 2 7_2 ~o,~d,~La s iu  s ~ ~-) = 0. 

Si possono quindi avere diversi casi part icolari :  il caso ~ ~ 0  ~ gi~ stato 
studiato nel n. 7 (basta aggiungere l ' ipotesi  ~-~  ~ ) ;  il caso ~ ~ 0 porta alia 

equazione (80) tale e quale e alia (81) in cui faecia k~-- -a- - - -0  (si hanno 
quindi tre modi distinti  anzich~ quattro come segue dalla (81)); anche consi- 
derando il limite B o ~  si ottengono di nuovo la (80) inal terata  e la (81) 

2 con k~----a ~ 0z Si ottiene invece qualcosa di nuovo considerando onde che 
si propagano nella direzione del campo magnetico esterno, cio~ per ~ 0 .  
Eliminando 0 tra la (99) e la (68) e tra la. (99) e la (100) si r icava ri. 
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spett ivamente 

(114) 
• K ~ = T o  .=.o 

==0 

(115) 
I 

( 

+ i K2:dT° 1 ~ k~k ~ = O. 

Questo sistema, ovviamente, ha per soluzione le soluzioni della (114): si t rat ta 
di due modi di propagazione, uno relativo ad onde di compressione e F altro 

ad onde di natura  termoelet tr ica con humeri  d 'onda  alterati, rispetto a k¢ 2 o 
a quello dato dalla (106), a seguito delle proprieth termoelast iche del mezzo 
(a q= 0). Notiamo infine c h e l a  (114) contiene come caso particolare per ~ ~--- 0 
o ~ -~0 ,  la (85), the  /~ relativa al limite I 3 o ~ 0  nel caso [ ~ = 0 :  c'~ quindi 
una te r ra  analogia tra quel caso e ques t 'n l t imo corrispondente a propaga- 
zione per  onde piane nella direzione del campo magnetico esterno in un 
mezzo perfetto conduttore dell'elettricit/~. 
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