
Tracce  su re t t e  coord ina te  di un certo spazio funz iona le  (*). 

ERMASNO IJANCONELLI (a Botogna)  

Sommar io .  - S i a  P(s,  :) ---- s 2n + ze~ + s'2mc "~'~ con m ed n h u m e r i  natu~'al i  ta l i  c h e m  < n < 2m.  
I 

k(P} --~ { (0, 0)~ (n, 0)~ (0, n)~ (m, m) I, si  cons idera  lo spaz io  K ( P ,  p)  = t u : R 2 -- .  Posto  
[ 

C; [~x) ( ~ ) u e L p  {Re) per  (h, k ) e k ( P )  ~' 1 < p  < , ~ ,  e se ne c a r a t t e r i z z a n o  le trac.  

ce su  ret te  coordinate .  

1 .  - Notazioni e definizioni. Aleune premesse. 

Con x indichiamo il punto di R (spazio euclideo reale 1-dimensionale) e 
con (x, y ) - - z  il punto R~; C ~ il campo dei numer i  complessi, Z ed N 
r ispet t ivamente gli insiemi dei humer i  interi  e naturali .  Inoltre 

Poniamo 

R + =  {x; xEB, x>0}, 

R + - - { ( x ,  y); xER ,  yER+}. y 

D~ -- ~-~, D~ --- ~ ,  

D = (D~, Dy), D ~ -- (D~, D~), 

essendo a --- (0:1, ~2), ai E Z, :q ~ 0; poniamo I :¢ I = ~ --}" ~2. 
Se u E L~(R~), poniamo 

u(s, z) = f d(~+~Y)u(x, y)dxdy, 
R~ 

u(x, y) --.fe-i(~s+uz)u(s, ~)dsda, 

ed analogamente per  u E LI(R). 
Con S(R 2) indichiamo lo spazio delle funzi0ni di classe C~(R ~) a decre- 

scenza rapida su R2; analogo significato per S(R). 
Riportiamo infine le definizioni di spazio di SOBOLEV e di spazio di 

B~sov Ill]). 

(*) I m v o r o  esegui to  n e l l ' a m b i t o  d e l l ' a t t i v i t h  del  G r u p p o  di R i e e r c a  n. 2 del  Comita to  
p e r  la  ~ a t e m a ~ i c a  del  C.~.:R. p e r  l ' a n n o  1966.67. 
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Se ~ ~ R+, 0 < ~ ~ 1, poniamo formalmente  

Y 

o~ ~ I f (x  -[- y) - -  2f(~) -+= f ( x - -  y)Ip 
]l f; B~(R) IIp= J y~+p dxdy. 

Per  r E N sia 

W~(R) =- I f : R -+ C; f E Lp(R), D J  E Lp(R} }, 1 ~ p < c~, 

la deriva.ta indicata essendo intesa nel senso delle distribuzioni. Con la norma 

Hf; g~(R) l l - - i l l ;  Lp(R)II +-ttD~f; Lp(R)II, 

~ { R )  (spazio di SOBOLEV di ordine r) ~ uno spazio di B:~NAc~. Si pone poi 
w;(R) = 

Se r b an  numero reale positivo tale che r - ' ¢ - } -  ~, con ~ E Z  e 0 < o : <  1, 
poniamo (i ~ p  < ~ ) :  

W~(R) --  {f:  R --+ C; f E W~(R),p IID J ,  ~ • ~V~(R)]] < ~ - ~  }. 

Con la norma 

D r , o llf; W~(R)I[-- l l f ;  W~qRIII + [I J ,  w (R)ll, 

W~(R) diventa uno spazio di BA~AcH. 
Sia ora r - - ( r~ ,  r~), r~E/V; poniamo ( l ~ p  <c~)  

W~,~)(R~i -- {f " R ~  C; f E Lp(R~), D~f E ~p,.otn~'~, D~f E Lp(R~)}. 

Con la norma 

I! f; ~ "  ~)(t~) !I -- I1 f; Lp(R~) H :I- Ii D J ;  Lp(R ~) tl -1- ll D~:f; Lp(R ~) 1J, 

l ~ .  ~)(R21 risulta uno spazio di BANACH. 
Lo spazio di BESO¥ B~(R)p coincide per definizione con W~(R) se r non 

iniero, mentre  per r E N 

0 

B ~ { R ) - - { f ' R ~ C ;  fEW~-~(R), llD~-~f; B~(R)II < =}=~}, l ~ p < ~ ,  



E. LANCONELLI: Tracce su rette coordinate, ecc. 15 

che risulta uno spazio di BAd, rACK con la norma 

llf; B~(R)ll = llf; W~ (R)l I + it ~ , 

Siano ora m, n E 2V tali che m < n < 2m; poniamo 

O 

(1) 

P(s,  ~) = s~" + ~ "  + s~"o ~" 

Ilu, 2dsda. 
R* 

La chiusura  di S(R 2) rispetto alla norma (1), ~ uno spazio di ~IIL:BERT, 
che in [2] ~ stato indicato con Hp ,  e del quale b stata data una caratteriz- 
zione delle tracce su rette caratteristiche, e non, per il polinomio P. 

Poniamo ora 

k ( P ) -  {(0, 0), (n, 0), (0, n), (m, m)} 

n - -m<- -  n 

(si osservi che k ( P ) -  Z ~ A co (k(P)) essendo co (k(P)) la chiusura convessa di 
k(P) in R'-'). 

Per  l'identit/~ di PAI~SE~L, se u E S(R~), si ha 

pertanto, posto 

(2) 

E llD~u; L~(R2)I[:--(2=)-2Hu; H~lr ; 
a~ k(P) 

l]u; k{P, 2) 11-- E ItD~u; L~(R:)I!, 
~ k ( P )  

Hp si pub considerare come la chiusura di S(R ~} rispetto alla norma (2). 
Questa caratterizzazione del]o spazio Hp suggerisce la seguente genera. 

lizzazione dal caso p --  2 al caso p ~ 2. 

DEFI•IZIONE. - Indicando con D~, Du le derivate nel senso delle dislri. 
buzioni, poniamo per 1 < p < c~, 

K(P, p) = {u " R 2 ~ C; D~u E Lp(R 2) ~ E k(P)} 

(3) IIu; K(P, P) l i=  ~ ii~9~u; L~tR:)II. 
a~k(P) 
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Vale Ia seguente 

e ~ o e o s i z ~ o ~  I. - (a) u ~ K(P, p) ~D~u ~ Lp(R~), ~ ~ k(P). 

Inoltre esiste una costante C > 0 non dipendente da u, tale the 

C-~[[u; K ( P , p ) [ ] ~  ~ liD=u; Lp(t~)]J~Cl[u; K(/: ' ,p)t  ] 

(b) C~(R ~) ~ denso in K(P, p) 

(c) K(P, p) ~ completo rispetto alla norma definita da (3). 

Rinviamo alla fine del presente paragrafo la dimostrazione di questa 
proposizione. 

Dalla (b) segue intanto che S(R 2) b denso in K(P, p). Poichb K(P, p) 
completo, e poichb, per p ~ 2, le norme (3) ed (1) sono equivalenti,  riuscir/~ 
K(P, 2) -~ H.,. 

Posto 

riesce k(P)C k(Q)C k(P), pertanto per la (a), K(Q, p)-----K(P, p). 
I1 polinomio Q ~ prodotto dai due polinomi quasi-ellittici, ma non 

quasi-ellittico essendo n ~ m ~ m . 

Lo spazio E(Q, p) pub considerarsi  come una generalizzazione dello spazio 
~,~'~)(R~), in quanto quest 'u l t imo coincide con K(Q~, p), d o v e  Q~- - s  ~r~ + v~% 

un polimonio quasi-ellittico. Se r l - - r2 ,  Q~ r isulta ellittico e le tracce di 
K(Q~, p) sono state caratterizzate in termini  di ciassi di BEsov ([1)]. 

Caratterizzazioni dello stesso fipo, per spazi generalizzanti lo spazio 
W~,+~)(R:), sono state date in ([3]). 

~e l  presente ]avoro si dimostra che un risultato analogo vale per lo 
spazio K(P,  p). 

Rileviamo infine che le tecniche utilizzate nella presente nora, sono 
applicabili ul caso in cut Q sia il prodotto di un numero finito qualunque 
di polinomi quasi-ellittici.  

Dimostriamo ora la proposizione I 

(a) u E K(P, p) ~ u E W(p n,~)(R2); pertanto esiste una 
non dipendente da u, tale che 

costante C1 > O, 

(4) L!D~; Lp(R~)ll _< C11fu; W~,~)(n2)il <_ C, il~; K(P, P)fi 

~ h  C_N, h _ n .  
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Allora 

tlD'~u; W('~-m,~)(R~-)II < ( Q  q-- 1~ llu; K(P, 19)t t" 

per il teorema 1 di [4], si ha percib 

II D~'+~D~u; Lp(R~) It ~-- C2 tl D~u; V~ ' -" ,  ")(R2i li ~ C~(C~ --}- 1)I! u; K(P, p)li, 

h' k 
per ogni coppia di interi  non negativi (h', k) tali the  - - q - m  ~ n -  m 1, 

(h 'q -m) -} -k  n ---_m~ n (c2 ~ una costante che non dipende da u). 
m 

Ragionando analogamente per D~u e raccogliendo, abbiamo 

ossia 

(4') IIDh~D~u; Lp(R2) ii ~ C8 llu; K(P, P)II, 

~(h,  k) Ek(P) con h ~ m  oppure k ~ m .  D'al t ra  parte, se (h, k) Ek(P) e 
h, k < m sarh, per (4) e (4') 

]]D~u; W(pra-a,')(R~)ll ~ (C~ q- 2Cs)Ilu; K(P, P)II 

da cui, per il teorema 1 di [4], 

IIDhDku; Lp(R~)]I ~ e, Ilu; K(P, P) I]" 
w y 

Questo completa la dimostrazione. 

ib) Sia J~ l 'operatore  definito formalmente da 

(J~u)(z) -" f u(~)j~(z -- ~)d~, s E R+, 
R.~ 

essendo j E Co~(R~), j(l) ~ O, ~ j(t)dt -- 1. 

J~ applica Lp(R ~) in C~(R2), e gode delle seguenti proprieti~ (vedere ad 
es. [5], pag. 3): 

I} IIJ~u; Lp(R~)I[ < Ilu; Lp(R~)[t, lim IIJ~u -- u; Lp(M2}II --  O. 
~ 0  

II) D~J~u--J~D~u, D ~' essendo intesa nel senso delle distribTazioni. 

III)  4 u  E C~o(R2t se u E Lp(R ~) ~ a supporto compatto. 

Allora, sia I uq; q E N / C K(19~ p) una successiono fondamentale;  ne segue 
che, per  ogni ~E k(P), ID~uq; q EN} ~ fondamentale in Lp(B2); quindi esiste 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  3 



18 E. LANCONELLI: Tracce su rette coordinate, ecc. 

u~, E Lp(R ~) tale che lim it D~u~ -- u~; L~IR ~) H "- O. Di qui, se ~ E C~(R~), si ha:  
q ~ o c ~  

R ~ R~ R ~ 

da cui, passando al limite per q ~ c ~  e posto u--u(o,o) ,  

e, per ~ ~ 0, 

f +J~u~d~t -- (-- 1)1~1 f D~+J~ud~ 

R~ R ~ 

Dunque D ~ u = u s ,  per cui u E K ( P ,  p) e l i m t l u q - - u ;  KIP, P)t]--O, 

{c) Sia eEC~(R~), e(z)-- 1 per ][z; R2]]~_1, e(z)--O per Ilz; R~I]~2, 
0 ~ e(z) ~ 1. Poniamo ev(z) "- D~e(z), eq{z} -- e(z/q), e~q(z) -- eV(z/q). 

Sia ora u E K(P, p); la suecessione {Uq = ueq; q E N t converge ad u nella 
metr ica di K(P, p). Infat t i  se ~ E kiP) si ha, per  Certe costanti C ~ ,  

t l D~uq - -  D~u; Lp(R2)]I -- ii D~(u(eq --  1)); Lp(R-~} ]i ~.~ 

Ma ora Dr{eq-- 1 ) =  q-irie~, mentre  (eq-- 1)tz)-- 0 per ilz; R~II~q .  Per  
questo e per la (a), possiamo affermare che esiste una costante C, per cui riesce: 

]]Dauq-- D~u; Lp(R~)II~ Cq-Illu; K(P, p)ll + r~ [" ljiD~uiPd~i~/p 
L . ]  J 

,Iz; R~i]_~_q 

e quindi lim ltD~uq -- D~u; Lp(R~}tl -- O. 

Questo prova che {uq; q E N }  converge, in K(P, p), alla u. D 'a l t ra  parte, 
essendo uq(z}--0 per Hz; R~l l~q ,  J1/quqEC~(R 2) ed inoltre, ~ E k ( P ) ,  riesee: 

tt Dau - -  DaJ~/quq; Lp(R2} H ~ ]l D~u --  J~lqD~u ; Lp(R2) II + 

+ liJ~lqD~u -- J1/qDauq; Lp(R2}II ~__ IlDau - J~/qD~u; Lp(R~)II--~ 

+ liD=u - -  D~uq; Lp(R~)it 

cib prova che lira J~uq-'- u in K(P, p}; quindi Co~{R~} ~ denso in K(P~ p), 
q ~ c o  q 
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2. - Cos t ruz ione  di una  soluzione f o r ma l e  di un eerto p rob lema  al eontorno .  

Consider iamo l ' ope ra to re  d i f fe renz ia le  

, 1 "~ ~'* . - m  ~ ( . - m )  l ~ , , - m D 2 ( n - m )  ,,~ 2m Q(iD~ inu)- -[ ( - -  ) D~ -{-(--1} D,  ] [ ( -  , ~ + ( - - 1 )  Du ] 

e eos t ru iamo una  soluzione formale  u dell p roblema 

(5) Q{iD~, iDy}u(x, y) -" 0 per  y > 0, 

Diy uly=o:-~j  per 0<__j__<a- -1 .  
$$-- t~  

L ' e q u a z i o n e  Q(s, i)~)--0 ha  2m radici  del tipo ) , j - - b j t s l  ' ~ ,  dove le 
bj sono te radiei  de l l ' equaz ione  b 2 " * -  ( - -1 )  '~'+1, e 2 ( n - - m )  radici  del tipo 

rt~ 

) ' i -  ci I s I "- '~ dove le c/ sono le radiei  dell '  equazione c 2("-'~) - - ( - - 1 )  "-m+~. 
Vi sono poi m valori  di j per  cui  Re(b1) < 0 ed altri  m per  eui Ite(bi) > 0; 

ana logamen te  Re(c1)< 0 per  ( n -  m) valori  di j e Re(ci)> 0 per  i res tant i .  
Osserviamo inf ine  che le radic i  del la  sudde t t a  equazione sono tu t te  nu l le  

per  s---- 0 e ve ne sono ancora  di mul t ip le  al pifi per  I sl ---- 1. 

I n d i e h i a m o  ora con k i - -  ~j Is i "~ 1 ~ j  ~ m, ),j - -  E i I s t " - "  m + 1 ~ j  ~ n, 
le radic i  a par te  reale  nega t iva  dell '  equazione Q(s, i ) , ) - 0 .  

Con V(s) ind ieh iamo il de t e rminan t e  di VANDERMO~DE di ),~, ..., ),, e con 
Vl(s , y) il de t e rminan te  ot tenuto da V(s) sost i tuendo in esso la r iga di posto 
j + 1 con (exp ~iy, ..., exp ),.y). L a  funzione 

1 ~1 f e-i~i(s)Vi(s ' y) 
(6) u(~, y) --  ~ i=o ~ ( s - )  - d s  

R 

soluzione formale  del p rob lema  (5). In  man ie ra  ancora  formale ,  
o t t iene  : 

1 " - ~  1 . - 1  
= _ ~ ui(x, y), ( 6 ' )  u(x, y )  = - -  ~ Gj(x, y) • ~j(x) 27: i=o 2n i=o 

da (6) si 

dove il simbolo • indica  la convoluzione,  e dove si {~ posto 

(7) Gi(x , y) --  f e - ~  Vi{s'V(s} y) as. 
R 

Der ivando  fo rma lmen te  il nucleo (7), si o t t iene 

(8) 
h ~ ( Vik(s, y) 

D~DyGj(x, y) = e - ~  Vi;~ ( - -  is)hds I " v " !  

R ~ 
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essendo Vik il de terminante  ehe si ottiene da F(s) sostituendo alla riga 
j + 1-esima la riga ( ~  exp ),lY, ..., )~ exp )~.y). 

Fissati x,E R, yE R+, l ' in tegrale  che f igura nella (8} b assolutamente 
eonvergente per ogni coppia di interi  non negativi (h, k}; pertanto la (7} ha 
un senso non solo formale e, di pifi, G iE C~(R+). 

3. - Valutazione dei nuclei G i e delle loro der ivate  per 0 < y ~ 1. 

Premet t iamo alcuni lemmi 

LEI~lVi~ 1. - Sia data una funzione ~ ' R ~  C tale ohe, per un :¢ E R, 
O ~ ~ < 1, verifiehi le seguenti ipotesi : 

f ¢~(o) 1 ~d~<+~; (a) 1 -{-1o 
R 

(b) ~ E C~(R - {0}); 

(o) iv~v(~,) l~/ l~ , l  -~ re," 1EZ, 0_<1_<2;  MER+.  

Allora : 

j ~t ¢~(t/zt dt ~ C~M V z E R ,  z ~ O ,  

essendo Ca una eostante che dipende solo da ~. 

DIMOSTRAZIONE. 

j e-ltc~(t/z) lt I-~dt--( .f + f)e-it~(t/z)[t I-~dt. 
Itl<_l Itj>~ 

Ora 
1 

f f . . . . . . . . . . . . .  , e-it~(t/~l t t I -~ ~: 2M t-~dt = 1 - -  

[ t i ~  o 

D' altra parte 

=o1% f I-° dt 
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i 1 

n 

f ~,, (~(tlz)\ -~t-. 

1 

Onde, posto qoa)(~:) --  D~(~) 

I I+l  ~ 4 M +zEoz -Z I~(O(t/z)t-~-2+~dt <: 4M 
L 

Analogamente 

Raceogliendo 

]~:l = f e-,,~(,l=~lll -~ dt 

f>S -a~{t/z) It !-~ dt ~ 32M. 

l -  

*¢ 

1 

16M. 

Questo completa  la dimostrazione. 

C01~OLLAnlO. - Sia  @ " R - -  C tale che, per ~ E R, - -  1 < :, ~ O, riesca : 

Ij ~P E L~{R), If ~9; Lx(R)II ~ M. 

II) ~(~) : t* t - ~  ~{*) ~ l ~(o~ I ~ .al, ~ ~ O~(R - -  { 0 } ). 

III) fD~o~(o)i~MI~t  -~, 0 ~ l < _  2. 

Allora 

I@(z)l~_ C~M(1 + izl)~+ ~ ~ z E R  

essendo C,, una  eostante the dipende solo da :¢. 

DIMOSTRAZIOI, TE. - Supposto z > 0 e posto az-----t, 

f ~ I" r(~)d. = ~-~-~ f e-"r(t/~) It I ~' at, 
R R 
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onde, per  il l emma 1 

i ~ ( ~ ) l ~ C ~ ,  M l z l  - ' - ~ ,  

che vale ovviamente  anehe per  z < 0 .  D 'a l t ra  par~e I~)(z)l ~ H 4 ) ;  L~(R}H ~ M  
e quindi  

1 

LE~IIvIA 2. - Sia  4) : R ~ C e, per  un  ~ 6 R, ~ > 0, poniamo ~p(~;) --  i ¢; i-~4)(~) 
e ~(~)--~D'~?(~). Se sono soddisfatte le seguenti  ipotesi 

[) 4) 6 L~(R), 11 4); L,(R)II <-- M. 

D~v(o) t < M I 0 ~ Jr" II) %0 6 C[~]+~{R - -  { 0} ), i ~ z I-' l <_ [a] 3. 

III)  ?~ 6 L~(R} per  0 <_ 1 ~ [a] q- 1. 

Allora 

1 (9) 

dove Ca dipende solo da a ( [ a ] - - m a x { l ;  1 E Z. 

DI~OSTRAZIONE. - Per  ~ ~ 0 riesee 

[2 ]+ L 
D[f+~(I (: l ~ ?(~)) = Z C~, ~Dj~(~)~ ~ ;t+~-[~]-~ (seg a), 

Z=0 

(3 
essendo C~,~ oppor tune  costanti  e s e g ~ = ; ~  per  ~4=0,  s e g ~ = l  per  a = 0 .  

I~l ~ [aL+~ l al ed inoltre D~ ~j± (I)(~)=z~oC~z?~(~). Allora ID~ + 4 ) (o ) l~ ( lZ  C~z. M)lot~-[~]-~ " ' - ~  [~]+1 

• [o[ ~-[~]-~ seg o; queste  due relazioni ei assicurano, un i t amente  alla I), che 
4) 6 TWi~I+~(R L Allora l im D~4)(o) --  0 per  0 ~ 1 ~ [a]. Supposto z > 0 ed inte- 

IzJ ~co  
grando per  parti ,  si ott iene 

- -  i [aJ+l 

R 

= = 

R 

~=o zl+~ ; I t[~-[~] -~ seg do. 
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Ma ora 0 ~ [ ~ ] - } -  1 - - a  < 1, ( s e g z ) ~ L ~ ( R ) ,  ( s e g z ) ~  C[~]+a-~(R-- {0} ~_ 

una eostante che dipende solo da a). Per  il lemma 1 riesce allora 

(9') I ~)(z) I ~ C~M [ z ]-~-% 

che vale ovviamente anche per z < 0. 
D' altronde i q)(z)l ~ tl(I); L~(R) II, ~ eib, uni tamente  alla (9') prova la (9). 
Osserviamo che per - - 1  < a ~ 0 ,  le ipotesi per cui vale il lemma 2 

coincidono formalmente con quelle del corollario del lemma 1. 
Esaminiamo ora 

h ~ f e--i~( - is) h Vi~(s' Y) ds. 
D~D~Gi(x' Y ) =  .I V(s) 

R 

Posto 

n ~ m  
(10) s -" ~ y - %  z - -  x y - %  ~1 - -  - -  a~ 1, ~ -" ~ - -  a~ 

m 

e 

zzt ~ [=~Y~ per 1 ~ l ~: m 

(1t) ~ q = \ e z l ~ l  ~ per m ~ - l _ ~ l ~ - - n  

si ha 

k f Vik( ) D~DyGi(x ' y) ._ y-(a+~)~-k+j e - ~ ' ( - -  i ~ ) h - v - - ~  dz;  

R 

V(~) 6 il determinante  di VA~D:EI~MO~DE di l~1, ..., ~0 e V~k(~t) si ottiene da 
questi sostituendo la riga (~t{, ..., ~ i ) c o n  ( ~  exp ~1, ..., ~t~ exp ~t~,). 

Sia ora e E C ~ ( R ) ,  e{a)-~ 1 per 1 ~ [ ~ 2 ,  e (~) - -0  per 1 ~ [ > 3 ,  0 <_ e(v) _< l, 
= 

R 

( ~o)" ,n -~Vik(~) do] == y-(n+')~,-~+J[M(x, y) -4- 5T( x, Y)]. n t - j  e-i:~{1 - -  e(~)}(-- 
R 

Consideriamo dapprima il nucleo M. Sviluppando gli esponenziali che 
figurano in Vik(~t), si ottiene 

V~ _ 0{j - -  k) ~j~{~) 1 
V tj  --  k) t F ~=~ -V(~) (r - -  k) ." 
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0 ( t ) : 0  per  t < 0 ,  0 ( 0 = 1  per  t ~ 0 ;  @i~ si o t t iene  da V sos t i tuendo la 
r iga di posto j + 1 con (~t~, ..., [~). I1 d e t e r m i n a n t e  @i,' ~ divis ibi le  per  tu t te  
le d i f f e r enze  a due  a due  de l le  l~t e, pe r t an to ,  sar~ divis ib i le  per  V(~t); po- 
n iamo a l lora  

@:~(F) 
~(~) = v ( ~ ) "  

Evidentemente ~i~ sarh una funzione omogenea delle [~ e precisamente 

(12) 
i 

i:~,.(~) = (-- i) "-~-i Z I~,_~S,_,_i( I~, , . . . ,  ~,_,_,)L"-"(~,, ..., p.,,_~), 
~o 

essendo S , _ ~ _  i la somma dei prodotti ad n - - 1 - - j  ad n - - 1 - - j  delle quantith 
indicate, So  - -  1 e L ~ - ~ ( 9 ~ ,  . . . ,  ~ti) - -  Y. ~ ,  ~t~ - -  ~ . . . .  • ~t~ (~). 

]~l=r--n 
Rico rdando  la s t r u t t u r a  delle [~, con calcol i  e l emen ta r i  si p rova  che, 

per  ce r te  cos tan t i  C~qt, r i e see :  

(13) ~:JF) ~-- Z ~ Cjrqt I <~ i(~'--i)a~--(q+t>~y(q+t)Sa~ ; 
q=qo t=o 

(13') qo = m a x  (0, m - - j} ,  ql - -  min  (m, n - -  i), 

mentre per I~] ~ A (A E R+), 0 < y ~  1, 

i 
(14) ~ I ~ , - , I  Sn-~-i(I  ~ t, "", i ~t,-ll) ~ GAy q°ea~ 

(151 

0ra fissato ro in modo opportuno ((ro - -  n)~q - -  (n - - j ) ~  + qo$ > 0), si ha 

f ro ql ~'--~ M(x ,  y) = e ~ e ( ~ ) (  - iethO{j--k)d~, ,- 7~ ~ E E ~ Cj~,qty(~ '-t)s~. 
u --"~j ! ,=. ~=qo t=o 

R 

• fl e-~:~e(¢~)( - ia)h]a I(~-t)a~-(q+t)~dcs -I- 
F 

+ f [  ~ ~ '~ (~) , , l e {o ) ( - - i c~)he - '~ ,da: . (Mo+EMjrq t+M~o) (X ,y  ). 
RJ\~=~o+l(r - -  ~t .: 

(i) La (12) ~ classica; vedere, ad esempio, il capitolo 33 dell~ monografia di E. PASCAL 
¢ I detevminanti, (Koepli, Milano, 1897) ed i lavori re]ativi ivi citati. 
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- 

3ia Mo(x, y ) = { ~ - ~ k ~ i (  e poieh~ e~  C~(R), r iesce  

1 
IMo(~, y)]<- Cz, hO(j--k)(~ +izll~ ~4g~R, z - -  z y - %  

essendo C~,h u n a  cos tan te  ehe  d ipende  solo dal le  var iabi l i  indicate .  
Ino l t re ,  posto  @(z) = t a I(+-i):~-(~+t)~'+ h seg (vh) e[+), /~ 

Mirqt(x ,  y) = (--  i)hCirqty<q+t)~a~(Z) 

e quindi ,  per  il l e m m a  2, 

(17) t l~lirqt(X, Y)] ~ B~ (1 + I z [)~+h+(,--~)~--(~+t)~' z - -  x y - %  

Res ta  in f ine  da va lu t a re  M+0. 
P o n i a m o  

~ig~) ! )e(~)( -  i~) ~ 
~(~) = (~=~o~+~ ( r -  k) 

= +,(~)e(o)(- io) h, 

e m o s t r i a m o  ehe  + ve r i f i ca  le ipotes i  del  l e m m a  2, con a = h-] - (n- - j )a~- -qo$ .  
Se 1EZ,  l ~ O ,  G:4::O. dal la  (13) si t rae  

l {mr) l 
! D ~ g ~ )  l "~- (mr - -  l) ! I ~ t-z ~1 ~ jrqt l t (Y l(r--i)a~--(q+t)~Y (q+t)~a~ ~+ 

{mr)! 
< ( m ~ - t ) !  i~l-~i~(l~'I .... , la.l), 

da eui, pe r  [ v l ~ ' A ,  per  la (12) e per  la (14) 

(mr) t  ~ L~_, ( i t~I , . . .  ' iI~n_~_~)tol_1 < 

< CAyqo~a 1 (mr)!  
- ( m r _  ~) ! n(I ~,1 + ... + ] ~ , [)~-" l ~l- '  -< 

(mr)! tz[(r_,,)~l_~(tvl[ _b ... .b  [ v,~ [._,, ' 
<- nCAyq°~I (mr - -  l) l 

essendo  vt = ~tz [ o I -~I. 
Ques te  magg io raz ion i  p rovano  ehe  la ser ie  +~, su ogni  in te rva l lo  corn- 

pa t io  di  R - - t 0 } ,  ~ de r ivab i l e  t e r m i n e  a t e r m i n e  i ~ i n i t e  volte,  ed inol t re ,  
pe r  ]a I ~_3 

(18) iDZ~+a(a) l ~  O{y q°~, l(~ l ~'°-~)~,-z V-l E Z, l ~ 0; 

AnnaIi di Matematica 4 
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atlora, posto o: - -  (n - - j ) a ~ -  qo~ -{- h, Ft~) = l z I-%b(z), .Fz(z) - -  ~;D~F(z), riesee 

I) + eL~(R)e II%5; L~(R)II<_C'yqo~,. 

II) F 6  C ~ ( R - - { 0 } )  ed inoltre, per  la (18), 

a+b=o 

III) F~6L~(R) ~16Z,• l ~ O  in quanto  F~6 C~(R - {0}) e ]F~(~)'<t_ t~ . . . . . .  e(~ b 

Per  il l emma 2 riesce pereib 

y q o ~ ,  

(19) I Mro( x, Y) I <- Cro (1-4- I z I) l+a+('-~)~-q°~' z -- ~cy-~,. 

Valuf iamo ora il nucleo _N. Svi luppando il de te rminante  l~(~t) secondo 
i te rmini  della r iga di posto j +  1, ed indicando con vj~ it complemento  
algebrieo di ~t~ exp (~), si ott iene 

f " h k q)i~" N(x,  y ) =  ~=~ e- '~(1  --  e(~)){-- ~)  ~t~ exp (~tr)~(~) dz. 
R 

~[a ora 

v ~ = - - t - S , , _ ~ _ ~ ( l ~ ,  . . . ,  ~t,._~, ~ + ~ ,  . . . ,  ~ , ) V l l ~ ,  . . . ,  p.~-~, p ~ + ~ , - . ,  t~,~), 

onde 
Vir 

v@ 
s , _ ~ _ ~ ( ~  . . . .  , ~ _ ~ ,  ~ + ~ ,  . . . ,  ~ , )  

Ricordando le espressioni delle ~q, con calcoli e lementar i  si ott iene (per 
eerie costanti  Cq~, az e b~, l a l l -  Ib~i-- 1) 

q,' /. 
= ~ y ( q - m + l + ~ ,  e - ~ ° ( - -  io)h(1 - ~to)) exp  ( ~  i ° 1 ~ Y~') " 

r~l q=qo" 

n q, '" f . 

R 

• g~(~, Y~'} I ~ I ( k - j ) ~ - ~  - -  N~(x, y) + N~(x, y), 
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dove  

g~(~, y ~ ' ) = l o l  C"-'~)~ ( y ~ ' + a ~ I ~ l  ~) ' 

m e n t r e  g2 si ot t iene da g~ sost i tuendo n -  m con m ed a~ con b~; inol t re  

(21) qo = max  (0, m --  1 ~ j } ,  ql - -  rain (m - -  1, n - -  1 - -  j), 

qi' = min  (m, n - -  1 - -  j). 

Gli in tegra l i  ehe compaiono in N2, si va lu tano  i m m e d i a t a m e n t e ;  indi- 
eando infat t i  c o n  e-i(;Z~qr(S, y) le funzioni  in tegrande ,  si ha che ~q~ ver i f iea  
le ipotesi  r i ch ies te  dal l e m m a  2, ~ 6 R +  (si osservi  che ~ q , - - 0  per  lsl--<2). 

Allora  

IN,(x, y) t-<C~ E ( 1 - s i z l )  z, ~ 1 6 N ,  
q=qo 

da eui  (0 < y_< 1) 

(22) 
yqo~a~ 

]N2(x, Y) I <- Cz (1 -5 t zt )z' ~ l  6 N;  z - -  xy-~, .  

Res tano  inf ine  da va lu t a re  gli in tegra l i  che f igurano  in N1. Ind ich iamo  

~" q 

~(q) = h + (k - -  j)~2 - -  (q - -  m + 1 + k)~. 

Se ind ieh iamo poi con %5q,.(~, y )e-~  z le funzioni  in tegrande ,  r iesce  

(23) I D~+q~(~, V) l --< C;(1 -5 {~ {)~(u)-~, ~ l  E N. 

Scegl iamo e ra  un  n u m e r o  na tu ra l e  l, tale ehe ~(q)- -1  < -  1, ed ese- 
gu iamo in Is(q), l in tegraz ioni  per  pat t i ,  supponendo  z =~ 0. 

(24) J S(~)l = I~ I -~ J ~- - ~ 1 o ,  u)do, -< G;'t~ I -~, 
R 

ehe, per  I z l ~  1, si pub ovv iamente  r i t enere  vera  per  ogni l 6 R+. 

D' a l t ra  parte ,  se ~ ( q ) < -  1 

(25) [I~<q)[ < [I ~Pq~(', Y); L~(R)Jt -< C~(v. 
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Se invece ~ ( q ) - - -  1, si ha 

*J-dO 

1 

+oo 
= 2f t - '  t exp (~,t~,)1 dt ~ C;{1 z V llg ySl }. 

y~ 

D'altr~t parte, posto, per z > O, ¢{t, g, z) -" (1 - -  e(t/z)) exp (e~, It I=,ye~,./z=,) seg(~h). 
• g,(t, y ~ , ~ , ) ! t  t-' ,  ed o s s e r v . t o  ehe  (1 - -  ~(t/~)) = 0 pe~ l t t S  1~ I, ~ iesce  

I_, -- f e-~t~(t, y, z)dt, 

z 
da eui, osservato ehe t D~¢ tS  C';t -~- '  per i - - O ,  1, e min (z, 1)~--+--~, 

ix_,,<_ f [. ]a, + f>l. ]at <_ 
min(z i)<,t i<i I 

1 

C;' t.f t-ldt-}- ,q~(l, z, y)} +l f IDtd?(t, z, y)] dt}~ C',"I I + l g ~ z t } .  
zl(i+z) .tl~ 

Pereib, qualunque sia z, 

(26) !ir-i[ <--Clll-[-I lg(  y~ + 1 ~ - i - -  

Se, infine, ~t(q)>--1, posto ~ y ~ - s ,  z i - - z / y  ~, ~(~, y)=(1--e(s/y~)exp(e~[sl~,) • 
• gl(s, y~2/~,) [s I 3(q) seg (~h), si ha 

j~(q) - -  y--(~(q)+x)~ ( e--iSZ1¢(8, y)ds, 
, ]  

R 

e ~b, per ogni y fissata, verifiea le ipotesi del lemma 2 con :¢---~(q). 
Infatti 

I) tl~(', Y); LI(R~II <- C'~(q), dove C'~(q) dipende solo da ~(q) in quanto 
Re(~) < 0 e ~(q) > - -  1. 

II) Se F(s, y ) - "  isl-~(q)~(s, Yt, si ha che F E C°~(R) e ehe 
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e quindi 

t27) 

III} Se Fz(s, y)--stDl,  F(s, y), dalla (27) 
F~(., y} E L~{R}. Allora 

y--(t+~(q))~ 

I I~(u) l <~ C~(q)(1 + ]z, i) '+~(q') 

scende immediatamente che 

Zl --" a3y - ~ .  

Raccogliendo, per le (25), (26), (28), (24), riesce 

K~(q) 

essendo 

(29) K~(q)-  

In def in i t iw 

1 s e  ~(q) < - -  1 

( Jz~-~l ) se ~ ( q ) = - - 1  1+  lg Y~+~--+t 
(y~ + ]zl)-('+~¢q)~ se ~(q) > --  1. 

q'" g~q)  
[ NI(X, y) ] "~' C'hkl ~ ytq--m+,+k)e~, - ~ l E N .  

~=qo, (l + I z l )  ~' 

Ma, per ( y ~ + t z l )  <~'1, se ~'<--~", K~,~'(cost.)K~-; d ' a l t ra  parte, per 
( y ~ - { - ] z l ) ~ l  , K ~ c o s t . ,  percib osservato che ~t(qt b crescente con q, sarh 

y(qo'--m+l+k)~, 
(30) [N,(x, y)[<--Chk~ {l_t_lzi}~ K~(qo,), M1EN, 

~q'o) = h + (k - / ) ~  - -  (q~ - -  m + 1 + k)~, z = z y - ~ , .  

(31) 

Riassumendo 
h k D~D~Gj(x, y) - -  

--- y--(h+l)a,+i--~ Mo(x, y) -4- E ~. E Mi,qdx , y) .~- M,o(x, y) -~ N,(x, y) -[- 
r~n q=qo t~o 

+ y--(h+l)~,+i--kNl(X, y). 

I nuclei M sono definiti  dalla (15), mentre gli N dalla (20b 
Le (I6), (17), (19), t22), (30), forniscono valutazioni dei nuclei indicati ;  per 

le notazioni usate vedere poi le {10), (l 1), {13'), (2t), (29). 
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4. - Tracee dello spazio K(P, p) 

Posto ~ 2 = R x I y ;  y E R ,  0 < y ~ l }  ed 

m 
per 0 < _ j < _ m - - t ,  

+(i) = n 
- - m  

per m <--j <_.n - -  t, 

valgono i seguenti teoremi 

TEOREMA I. - Se u ~ ta funzione definita da (6), se ?iES(R), O<_j~n- -1 ,  
esisle una costaute C, nol~ dipendente dalle 7t, per cui 

liD=u; Lp(U)I]<--C~ ~ ll~J; B~,_(R)H. 
a e ~(P) i = o 

TEOREMA 2 . -  8e u ES(Re), posto ~j(x)--Diyu(x ,  0), o<_j < -- n -  1, esiste 
una costante C~. non dipendente da u tale che 

E ii?i; B~(J)(R)II <- C, iiu; K(P, P)II. 
]=o 

Rinviamo la dimostrazione di questi  teoremi a l la  fine del presente para. 
grafo. Dimostriamo era il seguente:  

TEOREMA 3. - L'applicazione T ' S ( R  ~)--~ S"(R) definita da 

Dn-X u T(u)  = (u ly:o,  ... , ~ t,:0), 

si prolunga con continuitY, in un omomorfismo di K(P, p) su n B~<+>(R). 
i=o 

DIhIOSTI~AZIONE. - Dal teorema 2 scende immediatamente che T ~ continua 
se si prende su S(R 2) ed S'~(R) rispett ivamente,  la relativizzazione della tope. 

lenin di K(P, p) e di"ff~B~+(R/. 

Sin era ? ' - ( ~ o ,  ..., ?,-1)ES'~(R), ed indiehiamo cou u la funzione deft. 
nita da (6') (o da (6); in queste ipotesi le due coiucidono); allora u e  C~(Ry +) 
e prolungaudo la u ponendo 

2 ~  

u(x~, y) : Y~ v,u(x, -- ly) per y < 0 
l=O 
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es sendo  

2 ~ t  

Z vz(-- l I i=  O, 0 ~ j  ~ 2m, 
l~0 

r i e sce  u s C~m(R2). Sia  o ra  e e C~(R), 0 ~ e(y} ~ 1, ely) : 1 p e r  l yl~_ ~, e[y) - 0 

per  l y ! ~ l ,  e p o n i a m o  u*{w, y)--u(x, y)e(y). E v i d e n t e m e n t e  u*e C~mtR2), Dyui ,ly~_o_~],- 
0 <~,j N n -  1, e, p e r  il t e o r e m a  1 

tlu*; K(P, p ) l l ~  C; ~ It~i; B;(i)(R}It • 
i=o 

Cib c o m p l e t a  la  d i m o s t r a z i o n e  in q u a n t o  S(R) ~ denso  in B~(R), ~ r  ~ R+. 
) / [os t r iamo ora  a l cun i  l e m m i  

LEMMA 3 . -  Siano ~, ~, ?, 
p > 1. Poniamo, per x, y > O, 

Allora 

numeri reali positivi con a~ -- 1 ; sia p e R, 

(~ ~ 

T~(x, y~) = (y~ + x) -~, 

T2(x, y~) = (y~ + x ~+ p(~ ~)y~ P )-~. 

T(x, y~) < / y p T,(x, y~) 
- - ~  a--1 

2y P T~(x, y~} 

se a~__l, 

se ~ 1 .  

DIMOSTnAZIO~E. - Se a ~ 1 si h a  

X )--1-- - -  

m e n t r e  p e r  • ~ 1 

P ~--yP ly ~÷o~) - ~ = y  ~ Z(~, y~) 

T(x, y : ) ~ y - ~ + ~ -  1 ~ - ~ )  ~ p , ~ 2 y -  --~ l ÷ ~ y ~ /  ] 

LEMMA. - Se 1 < p < o% la trasformazione definila formalmente come segue 

Tif)(y) --  f T(x, y~)f(~)dx, 
R+ 

~, da, Lp(R+) in s~, lineare e continua. 
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DI~IOS~rRAZIONE. - La linearith di T /~ ovvia; mostriamo che ~ timitata. 
Se feLp(R+), per  il lemma 3, si ha ( i - - 1  per ~ _ . 1 ,  i " - 2  per ~ 1 ) :  

f l T(f}(y)IP dy ~_ f (T( I f t)(y)} p dy -- 
R+ R ÷ 

f ~,(x y)]f(x)Idx]Pdy. 
R + R ÷ 

~¢Ia i nuclei  Ti sono funzioni omogenee di grado ~ 1, non negative e tall che 

f 1 f T~(x, 1)xPdx < + ~ ,  T~(1, y)y~-~dy < + oo, 

R + R ~ 

1 1 
dove ~ - -  1 - - ~ -  

Allora (si veda ad es. il teorema 319 di [6]} 

!t T(fi; Lp(R+)il ~-- C~p 11 f; Lp(R+)II 

dove C~ v dipende solo da p e da :¢. 

DIMOSTI~AZIONE DEL TEOIIEN~A 1. - Sia u la funzione definita da (6} (o 
da~ (b')); saris: 

.-1 i ( D h ~ , ,  hD~ 1 ~ 1  h k -- D~Dyuj(x, y). ~l)yU(X' Y) -- ]=0E 2r:R . -  ~j(~)D~ yGi(x - -  ~, y)d{ ~ i=o 

Per  la (31} 

R 

+ 
. J  ! 

R 

(si sono omessi gli indici di sommazione per brevith). 
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Analizziamo per  i pr imi termini  contenent i  i nuclei  Mirqt , M~o, 1V2; po- 
n iamo brevemente  

f 
v(x, y) - -  y--'h+~)~,--k+i ~ ~i(~)-M(x - -  ~, y)d~, 

! 

R ~ 

dove al posto di M deve immaginars i ,  volta per  volta, Mirqt , Mro, N2. 
1 

Poniamo ~' ---- (r --j)~2 - -  (q -}- l)~ - -  ~ a~ (per M~ 0 ed N2, si ponga r - -  n, 

t ~ 0, q - -qo ) ,  e dis t inguiamo i casi in cui 0' ~ negativo, nullo 0 positivo. 

(a) ? ' <  0. Pe r  la d isuguagl ianza di H6L])ER si ha:  

t v(x, y) i ~' ~ y-p<(h+~)~,,+~-~j) f 
R 

da cui, in tegrando in x, 

R 

R R 

Ma, per  (17) (o per  {19), o per  (22)), 

e poieh/) 

s a r ~  

j IM( t, Y) I dt <~ Cy~+(q+ t)~:,, 

1 1 
(h q- 1 ) a , - q - k - - j - - ~ , - - ( q  q - t ) ~ a ~ o ' e x  q-[9 < ~,  

(32) tlv; Lp(~)f[ ~ C'll ~j; Lp(R)ll ~ O"ll ~j; B~<~)(R)ff. 

(b) f)' ---- O. Osservato ehe (r --j)~2 ~ (q -{- t)~ > O, riesee 

da eui:  

R f M ( x - - ~ ,  y )d~ ' -O ,  

v(~, y)= y-(~+l)=,+k-Jf[ri(¢)- ri(~)]-~/(x--~, y)d5 
R 

Annali di Matematica 5 
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( ' ) Di qui, scelto :, e R+, a < min to(j~, /~a~, 1 , si r icava 

Iv(x, y)I p. <- y--p((h+,)~.+k--j~. 

f ; 
R R 

Ma 

f pl 
p x p 

itl~-~(~+°)lM(t, ~)i,-idt_< c~-~ (~+''~°' ltt'-'(~+~) dr<_ 

Cy~((q+t)~,+~+~a,) . f , 1 __ C,y~((q+t)~,+~+~a.)+~,, 
i tll,+~(~o, -o) ;( l+~j 

e poich~ (hal + k <_ n) 

- -  t., ~ 1  1 

si ottiene 

IIv; Lp(O)[I<- c"]Icpi; B~{R)II. 

Ma, essendo ,¢ < o)(jt, B~O)(R) ~ immerso in B$(R). In definit iva 

(3~') i[ v; Lp(Q)[[ _< C"' ]1 ?J; B~(J)(R) ]1. 

(c) ~' > O. Poniamo ~ = min(o~{j}, ~') = ~ + ~ con ~ eZ ,  0 < a___ 1; sup- 
poniamo dapprima c¢ < 1. 

Se indichiamo con M* la funzione che si ottiene ponendo nella espres- 
sione di Mi~qt (o di M~o, 2V~; vedi (15), (20)), h - - ~ -  1 al posto di h, si r icava: 

M ( •  - -  ~, v) = ( - -  I # + l V ~ + ' ) ~ ' D I + I M * ( ' ~  - -  ~, v). 

Quindi, osservato che 
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e t h e  

j D~i(x)D¢M*(x - -  ~, y)d~ -=- O, 

Iv( x, V) l - -  V -(h+~)~-k+j+(~+~)~ l [D~oi( ) - -  D~%(~)]D~M*(x - -  ~, y)d~l 

<__y.-k-n~,-(~+~)-(q+,)~, I &~D~c;i l t t (~ +~ l D t M . ( _  t ' y) i dt 

R 

( ~ f  = f(x + t) - -  f(x)). 

P e r  la (17) (o la (19) o la (22}) 

It t/-(~-;+~+~-j)~~-(~+°~' _ _  < I DtM*(-- t, y ) ! ~  y-~4+(q+t)~ 1 + ya~] 

( ) 
C ~+:~at+gl+ )~ ,  al ___cy-o,+~+~,~o~ 1+~;) = y ly + l t l )  - : + ~ %  

Osservato che (h, k) e k(P) ~ n --  k - -  hal ~_ O, r iesce (0 < y ~ .  1) 

f A  ~ 1 

Iv(x, v) l<- o [ , D ~ I  l tT~ +~ dt 

.~ ftl~ +~ (v~,+ltl)l+} ~°+~ 
R 

e, per  il l e m m a  4, 

1 

i, 
o R 

it J'+~* at, 

da cui, i n t eg rando  in x, 

liv; Lp(Q)It ~ C'I[~o¢; B~(R)f[. 

Ma p <_ col j) e quindi  B~(t)(R) b immerso  in B~(R). Per tan to  

(33) tl v; L ~ ( ~ ) 1 1  <- 0" 11 ~J; B~(J)(R)tl. 
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Se invece a --  1(~ : ~ -{-- 1), si ha 

f ._ 
v(x, y) -" y--[h+~a,+j--k+l~-+~)~. [--  D~c~j(x) -{-- D~cpi(x --  t)]DtM*(t, y)dt, 

R 

ed anche 

V(X, y) --  y--thd-1)a~-j-i--k+(~+l)~ • f [-- D,,%(~c) -j -J- D~¢~i(~c -J- t)]D(_t)M*(-- t, y)dt. 
R 

Ora, se h - - ~  ~ pari, D(_tiM *(-- t, y ) ~  DtM*(t, y); percib 

R 

t l~+~D,M*(t, y)dt 

( ~,~f - -  f ( x  + t) - -  2 f ( x )  + f ( x  - -  t)). 

Di qui, proeedendo come sopra, si r icava 

R 

dt. 

Pertanto, anche attualmente,  vale la (33). 
Resta infine da considerare il caso in cni h - - ~  sia dispari. 
Se indichiamo con Jl~ ° la funzione che si ottiene ponendo nelIa espres- 

sione di D~M*, ]~lh-~ al posto di ah-p, per la funzione 

R 

si possono ripetere i ragionamenti  fatti per v nel caso h - - ~  pari, in quanto 
MI'(- -  t, y) = M~'(t, y). Pertanto 

llvl; Lp(9)tl ~_ C;'tl~i; B~i)tl. 

D'a l t ra  parte, se q~l(~, y) indiea la t rasformata parziale di FOURIER di 
Vl(X, y), abbiamo 

~(~, y) = o(~)v,(~, y), 
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essendo ~ ( ~ ) ~  seg~.  Poich~ • ~ un mol t ip l ica tore  di c lass°  M~ ([7]), riuscir~t: 

f ly(x, y)I ~ dx  "~ A f iv~(~c, y)I~ dx, 
R R 

essendo A una  costante  che d ipende  solo da p. Poss iamo quindi  conc luder°  
e h e l a  (33) vale  anche  in questo caso. 

Questo comple ta  l ' ana l i s i  del la  funzione v. 
Rag ionamen t i  del  tut to ana loghi  ai p recedent i  si possono r iper°re  per  

va lu ta re  il t e rmine  contenente  il nucleo Mo; in questo caso si scegl ierh 
1 

P 
Consider iamo inf ine  

w(w, y) - -  y-(h+l)~+~-~: f ~i(~)N~(x~ _ ~, y)d~, 
R 

e poniamo ~ ---- ~o(j) ----- ~ + a con ~ e Z ,  0 < ~ <_ 1. Analizziamo, per  brevith,  
solo il caso 0: < 1. 

Se N* ha  il eor r i spondente  s igni f ica to  del l°  M* cons idera te  di sopra, r iesce : 

J 

Ma, per  la (30) (~(q~) = h -- ~ + (k - - j )a~ - -  (q~ - -  m + I + k)~) 

~(qe'--m+a-{-.k)C;ai 

] PtN*(t, Y) i ~ '  C I t l ~(qo'}+z g~,qo'), 

, 1 1 
avendo posto (qo) - '-p~l- + ~ - -  ~(qo), 1 --  1 + p  a, + a. 

1 
Osservato che ~(q'o) "- - -  (n - -  h - -  k:¢1) -{-p ~1 + a per j ~ m - -  1, ~(q'o) = 

--  (n -- h - -  ka l ) - -  ~ 1 - -  ~ -{- p + a per  j ~ m, r iuscirk,  in ogni case (vedi (29)), 

( ttLt ~(q°'~ y~(l+~+~) 
K~(~o,) ~_ B' y~ 2U Y~] -{- 1 . 1 ~ B" 

u ~] + a~q (y~+lt t) ~+p~'+~ 
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Percib (0 < y _ 1) 

(3~) i,v(~, ~)1 < - ( i  ~ ! f t I~ +~ ~, 
CB", I t [[+~ (Y~ -t" It I) ~+~'+~ 

in quanto 

- -  (h + 1 ) ~  - t - j  - -  k + (,~--}- 1)o:~ - -  (q; - -  m -}- 1 + k)~a~ --1- o:~ 1 -{- 2~ 

( ; )  = - -  ~(q;)~ + ~ ~ + ~ = ~(q;)~ ~> O. 

:q + ~) --  q'l - -  

Dalla (34), per il temma 4, si ottiene 

[]w; Lp([t)ll~ C]I~j ; B~(i)(R)H. 

Possiamo allora concludere che (h, k )e  ]~(P) implica 

!l~hD yU]; Lp((A)!t--__-'CII~j; Bp(~)(R)lt. 

DIMOSTRAT, IOhTE D E L  TEOREMA 2, 

0 ~__j ~ r ~  - -  1, 

2, ~ O - j  lr~) + ~ ( 8 ) = ( l + S )  

Siano r~ ed r, e N ;  poniamo per 

,~:(v) --  (1 + &)(r~-i)t2, 

• (s, ~) = (1 + s')",/~ + (1 + ~')~/' = ¢~(s) + O,(~), 

F,(s) = 1 + is% F,(~) = 1 + i~% Mr ~Fi , l = 1, 2. 

Se u~S(R~),  per 0 ~_j ~ r ~ - -  1, si ha:  

(+~ + +,)D[u = (-- i~)~(+, + +,)~ = ( -  i~)~(+, + ~,) O [  = (+; + +i).  (~).  

Con calcoli elementari  si prova che, per ogni :¢eZ  ~, t~ t~ '2 ,  riesce: 

t ~ / ) ~ + ; f  < M, ~ = (s, c,), t = 1, 2. 

Allora +' .* ~ un moltiplicatore di classe M~ ([7]~, e quindi 

2 

I1D~u; L~-i"~/*~'¢:-~)(R~)II ---- ~ It ,~zD~u; Lp(R ~) li ~- 
2 
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Per  il teorema 4 di [3], si ha allora:  

ItD ul =o; B; ~(R) It ' I I u;  ~'~(m) I I. ~ p  

D' altre parte, come si pub vedere facilmente, per ogni a e Z 2, I c~ ] <_ 2, si ha 

I ~ D ~ l  <-- A, l = 1, 2, ~ = (s, ~), 

e quindi anche M1 ed M2 sono moltiplicatori di classe M~; allora 

2 
• r ~ "  ~)(R2)[i = ~ H ~ z F ~ ;  (m)H <- lru, ~ 

<--A'{llu-t-~ D~u; Lp(R:))]+ltu-l-~ D~u; Lp(R~)H} <- 

da cui 

r (~ '  ~(B ~) _<.A" Ilu; ~ II tl~; w~'~'~)(R~)II - 

Si ha pertanto 

~(R)ll< C;'ttu; It, O < . j < r ~ - -  1. (35) I1 j • - 

Dalla proposizione I-(a), si t rae:  

(36) ttD'~u; W~"-~'~)(R~)it ~ Cltu ; K(P, P)t], 

(37) llD'~u; Wv(""-'*)(R~)/] < el lu;  K(P, p)][. 

D 'a l t ra  parte, se 0 < - - j <  n - - 1 ,  per (35), si ha 

• 1 

(38) !lD~ul,=o; ip(R)ll-<-!l ~ " " - ' - -  

<_ e'~'ilu; W~"'"t(R~)t t <_ C'~'liu; K(P, p)tl. 

Allora, per (35), (36) e (37), 

1 • ~ t  - - Y t ¢  

, . . . . .  o - (39) IIDvDo, uly=o; 13p I° (/~)H- < C;Cllu; K(P, P)l[ 

per  O<_j<_m--  1, 

~m+l , . --/l !~ m-2~-- 
(4o) 11.~ ui~=o, B~ ( +/.--(R)l!<_ C';C[lu; raP, P)lt 

per O < _ l < _ n - - m - - 1 .  
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Dal la  (39), pe r  lu (38), si t r ae  

II J " Dyu]u=o , B~(i)(R)]I  < C~Hu; K(P, P)H 

pe r  O ~ j ~ m - - 1 ,  m e n t r e  da l la  (40), posto m + l - - j  ed osserva to  che  r a -  
m m 

- -  - -  - -  (n - -  j ) - - m ,  si r i cava  
( j  m )  n - -  m n - -  

D~uly=o , B~(J)(R)It ~- C~llu; K(P, P)It 

per  m ~ j ~ n - - 1 .  
Cib comple t a  la d imos t raz ione .  
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