Tracce su rette coordinate di un certo spazio funzionale (*).

ErMaxno Liaxconerr: (a Bologna)

Sommarie. - Sia P(s, o) =¥+ o5 con m ed n numeri naturali tali che m<Cn<2m.
Posto E(P)=1{ (0, 0), (n, 0), (0, u), (m, m)}, si considera lo spazio K(P, p):%u;Rﬁ-»
— C; 8% ' e ’guELP(R?) per (b, K)ELE(P){, 1<p < oo, ¢ se ne caratlerizzano le irac-
ce su retle coordinate.

1. - Notazioni e definizioni. Alcune premesse.

Con z indichiamo il punto di B (spazio euclideo reale l-dimensionale) e
con (x, y)==% il punto B*; C & il campo dei numeri complessi, Z ed N
rispettivamente gli insiemi dei numeri inferi e naturali. Inoltre

B+ ={x; x€R, x>0},
Ef={(x, y); x€ R, y€ BT}

Poniamo
) e
D»”c -—_ 333 H Dy h é?/ H
D = (D, D), D* = (D?;; DZ,Z)»
essendo a = (&, @), %;€7Z, @;=0; poniamo |a|= o, + a,.

Se u € L,(R?), poniamo

~ —

u(s, o) = | eiertoy(x, y)dedy, ule, y) = f g—itxstyoly(s, c)dsda,
R B

ed analogamente per u € L,(R).

Con S{R? indichiamo lo spazio delle funzioni di classe C®(R’) a decre-
scenza rapida su R?; analogo significato per S(E).

Riportiamo infine le definizioni di spazio di SoBoLEv e di spazio di
Brsov {{1}.

(*) Liavoro eseguito nell’ambito dell’ attivita del Gruppo di Ricerca m. 2 del Comitato
per la Matematica del C.IN.B. per 'anno 1066.67.
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Se «€¢ Bt, 0 <a <1, poniamo formalmente

s W“ lp—‘ ‘fx—l-!{_,_pa x)lpdmdy
e

yH—P

Per r€ N sia

W;}“(R}:{f:R»G; € LyiR), Drf€Ly(R)}, 1<<p<oo
la derivata indicata essendo intesa nel senso delle distribuzioni. Con la norma
s WiER)|=1If; LB + | D;f; LylR)]],

WI(R) (spazio di SoBorLEv di ordine r) & uno spazio di BANAcH. Si pone poi

WS(R) = Ly(R).

Se r & un numero reale positivo tale che ¥y =7 «, con 7€Z e O <a <y
poniamo (1 <<p < o0):

Wi(R)={f: R— C; [€ WiR), | Dif; WHR)| < + oo},
Con la norma
If; WiB) =IIf; WIRI| + [1Dif; We(B),

W;(R) diventa uno spazio di BANACH.
Sia ora r = (ry, 73), r; € N; poniamo (1 <<p < o0}

Wg‘prz}(Rz = {f R C fE L (Rz) ;ife Lp(Rz); D;Qfe LP(RZ)}‘

Con la norma

N5 Wi (B | = |5 LolB) ||+ [ Dpfs LlB) || + (| Dyf; Lol B?)],

Win. "(R?) risulta nno spazio di BANACH.

Lo spazio di BEsov BI(RE) coincide per definizione con W”(R) se 7 non
& intero, mentre per r € N é

BiR)={(f:R—C; € W=(R), | D;=f; ByB)| <+oo), 1=p<oo,
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che risulta uno spazio di BANACH con la norma
if; BuB) =|f; WrHB)| 4 | Def; By(B)|.
Siano ora m, n € N tali che m < # < 2m; poniamo

P(S, G) — g% + g2n + gemgem

©

(1 s Hell= [ {1+ PG, o) lis, o) dsd.

Rz

La chinsura di S(I?) rispetto alla norma (1), & uno spazio di HILBERR,
che in [2] & stato indicato con Hp, e del quale & stata data una caratteriz-
zione delle tracce su rette caratteristiche, e non, per il polinomio P.

Poniamo ora

E(P)={(0, 0), (n, 0), (0, n), (m, m)]

KP)= j{t, o); u:€Z, =0, oe1+a2";; n—m__.

w
<m, oy oy

(si osservi che k(P)= Z* M co (k(P)) essendo co (k(P)) la chiusura convessa di
kE(P) in R°).
Per ’identitd di PARSEVAL, se u € S(R?, si ha
S (| Dou; Lo(R?)[* = (2m)~* [Ju; He|l*;
aEk(P)
pertanto, posto

2) [w; B(P, 2)l|= 2 | Dou; LB,

s&k(P)

H, si pud considerare come la chiusura di S(R?) rispetto alla norma (2).
Questa caratterizzazione dello spazio Hp suggerisce la seguente genera-
lizzazione dal caso p =2 al caso p == 2.

DEFINIZIONE. - Indicando con D,, D, le derivate nel senso delle distri-
buzioni, poniamo per 1 <p < oo,

K(P, p) = {u: R~ C; D€ Ly(E) \fa € K{P))

(3) u; K(P, p)|= = [|Dwu; Ly(E)

a&k(P)

.
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Vale la seguente

Propos1zioNg L. - (a) u € K(P, p) < Dou € Ly(E?), Ma€k(P).

Inoltre esiste una costante C >0 non dipendente da u, tale che

C-llu; K(P, p)|l< 2 )HD‘“M; Lp(B*) || < Cllu; K(P, p)
o k(P

(b) CX(E*) ¢é denso in K(P, p)
(¢} K(P, p) é completo rispetto alla norma definita do (3).

Rinviamo alla fine del presente paragrafo la dimostrazione di questa
proposizione.

Dalla (b) segue intanto che S{E?) & denso in K(P, p). Poiché¢ K(P, p) &
completo, e poiche, per p =2, le norme (3) ed (1) sono equivalenti, riuscird
K(P, 2) = Hp.

Posto

Q(S 0') (82(n~m) + sz)(szm + Gz(n—m)),

riesce k(P) C k(Q) C k(P), pertanto per la (a), K(Q, p) = K(P, p).

Il polinomio ¢ & prodotto dai dune polinomi quasi-ellittici, ma non &

R n— m m
quasi-ellittico essendo p” :;:%_m

Lo spazio K(@, p) pud considerarsi come una generalizzazione dello spazio
ng’*’h"z)(Rz}, in quanto quest’ultimo coincide con K(Q,, p), dove @, = s -} o2,
& un polimonio quasi-ellittico. Se r, = r,, @, risulta ellittico e le tracce di
K(Q., p) sonc state caratterizzate in termini di classi di Brsov ([1)}.

Oaratterizzazioni dello stesso tipo, per spazi generalizzanti lo spazio
Wire i R?), sono state date in ([3]).

Nel presente lavoro si dimostra che un risultato analogo vale per lo
spazio K(P, p).

Rileviamo infine che le fecniche utilizzate nella presente nota, sono
applicabili al caso in cui @ sia il prodotto di un numero finito qualunque
di polinomi quasi-ellittici.

Dimostriamo ora la proposizione I

(a) w€K(P, p)=u€ W"(R?); pertanto esiste una costante O, >0,
non dipendente da wu, tale che

(4) 1D LB || << Gy Ju; Wimm(E)| < G ]lu; K(P, p)
Mh €N, h<n.
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Allora
| Dgw; Wo—m (B[ < (G + 1) [lu; K(P, p)ll;
per il teorema 1 di [4], si ha percid

[ DEHmDfu; Lo(B) | << Gyl Dpu; W= m(B?) || < Co{Cr+ 1) |l u; K(P, p)l],

!

per ogni coppia di interi non megativi (#, k) tali che

k .
— <1, ossia
n— + m ’

(W' + m) 4 kif&«:ﬂ—%—”ﬁgn (C: & una costante che non dipende da u).

Ragionando analogamente per Diu e raccogliendo, abbiamo
(4) 1 D3DYu; Ly(BY) || < Cs||u; K(P, p)il,

\A{h, k)EE(P) econ h==m oppure k=m. D’altra parte, se (b, k)€KP) e
h, k < m sara, per (4) e (4)

| Dw; Wim=hm(E?) | < (Cy 4 2C3) lu; K(P, p)
da cui, per il teorema 1 di [4],
| DEDju s Lo(BY) || < O [ u; K(P, p)fl.

Questo completa la dimostrazione.

(b) Sia oJ, I’ operatore definito formalmente da

Janle) = f wQjls— 0ds,  <€RY,
B

dove j(2) =% (z), essendo j € C;o(R?), j(f) =0, jj(t)dt = 1.
g

J. applica L,(R?) in C®(R?), e gode delle segnenti proprietd (vedere ad
es. [B], pag. 3):

1) (|5 L(RY || < |5 LB, lim | Jow — w5 Ly(F?)|| = 0.

1I) D*Jwu = J.D*u, D> essendo intesa nel senso delle distribuzioni.
IIT) Ju € CX(R?) se u € Ly(R?) & a supporto compatto.

Allora, sia {u,; ¢ € N} C K(P, p) una successione fondamentale; ne segue
che, per ogni « € k(P), {Du,; g€ N} ¢ fondamentale in L,(R?); quindi esiste

Annali di Matematica 3
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#q € Ly(R%) tale che lim || D*u, — u,; Ly(R®)|| = 0. Di qui, se $€CP(R?), si ha:

g

quJED“uqdp, :ftPDO‘Jauqdp. =(— UIaifDa(pJe“qd%
Rt R*

RZ

da oui, passando al limite per g— co e posto u = u, g,

[ rmatn = (= 1yt [ Dy
Re

R?
e, per ¢ — (O,

f Yttydp = (— 1)l f Drbudy.

R? r:

Dunque D*u = u,, per cui u€ K(P, p) e lim [ju, —u; K(P, p)|| =0,

g = 00
(c) Sia e € CX(R?), elz) =1 per ||z; B*||<1, e[z) =0 per |z; R*||=2,
0<Ce(z)<<1. Poniamo erz) = Dre(z), e,(2) = el(z/q), eilz) = €'(z/q).
Sia ora u € K(P, p); la successione {u, = ue,; ¢ € N} converge ad u nella
metrica di K(P, p). Infatti se « € %(P) si ha, per certe costanti Cg,,
| Doug — Dous Lyl B) || = || D¥(uleq — 1)); Lp(B) | <

gHE Cs, ¢ || DPuDrie, — 1); Ly(E’) .
Y=0a

Ma ora Drleg — 1) = g~Ivle}, mentre (e, — 1){z} =0 per [|#; B*||<<q. Per
questo e per la (a), possiamo affermare che esiste una costante €, per cui riesce:

) ) 1/p
| Doy — Dou; L(R?)| =< Og=[|u; K(P, p)u+[ f ;pauw

125 Bl =g
e quindi lim || D*uy — D*u; Ly(E*)|| = 0.

Quesgo prova che {u,; ¢ €N} converge, in K(P, p), alla u. D’altra parte,
essendo u,(2) = 0 per ||z; R*||=q, Jyqu,€ CP(E’) ed inoltre, fa€k(P), riesce:
| Do — Dodsjqttg; Ly(B) || < || DPo — JygDou; Lyl B || 4
+ [[JygD*u — JugDug; L(B) || < || Dou — JayeDu; Lp(B)]| +
+ [ Du — Doug; Ly(E)|]

cid prova che lim Jiu;=wu in K(P, p}; quindi CX(E’} & denso in K(P, p).

g—% ¢
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2. - Costruzione di una soluzione formale di un certo problema al contorno.

Consideriamo 1’ operatore differenziale
Q(@Dm, sz) :{(-——- lijim‘i' (__ 1)n—mD;(u~—-m)}[{ . 1)n-mD;(n—m) + {_ 1)mD?24m]
e costruiamo una soluzione formale u del problema

{5) QiDs, ?:Dym(x, Yy = 0 per ¥y > 0,

Diuly—o =1, per 0=<j=<n—1.
N-—-m

L’ equazione @(s, 1) =0 ha 2m radici del tipo X;=10b;|s| ™ , dove le
b; sono le radici dell’equazione b** = (— 1j"+1, e 2(n —m) radici del tipo

Aj==¢;|s[*™ dove le ¢; sono le radici dell’equazione ¢x*—m) = (— 1jp—m+,
Vi sono poi m valori di j per cui Re(b;) <O ed altri m per cui Ee(b;) > 0;

analogamente Re(c;) <0 per (n — m) valori di j e Re{c;) > O per i restanti.
Osserviamo infine che le radici della suddetta equazione sono tutte nulle

per s =0 e ve ne sono ancora di multiple al pit per |s|=1.
n—m m

Indichiamo ora con A;=¢;|s| ™ l<<j<<m, \;=¢;|sP™ m+1l<j<m,
le radici a parte reale negativa dell’equazione Q(s, iA) = 0.

Con V(s) indichiamo il determinante di VANDERMONDE di %,, ..., X, e con
Vis, y) il determinante ottenuto da V(s) sostituendo in esso la riga di posto
J-+1 con (exp Ay, ..., exp Ay). La funzione )

1 n—1 - V ,

& soluzione formale del problema (5). In maniera ancora formale, da (6) si
ottiene:

, 1 #—1 1 n—1
) ww, gl =52 2 Gi@, 9) x l®) =57 2 uilw,y),

dove il simbolo = indica la convoluzione, e dove si & posto

o VilS,
(7) Gile, y) = f g—iow %—é)ﬂ—} ds.
B

Derivando formalmente il nucleo (7), si ottiene

(8) DﬁDZG,(m, y) = f e—iswzg‘%g} (“_ iS)hd.S'
R
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essendo V il determinante che si oftiene da V(s) sostituendo alla riga
J 4+ 1-esima la riga (A¥exp Ay, ..., Ak exp dA,y).

Fissati x € R, y € Rt, integrale che figura nella (8) & assolutamente
convergente per ogni coppia di interi non negativi (k, k}; pertanto la (7} ha
un senso non solo formale e, di pit, G;¢€ OOC(R;}.

3. - Valutazione dei nuclei &; e delle loro derivate per 0 <y <1.

Premettiamo alcuni lemmi

LevMma 1. - Sio dala una funzione ¢ : B C tale che, per un o€ R,
0 << <1, verifichi le seguenti ipotesi:

(a) —~—CP( ---- 2— do < 4 oc;
J

Jtitalson vecn o

essendo C, una costanle che dipende solo da «.

DIMOSTRAZIONE.
fe""‘cp(t/z)tl—“dt:(f+f)e—”cp(t/z)[t(—“dt.
E ftl<t |4>2
Ora
é f e~itp(t/a) |t~ dt}g%{ f t—edt — 1%‘%%
I

D’ altra parte

H=-—0
[H==a 1=<[t|=n

}fe"“ (t/z) | ¢|7odt | = lim ‘fe—'t (tfz) t|—=dt|.
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IF = f e—iop(t/2)i—*dt = ——f o(t/e)i—eD?e—tdt =
1 1

= Dttt — Dt — [ D12 et

Onde, posto cpm(t) = Dho(r)

LF<4 3 M+ 3ot f 1 cp<l)(t/z)z~a~z+ldt}g 4M3 143 f t——2 % < 16M.
I=0
1 1

Analogamente

1

I | = I f e—itp(t/z) |4 |—> dt ‘ < 161/

Raccogliendo

{ f e—to(tfz) | 1|~ dt’,.<_32M.

[tz

Questo completa la dimostrazione.

CororLLARIO. - Sia © ; R— C tale che, per a € R, — | < 0.0, riesco:
I) ®€ LyR), ||®; LyR)| < M.
) ofo) = [o|~* @(c) = |9(0) | << M, g€ C*E — {0}).
) | Diglo)| << M|, 0<l<2.

Allora

1

{ @(6) } _.<.. CaM(W—)ﬁ'—&

MeE€R

essendo C, una costante che dipende solo da o.

DiMOSTRAZIONE. - Supposto 2> 0 e posto oz = {,

Be) = | e~ o [* glo)do = 5= | e~y(t)z) |¢|* at,
J J
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onde, per il lemma 1
D) < Coy M |27,

che vale ovviamente anche per # < 0. D’altra parte |®(2)| < || ®; L(R)| <M
e quindi
1

LeMMA 2. - Sia ®:B—C e, per un a€R, a>0, poniamo ¢(s)= | —*®(g)
e go) = o'D'y(o). Se sono soddisfatle le seguenti ipotesi

1) ®EL(R), ||®; L(R)| <M.
IT) ¢ € CLH(R — {0}), | Diplo)| <M |o|” 0<i<<[o]+ 3.
IIT) @ € Ly(R) per 0 <<1<[a] -+ 1.

Allora
1

(L [e])+e
dove O, dipende solo da o ([} =max{l; I€Z, I <a})

(9) |D(2) | < C, M — \2 € R,

D1MOSTRAZIONE. - Per ¢ 5= 0 riesce

[2]4-1
D[ |2 gfo)) = 2 0, 1D9(0) | o Hra—lel—1 (seg o),

essendo C,,; opportune eostantl e seg o = i per o =0, sego=1 per o=0.
Allora | DF'@(o) |<< ( X O M); 1a-la1—1 ed inoltre DI ®(o)= z oam( ).

s |g|eld—1 500 o; queste due relazioni ci assicurano, unitamente alla I), che
@ € WHTR). Allora lim D'®(c) = 0 per 0 <! < [a]. Supposto 2> 0 ed inte-

P
grando per parti, si ottiene

-~ — g\
)= (sz) f e~ DYV P(o)do =
E

N Y .
(——) % Cu | e~o*Dyp(a) | o [HHoled—t seg o do =
E

2 1==0

— gylolt1 el
EE

2 lz=0

Cs f e—io%p (o) o |*Ix-1 seg o do =
B

{241 (e g} ]
pX ( zlia J.e—’tﬁpl[t/z) |t |o—121= seg o do.
E

t=0
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Ma ora O0<<[a] +1—a <1, (sego)y € Ly(R), (sego)y € ClHs—4R — {0} C
C CHR — {0)}), ed infine | Dhgyis)| = | Dhe'Diglo)| << CoM o1, 0 <<, << 2 (C, &
una costante che dipende solo da «). Per il lemma 1 riesce allora

) |B(e)| < OLM |27,

che vale ovviamente anche per z <0.
D’ altronde | ®fe)| < ||®; LyRjl, & cid, unitamente alla (9) prova la (9).
Osserviamo che per — 1 <a<C0, le ipotesi per cui vale il lemma 2
coincidono formalmente con quelle del coreollario del lemma 1.
Esaminiamo ora

DZD,;G?(%', y) :J 8‘—5890(__ ?:S)h ZM ds.

; V()
Posto
(10) § == oy—™, ? = Xy, = " ;; w_ oz, S0y — oy
e
g|olaydn  per 1<<l<m

(11) W=7 :

N g |ole perm+1<I<wn
si ha

D;D’;G,'(w, Y) = y'—(h+1)ac1—-k+7‘f e—io2(— do)h Vik::") do;

B

V{p) & il determinante di VANDERMONDE di by, ..., pn  Valp) si oftiene da
questi sostitnendo la riga {p/, ..., pi) con (p*expp,, .., p¥exp p..
Sia ora e € CX(R), ¢(c) =1 per |[o|<<2, e(5) =0 per [o|=3, 0=e0)=1,
e{o) = e(— a}.
Dt DkG'(m e g (Bt 1 —F ] —iciz 3 hM
=Dy Gz, y) =y e~z g(c){— io) Vip) ds 4

R

Virlw)
Viw)

+ f e—i%(1 — e(o))(— io)*

B

d c} = y—ta—kH[ M (w, y) + Nz, 9)].

Consideriamo dapprima il nucleo M. Sviluppando gli esponenziali che
fignrano in Vju(p), si ottiene

Vie _8G—HK | DV 1
VGBS Vi) =R




24 E. LanconerLi: Tracce su refte coordinate, ecc.

B(f) = O per ¢ <O, 6()) = 1 per £ =0; 9y, si ottiene da TV sostituendo la
riga di posto j -1 con (p!, ..., pr). Il determinante ©); & divisibile per tutte
le differenze a due a due delle p; e, pertanto, sard divisibile per V(p); po-
niamo allora

q}fr(!") .
V)

Lnlp) =
Evidentemente £ sard una funzione omogenea delle ; e precisamente

i
(12) Splp) = (— jp—i—i X ?:0 (LIS PR (1 PR TR § Jian (TP T 8

essendo S,—,—; la somma dei prodotti ad n—1—4 ad » —1—j delle quantita
indicate, So =1 e L™y, ., o) = I p2, po=pa....p% ()

1
|a|=r—n
Ricordando la struftura delle p;, con calcoli elementari si prova che,
per certe costanti Cj., riesce:

fh T—8

(13) Cal) = Z L Cpglo ((r—or—{q+Dglq+H)d0
g=gy =0
(13’) go =— max (0, m “"ﬂ, Q1 = min (WL, n — 7)’

mentre per |o|< 4 (Ae R+, O<y=1,
j § i
(14) lfof et | Spmarsl | pafy ooy [tna]) < Cagg®oP

Ora fissato r, in modo opportuno ((r, — n)o, — (n — f)as + g8 > 0), si ha

(15) Ml y) = f e~ ofo)(— o) %7) ot ¥ Eq ' e,
B ¢

. J e—ioz 6(0’)(‘— i0) h l G ‘("‘—-}')M*(Q“H)Sdo +

+ f r_ro+1 ngi{p}‘: ) (0}(—_ ic)he—iw do = (Mo + EMi"qt + M"o)(m7 .7/)

(1) La (12) ¢ classica; vedere, ad esempio, il capitolo 33 della monografia di E. PascaL
« I determinanti» (Hoepli, Milano, 1897) ed i lavori relativi ivi citati.
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Ma Myx, y) :H: {m e poiché e € C®(R), riesce
‘ . 1
< R e e o (Y
(16) lMO(w: y” — Ol;he(f k)(l +15“1 VEER? ==y,

essendo () » una costante che dipende solo dalle variabili indicate.
Inoltre, posto ®(c) = |o|r—No—(athiS+h sog (1) e(c), &

Mipgife, y) = (— i)hoirqty(q+t)6°‘l6(z)

e quindi, per il lemma 2,

ylattSe

(17) | Mg, y)| = Bt o T (a

2 =y

Resta infine da valutare M,,.
Poniamo

o0 SZ 'r{ )
vor=( %, 7t

)e(c)( — o) = du(o)e(o)|— io)",

e mostriamo che ¢ verifica le ipotesi del lemma 2, con a = h -+ (n — fla, — qo8.

Se 1€Z, 1=0, 60, dalla (13) si trae
{mr) ! ) ,
| DiSintp)| ‘5(;%7:)‘;‘}"; |17 2] Cprap| | o [Pl (attidylattitm =

= (m(rm%ici-i Linl | a5 1],

da cui, per |o|=4, per la (12) e per la (14)

) ! i :
| chrgér(i"}i = Cay®®™ {,,,n(:% i} ) !lzo L= als vy [Pt} |0 =<
1
< Ot Ll e [l [
_(mr)

!
= nCayon KT)"! [o|[0=mo=t{vy | + oo + [va |

{my —

essendo v; = o]~

Queste maggiorazioni provano che la serie ¢,, su ogni intervallo com-
patto di R — {0}, & derivabile termine a termine infinite volte, ed inoltre,

per |o| =3

(18) | Did(o)| < Gy [o[romm—t  1EZ, 1220;

Annali di Matematica
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allora, posto @ = (0 — flaz — @5 + h, Flo) = |o[~2Y(c), Fifo) = o'D,F(c), riesce
I) $ € Ly(R) e ||4; Li(R)||< Cyadm.
II) F€ C®R — {0}) ed inoltre, per la (18),

1
|DF(o)| =] 2 Cap|o|-t—nartad=eDly, (o) Di=(+e(c) [<
a-+b=0

< (iytdn |o '—("'“f)az+QO<5‘~l+("‘o—")ale(g) <<

< Cy'yadn | o |—e(o).

ITI) Fi€ Ly(R) ©I€Z, 1=0 in quanto F; € O®(R — {0}) e | Fi(o)| << Ci’e(a).
Per il lemma 2 riesce percid

y%é‘ﬂh
(1 + f 2 i)l'f—h'{—(ﬂ—f)oﬁz—%& ’

(19) | Mrof, y)| < Or, 2 = xy .

Valutiamo ora il nucleo N. Sviluppando il determinante Vi(p) secondo
i termini della riga di posto j-} 1, ed indicando con v, il complemento
algebrico di p¥ exp (1), si oftiene

N, y) = ril fe_i”z(l — e(0))(— o) exp (i) VO(’—;) do.
B
Ma ora

Vjp = =& n—l-i(P“ly cooy Pr—ry Py ey P‘%)V““la veny Py Porda; v, P‘n)’

onde
Yir __ o+ Sn——-l—l(fhu ey Pore1y Papay oo P'n)_
Viw .
I —
1=1, IEr (P‘l Pr}

Ricordando le espressioni delle p;, con calcoli elementari si ottiene (per
certe costanti Cg, a1 € by, |ai| = [l = 1)

N, y)=3 3 yamionm f e—ioz(— do){1 — efo)) exp (e | o = %) -
r=1g=q’
¥ 3

ghlo, y#) |0 [F-i—amirtigof B % o f e—ios(—io){1 — e[o)) exp (ex| o %) -

r=m-}-1 g=go

- gofo, y*)|o|[*F—Du—8 = N, y) + N, y),
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dove

e

i, y) = oo ' (o o)

mentre g, si ottiene da g, sostituendo % — m con m ed a; con b;; inoltre

(21) Qo = max (0, m — 1 —j), ¢g:=min(m —1, n — 1 — ),

¢. = min (m, n— 1 —j).

Gli integrali che compaiono im N,, si valutano immediatamente; indi-
cando infatti con e—e*d, (o, y) le funzioni integrande, si ha che ¢ verifica
le ipotesi richieste dal lemma 2, \fa€ B+t (si osservi che ¢4 =0 per [o|<2).

Allora

a4, qSct,
Ny, <@ s Y IEN,
Nl 1= 0L 2 ey Y
da cui 0 <y=1)
QQSOH
(22) | Nufee, 9)]< G -2 . NHEN; 5= ayn

Restano infine da valutare gli integrali che figurano in N,;. Indichiamo
Niw, g) = 3 B yamiitinly,,
Blg) =h+ (b —fos — (@ —m 4 1 4 K)3.
Se indichiamo poi con ¢g{o, yle—*** le funzioni integrande, riesce
(23) | Datbarlo, v)|< Gl +|o|f0—l,  SLEN.

Scegliamo ora un numero naturale !, tale che f{g) — I < — 1, ed ese-
guiamo in Iy, ! integrazioni per parti, supponendo 2z == 0.

(24) | Toqy| = |27

f e=istDgla, y)do| < OF |2,
R

che, per |#|=1, si pud ovviamente ritenere vera per ogni ! € R+,
D’ altra parte, se (g < —1

(25) UB@){S [ dgrl=s 9); L:(R)H = Oﬁ(q)-
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Se invece B{g) = — 1, si ha

+00
1 =2 o explenyiey do =

~+co

=2ft“lfexp(ert“!)ldts Ci{14|lgy®|}.

y®

D’altra parte, posto, per 2> 0, U(t, y, 2) =(1 — e{t/z)) exp (e,.| 1 |1yd% [2%) seg (o).
- gult, yei») ¢, ed osservato che (1 — e(#/z)) = 0 per |{|<|z|, riesce

I .= f e~#Y(t, y, 2)di,
(>

da cui, osservato che | Diy|<< CYt—— per i =0, 1, e min (s, 1,)24%—

142’

= [ (e + Mdt\s

minle, 1)=if=1 >
1

< ;’UrldHMu, 2 y)| +f|Dz¢(t, 2 y)]dt§£ 01”§1+[1g1“:;z.§

2(1+2) =1

%.

Percid, qualunque sia 2,

ozaeul

Se, infine, Blg)>—1, posto oy’ =s, 2; =2/y%, Y(s, y) =(1 — e(s/y’) exp (e, |8]*)*
“gi(s, y™i*) |8 @ seg (a”), si ha

IB(Q) = y"(B(QH'l)&J g—iszl(‘p(ga y}dg}
R

e ¢, per ogni y fissata, verifica le ipotesi del lemma 2 con « = B(g).
Infatti

I) |4, v); LyR)||= Oy, dove (g dipende solo da f(g) in quanto
EBele,) <0 e Blg) > — 1.

II) Se Fis, y) = [8|~B@ (s, y), si ha che F € C®R) e che

IDLF(s, y)| < G1 + |s|)» exp (er|s|™) s,  WIEN
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e quindi
@7) IDLF(s, )| Gils|7,  WLEN.

I1I) Se Fys, y):lest(s, y), dalla (27) scende immediatamente che
I+, y) € Li{R). Allora

Yy~

e < Ceg P

2 = oy

Raccogliendo, per le (25), (26), (28), (24), riesce

K

[ L | < O e (—1—-_;35‘;’—1—)—;, WIEN,

essendo
1 se Blg) < —1
(29) Kug =] 1+le(y +770 | s b= —1
(v? + ||t so Blg) > — 1.

In definitiva
8 mtisa, KBQ@
AT y)lgohqu3q0,yrq 148 e MIEN.

Ma, per (y°+|2|)=1, se B'=<§", Kp =<(cost.)Kg~; d’altra parte, per
(¥’ 4|2} =1, Kg=<cost, percid osservato che S(q) & crescente con g, sard

(g —m--1--K)5 g1,
(30) le(w; ?/) \ < Cru y-—h—“l—zﬂ‘{“ KB(%’); Wi € N,

Blg) =h +(k —jloo—(go —m + 1 + k)3, 2=wy™™.

Riassumendo
DLDEG(x, y) =
o q r—n
(31) :y"("+”“‘+""“ Mz, y) + Lz tz Mfrqc(w> Y) +M9‘o(m3 y) + Naole, y) ¢+
r==i =gy I=0

4y~ et~k N, (i, y).

I nuclei M sono definiti dalla (15), mentre gli N dalla (20).
Le (16), (17), (19), (22), (30), forniscono valutazioni dei nuclei indicati; per
le notazioni usate vedere poi le (10}, (11), (13}, (21), (29).
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4. - Tracce dello spazio K(P, p)
Posto Q=R X{y; y€R, O<y<1} ed

. \n—m
—, g . <4 .
wif)=n <j —1—10) po- per 0<j<m — 1,
1y m
o= —f— <i<<n—
m(}}....(n J p)n " per m=j=<mn—1,

valgono i seguenti teoremi

TroREMA L. - Se u ¢ la funzione definita da (6), se 9;€S(R), 0<j<n—1,
esiste una costante C, non dipendente dalle ¢;, per cui

n—1 .
2 [|Dwu; L@ <G = g5 ByD(R)|.
a&K(P) j=0
TrOREMA 2. - Se ue S(R?), posto ¢jx)= Dlu(e, 0), 0<j<n —1, esiste
una costante C, non dipendente da w fale che

I s BRI < Giflws K(P, p))

Rinviamo la dimostrazione di questi teoremi alla fine del presente para-
grafo. Dimostriamo ora il seguente:

TrorEMA 3. - L’applicazione T : S(RY) — S*(R) definita da
T(u) = (% [y=o; -y Dy~ 00 Jy=o)s

n—1 .
si prolunga con continuit, in uwn omomorfismo di K(P, p) su Il By'(R).
=0

DiMosSTRAZIONE. - Dal teorema 2 scende immediatamente che 7 & continua
se si prende su S(R* ed S%R) rispettivamente, la relativizzazione della topo-

logia di K(P, p) e di 1l BS(R).
j=0
Sia ora ¢ = (9o, ..., Pu—i) € SYR), ed indichiamo con = la funzione defi-
nita da (6') (o da (6); in queste ipotesi le due coincidono); allora ue CW(R;)
e prolungando la u ponendo

m
iz, y) -_—l_E_OV¢u(w, - 1Y) per y <0
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essendo

Sw—)i=0 O0<j<om,

=0

riesce u e C*(R?). Sia ora ee O3 (R), 0<<ely) <1, ely)=1 per |y|= %, e(y)=0

per lyl=1, e poniamo u*(x, y)=u(x, y)e(y). Evidentemente u*e C>"(RR?), D;M*Iyzozgoi,
0<j=un—1, e, per il teorema 1

¥ KB, 21| < O3 s BB

Cid completa la dimostrazione in quanto S(R) & denso in By(R), \/r € R+.
Mostriamo ora alcuni lemmi

LemMma 3. - Siano «, B, v, numeri reali positivi con af = 1; sia pe R,
p > 1. Poniamo, per x, 3y > 0,
1
Tle, 42) = wirtiye + o 5°7)
Tifw, y*) = (y* + ®),
1—

1
Tofee, y“)=(z/°‘+-ssl+l°(B I)y L
Allora

)</ y ® T, y*) se o<1,
o—1

2 ® Toa, y) se a=1l.

T, y*

DIMOSTRAZIONE. - Se a<<1 si ha

e Bg—1 -1 o—1

Tiw, y?) <y " ® (1 + %)"1“ P =y ytat=y? Iiix yY
mentre per a =1
it 1482 T o
T,y <y 7 (14 ) < o T | (2] = 0 e

LeEMMA. - Se 1 <p <oo, la trasformazione definita formalmente come segue
7if)o) = [ T, ey,
Rt

é, da, Ly(R*) in se, lineare e continua.
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DivosTrAZIONE. — La linearita di T & ovvia; mostriamo che & limifata.
Se fe Ly(R+), per il lemma 3, si ha (¢ =1 per a <1, i =2 per a =1):

f TPy = [ (2017 ey =
4 B+

B
=[] [ 2 viraas sy <2 [ =] [ 2w, vl )] a] ay =
R+ Rt B+ B
= 2o f [ f Tiw, v)|f(x)|de| dy.
R+ Rt

Ma i nuclei T; sono funzioni omogenee di grado — 1, non negative e tali che

1 1
f Tyw, 1ot do < + oo, f Ty1, ¥ dy < + oo,

Rt R

dove —17 =1-— } .
p p
Allora (si veda ad es. il teorema 319 di [6])

NT(F); Lp(BH) || << Cop 15 Lp(BF) ||
dove C,, dipende solo da p e da a.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1. - Sia # la funzione definita da (6) (o
da- (6')); sara:

H—1 1 1 n—1
DiDyule, v) =3 5= | oE)DLDyG e — &, y)dE = o~ 3 DiDjujw, y).
2n o
B

=0 =0

Per la (31)
DiDjujx, y) = y‘*“"““"“% f P&} Mole — E, y)dE +
R
e f B Myl — E, y)dE +- f oAE M — E, )+ Nafoo — £, ylldE +
R R
+ [ eeie — & vjie|
R

(si sono omessi gli indici di sommazione per brevita).
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Analizziamo per i primi termini contenenti i nuclei My, M,, N,; po-
niamo brevemente

v(e, y) = y— PHNm—EH f o (61 M{x — &, y)dE,
B

dove al posto di M deve immaginarsi, volta per volta, Mj.y, M,,, N..
1
Poniamo ¢’ = (r — jja; — (g + )2 —27“2 (per M,, ed N,, si ponga r=n,
t =0, g = q,), e distinguniamo i casi in eni ¢’ & negativo, nullo o positivo.

(@) ¢ < 0. Per la disuguaglianza di HOLDER si ha:

p—1

Jv(e, y) ipgy‘f’“h‘*’”“ﬁ"“’f’f?cP,‘{i) Pl Mx —E, y)}dﬁ( f}Mfi, y)idt)
E E

da cui, integrando in wx,
[0 vz <o Timajpyreeimsen( [ a0, v
B B

Ma, per (17) (o per (19), o per (22)),

f lM{ty y) i di = Cyaﬂ‘(q-!-t)&zx’
R

e poichd
1
(h 4 l)ocl—]—k—j—al—(q-{-t)ﬁoc,gp'ocl—l—}) <i-a,
sara
(32) flo; L@ < Clj; L(B)|| < C"| 9;; By"(R)Il-

(b) ¢ = 0. Osservato che (r — f)a, — (¢ + £)3 > 0, riesce

wa~gwﬁ=Q
R

da cui:

S f [945) — i)l Mlx — , y)dE.
E

Annali di Matematica 3
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Di qui, scelto a € R+, « <min<m{j}, 11;032, 1), 8i ricava

l Q}’ y \P < y"‘l’((h“}‘l)al"‘k”‘f) .

v —1
f mwh}tﬁttlm%m “ar. f = BT 1”'1dt)p '
Ma
1 pTl 1_*_(1
;t}p—l( )lMt ¥) )p—1d¢<(} o ata, [t (1” ) Q<
1+ Lﬂ)(%“)pg‘l
R R e
< C p— 1((‘H—t)&az,-{- +aa,) . 1 - _ Cyi((q-;-t)&a,_{_ ~I—aa,)—{—a,’
(1 + Lﬂ)’+ =
y*

e poiché (ha, + k<< n)
— p{ (et U k)4l s+ o) +p— V=  — |+ am)>—1,
si ottiene
15 Le(@)[| = C"ll 955 BalB)|-
Ma, essendo o < o(j), By"(R) & immerso in Bj(R). In definitiva
(32) 105 Ly(@)[| < 0" 953 By7 (Bl
(¢) ¢ > 0. Poniamo p = min (0(j), ¢) =p -+« con peZ, 0 < a<1; sup-
poniamo dapprima « < 1.
Se indichiamo con M* la funzione che si ottiene ponendo nella espres-
sione di Mj,q (0 di M,,, N,; vedi (15), (20)), B — ¢ — 1 al posto di &, si ricava:
M@ — & y) = (— Urhyetm DE M — £, y).

Quindi, osservato che

p_>_<n———j—-§1)>oz2 — (g + t)0
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e che

f Dipifa) DeM*(a — &, y)dlE = O,

B

| o(a, y)| = y— DRt f [D% () — Digy(END:M*w — &, y)dE| <
R

el

£ o,
<yt el [ 18069 Sa
o

(&f =l + &) — fle)).

Per la (17) (o la (19) o la (22))

—(h—p b1 {r—[)2y—(g-+1)3)
DA, )] y-ssbissana 1. LIFETTE

y*

_(1+% °““+"‘) _ Oy%+m+(q+t)am )-—(w%mﬂ

< Oy—ortigt+hia (1 + t_t_}) (y» 4+ I t[

yal
Osservato che (h, k) €k(P)=>n —k — ha, =0, riesce (0 <y <1)

|aDhey] |t
| <<
lo(e, y)| < O’/ . dat

et g

g
e, per il lemma 4,

1

| A Dhop; 2
flv(w, y)f”dygc"/ [;11‘+p’a‘dt,

0 E
da cui, infegrando in «,
llv; L@} = C'l|o;; ByR)].
Ma p <o(j} e quindi By¥R) & immerso in Bj(R). Pertanto

(33) |v; L@ < C"[|95; BaP(B)].
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Se invece a« = 1(p = p -+ 1), si ha

v, y) = y—(h+1)a1+7‘-k+(5+1)11 . f [— Dicp i(20) + Di?;‘(w — t)] DtM*(t, y)dt,
E
ed anche

v, y) = y— skt J.['-— Dicp,(w) + Digil + H)DyM*(— t, y)dt.
R

Ora, se h —p & pari, D_yM*(—t, y) = D:M*(l, y); percid

_} {1} k(o 1)t Axp; i #
v, y) =5y | =Lt T DM, ydt

"
R

(Baf = fle + §) — 2f () + [(x — 1))
Di qui, procedendo come sopra, si ricava

”»

_ L
o, y)| < (Jj }Aapl‘;e%‘{ . |t —
I tti—'_l (yn 4 1” )1+§az+1

Pertanto, anche attualmente, vale la (83).

Resta infine da considerare il caso in eni & — p sia dispari.

Se indichiamo con M," la funzione che si ottiene ponendo mnella espres-
sione di D:M*, |s|*—¢ al posto di o"—¢, per la funzione

v, y) = y~e—btiten f /)M, @ — &, y)dg,
R

si possono ripetere i ragionamenti fatti per v nel caso % — p pari, in quanto
M (—t, y) = M,"{¢, y). Pertanto

v L@ < CF |l 9j; Bl

D’altra parte, se w,(c, y) indica la trasformata parziale di Fourier di
n(x, y), abbiamo

oo, y) = P(o)s(o, y),
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essendo ®(c) = seg 0. Poicheé ® & un moltiplicatore di classe M} (|7]), riuscira:
f{v(w, y) [P deAf[vl(m, y) P de,
i B

essendo A una costante che dipende solo da p. Possiamo quindi conclndere
che la (33) vale anche in questo caso.

Questo completa 1’ analisi della funzione v.

Ragionamenti del tatto analoghi ai precedenti si possono ripetere per
valutare il termine contenente il nucleo M;; in questo caso si sceglierd

p':h-“il)otz.

Consideriamo infine

w(x, y) = y—rtiuti-k f {6 N — &, ydE,
B

e poniamo p = w(j) = o4 a con peZ, 0<a<1. Analizziamo, per brevita,
solo il caso a < 1.
Se N* ha il corrispondente significato delle M* considerate di sopra, riesce:

— (e ht— R+t BDigy |y Srep
W, y) = —y ] e, | S22 8P DINH— ¢, y)di.

B {t\i_w

Ma, per la (30) B(g) =k — p + (b — flow — (go — m + 1+ E)D)

O ylar—mtrtEpo
| DIN*(t, )| g% mmz Kpgy)s

y™

avendo posto e(gy) :; o+ o —Bgy), I=1 +§a1 + a.

Osservato che 8(q;) = — (n — b — ka,) +;;oc1 +a per j=m—1, Bgo)=

— (0 — h~— koty) — 8 (1 “Z}’) + Zl) o, - a per j = m, riuscird, in ogni caso (vedi (29)),

(ys n M)s(qu 1 qi(l.;_l_ai_{ha)
KB({JO') < B - YH 1 Y P

™ R ey T
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Percio O <y=<1)
L

| A, D0 tp™
1

2 ayta
(y* + |g])1 ™

(34) e, y)|< CB” [ dt,

J e
E
in gunanto

— b+ o j—E+ o 1>ae1—<q;~m+1+k>5a1+al(1 +§)a1+a)—al=

1
= — Blgh + (i, o + oc) = <(gh)on = 0.

Dalla (34), per il lemma 4, si ottiene
lw; L@ =< Cllos; By (®).
Possiamo allora concludere che (h, k)ek(P) implica
| DEDEuy; L@ < Cll;; BaM(R)].

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 2. - Siano #, ed r,€N; poniamo per
0 S‘j S']‘g —_— 1,

duls) =14+ o) = (1 + o,

B(s, o) = (1 4 &)z 4 (1 + o*)ri2 = Dy(s) 4 Po(0),
Fys)=1+41is, Fyo)=1+4iom, M =0F" I=1,2.

Se ue S(R*, per 0 <j <r,— 1, si ha:
(b 9D = (— iy + it = =T B — g7y gy

Con calcoli elementari si prova che, per ogni aeZ’ |a|=2, riesce:
{peDe)| < M, w=(8, o), =1, 2.

Allora ¢j & un moltiplicatore di classe Mj (7], e quindi

T

| duDju; LR || <

1 4

“ Di,u; Lgi—:m/m,'rzmj)(Rz)H :l

| b

< 6,3 [ @u; L(RY = Culj; L{ (89|
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Per il teorema 4 di [3], si ha allora:

HD;“E#:O; Bp (H_ ) B | <Cilju; Ly» "B
D’ altre parte, come si pud vedere facilmente, per ogni «a€ Z?%, |«| =<2, si ha
| we DMy < A4, {=1, 2 n={(s, a),

e quindi anche M, ed M, sono moltiplicatori di classe M}; allora

s L @) =2 uMsz (E=

< A {flu+ " Dgu; LBy | +||w+ 5" Du; LRy} <
< A"||u; Wyt T(RY).

da cui
s Ly "By < A" |u; W (R3]
Si ha pertanto
) | Djulym; By U S R < O s WY, 0sj=n— 1.

Dalla proposizione I-(a), si frae:

@386) | Daw; W™ ™Ry < Cllu; K(P, p),
(87) | Dyw; W™ R < Cllu; K(P, p)l.

D’altra parte, se 0<<j<<n — 1, per (35), si ha
(38) | Dt ly—o; L(B)| < || Ditly—o; By~ #R)| <
< C/ilu; Wy "(BY)] < OF||u; K(P, p)l.

Allora, per (35), (36) e (37),

(39) | DyD3u)y—o; B —n=li43) ;‘m(R)HS C/Cllu; K(P, p)|
per 0<j=m—1,
(40) | D5ty BZ_(IWJ%(R)HS' C/Cllu; K(P, p)

per 0l<n-—m—1.
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Dalla (39), per la (38), si trae
I Djly=o; By (B < Cullw; K(P, p)|

per 0 <j <m — 1, mentre dalla (40), posto m + [ =4 ed osservato che m —

(§ — m) " =m—1 e si ricava
J n—m P —m’

| Djly—o; BB Cuflu; K(P, p)

per m < j<=n—1
Cid completa la dimostrazione.
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