
Sulla interazione ionosferica delle onde elettromagnetiche. 

~ota di MARZIANO MARZ~ANI (a ]~errara) (o) 

Sunto. - Si stabilisce il  legame non lineare~ di tipo eveditario~ f ro  densit~ di eorrente e campo 
ele~trico (quest' u l t imo variabile col tempo con legge qualsiasi), che, neUa ionosfera~ ~ al to  
base di var i  fenomeni d ' in terazione f ro  onde elettromagnetiche interessanti  le radio-co. 
munieaz ion i  (cross-modulation~ sel f -modulat ion,  ecc.). I n  tal  modo si colmano certe la- 
cune della teoria , ereditaria ,, dei detti fenomeni e si ricollegano quant i ta t ivamente  i 
r i su l ta t i  di  questa con le acq'uisizioni della teoria ~ elementare ~. 

1 .  - L a  possibiliti~ che  onde  e l e t t r o m a g n e t i c h e  i n t e r ag i scano  f ra  loro ne l la  
i onos fe r a  ~ s ta ta  r i e o n o s c i u t a  ne l  1933 da  B. D. H.  TELLEGEN o s se rv a n d o  
s p e r i m e n t a l m e n t e  che l ' o n d a  emessa  da  u n a  s tazione rad io  (~ po ten te  ~) e ra  in 
grado d ~ inf luenzare  l ' onda ,  non  modula ta ,  emessa  da u n a  s taz ione ~pifi  de- 
bole  >~ di d ive r sa  f r equenza ,  t r a s f e r e n d o  a d e s s a  la p ro p r i a  modu laz ione  (effet to 
L u s s e m b u r g o  o ionospher i c  cross-modulat ion) .  Secondo  V. A. BAILEY e D. F. 
M~I~TYN (~) il c ampo  de l la  p r i ma  onda,  p rovocando  con la p ro p r i a  modula-  
z ione ose i l laz ioni  con la f r e q u e n z a  di q u e s t ' u l t i m a  nel l '  ene rg i a  c ine t i ca  med ia  
degli  e l e t t ron i  ionosfer ic i ,  modi f ica  c o r r i s p o n d e n t e m e n t e  la f r e q u e n z a  del le  

eol l i s ioni  di ques t i  e qu ind i  l ' i n d i c e  di a s so rb imen to  del mezzo.  I n  conse- 
guenza  di cib, il c ampo  de l la  seconda  onda,  t h e  d i p e n d e  da  ta le  ind ice ,  v i ene  
ad a s sumere  la modu laz ione  de l la  p r ima .  

Ta l e  t eor ia  (det ta  c o m u n e m e n t e  (, e l e m e n t a r e ,  ), a n c h e  se in~erpre ta  il 
m e c c a n i s m o  f is ico del  f enomeno ,  non  fo rn i sce  t u t t a v i a  ne l l a  sua  f o r m a  origi- 
na r i a  equaz ion i  gene ra l i  pe r  il campo  e l e t t r o ma g n e t i c o  che  t e n g a n  conto  degli  

(ot Lavoro eseguito nell' ambito dell' attivit~ dei Gruppi di rieerca matematica del Con. 
siglio :Nazionale delle l~icerche. 

(i) V. A. BAILEY and D. t~. MARTYN, The Influence of  Electric Waves  on the Ionosphere, 
¢ Philosophical Magazine S. 7 ,,, vol. 18 {1934),' pp. 569.386. - V. A. BAILEY, On some Effects 
caused in  the Ionosphere by t~lectric ~Vaves, ~ Philosophical Magazine S. 7 ~, vol. 23 {1937) 
pp. 929.960 e vol. 26 (1938)7 pp. 425453. A.ltre esposizioni di tale teoria sono state date suc. 
eessivamente da vari Autori. (Si veda ades .  L G. H. HUXLEY and J. A. RATOLIFFE, A Sur- 
vey of  Ionospheric Cross-modulation, ¢ Procedings of the Institution of Electrical Engineers ~, 
vol. 96 (1949), pp. 4~q3-4~0; oppure la trattazione fatta da H. ]]RE~IMER in~ Propagat ion  of  
Electromagnetic Waves  "7 "~ Handbuch der Physik ~ Berlin, Springer Verlag, 1958, p. 573 
e segg. 
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effetti  non lineari (8) d ' in terazione ionosferica. Equazioni di questo ripe sono 
state stabili te fin dal 1936 da D. G ~ h ~ z  (s) nella sun teoria << eredi tar ia  >> 
associando alle ordinarie equazioni di M~KWELL e alle rela~ioni D -  ~E, 
B--~H (~) il legame non lineare a carat tere ereditario fra i vettori  densith 
di corrente J e campo elettrico E 

O) 

t t t 

+fYf 
o o 

t 

d(t) = f a(t --  =)E(~)d~ + 
o 

con ~ e ~' omografie r ispet t ivamente del primo e del terzo ordine. 
~1 perb da  ri levare ehe, essendo s t a t e  tall omografie lasciate del tutto 

indeterminate dal GRAFFI, i r isultati  che si possono dedur re  dalle suddette 
equazioni sono solo qualitativi.  Non 6 quindi privo d ' in teresse  concet tuale  e 
pratieo il problema di determinare  esplici tamente queste  omografie. I progressi  
reeenti  della fisiea elettronica dovuti  a vari Autori  (V. L. GIIVZBUR~, A. V. 
GURE¥ICH In), I .  M, VIL]~NSKI¥ (6)/ D. H .  ~[E~ZEL e D. LAYZER ~}, coo.) otle 

hanno inquadrato il fenomeno della interazione ionosferica nella teoria dei 
plasma basata  suWequazione del trasporto di BOLTZ~[AN~ (la eosidetta teoria 
<< einetiea ~ ), consentono era di valutare con alcune approssimazioni la ~ e 
la ~'. Le espressioni ehe si ottengono t raseurando l ' inf luenza del eampo ma- 

{2) L' interazione delle onde elettromagnetiche 6 infatti incompatibile con l 'ipotesi della 
lineariti~ delle equ~zioni del campo. 

(9) D. GRAFFI, Una teoria eeeditaria dell'effetto Lussemburgo, , Rendiconti del Semi- 
nario matematico dell 'Universit~t di Padova ~, Anne  ~ I I  (1936), pp. 36.54. 

(4) I n  tall equazioni D indica il vettore spostamento, B l ' induzione magnetica, E il campo 
elettrieo, H il eampo magnetico, ~ e ~ rispettivamente la costante dielettrica e la permeabi- 
lit~ magnetica del gas non ionizzato. 

(5) V. L. GINZBURO and A. V. GUR~VIOH, Nonlinear Phenomena in a Plasma Located 
in an Alternating F, lectromagnetic ~'ield, ¢ Uspekhi Fiz. ~ a u k  ~,, vol. 70 (1960), pp. 201-246 
e pp. 393.428. I risultati di varie ricerche di questi e di altri Autori~ insieme con un 'ampia  
bibliografia sull 'argomento, sono riportati nel  volume di V. L. GI~ZBURG~ Propagation of 
Electromagnetic Waves in Plasma, ¢ Amsterdam, ~orth-Holland Publ ishing Comp. ,~ 1961. 

(6) I. ~[. ~¢~ILENSKIY, On the Theory of Radio.l~Vave Interaction in the Ionosphere, 
Zurn. Eksp. Teoret. Fiz. ,, T. "22 (1952 b pp. 5~-561. 

(~) D. 1~. Mm,~zEL and D. LAYZER, The Interaction of l~leetromagnetic and Acoustic 
Waves in an Ionized Medium, , Report U. "S. Air Force ,, 14 March 1959 - Ionospheric 
Cross.Modulation: A Microscopic Theory, • Radio Science Journal  of Research ,, vol. 69 D. 
(1965) pp. 59.68. 
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gnetieo terrestre  sono:  

(2) ~(s) = - -  e-vQs 

(3) 7(s~, s~, s~)a,a,a~ = 

= r~ga,  • a~)a~ + r~ga~ • a~)a~ + r~ga~,  a~)a, 

ax, a2, as essendo tre vettori generiei e 

(4) Ihi~ = Vog(8~ 8j) ~e-~+' 
~Vo 

(5) g(si, s i ) -"  g(sj, s t ) - -  

= 1 8 ~ k T  { ¢ 4 N  e-~0E<~-l)~+,+l 1 (sj - -  st) + e-~0t<+-~)~s+~.~. 1 (st - -  sj)} 

i ~ = j ~ k  

(6) s - - t - - ~ ,  s t = t - - ~  

e dove gli altri  simboli hanno il significato seguente :  

e, m ~  

k --  

T - -  

Vo - -  

l ( s )  = 

( i ' - - i ,  2, 3) 

eoncentrazione degli elettroni ionosferiei 

earica, massa del l ' e le t t rone  

eostante di BO:LTT~A~NN 

t empera tura  assoluta delle molecole neutre  

frequenza effett iva delle collisioni fra elettrone e moleeola in assenza 
di campo elettrico, eio~ quando la tempera tura  degli elettroni g ugua- 
l e a T  

frazione media di energia trasferi ta  da an elettrone nella collisione 
con una molecola 

funzione di HEA¥ISIDE. 

Le  relazioni (1}, (2), (3) rendono possibile uno studio pifi preciso dei feno- 
meni d ' in terazione fra radio-onde da cui emerge una sostanziale concordanza 
dei r isultat i  della teoria << ereditaria>> e di quella  (< e lementare  >>. L' eutensione 
di tali eonsiderazioni al caso in cui non s ' in tendano t raseurare  gli effetti del 
campo magnetieo terrestre viene laseiata ad ultra rieerea. 

2 , -  Ponendoei  dal punto di vista della teoria << einetica >>, eonveniamo 
d ' ident i f icare  il mezzo ionosferieo in cui il fenomeno d ' in terazione si svolge 
con un plasma imperfe t tamente  lorentziant b cio~ con un gas composto di elet- 

A n n a l i  d i  M a t e m a t i c a  15 
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t r o n i e  di moleeole neutre  (~) nel quale la masse m* della molecola b molto 
grande in confronto della massa m del l 'e le t t rone (cosl ehe il rapporto re~m* 
risulti piccolo rispetto all' uniti~ senza ehe posse eonsiderarsi  nutlo ¢)) e piccolo 
b il numero degli elettroni in confront0 al numero delle molecole (~°). Sia pot 
E(t) il campo elettrico, uniforme e di debole intensith, t he  agisce sul plasma 
(hullo per t_<,0 e eomunque variabile col tempo t per t > 0) e traseurabile 
l 'effet to del campo magnetieo (variabile) della radiazione e del campo magne- 
rico (eostante) della terra.  Allora, nolle ipotesi the  il plasma posse conside- 
rarsi  spazialmente omogeneo, la funzione di distribuzione f - - f (v ,  t) delle ve- 
locit/~ v degli elettroni soddisfa al l 'equazione di BOL~ZMAN~¢ 

(7) c , .  V f+S=O 

dove ¢ b la carica dell 'elet trone,  v ~ f  ~ il gradiente di f hello spazio delle 
veloeit/~ e S b il cosidetto integrale delle collisioni rappresentante  la varia. 
zione di f nel l 'uni t~  c]i tempo dovuta agli urti  degli elettroni con le molecole. 
La funzione f deve inoltre soddisfare alla condizione di normalizzazione 

(8) If(v,  )do = N 
.J 

ore  l ' in tegra le  s ' in tende  esteso alFintero spazio delle velocit~ e /V denota la 
concentrazione costante degli elettroni. 

Gom'@ noto (~), poich@ la frazione media ~ di energia trasferi ta da un 
elet trone nel l 'u r to  con una molecola i ~) b molto piccola rispetto al l 'unith,  

possibile scrivere la funzione di distribuzione nella forma approssimata 

(9) f(v ,  t) - -  fo(v, t) -f- v .  f~(v, t) 
v 

I r (v, fo(v, 

(s) Ammettiamo per semplieit~ ehe gli toni pesanti (positivi o negati~i) non influenzino 
sensibilmente ta propagazione delle radio-onde cos~ da poter trascnrare la loro presenza. 

(9) I n  modo da toner eonto dei piceoli scambi d 'onergia ~:erificantisi nolle eotlisioni 
binarie fra elettroni e moleeole. 

Qo) I n  modo da poter trascurare gli urti  fra elettroni. GIi urti fra elettroni e molecole 
si suppongono perfettamente etastici. 

(ii) Cfr. V. ]5. @INZBURG, Propagation of elect+'omagnetic l~aves in plasma, pp. 42-43. 
(t~) Rieordiamo che per le collisioni elastiehe ~ 5----2m/m*; in l)artieolare, per lo strato 

E della ionosfera ~22~610 -s. 
Qs) Si ammette eio~ che la funzione di distribuzione non si seosti molto dall 'essere 

isotropa. 
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eve v g il modulo di v, e sostituire la (7) eel sistema 

(lo) 

~fo e ~ (v~E.f~)+8o=O 
8-t~ -t- 3my 2 8v 

~Vf~ ¢ ~fo + ; ;  E ~ - +  S~= o 

in cui So e S~ sono i primi due coeffieienti  dello sviluppo di S in serie di 
armoniehe sferiehe di superfieie (~4}, espressi con suffieiente approssimazione 
da (1~) 

1 ~ lv~v[_~fod_vfo l So 
- -  2 v  ~ 8 v  ~ v  

(11) 

eve v -  v(v) ~ la frequenza degli urti  binari  fra elettroni e molecole (~6), k 
la costante di BOL~Z)~A~ e T la tempera tura  assoluta delle molecole. 

La (8), era sostituita da 
+co 

f m  

4 = ~ vVo(v, t)dv = iV (12) 

0 

resta verificata in conseguenza di (i0~) e di (11~) e del 
sussiste per t - - 0 .  Alle equazioni (10)-(11) si devono infatti 
condizioni iniziali 

 0(v 2kT 

(13) 
t,~(v, o) = o 

fatto che la (12) 
aggiungere le 

oltre alla condizione ehe, per ogni t, le funzioni f o e  F~ (definite nell '  intero 
spazio delle veloeit~t) r isult ino convergenti  al l ' infini te .  

(i4) ~ e l  nostro case, S l ha, come t I , la dirozione di E che ~ la sola direzione privi le-  
giata dello spazio. 

(i5) Qaeste formule furono stabilite r i spe t t ivamente  da S. CHAPMAN & T. G. COWLING 
{The Mathematical Theory of Non.Uniform Gases, ¢ Cambridge,  U n i v e r s i t y  Press  ~, i939, pp. 
347.350} e da H. A.. L0~E~TZ, (The Theory of Electrons, Leipzig.  Teubner ,  1909~ ~ o t a  29) e 
suceess ivamente  r i t rovate da altri  Autor i  (Ofr. ad es. D. ]=L MENZEL and D. LAYZER: lea. 
cir.; V. L. GI~ZBURG and  A. V, @UREVI0~: IOC. cit.). 

(ts) Sul la  d ipendenza  di  ,1 d a v  si veda  V. L. GINZBURG and  A. V. GUR~VlCH: lea. eit, 
paragrafo 2. 2a, 
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3. - Per  semplif icare la risoluzione del problems differenziMe ora posto 
converr/~ supporre v uguale per tutti  gli elettroni (e quindi indipendente da 
v) e eoincidente con la frequenza effett iva di collisione vc che corrisponde 
alla tempera tura  assoluta T¢ degli etettroni. A questo r iguardo va tenuto pre- 
sente che T¢ ~ definita dalla relazione 

I f m y  2 (14) kT ,  = ~ - ~ -  fo(v, t)dv 

e ehe v¢ ~ legata a T¢ da 

(15) v,:=Vo ~-~Vo 1 + . - -2 - f -  

ore Vo b il valore d iv¢  in assenza di eampo elettrico (cio6 per  Tc --  T). Scritto 
allora il sistema differenziale (10)-(11) nella forma:  

(16) 

l ~t 2v ' ~ v  v~v° m ~v + Vfo = 

_ e ~ (v~E.A) 
- -  3my 2 ~v 

1 ~ v~(Vo - -  v~) 4 -  Vfo 
2v ~ ~v m ~v 

~A e ~fo 

cerchiamo una sua soluzionc con un procedimento di approssimazioni succes- 
sive. Prendendo come prima approssimazione per fl e fo i valori 

(17) 
f l o  - -  O 

. / m \~t2 m ~  ~ 

2 k T  

che tali funzioni assumono al l ' i s tante  t = 0, si ha in corrispondenza, per  

(~-7) S e i l  campo elettrico b sufficientemente debole la differenza I T¢ -- T I b piccola nei 
confronti di T. 
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(14) e (15), v¢ --  Vo e quindi dalle (16) come nuova approssimazione per f~ e fo (~8} 
t 

¢ ~foo / 
m ~v 

0 

(18) fol = foo + 
t 'v~ 

C 2 ~ • f e-~°~-~)E(%) d%d':l" 
0 0 

Se poi s ' in t roduce  con la (5) la funzione g(sl, s2), la (18~) diventa 

(19) 

+ ¢~N v ~ v~ 

fo~ = ho + 
t t 

0 0 

e, in corrispondenza, la (14) e la (15) danno per vc la seguente valutazione:  

(20) vc --  Vo + - ~  g(t - -  % t -- ~2)E(~).E(%)dT~d~2 . 
0 0 

Dalla (162) si trae allora come successiva approssimazione per fl l 'espressione 

(21) f12 --  

t t 

C / e-~o(t-~) ~[-~E(~)dz-+- f e-vo(t-~)(Vo--V:)fl~(v, ~)d~ 
0 0 

con /oi, ve e fll forniti  r ispet t ivamente da (19), (20) e (18t). I1 primo integrale 
della (21) risul~a dunque  la somma di fll e di un altro termine proporzionMe 

~ [ 1 3  (v~3foo~l. Quanto al secondo integrale  della (21), sosti tuendo a 

( v o -  re) e a f~l le rispettive espressioni (20) e (181)e invertendo F ordine delle 
integrazioni si ottiene un termine che conduce al contributo non l ineare della 
(1). ]~ tut tavia conveniente,  se si vogliono condurre  in fondo i calcoli nei casi 
interessanti  le applicazioni e r i t rovare i risultati  ottenuti  con la teoria (< ele- 
mentare  ~, semplif icare l 'espressione del termine suddetto. Poich~, per ]a 
presenza del fattore esponenziale ehe compare nelF ultimo integrale di (21)7 
contribuiscono in modo essenziale a lFintegra le  in discorso i valori di (vo--re) 
prossimi al l ' i s tante  t, potremo, in via approssimata, considerare nel suddetto 

{ts} ~Tatura lmente  si  t i en  conto  de l l e  cond iz ion i  in [z ia l i  {13) e di  quel lQ a l ] ' i n f in i to .  
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integrale (Vo--v d uguale al sue valore nel l ' i s tante  medesimo {~9}. L ' in tegra le  

~f~ La ricerca della corrispondente approssima- si r iduce allora a --(Vo--re)~Vo' 

zione per  fo riesce superf lua  e t rascurabi l i  sono le ulteriori  perturbazioni  della 
distr ibuzione se, come si suppone, E i~ suff ic ientemente debole. 

4 .  - Ottenuta cosi in via approssimata  la fuazione di distribuzione f(v, ~), 
siamo ora in grado di calcolare la densit~ di eorrente J espressa, corn' g noto, da 

con 1' integrale esteso al l '  intero spazio delle veloeith.  An~,i, essendo 

f ro(v, tlodo=O, tale densit~ ~ determinata  dalla sola parte aniso~ropa della f(o, t) 

attraverso la re laz ione:  
+oo 

J(t) =e f (V.vfl__)vdo = ~¢ f fl(v, t)v~dv. 
0 

Sosti tuendo allora a f~ la valutazione (21) e tenendo presenti  le osservazioni 
fatte, avremo : 

t 

J(t) ---- ¢2_ Ntn f e-'~°(t-~)E(~)d~ "}- 
0 

t t t 

+ 3re g(t - -  ~ ,  t - -  %) ~o E(~,).E{%)E(z8)d~ld~2dz8 
0 0 0 

e quindi, faeendo intervenire le omografie e e ~' definite da (2)-(5), 

(22) J(t) = f ~(t - -  z)E(z)dz + 
0 

t t t 

+f f/ 
0 0 0 

,((t - -  -q, t - -  %, t - -  %)E(x~)E(z2)E(xs)d%dzflx~. 

La (22) eosti~uisce appunto  il legame fra densith di corrente e campo 
elettrieo, girl stabilito da D. GaAPFI col metodi della teoria << ereditaria  >>: le 
espressioni (2)-{5), fissando i valori da at tr ibuire alle omografie :¢ e ?, com- 
pletano sul piano teorieo i r isultati  di tale )~utore. 

(t~) Del resto, nel case per noi particolarmente interessante di un campo elettromagne, 
tieo sinusoidale di frequonza sufficienteraente elevata, la (v 0- re)  ~ praticamente costant% 
come si vedr~ nel!a nora (~4) in eui ~ calcolato un termine proporzionale a tale grandezza. 
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D. - Si t rat ta  era  di mostrare come il legame da noi ritrovato sia alia 
base di vari fenomeni d ' interazione ionosferica fra onde elet t romagnet iche e, 
in particolare, dei casi di cross-  e self-modulat ion eui intendiamo riferirei .  
A tal fine conviene osservare che 6 pessibile estendere gli integrali  della (22) 
da - - c ~  a t (a patto di prendere  t suff ic ientemente grande) definendo E ar- 
b i t rar iamente  nel l ' interval lo  (--cx~, 0) (2o), cosi ch% fatte le posizioni (6), la 
(22) stessa diventa :  

(23) 
-{-o~ 

J(t) -- f ~(s)E(t -- s)ds + 
0 

+co + ~  +co 

+ /  / f ?(s,, s~, s3)E(t-- sl}E(t-- s~)E(t-- sa)dslds~dss. 
0 0 0 

Siano era  E~it) ed Edt) i valori dei campi elettriei  delle onde emesse da 
due stazioni radio quando si t rascuri  l 'effet to ionosferico rappresentato dal- 
1' integrale  

(24) 
0 0 0 

I1 eampo E~ (di f requenza o~/2rc, modulate in ampiezza con (bassa) fre- 
quenza Q/2~) sia variabile con legge: 

(25) Edt) -- E1o(1 + M sen Qt) sen (~lt)a = 

M M 
= I son + cos - + I Q 

con 0 < M < 1 (M = profondith della modulazione) e 

~26) t01 >> ~, 

(~0) Infatti~ se ad esempio si pone - - o o  in luogo di 0 nei  l imi t i  in fe r io r i  d e l l ' i n t e g r a l e  
de l la  (20) e sp r imen te  (re--v0) (uno degl i  i n t eg ra l i  che concorrono a formare  la  (22)), l 'errore~ 
maggiora to  da  

0 "rl $ o 

__ K e_~vot + ~ - -  I I 
yO:$ 

r i su l t a  t rasourabi le  pe r  t abbas tanza  grande .  Ana logamente  pe r  gl i  a l t r i  in tegra l i .  Ofr. V.  
VOLTERRA~ SUi  f e n o m e n i  eredi tar i~  , Rend.  Ace. L ince i  "7 S. 5, vol. X X I I  (1913)7 pp. 529.589. 
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mentre  il eampo E~ (di frequenza (02/2~: e non modu la t e ) s i a  variabile con 
legge 

(27) Ez(t) -= E~o sen (~o~ t)b (~). 

Con tall campi i~ possibile avere una valutazione approssimata dell ' inte- 
grale (24) sostituendo al valore effettivo di E la somma E~-[-E2 (22) e traseu- 
rando, se F intensit/~ del campo E2 delFonda ((pit~ debole >) ~ molto minore 
dell 'intensit/~ del camp0 E~ dell' onda ~ potente ~ (~t, i termini  ehe eontengono 
due o pih fattori uguali  a E2. Si ha cosi per il contributo non l ineare (24) 
(che indicheremo con J') l 'espressione seguente:  

(2s) 
0 0 0 

+co + ~  ÷co 

+ 3  f f f ?(s~, 82, sa)E~(t -- s~)E~(t-- s2)Ez(t-- ss)ds~ds2ds. , 
0 o 0 

che, posto E~ = E~a, E~ -- E~b ed esplicitata la 7 mediante la (3), la (4) e la 15), 
diventa : 

t29) 

+co 

-- 3m~k T a ~Vo 
0 

j J . _ .  

+co +co 

o 0 

÷co +co +:~ 

¢~Nvo f 3e-~o~E2(t_s,)ds~ f f e_,o[(~_~)~+~l l (s2 _ s~)E~(t _ s~,E~(t_s2)ds, ds2. b 
0 0 0 

-4- 6Vo(a.bla j ~v0 El(t--s2tds2 g(s~, s~)E~(t--sl)E2lt--s3)ds~ds~. 
o 0 0 

(~i) I ve t tor i  un i ta r i  a e b del la  d i rez ione  di tall campi e te quant i ih  sca lar i  Eto , Eeo 
e M ora in t rodot te  non d ipendono  da t. 

(e2) Questo modo di p rocedere  ~ giust i f icato d a l l ' e s p e r i e n z a  oh% anche in  tal caso~ ri- 
vel~ solo modes t i  scos tament i  del eampo totale effe t t ivo E d a l ' v a ] o r e  E~-4-Ee fornito dalle 
o rd inar ie  equazioni  di MAX'WELL lineari .  

(~3) Queste  due onde  sono chiamate  anche da cert i  Autor i  onda  ~, r ieerca ta  ,~ e onda  
~ d i s tu rba t r i ce  ,.  
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Si t rat ta  era  di eseguire le integrazioni indicate sostituendo a E~, E~ e 
g le rispettive espressioni (25), (27) e (5). Se alla (26) si aggiungono le ipotesi 
(verificate sovente in pratica (~)}: ¢o~ >~ re, (o~ >~ Vo con Vo suff ic ientemente  
grande, ~ - -  ~o~ >~ ~o~ (oppure ¢o~ - -  ~o~ >~ ~¢o~) r isul ta  (~) : 

(~4) Ne l t a  p ra t i ea  i va lo r i  di o) i e ~o e sono, di  sotito, del l '  o rd ine  di  106 :--107 see - l ,  men- 
i re  v0 assume nel lo  s t rafe  E de l la  ionosfera  va lo r i  del l '  o rd ine  d i  105 see - t .  

(es) I p r imi  due addend i  de l la  (29) contengono l ' i n t e g r a l e  

f f o--v0[(~--,),~+s~] l(s.~ - -  s , ) E , ( t  - -  s , ) E , ( t  - -  s~)ds,ds~ (°) 
0 0 

eh% in vir t f i  del la  (25)~ darh  luogo a ire g rupp i  di  termini ,  uno dei  qual i  ind ipenden te  da  
M e gl i  a l t r i  due proporz ional i  r i spe t t i vamen te  a M e a M s. Quanto  al  p r imo  di  essi~ si 
trova~ t r a s e a r a n d o  quant i t~  molto p i eeo le :  

E'oe t~  2 ~ - - ~ ° e c . .  ~°,~0(24-~)sen2~o,t  f 
2(o) e ÷ roe) -t-- ~o e_l_.~.evo ~ os ~ 4% e -I- ~evoe 

che~ a meno di  t e rmin i  d e l l ' o r d i n e  di  ~v° - -  e ~ pus  pensars i  ugua le  a :  
O) i 

~ 1 0  e 

2~(¢oi~ + roe ) ' 

I1 cont r ibute  de l la  (0) proporz iona le  a M vale  invece  

MvoElo ~ 1 
- _ _  sen (l~t ~ ¢Pa ) 
~ l  e - ! -  vo e V ~  4 -  ~eVo ~ 

c o n  

~ = a re tg  ~-Vo 

men t re  i l  cont r ibute  de l la  (0) proporz iona le  a M s r i s u l t a :  

MeE'°~ l l  ~v° cos ( 2 ~ t -  % " ) t  

c o n  

2~ 
%r~ ~- a rc tg  ~ .  

m2 
Quanto al  terzo addendo  de l la  (29), esso d~ luogo a t e rmin i  s inusoida l i  di  f requenza  

e di  f requenza  2°)1 ~ °~e 2~: iI cut cont r ibu te  ~" perb  molto piccolo r i spet to  a quel lo  fornito da i  

p r imi  due in tegcal i  de l la  (~)9) e per tan to  pub essere  t rascurato.  (L ' e s i s t enza  di  t e rmin i  di  
questo r ipe ~ s ta ta  r i seon t ra ta  anche  da  a l t r i  A u t o r i :  si vedano  al  r i gua rdo  i c i ta t i  l avo r i  
de l  GRAFFI~ del  "V'ILENSKIY e del  GINZBURG). 

Anna l i  di M a t e m a t t c a  16 
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(30) d '  e ~E ~° q l  + M~/2) I 4MSvo = sen (~t - -  ~o n) - -  
6m~kT~(toa ~ + vo~) ~ 1 + (2 + M~)V fl~ + $~vo ~ 

M~$vo 

(2 + _ ~ ) V 4 u  ~ + ~Vo - ~  
cos (2fit - -  %n) t voE~a + 

e~NE~J(1 + M2/2) l 
+ 6m,kT~(oh2 + Vo~) (o~, ~ + vo~) 1 + 

4MSvo 

(2 + M~)V~ ~ + vvg  
sen ( f l t - - ~ a ) - -  

con 

- -  M~v° cos (2Qt --  %n) l voE~b 
(2 + M~)V4Q ~ + ¢3%02 

fl  2~-~ 
~n = aretg~vo, ¢~2~ = aretg ~Vo" 

Si desume eosi dal la  (30) che il campo elettrico E1 de l l ' onda  ~ potente ~, 
in teragendo con ogni eampo ele~trico E di pulsazione to (e in parfieolare con 
se stesso [26} ), determina,  nelle det te  ipotesi, 1' aggiunta  di una  corrente  elet t r ica 

¢'YExo~(1 + M~/2} { 4M~vo 
sen (2t ~¢a)-- A J - -  6m~kT~(~o~ ~ + Vo~)(¢o2 + vo~) 1 + ( 2  + M ~ ) \  f l - +  ~Vo ~ 

M2~vo 
(2 - - [ - / I / 2 )V4~  z + ~%o ~ 

cos (2Qt --  qo2n) ~t roE 

t h e  sar~ pilt comodo scrivere nella  forma 

(31) 

ponendo 

(32) 

AJ --  C{ i + M a  sen (Qt --  ~n) - -  M~a cos (2fit - -  ~n)  } roE 

C = e'NE1J(1 + M2/2) 
6~ 2 2 _~ kT~(~0~ + Vo ~) (~o ~ + Vo 2) 

(33) Mn = 4M~vo 
(2 + 2~ ~)VW + ~'Vo ~ 

(2 + M~)V4~ 2 + ~%o 2" 

(e6) I1 campo E~ influenza quindi ancho la propagazione della propria onda dando luogo, 
in partieolare, al fenomeno della self-modulation. 
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In altre parole, per  effetto di E~, al eampo E eorrisponde la densit~ di 
eorrente  ionosferiea 

con 

J-~ AJ 

v( -i ) (.,) J = ~ E + ~ \ \  E 

e AJ  espressa dalla (31) (dove a ~ la eondutfivit~ ed e ~ il eoefficiente die- 
lettrieo del mezzo nella propagazione, in assenza di E~, de l l 'onda  eui appar- 
tiene E (28)). Cib equivale  ad at t r ibuire  al parametro ~ l ' ineremento  variabile 
col tempo (2~): 

Az - -  VoC { 1 -~- Mn sen ( S T - -  ¢~a) - -  M2n cos (2~t - -  %02a) } 

e quindi  all' indi te  di assorbimento 

X - - -  
2~(y 

ton  

(n z V~ indiee di rifrazione per  l 'onda di E in assenza di E~) 1' incremento :  

2~h~ 2nvoC 
(35) A ~ - - ~ - - _ _  

ton  ton  
[ 1 ~ Ma sen (~2t - -  ¢p~) - -  M2a cos (2fit - -  ~,a) }. 

Questi  r isul tat i  sussistono ancora, in prima approssimazione, quando le 
proprietit fisiehe del mezzo variano con 1' altezza a causa di una stratificazione 
p iana  a debole gradiente.  

con 

(27) L a  J d e n o t a  qui  la densit~t di co r r en t e  in  ta le  p ropagaz ione .  

(~8) Corn' ~ noto  : 

~ ~ (02 -t- v02 ~02 -I- V02 

~2 
~ o  2 = 4 ~  - -  N - - ~  3 ~ 1 8 . 1 0 9 N o ~ . - ~ .  

m 

(29) I1 coef f ie ien te  d ie le t t r i eo  ~ non  b i n v e e e  i n f luenza to  i n  m a n i e r a  sens ib i l e  da l l a  

p r e s e n z a  di  E I .  
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6. - Riferendoci al case era  accennato, consideriamo l 'ampiezza Eo(~, t) 

del campo E, Tale ampiezza, che in assenza di E~ ~ proporzionale a (~o) 

°/ 
e o 

(ore ~ ~ la veloeit~ della luee nel vuoto e l ' in tegra le  ~ esteso al l 'arco ~ di 
traiettoria descritto dall 'onda), viene ora ad csserc moltiplicato per il fattore 

f e o ~ 1 - -  - ~ hxd~.  
6 

0 

Sostituendo allora a 5z l 'espressione (35) e t rascurando l 'effet to non 
periodico dovuto al campo E1 in assenza di modulazione, si ottiene per la 
suddetta ampiezza la legge seguente :  

(36) Eo(~, t) _~ 

K l l -- ( f v°CMa ( f v°C2Z   n 
0 0 

in cui K ~ an  coefficiente indipendente da t. La (36) mosira come 1 ~onda di 
E riceva, per  effetto della modulazione di E~, due modulazioni, rispettiva- 
mente  di (basse) frequenze ~/2r: e fl/rc, la seconda delle quali molto meno 
marcata  della prima (8~). La profondith di questa modulazione fondamentale  
(di bassa frequenza Q/2~:) 

2~: f V o ~ M a  
= -;- . 

0 

r isulta espressa, in virt~ di (32) e (33), de (sz) 

(37)  M ,  = 
2~:ml 2 VQ * _{_ ~2vo2 J ~,~ I1(o)) 

0 

(a0) In  eonseguenza dell'applicazione del metodo W. K. B. all 'equaziono (4erivata per 
eliminazione dallo equazioni di M~XWELL) 

dg~ ~ ~ n~(~)E = 0 n ~ = ~ -- - 

i essendo l'uniti~ immaginaria (err. V. L GI~zBuRo: lee. cit. pp. 766-767). 
(ai) Come appare dal eonfronto dei eoeffieienti di moduiazione Ma e M2a. 

(~) ~11  e Jmll denotano al solito la patio reale e i l  coefficiente dell ' immaginario di ;1. 
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con 1 -  libero eammino medio del l 'e le t t ronc in assenza del campo (83) e 

n l m  n 
a( o) _ (") 

o Nvo 

( n -  indice complesso di rifrazione del mezzo per l ' onda  di E in assenza di 
El), relazione che, in particolare, fornisce per to--~o~ la misura del l 'azione 
ionosferiea dell '  onda (~ potente >) su se stessa. La  (37), che insieme con la (36) 
compendia vari aspetti  salienti dei fenomeni di cross- e self-modulat ion 
(quali la proporzionalith fra la modulazione de l l 'onda  perturbatr ice e la mo- 
dulazione impressa e la dipendenza di questa dal fattore caratteristico 

1 / V ~ - I  - ~vo 2 ), prova la sostanziale concordanza delle acquisizioni della teoria 
~ ereditaria )) e di quella (( elementare )) (s~). 

3 
(3~) Tale l ibero eammino medio ~ connesso a l l ' e n e r g i a  einet ioa media  2 k T  dell  e le t t rone  

dal la  re lazione 3 kT~-- 2 l~v°~" 

(3~) Poich~ 11~ ~- ~ - -  i - - ,  r i su l ta :  
O) 

~ (O02V 0 

I1 paramet ro  a(,)) ~ quindi  pressoeh~ ind ipenden te  da N e d a v  0 per  va lo r i  molto grandi  di ¢o. 
(3~) Si  vedano  al r iguardo  i l avor i  deg]i  Autor i  citati  a l l ' in iz io  e, ia  par t icolare ,  H.  

BRE~MER: 1OC. cit. p. 575 formula  (87.8). 


