
Aggiunte ed Er ra ta  Corrige alia memoria 

((Su un problema di geometria differenziale 
in grande per gli ovaloidi)). 

di CARLO MIRANDA ( a  Napoli) (*) 

Summary. - Some remarks and an errata concerning a previous paper. 

I JSkG-GIUNrI?A. - Nel la  m e m o r i a  r i e o r d a t a  nel t i tolo [1] ho s tabi l i to  dei t e o r e m i  
di e s i s t enza  e di unieit/~ p e r  il p r o b l e m a  che cons is te  ne l l a  r i c e r c a  di un 

ova lo ide  S e di un  ve t to re  cos t an te  c sodd i s f acen t i  a l l ' e q u a z i o n e :  

F [ [ 2 H )  , (1  {) c{ k(~). 

Nel la  (1) k(~) ~ tan' a s s c g n a t a  funz ione  del ve t to re  un i t a r i o  {, c~ ~ il pro- 

dotto s ca l a r e  di { p e r  il ve t to re  cos t an te  incogni to  c, x({) i~ il pun to  di S in 
cui  la n o r m a l e  i n t e r n a  ha  pe r  ve r so r e  {, H e K sono le c u r v a t u r e  m e d i a  e 

to ta le  di S. A l l ' o v a l o i d e  S si i m p o n e  di pa s sa r e  pe r  l ' o r i g i n e  e di ave re  ivi 

pe r  n o r m a l e  i n t e r n a  l ' a sse  xa .  

V o g l i a m o  ora  r i l e v a r e  un  caso in cui  ~ ~ - - 0 ,  in cui  cio~ la (1) a s s u m e  
la f o r m a  : 

/ 2 H  1 ) 
(2) F ~ ,  K '  ~ = k ( ~ )  

e l ' u n i c a  i n c o g n i t a  ~ l ' o v a l o i d e  S. Ta l e  o s se rvaz ione  ~ da  p o r t e  in r e l az ione  

con un r i su l t a to  di A . V .  POGORELOV [2]. 
Sia ~ - -  "(~' u n a  t r a s f o r m a z i o n e  l inea re  o r togona le  di R 3 in s~ e i n d i c h i a m o  

con ~ uu  n u m e r o  r ea l e  susce t t ib i l e  di a s s u m e r e  solo i va lor i  + 1 e - - 1 .  

Fissalo ~ suppon iamo  che le radici  dell 'equazione cc~ratteristica di  ,( s iano 
tutte diverse da ~ e che riesca : 

(3) F(n~, n~, %')= ~F(n~, n~, ~'). 

[*) Entrata in Redazione il ~0 febbraio 1_971. 
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Allora, se per l 'equazione (1) vale un teorema di esislenza e di unieil~t 
B e :  

(4) k ~ ' )  = ~k(!) ,  

anche l~equazione (2) ammelte una  e una  sola soluzione. 

Detta  (S, v) una  soluzione di (1) cons ider iamo l 'ovaloide S' di equazione 

= ~ [x ( f )  - -  x(~°)],  

dove ~o__ yi3, essendo i3 il versore de l l ' a s se  x3. Tale ovaloide al pari  di S 
passa  per l ' o r ig ine  ed ha ivi per  normale  in te rna  l ' a s se  x~. In fa t t i  ~ faci le  
ver i f icare  che, pi~t in generale ,  det ta  ~' la normale  iu te rna  a S' nel punto 
corr i spondente  al puuto  x(~) di S, si ha  ~ ' - -  .(-1~. Da cib segue anche che, se 
ind ieh iamo con x'(~') il punto  di S '  in cui  la normale  in te rna  ha per  versore 
~', si ha :  

e che nei puut i  x'i~') di S '  e x(y~') di S l e  due superf ie ie  hanno le stesse 
c~rva tu re  principali .  Dopo cib, se scr iviamo la (1) ncl purlto ~ -= y~', indicando 
con H '  e K '  le curvatm'e  media e totale di S ' e  tenendo conto delle (3) e (4), 
si h a :  

Ne segue che, se (S, e) ~ soluzione del la  (1), anche (S', ~y-Zc) ~ tale da cui per 
il t eorema di unicitA segue :  

S ~ S', c ~ e'(-lc. 

Di queste  due formule  la p r ima  espr ime una  propriet~ geometr ica  di S, 
ment re  dal la  seconda segue c-=  0 per  l ' ipotes i  fa t ta  su s. 

Si noti che le ipotesi che ass icurano l 'es is tenza di una  soluzione della 
(2) implicano,  com'~ faci le  verif icare,  che :  

avendo indicato  con -Q l ' i pe r s fe ra  uni tar ia .  
D ' a l t r a  par te  ~ anche da r i levare  che tall ipotesi  sono s ignif icat ive  solo 

se esiste un  intero n (pari s e e  = -  1) tale da r i su l ta re  ~'~'~ : ~. 
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ERRATA CORRIGE.-  Nella  d imost raz ione  del teorema 5. I I I  di [1] sono 
incorso in ann  svista  ammet tendo  impl i e i t amen te  ehe_sia Ao~O<_A~, ipotesi  
ques ta  che non f igura  ne l l ' enunc ia to .  Tale  ipotesi d ' a l t r a  par te  impl ica  che 
pub aversi  Bo = 0  solo se Ao = A~ = 0, solo cio~ se la (5.7) si r iduce  al l 'equa- 
zione di MINKOWSKI. 

I l  teorema 5. I I I  sussiste peral t ro  com'b faci le  verif icare,  anche senza 
l ' ipo tes i  A o < 0 < A ~ ,  a condizione di sost i tuire  nel suo ennnc ia to  gli u l t imi  
due r ighi  di pag. 261 con i seguen t i :  

(5) 

t 
L'o = ~I max (3.-t~ --  7Ao, - -  7:to. 3Ai), 

0 < q < l .  

3 
Bl ----- 4 max  (Ai --  Ao, - - . 4o ,  Ai), 

Ino l t re  nel caso ~ = 1, ment re  la (5.12) r imane  ina l t e ra ta  col nuovo 
signif icato di B~, la (5.13) pub essere sos t i tu i ta  d a l l ' a l t r a  meno r e s t r i t t i va :  

(5.13)' Bo < 1, B~(I + A~ + B~) , 1 - - B o  < 1 - t - A 0 - - B i ,  

dove : 

, 3 (Ai - -  Ao). (6) B~ --  

]~ poi da r i ievare  che anche  l ' ipo tes i  (5.8) del teorema 5 . I I I  pub essere 
modif icata ,  senza a l terare  per nu l la  la dimostrazione~ sos t i tuendola  con l ' a l t ra  
meno res t r i t t iva  : 

(5.8)' O1 ~_ 0, (I)2 ~ a -- 1 

con a > 0 costante.  
Not iamo anche che l ' a f f e rmaz ione  a pib di pag. 263, per la quale  la 

funzione F --  ~2 -t- q) soddisfa a tu t te  le ipotesi  del teorema 5.II  non b corre t ta  
perchb tale funzione F non b omogenea  r ispet to  a ~. Cib perb non por ta  
conseguenze  perchb il teorema 5.II  b ancora  valido, com'b faci le  ver i f icare ,  se, 
invece di supporre  omogenea  di pr imo grado r ispet to a ~3, ~4, ~5 la F,  si 
suppone  che tale sia la F--Fo(~Q2), dove Fo(~2) b una  a rb i t ra r i a  funzione del la  
sola ~2 def in i ta  e con t inua  per ~2 > 0. 

Segna l iamo inf ine  che nel rigo 9 di pag. 260 bisogna leggere V(~a, ~k) al  
posto di A(~a, ~k) e che nel rigo 10 di pag. 264 bisogna ]eggere R 2 al posto 
di R. 

I I  AGGIUNTA. - In  [1] abbiamo gi~ r i levato nelF Osservazione I I  di pag. 
261 che l ' ipo tes i  del teorema 5. I I  re la t iva  a i l ' omogene i th  di F non lede la 
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generalith, in quanto, figurando nell 'equazione solo i valori di F ( ~ ,  ~2, ~) per 
E Q, nuIla vieta di prolungare la F per ~ E R 3 -  .Q con legge di omogeneith. 

E nella precedente Errata  Corrige abbiamo anehe indicato la possibilit/~ di 
sostituire con altra la predetta ipotesi. Riteniamo ora opportuno di r i formulare 
il teorema 5.I[ rinunziando ad ogni ipotesi di omogeneit~ per  la F e sostituendo 
l 'ipotesi (5.3) con altra meno restrittiva e di carattere intrinseco, eiob indipen- 
dente dal prolungamento per omogeneit/~ della F di cui ei varremo nella 
dimostrazione. 

In effetti osserviamo e h e l a  condizione (5.3) pub essere sostituita dall 'altra 
the  per ogni S E2~ sia:  

a / 1 ) / i ] /2H~ 2-~ 
(7) ×oI  - 

con Xo(~2) e X~('@ funzioni continue per "t}2 > 0 e con 0 < v ~ 2. 

Invero nel l ' ipotesi  (7) si trova, ragionando come a pag. 260 di [1]: 

(8) [ 2 H ?  3 1 [sup sup [ - 

1 
dove sup ;Q e sup X1 si intendono ealcolati per  K -'k ~ < ~t, e da tale formula 

segue la limitazione di 2 H / K  richiesta per  la dimostrazione del teorema 5.II. 
Si noti c h e s e  sup X1 < a si pub anche s u p p o r r e v  = 0. 

0 ra  il primo membro di (7) ~ un polinomio di secondo grado, dieiamo P, 
helle variabili  (1/K)~ e (1/K)~, che, tenendo presente il prolungamento per 
omogeneit/~ della F, possiamo scrivere nella forma: 

(1) ( , )  
P = - - F ~ v  N - - . e v a  ~ ,  F~ - -  A ~ F - - 2 F ,  

dove V~ e A~ vanno ealcolati pensando F2 ed /~ come funzioni del solo punto 
{. Pertanto,  se si vuole che la (7) sia soddisfatta q u a h n q u e  sia S, bisogna 
supporre che P sia dotato di minimo e che: 

(9) 
1 )  [ l \ [2H~ 2-~ 

m i n P > - - X o ~  - - ; Q ~ K ) i K )  " 

Se P non ~ costante condizione necessaria e suffieiente affinchb sussista 
la (9) i~ che sia 

(10) 

( l l )  

F22 < O, 

A ~ F + 2F --  F -~ 22 V~(F2) < Xo("h~ + X,(~)~l~ -~. 
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Se inveee per eerti valori di ~q~, ~z, ~ E Q si ha :  

(12) F22 = Va(F2) = O, 

la (9) ~ soddisfatta se F verifica la eondizione: 

(13) A ~F + 2F_< Xo(~) + x~(~ ~ -  

Possiamo percib coneludere che :  

5.IV. - I1 teorema 5.II ~ valido anche se, r inunz iando  all ' ipotesi  di 
omogeneith sul la  F, si suppone che in  una  parle  di D N{]~I----11 siano 
soddisfatle le (10) e (11) e nella parle  complementare le (12) e (13) dove Xo(~2) e 
X~(~2) sono funz ioni  continue non negative per ~2 > O, e v > O, potendosi anche 
assumere v ~ 0 se sup X1 < a. 

Un altro teorema interossante ~ il seguente :  

5.V. - II teorema 5.IV ~ valido, anche r inunz iando  a supporre verificala 
in  ogni pun to  di D N I! ~ ] -- 1 l una  delle due coppie di condizioni (9), (10) e 
(11), (12), se si suppone : 

a) che esislano dei numer i  reali non negalivi Co, C~ e k tali  che per 
ogni soluzione (S, e) dell 'equazione sia : 

(14) ] c t < Co + C1 sup ( 2 H / K )  ~., 

b) che esislano un  numero reale v >  0 e due funz ioni  non negative 
Xo(~2) e Xl(~'t2), continue per ~2 > O, tali da r isul tare  : 

(15) 

--< Xo(~) + x,(~)~ -~. 

Per  dimostrare il teorema basta osservare che si pub seguire lo stesso 
procedimento adotiato nella dimostrazione dal teorema precedente,  ri levando 
perb che per  arrivare al | 'asserto ~ sufficionte provare la validiti~ della (7)non 
gi~ per qua lunque  S ma solo quando S i~ soluzione dell 'equazione e nei soli 
punti  di massimo di 2 H / K .  

Ora derivando la (2.2) si stabilisce facilmente the  nei punti  di massimo 
di 2 H / K  si ha per ogni soluzione (S, c) del l ' equaz ione:  

(i) 

AnnaIi di Matematica 45 
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1 
F~V~,R, F~|/ ~ [ V~(F~]~'~[(V(k)Y ~ + i c i], 

Dopo cib, tenendo conto anche delle (14) e (15), si g iunge fac i lmente  ad 
una  l imi tazione deI tipo [8), con ehe il t eorema 6 dimostrato.  

Le genera Uzzazioni del teorema 5.II  forni te  dai teoremi 5.IV e 5.V consen- 
tono ana loghe  general izzazioni  dei teoremi 5.1II e 6 . I I I  di [[]. E n u n c e r e m o  
quest i  teoremi  sost i tuendo anche  l ' i po tes i  (5.10) con a l t ra  meno restr i t t iva.  
Le  dimostrazioni  possono essere fac i lmente  r icost rui te  sul la  t raccia  di quelle 
dei teoremi 5 . I I I  e 6 . t I I  e per  ci6 non le r ipor teremo.  

5.VI. - Sia a9 E C~+~,)~(D) core ' m ~ 2  e siano soddisfalte la ( 5 . 8 ) '  e le 
condizioni : 

(16) O~2 < 0, ACq) + 2(I) - -  *g~'V~(qo) ~ XoI~6) + x ~ ( ~ ) ~  -~ , 

(17) % + A o ~  ~ • ~ % + A ~ ,  

dove Xo, X~ e v soddisfano alt ' ipotesi  del teorema 5.1V, menlre % ,  ~(~--'G), 
Ao, A I ( ~  Ao) sono humer i  reali arbitrari  e 0 ~ ~t < 1. 

Allora la (5.7) ammette una  e una  sola soluzione (S, c) E E:+2. )~ per qualunque 
k E ~ .  ~. con m ~ 2, soddisfacente la (5.11) e let 

(18) inf k >  +1 + i~ max " 

dove Bo e Bx sono dati  dalla (5), 0 < q < 1 e 

I 1 1 1 (t9) +o = m a x  0, V{(37~-- 7%~ , +~ = 4 ( 7 %  --  3G). 

1l r isul lato sussisle anche per ~ ~ 1 se valgono le (5.13/ e se inollre k 
soddis fa  la condizione 

B1 
(20) inf k:> ~1 + 1 - Bo (sup k + +o)" 

A proposito di questo teorema si osservi che la pr ima delle (16) impl ica  
che (I) come funzione  di ~q2 o 6 crescente  oppure  ammet te  un solo punto  di 
massimo o inf ine  6 decrescente .  5Tel primo caso si pub senz 'a l t ro  supporre  
c h e l a  (17) valga con Ao ----- 0, ment re  nel  seeondo e nel terzo la (17) 6 possibile 
solo Me .40 < 0, ~ - - 1 ,  potendosi  poi supporre  A1----0. 
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5.VII .  - Se ~ : 

(2L) q) = ~fl)(t)(~,) ÷ q)(2)(~, ~), 

il teorema 5.VI ~ ancora val ido se al posto della (16) si suppone  veri f icata la 

condiz io~e : 

(22) A~ q)(2) --~ Xo ÷ X ~  -'~ 

con Xo, X~ coslanl i  non  negat ive  e v > O. 

A proposi to  di ques to  t eo rema  b i sogna  r i l eva re  che la (17) ~ compat ib i l e  
con la (21) solo se ~ ~ = 1 oppure  se b q)(~) :: A o - -  A~ - -  0. 

5 .VII I .  - I I  leorema 5.VI ~ ancora val ido s e a l  posto  del la (16) si  suppone  

veri f ioata p e r  ogni  ~ 6 [0, 1] la condiz ione : 

~ l ~)~ t [ 1 +  1 + ~  

×o(~) + ×1(~:>~ -~. 

Qui i~ da r i l eva re  t h e  agli  effet t i  del solo t eo rema  di es is tenza  bas t e r ebbe  
c h e l a  (23) fosse ve r i f i ca ta  per  ~ - - 1 .  
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