
Sulla monogeneith negli spazi di Banach. 

PAOLO ~)ENTONI (Parma) (*) (**) 

Summnry.. In  assenza di s trut tura moltiplicaliva, la definizione di funzione mo~ogena viene 
data in questo lavoro basandosi sulla considerazione di una coppia di opevatori lineari 
(uno dei quali coincidente ad es. col differenziale) che raa+~dano O-forme in 1-forme. 
Si  stabiliscono risultat i  sull'esistenza deTle derivote successive, delle primit ive e u~, leo. 
rema integrale di tipo Cauchy. L'equivalenza fra i l  problema della pr imi t iva  e it  pro. 
blema della devivata appare qui dipendere dalla permutobil i t~ dei ruoli degli operatori 
della coppia. 

1. - Premessa  (***). 

Nell 'ambito della teoria delle funzioni differenziabili  (secondo FRECa~E¢) 
negli spazi di B A ~ c ~ ,  il caso degli spazi dotati .qnche di s t rut tura  moltipli- 
cativa (algebre) ~ stato oggetto di speciale considerazione da parte di numerosi  
Autori (G. SCHEFFERS, E. R. LORES, Co. B. RIZZA e attri). In tall spazi, si 
introdotta nn 'ampia elasse di funzioni ( f ~ n z i o n i  monogene) ,  per le quali  una 
gran parte  della classica teoria continua a sussiste]e (derivate, primitive, teo- 
rema integrale ecc.). 

In questo lavoro, si cerca di svotgere una teoria delle funzioni monogene, 
svineolata, per quanto possibile, dalF ipotesi di s t rut tura  d 'a lgebra  hello spazio 
ambiente.  In questo ordine di idee, ~ apparso chiaro fin dall ' inizio the  il 
ruolo della s t rut tura  moltiplieativa pub essere svolto pifl generalmente  da un 
conveniente opera tore  l i n e a r e  che mandi 0- forme in 1-forme (n. 2). Gli ope- 
ratori del tipo ora accennato costituiscono una elasse molto ampi~, compren- 
dente tra l 'altro anche l 'ordinario differenziale (n. 3). La definizione di f u n .  

z ione  m o n o g e n a  nasce poi, in modo naturaIe, dalla considerazione di una 
c o p p i a  d i  o p e r a t o r i  (n. 5) (particolarmente significativo il caso in eui uno dei 
due operatori  ~ il differenziale). 

In  queste condizioni generali  si stabiliscono risultati  sulFesis tcnza delle 
d e r i v a t e  succe s s i ve  (n. 5), delle p r i m i t i v e  tTeor. 1', n. 6) e un t e o re m a  i n t e g r a l e  

di tipo CAUCH~ (Teor. 2, n. 7) La  ragione profonda della sostanziale equiva- 
lenza f r a i l  problema della primitiva e il problema della der ivata  appare qui 

(*) Lavoro eseguito nell'ambito del Programma di Ricerca n. 9 del C.~N.R. 
(**) Entrata in Redazione il 25 giugno 1970. 
(***) Una no~a riassuniiva dei principali risultati di quesIo lavoro ~ alcloarsa nei Rend. 

&cc, l~az. Lineei, (8), 49 (1970). 
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eons i s te re  nel la  possibi l i th  di permutare i ruoli dei due  opera to r i  del la  coppia.  
Ne de r iva  una  sor ta  di dualit& (n. 6), nel la  qua le  si corr is t}ondono p r imi t ive  
e de r iva te .  

Nel la  seconda  pa r t e  del lavoro,  in i po t e s i  l i evemen te  pifl r es t r i t t ive  sugli  

opera to r i ,  si o t t engono  a l t r i  r i su l ta t i  (teorema di approssimazione (n. 9), teorema 
sulle funzioni  monogene in uno spazio quoziente (n. 10~). 

Dal secondo de r iva  in f ine  il Teor .  4 del n. 11 che consente ,  sotto ample  
ipotesi ,  di r i e o n d u r r e  lo s tudio del le  funz ioni  mo n o g e n e  in un ' a lgeb ra  al caso 
assoeia t ivo  e commuta t ivo .  

2.  - D e f i n i z i o n i .  

Dati  due  spazi di BA~ACE V, W sul campo reale  R (~), ed un  ape r to  
U C V, si deno ta  con W U l ' i n s i eme  del le  funzioni  def in i te  in U a va lor i  in 
~7, e con ~p(V, W)  l ' ins ieme del le  appl icaz ioni  p - l i n e a r i  c o n t i n u e  di Vp in ~r. 
I1 so t to ins ieme di ~p(V, W) fo rmato  dal le  app l icaz ion i  p - l i n e a r i  cdlernauti 
i l idieato con ~Ie(V , W)(2) .  Gli insi~,mi W ~, ~p(V, W) ed Ctp(V, W) sono ov- 
v i am en te  spazi ve t to r ia l i  su R. 0 c c o r r e n d o  cons ide ra re  in essi u n a  topologia,  
si far'~ r i f e r imento ,  in ~p(V, W) al la  topologia  indot ta  dal la  sua  s t r u t t u r a  
n a t u r a l e  di spazio di BANACt[ (3), in W U e 52~(V, W) ~ a l la  topologia  del la  
conve rgenza  sempl ice  (~). 

Cib premesso,  si cons ider i  un  omomorfismo q t ra  un sot tospazio ve t to r ia le  

Q(0 ~) di W U e lo spazio ~(V, W) ~ del ie  1 - fo rme  def in i te  in U, a va lor i  in W (~). 
P e r  ogni  in tero  p ~ 0, l ' omomor f i smo  p r e c e d e n t e  dh luogo, in modo natu-  

rale ,  ad un  omomorfismo, deno ta to  a n c o r a  con q, t ra un c o n v e n i e n t e  sottospa- 

zio Q o ) d i  ~(V,  W ) v e  lo spa~io ~+~(V, W)  v. P r e c i s a m e n t e ,  per  ogni  appli-  
caz ione  % e ~ ( V ,  W) U e per  ogni (v~, . . ,  v~)e Vp sia < %; v~ . . . .  , vp > la fun- 
zione a p p a r t e n e n t e  a W U, def in i t a  in ogni  x ~  U da 

< %; v~ . . . .  ,vp > : x ~ %(x) .  (v~, ..., v~) (% 

(i) Per Ie nozioni fondamentali sugli s1)azi di BANACH, red. 1)" es. E. t~ILLn.R.S. 
PmLLIVS [6], 5. D m U B O ~  [5]. 

(*) Come d'ordinario, si 1)one ~0(V, IV).-~-~o(V,W).--~-W; ~l(V, ~ 7 ) ~ i ( V  , W) e in 
luogo di ~(V~ W) si scrive sem1)tieemente ~(V, W). 

(s) Ved. 1)" es. 5. DIEUDONN~ [5], 1)' i01. 
(4) Sulla to1)ologia della eon~-el'genza semi)lice, ~Ted. 1)" es. J. L. KELLEY [7]~ 19" 217. 
(5) Si dicono p-fo~me definite in un a1)erto U di -t~ a vaiori in 1~ r, gli elementi di 

~p(V, W) ~I. Per la teoria delle p-forme negli spazi di BANAC~[~ red. p. es. I:[. CARTAN [3]. 
(~} Se T /~ un elemento di ~(V. W), si denota con T. (vi, ..., v~) il valore the T as- 

sume sul 1)unto (v~, ..., v~) di V p. Ved. 1 ), es. H. CARTAN [3]. 
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Se < a ~ ;  v~, ..., v~>  a, p p a r t i e n e  a Q(o ~), si cons ider i ,  pe r  ogni  x ~ U ,  la  
app i i caz ione  

(I) (v~, . . ,  v ~ + ~ ) ~ q  < % ;  v~, ..., v~ > (x) .  v~+~ 

che r iesce  l inea re  ne l le  v~, . . ,  vp+~. Si deno ta  poi ('.on Q(1) l ' i n s i e m e  del le  

% e ~ ( V ,  W) ~ tali  t h e  per  ogni (v~, ..., v~)e V~ si abbia  < %; v~ ..., v~ > e Q(o ~) 
e r i su l t i  ino l t re  cont inua la app l i caz ione  (1) ().  Cib premesso ,  l ' o m o m o r f i s m o  

q associa  ad ogni %~Q(~) Fe l emen to  qa~ di ~+~(F, W) 6~ che  ad ogni  ~ c e U  
fa e o r r i s p o n d e r e  l ' app l i eaz ione  (1). In  a l t r i  te rmini :  

(2) q l p ( X ,  "(~'1 . . . .  , Up, Vp+l) E q < gp ;  V l ,  , . . ,  %~p > (.~') " Vp~-l. 

Si deno ta  in f ine  con (~(~)(r > 1) il sot tospazio di Qo) nel  qua le  r iesce  

dcf in i to  l ' ope ra to re  q~, e con Q(~) il so t to ins ieme di ~(0  fo rma t o  dal le  % pe r  
le qua l i  la funz ione  q2~p(x). (v~, ..., vp, vp+~, vp+2) r i su l t a  s immetr ica nel le  
var iab i l i  vp+l, vp+:. 

3. - Un  esempio  di ope ra to re  q: Q(ol)---> ~(V, W) U, def in i to  ne l l ' i n s i eme  QO} 
del le  f e  W v di classe C 1 in U (8), ~ cos t i tu i to  dal dif ferenziale (di FnEc~:]~) d (9). 

In  ques to  caso il sot tospazio @(~) co inc ide  con l ' ins ieme  del le  app l i caz ion i  
% e ~p(V, W) v di c tasse  C ~ in U. La eondiz ione  di con t inu i t~  pe r  l ' app l i caz ione  (1) 
e Ia condiz ione  di s i m m e t r i a  (n. 2 ) r i e s c o n o  soddisfa~tte in vir tf l  di r i su l t a t i  
noti  (10). 

Un  seeondo esempio  ~ dato, in un'algebra di BA~Ac~ A = U--- W, do ta ta  
di uni th  des t r a  u, da l l ' ope ra to re  moltiplicazione a destra m: Av-->~(A, A) ~ 
def in i to  per  ogni l e A  U, x ~  U, a e A  dal la  re laz ione  

( m /  )(x). , ,  = f(x)c~. 

~7) La condizione sulla continuith della (l) ~ superfh~a, qualora q sia una applicazione 
continua tra i due spazi W U e ~( V, W) U, muniti della topologia delia cenvevgenza semplice 
(cfr. 13. es. J. L. KELLEY [7], p. 2t7 e p. 86, (f)). Si teng'a presente the per la cortiinuith di 
una funzione multilineare ~ suffieiente la continuit/~, separatamente in ciascuna variabile 
(cfr. p. es. E. ~ILLE-R. S. PHILLIPS [6], p. 765). 

(S) Per la definizione di funzioni di elasse C r, Ca, red. 13. es. ~. BOURBAKI [2], p. 18. 
(9) Ved. p. es. :E. HILLE-R.S. PHILLIPS [6], p. lt0. Veal. anehe J. DIEUDON~E [5], p. 141; 

~. BOURBAKI [2], 1.2.1, dove il differenziale d i~ chiamato derivata. In questo ]avoro il 
termine <,derivata,, viene usato con altt'o significato (n. 5). 

(~0) Yed. p. es. J. D,.EUDO~ [5], 8 12.]_ e 8.12.4. 
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Si assume in questo easo Q(~) -- ~(A,  A) U. L ' ins i eme  Q(~)(re ~ 2) b eost i tui to 
dalle appl icazioni  % ~ £~(A, A) ~ avent i  i valori  a~(m). (a~, ..., %) negl i  annul-  
latori  s inis tr i  de l l ' ins ieme { x~x: - -  x~xi ] x~, x2 e A } dei commuta to r i  di A. 

4~ -- Conviene ora in t rodurre ,  in corr i spondenza  a l l ' omomor f i smo  q: ~p(V, 
W)v--> ~+~(V, W) ~, un  omomorf ismo q: ~ ( V ,  W)Y-->~e+i(V, W) v detto 

operatore esterno assooiato all'operatore q. Prec i samente ,  per ogni p - f o r m a  

t% appar~enente  a l l ' ins ieme Q(7)~ Q(*)(3 ~ ( V ,  W ) ~ ( r ~  1) si assume come 
,..~(~-l) 

q% l ' e l emen to  di ,~+~ definito,  per  ogni a ~  U e (v~, ..., ve+~ )~  V ~+~, da l la  
fo rmula  

(3) q%(x) (vl, v:+~) (-- 1): p+~ . . . .  , - -  Z ( - -  1 ) ~ - ~ q % ( x )  • (Vl ,  V'i, . . . ,  Vp~-l, V~). 
p + l  ~=1 "" '  

Se q b il d i f ferenzia le  di F~ECII:E~ d (n. 3), il suo operatore  esterno q 
il d i f ferenzia le  esterno di CArt~AN d. Come il d i f ferenzia le  di CARTA~, anche  
l 'operatore  es terno q gode del la  propr ie th  fondamenta le :  

P o -  Per ogni p - f o rma  o)p ~ Q(F ~) con r ~ 2, r i su l ta  

(4) q2(op "- 0 .  

Lu dimostrazione si fondu essenzia lmente  sulla, s immet r ia  del la  funzione 
q:o)p(x).(v~, ..., vp,vp+l, vp+2) helle w~riabili Vp+l, ve+2 (n. 2), ed b del tut to 
analoga  a quel la  re la t iva  al d i f ferenzia le  es terno d (~). 

]~ uti le  la definizione: 

DEF. t - Un operalore esterno q si dice un operafore di POINOARE nel- 

l'aperlo U s e  per ogni p - fo rma  % e Q~)(r ~ i, p ~ 1) defini ta in  U tale the 

q~)p ~-- 0 esiste una  ( p - -  1)-forma ¢%-t e Qe~ de/inila in U tale che q%_~ = %.  

Conviene notare  esp l ic i tamente  che, in virtfi  del L e m m a  di PoI~cAtt~ 
(~2), l 'opera tore  d i f ferenzia le  es terno d b u n  operatore  di POI~0AR/~ secondo 
la DE~. 1, in ogni aperto convesso U. Si vedrh poi al sueeessivo n. 8 che 
anche  l ' ope ra to re  m, relat ivo al secondo esempio del n. 3, b u n  operatore  di 
POINOAR]~, in ogni aper to  U. 

5 .  - F u n z i o n i  m o n o g e n e  

Si prende  ora in considerazione una  coppia di omomorf ismi  q, q :  

(li) Ved. p. es. ft. CARTAN [3], p. 27. 
(~'z) Ved. p. es. H. CARTAN [3]; p. 39, 
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WU-->~(V, W) v, tali  ehe gli op~ratori  es terni  q, q ad essi assoeiat i  siano 
operatori di POI~CAR~ in U. 

Siano 

i sot toinsiemi di W U nei qaa l i  sono r i spe t t ivamente  defini~i 

qq,  qq. Si suppone che per  le appl icazioni  

gli opera tor i  

N 

q q  " l~q ---> ~2(V, W )  v, qq" I~7 ----> ~2(V, W y  

suss is ta  la relazione 

(5) Ker  e/q --- Ker  qq.  

Cib premesso,  eonviene por te  la definizione:  

DEF. 2 - Una funzione f appartenente at sottoinsieme Q(o ~) di W U si dice 

(q, ~-monogena in U se esiste net sottoinsieme Q(o ~) di W v una funzione f '  
tale che risulti : 

(6) q f  ._ ~f ,  (1~). 

L~ funzione f', che ~ def in i ta  a meno di e lement i  del nucleo di q, si 

dice u n a  (q, ~-derivata (prima) delta  funzione  f .  Se f '  ~ a sua  volta (q, q)-mo- 
nogena,  ogni sua  (q, q~-derivata p r ima  si dice u n a  (q, q)-derivata seconda di 
f, e si denota  con f" .  In  modo analogo si def in iseono le eventual i  der ivate  di 
f d 'ord ine  superiore .  

Conviene osservare  subito che la (q, q)-monogeneit~ equivale alla 
(q, q)-monogeneilh. In  altri  termini ,  la def inizione di funzione monogena  r iesee 
simmetrica nei due operatori. Prec i samente :  

TEO~. 1 - Se f ~ una funzione (q, q)-monogena con (q, q)-derivala 

f'e~Q(o 2), f ~ pure funzione (q, q)-monogena, ed ogni sua (q, q)-derivata f '  
appartiene all' insieme Q(o2).':Inversamente, scambiando gli operatori. 

Sia  infa t t i  f funzione (q, q)-monogena,  con f ' e  ~)(o 2). Tenu to  conto del la  

(i3) Con riferimento ai due esempl rieovdati al n. 3, ponendo in pavticolare q = d, q : m 
si ottengono le fanzioni monogene helle algebre, considerate da E. R. LORCH [8], G. B. I~IZZA 
[9], [10], 1 :). DENTONI [4:] ed altri Autori. 
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proprieth fondamentale P0 (n. 4), si ha q q f  = q~f  - -  qq~f' --  q2f, _ 0 da cui in 
virtfi della (5) 

(7) q q f  = O. 

Poichb q b operatore di Pox~cAa]~ esiste una funzione /v,~ Q(o~) tale ehe 
q f ' =  qf, onde f ~ (~, q)-monogeua,. Tenute presenti le due ultime uguag~,ianze 
si conclude subito che risutta 

qq?'  = q qr = o. 

Di qui segue f ' e  Qo (2). Invero si riconosce facilmente dalla definizione (3) the  

la proprieth di simmetria di q~f' (n. 2) equivale proprio all 'esser hullo q2T'. 
]~ quindi prorate 1 ~ asserto. 

Analogamente si prova la parte inversa del teorema. 
Dal TEen. 1 segaono alcuni corollari concernenti  l 'esistenza di derivate 

successive per unet funzione (q, q~-monogena. Precisamente:  
Se una  funzione (q, q)-monogena f appartiene all ' insieme Q~), anche ogni 

sua (q, q)-derivala p r ima  f '  ~ (q, q)-m°n°gena,  e r isul ta  f " e  Q(o 2). 
L'asserto segue subito dal TEol~. 1, riguardando f c o m e  una (q, q)-derivata 

di f ' .  
L'osservazione preeedente porta a concludere che, se feQ(o ~), esistono 

(q, q)-derivate f(~) di ogrti ordiue r ~ n e r isul ta  f(~) e O~). 

6.  - P r i m i t i v e .  D u a l i t h .  

]~ utile la definizione: 

DEF. 3 - Si  dice che la funzione f E Q~) ammette come (q, ~q)-primitiva 

una  funzione F(1)e Q(o ~) se F(1) ~ (q, q)-monogena ed ammette f come (q, 

~)-deri~;ata. 

Dal confronto delle DEF. 2, 3 segue immediatamente c h e f  ammette F(1) 

come (q, q)-primit iva .se e solo se f ~ (~, q)-monogena, ed ha F(1) come (q, 
q)-derivata. In altri termini, ogni (q, q)-derivata ed ogni (q, q)-primitiva 
possono sempre riguardarsi rispettivamente come una (q, q)-primitiva ed una 
(q, q)-derivata. 

Cib conseute talora di riportare nell 'ambito della teoria relativa alla coppia 
or~linata (q, q) risultati, nei quali intervengano nozioni legate alla coppia (q, q). 
Ad esempio, segaendo~il  procedimento accennato, l 'equivalenza della (q, 
q)-monogeneith con la (q, q)-monogeneith (TEen. 1) pub era interpretarsi  in 
questo mode. Nella teoria legata alia coppia ordinata (q, q~ l 'esistenza della 
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primit iva  e l 'esistenza della derivata  sono problemi eq~dvalenti. Prec i samen te :  

TEOR. 1' - Condizione necessaria e suffieienle perchd, una funzione f 
ammetta una (q, ~)-primitiva F(~)e Q~2) d c h e f  sia (q, q)-monogena, con 
(q, q)-derivala [' e Q(o 2). 

Conviene ancora osservare espl ic i tamente  che ad ogni propriet~ P, che 
faecia in tervenire  le nozioni di (q, q)-derivata e (q, q)-primit iva,  pub associarsi~ 
sempre nel la  (q, q)-teoria, una  propr ie th  P* (propriet~ duale). Invero,  a causa 

della s immetr ia  delle ipotesi sugli operatori  q, q (n. 5), a P eorr isponde una 
propr ie th  P nella  (q~ q)-teoria e da questa  si perviene alla P *  seguendo il 
procedimento  gi~ utilizzato (14). 

Ad esempio, dall 'osservazione alla f ine del n. 5 si ott iene per  dual i th  la 
seguente  : 

Se una funzione f e Q(j) ammetle una (q, q)-primitiva, essa ammelle 
(q, q)-primitive F(~) di ogni ordine r ~ n e risulta F(~)e Q~r). 

7. - Teorema integrale .  

S i  assume ora Foperatore  q coincidente con il differenziale di FRECtIET d. 
Il  TEO~. 1' pub perfezionarsi  nel seguente  teorema integrale: 

TEOR. 2 - Se f ~ una funzione (d, q)-monogena nell'aperto U, con una 
(d, ~ derivata pr ima f '  apparlenente all~insieme ~2), risulta 

= o (8) 
J 

Y 

per og~i curva ehiusa y di classe C ~, omotopa ad un punlo i1~ U. Inversamente~ 
se f e Id~ e vale la (8) per ogni y omotopa ad un punto in U, allora f ~ (d, 

q)-mon°gena, e risulta f '  ~ ~2) (1~). 

Infatt i ,  sia f (d, q)-monogena con f ' e  0(o 2). Risul ta  intanto dalla pr ima 
par le  della dimostrazione del TEOR. 1 the  f appar t iene a l iqnsieme Ida; in 
part ieolare,  essendo qf differenziabile e quindi  cont inua  in U, esiste l'inLe~rale 

(14) L e  f u n z i o n i  (q, q ) - m o n ° g e n e  d i v e n g o n o  p e r  d u a l i t ~  le  f u n z i o n i  d o t a t e  d i  (q, q ) -p r i -  
m i t i v a  e d  i l  Teor .  I t m o s t r a  che ,  so t to  o p p o r t u n e  ipo tes i ,  il c o n c e r t o  d i  f u n z i o n e  m o n o g e n a  

6 a u t o d u a l e .  

(i5) P e r  u n a  i - f o r m a  c o n t i n u a  o~, l ' i n t e g r a l e  s u  u n a  c u r v a  y: [0, i ]  ~ U, d i  c l a s s e  C t ,  
1 

si  d e f i n i s c e  m e d i a n t e  l a  f o r m u l a  ]¢o ::-:/~)(~,(~)) • ,('(~)d,~. V e d  p. es. H.  CARTAN [3], 1 ). 48. 
y 0 



40 PAOLO DENTONI: Sulla monogeneith negIi spazi di Banach 

curvi l ineo  (8). Sia ora U un aper to  convesso contenuto  in U, e si consider i  

l'ove atore de inito neH'in ieme &(') = i f •  Q(o ') } d ll. 
re lazione q'(fl~')--(qf)l~' .  Dal la  (7) del n. 5 si r i c a w  i m m e d i a t a m e n t e  
dq' f~u, -  O. Poich6 in U' il d i f ferenzia le  d ~ ope ra to r •  di P o I ~ C ~ l ~  (n. 4), pub 
r ipe ters i  il r ag ionamen to  del T~:on. I, e si o t t iene  che fir, ammet t e  una  
(d, q ' ) -pr imi t iva  in U'. P e r  un noto r i su l ta to  (~6), si conc lude  al lora che r i su l ta  

onde la (8) ~ s tabi l i ta  per  ogni y in U'. Tenu ta  poi p resen te  l ' a rb i t r a r i e th  
de l l ' ape r t o  convesso  UrC U, con un r ag ionamen to  di natLlr,~ essenz ia lmente  
topologica,  si pe rv iene  f ina lmen te  al caso gene ra l •  di una  q u a l u n q u e  cu rva  
y omotopa  a un pun to  in U (17) 

Inve r samen te ,  pe r  ipotesi  ~ r e i d 7  e suss is te  la (8) per  ogni y omotopa  
a un pun to in U. In  par t icolare ,  per  ogni y in un aper to  convesso U ' C  U 
r i su l ta  fq ' f iv ' - -O,  onde la funzione  flu" ammet t e  una (d, q ' ) -pr imi t iva  /7(1) in 

't 
U' (~8), la quale  appa r t i ene  a D(o 2), in quan to  f ~  Ida. Da l la  relazione dFO)--  

--(t 'fl~: si rica.va al lora,  come nel la  d imos t raz ione  det TEOl¢. 1 (par t •  inversa)  
0 - -  q llu (dqf)lv,. Pe r  l ' a rb i t ra r ie t~  di U ' C  U, r i su l ta  dqf  = 0 ovunque  d t~' t 

in U. Si pe rv iene  ormai  a l l ' ass•f ro ,  p roseguendo  come nel la  par te  inversa  
del T]~oR. 1. 

8. - A par t i r e  da ques to  numero,  si denota  con d il d i f ferenzia le  di FREc~]~  
(n. 3), e con m un q u a l u n q u e  opera tore  l ineare  continuo d i W  v in ~(U, W) v con 
le propriettt :  

I considerata in V l a  traslazione 

z~ " v~-->v + a ( a •  V), 

per ogni /'e WU; a • I~ x, x -{- a •  U risulta 

m ( f  o "~o)(x) = ( re . f )  o ~,(x); 

(16} Veal. p. es. H. CAJ~TAN [3], p. 52, Th4or. 3.4 3. 
(t7) Ved. p. es. E. K. BLTd~ [1], Theor. 3.9. 
(is) Ved. p. es. It. C~aTAN [3], p. 52, Thgor. 3.4.3. 



PAOLO DENTONI: Sulta monogeneit& negti spazi di Banach 41 

II  esiste in V u n  elemento u tale the, per  ogni  [ ~ W V  e per  ogrd 

x e U, r i su l ta  

(mf)(x) . u "-  f (x)  (~9). 

Denotato con M(p r) lo spazio, analogo a Q(p~), ma relative al l 'operatore  m, 
si ha per definizione M~ ~)-- £p(V,W) U. Si riconosce pot ehe, in virtfi della II, 
m risulta iniettit 'o. 

Conviene osservare subtle che l 'operalore esterno m associate ad  m d u n  
operalore di  Po~NcAn~. Invero, data un' arbi traria  ]9-forma % di grade p ~ 1, 
si consideri la (p-1)-forma top_~ definita dalla relazione 

%_~ (x). (v~, ..., vp_~) = p % ( x ) .  (v~, ..., vp_~, u) .  

Tenure presenti  le (2), (3) si pub scrivere allora 

(p q- 1)(mt%)(x) • (v~ , ..., vp, u) ----- 

- -  • . . . ,  + ( m % ) ( x ) -  . . . ,  

- -  (rn%_~)(x) . (v~ . . . . .  v~) + %(x) . (v~, .... %) 

e nell ' ipotesi m~% -- 0 segue % --  m % - , .  
Sussiste infine per gli operatori d, rn la (5) del n. 5. Invero, posto 

f ( x  + v~) - f (x)  - -  d r ( x ) ,  v~ 

tl 11 

nell ' ipotesi  f e  D (~) (ossia f di 

continuith d i m  ~ anche lira 

classe C ~) risulta lim gvl-" 0, onde per la 
tlv~tI-+o 

m g ~ -  0. D' altra parte pub scriversi 

( m f ) o ~ . - - m f - - m < d f ;  v~> 
(mgvl)(x) . v2 = tl v1 II (x) . v2 

. . . - - .  
< m f ;  v 2 > ( x + v ~ ) - - < m f ;  v 2 > ( x ) - -  m <  df ;  v , > ( x ) . v 2  

11v ll 

(i~) U n  esempio ~ l'ope~'atore m def ini te  al n. 3. U n  altro esempio pifi genera le  ~ date  
nel  success ive  n. 11. 

Annali  di Matematica ~' 
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onde pub affermarsi  ehe < mf;  v2 > ~ dif[erenziabile in U, e risulta 

d < m f ;  v: > (x) .  v~ = m <dr; v~ > (x) .  v~ (~o). 

In partieolare, si riconosce the  < mr;  v2 > appart iene a D 0), pereh~ il 
secondo membro b funzione continua di x (21), onde f e l dm .  Si perviene ora 
senza diffieolt/~ alla relazione 

(9) d m f  + m d f  = 0 

e pertanto nelt ' ipotesi  f ~ K e r m d C D ( o  1) segue f e K e r d m .  Viceversa se 

f ~ Ker dm, risulta m f  e D~ ~), e suecessivamente f =  < m f  ; u > e D~ ~) - I,~d. 
La (9) porge allora f e  K e r m d  e l 'asserto 6 provato. 

In  virtfi delle precedenti  osservazioni, /~ applieabile agli operatori d, m 

la  teoria della (q, q)-monogeneit/~ sviluppata nei numeri  2-7 (22). 

9. - Teorema di approssimazione. 

]~ utile la seguente proposizione: 
P~ - Per ogni funzione monogena f ~ W ~, esiste una successione di funzioni 

f~ e W ~, monogene di classe C °~ in U, tali che risulti 

(10) l im f~ - -  f ;  l im f" : f '  

uniformemente su ogni compatto di U. 
Invero, denotata con p: R.--->R una funzione di ciasse C °~ a supporto 

eompatto (2~), si eonsideri la funzione 

--~oo 

(11) f.~x) ---- n f f (x  + ku)g(n1)d1 (~ ~ R) (24). 

Pub applicarsi la regola di derivazione sotto il segno (25). 

(~0) I n  modo del tutto analogo, se rvendos i  del la  funzione ~h(X) = f ( x  + h) - -  f (x)  si p rova  
the  so la funzione f ~ c o n t i n u a  in U, anche m f  r i su l ta  funzione cont inua  di x in U. 

(~) Ved.  nora (~o), 
(~'~) T e l  seguito, le funzioni  (d, m) -monogene  si d i ranno anehe sempl icemente  f u n z i o n i  

m o ~ o g ~  ~. 

(~a) Cfr. p. es. J-. DIEUDO~N]~ [5], p. 176. 
(e4) L ' i n t e g r a l e  si in tende  esteso ad un qualsiasi  in te rva l lo  I n ehe contenga loropriamente 

il  supporto di ~(n)~). 
(~) Ved.  p. es. J DIEUDO~N~ [5], p. 169. 
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Tenendo  poi p resen te  t he  m, essendo cont inuo,  b pe rmu tab i l e  con l ' integrazione,  
si pub scr ivere  

-[-3O 

df~(x), v = n f d f ( x  + ),u) 
- -30  

• v~(n),)dk 

.-~:)o 

= n f (mf')(x + ku) vp(n?,)d), 

onde f~ r i su l ta  monogena, con de r iva ta  

(12) 

-~-oo 

f:(x) = n f f ' (x  + ),u)~(n~,)d'~. 

d 
Ora, r i su l ta  f'(x + Xu) --  (mf')(x + ku) . u - -  (df)(x 4- ku) . u - -  ~ f ( x  + ku). 

P e r  la regola  di in tegrazione  per  pa t t i  (26) si pub d u n q u e  sc r ivere :  

-{-(3O 

f'n(~c) - -  - -  n 2 f f ( x  + ),u)~'(n),)d~. 
--0{:) 

Si r i t rova  per  f'n u n ' e s p r e s s i o n e  del tipo (11). Pub  quindi  r ipe ters i  il ragionao 
mento  usa to  sopra ;  si pe rv iene  fac i lmen te  al la  conc lus ione  t he  fn ~ di 
c lasse C ~. 

Al te rando  e v e n t u a l m e n t e  la funzione  p di un fa t tore  costante,  pub sempre  
+ 2  

assumers i  f [ p(),)l d), - -  1. Pos to  a l lora  f(o) __ f. f(1) _~ f ,  dalle (tl),  (12) segue,  

per  s - - 0 ,  1 

(*0) Ved. p, es. J-. DIEUDONNE (5). p. 158. Si ricordi the la funzione p(n),) b nulla sul 
contorno di I n (nota~24)). 
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--~oo 

[] f(:)(~) - f(s)~ x)  Ii ~ f tl ÷ _ f + +  [i 
- - 0 9  

. I ,o( .~)  I dX 

sup [t f(~)(x "F ku) -- f(~)(x)H" 
zeI~ 

Dalla eontinuith, di f(~), u~dforme sui compatti (27), discendono allora 
faeilmente ie (10). 

La proposizione enuneiata  6 cosl eompletamente dimostrata. 

10. - F u n z i o n i  m o n o g e n e  nel quoz i en te  V/S. 
Sia U un aperto vortvesso di V ed S u n  sottospazio vettoriale chiuso di V. 

Si denota con V lo spazio quoziente V/S, muaito della sun s t rut tura  canoniea 
di spazio di BA~Ac~ (28), e .con U-l'aperto di V formato dalle classi individuate 
dagli elementi  di U. 

]~ naturale  considerate  l'isomor]Tsmo 0 dello spazio vettoriale ~p(V, W) ~, 

nollo spazio ~p(V, W) U, definito per ogni ~pe~p(V, W y d a l l a  relazione 

(13) 

eve x, v~ denotano i laterali  ~ + S, v~ + S. 

Si noti in partioolare che 0(~/l)Y) b l ' ins ieme delle funzioni definite in U 
e costanti sui laterali. Non ~ poi difficile verificare ehe 0 b anehe un 
isomor[ismo topologioo, rispetto alia topologia della convergenza semplice. 

Denotato infine con d il differenziale relativo alle funzioni definite in ~ sus- 
siste la relazione di permutabilit8 

(14) (d o 0):~ -- (0 o d--)a=~ 

per ogni % nell ' insieme D(1) (cio~ di classe C 1 in U-). L'asserto segue imme- p 
diatamente da due note proprieth del differenziale (29). 

Cib premesso, pub stabilirsi una reIazione ira la monogeneit~ in U e la 

monogeneit~ in U. Pree isamente :  

{~7) \Ted . p. es. J .  D I E U D O ~ E  [5], p. 56. 
{2s) Veal.  p. es. E.  HtLLE-I=~.S, PHILLIPS [6], p. 18. 
(eg) Veal. p. es. J .  DIEUDONSTE [5]~ 8.2.1 e 8,1.3, 
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TEOR. 3 - Ad og~i operatore m: Wu--> ~( V, W) U, del ripe considerate al 
n. 8, corrisponde univovamente un operatore dello stesso ripe m: WY--> ~(~7,, ~ )~ 

tale ehe l'isomorfismo 0 subordina un isomorfismo ira lo spazio ~ ( U )  delle 
funz ioni  (d, m)-monogene in U e lo spazio ~ff'Ss(U) delle funzioni  (d, m)-mono. 
gene in  U,. eostanti sui  laterali. 

Infatti,  si consideri l ' insieme 

M(o ~) = i f ~  W U] (m0~-}(x) • s = 0 ~ x e U ,  s e S !  

e s i a m  l'operatore lineare definite per  ogni f ~ M(o~), x e U, v ~ V dalla rela~ione 

( [ 5 )  ( m  f ) ( ~ )  - v = ( m 0 f ) ( x )  • v 

essendo x, v elementi arbitrari  delle classi x, v. La definizione non dipende 
dalla scelta di questi  elementi,  date che per  f+M(o~), s e S r isulta 

(mO-f)(x + s) . (v + s) = (mOt~(x + s) . v 

= m ( 0 T  ° ~ ) (x )  • v 

= ( m @ ) ( x )  • v.  

Per  la continuit'~ di m, 0 anehe l'operalore m ~ continue. Risul ta  poi per  
ogni feMUr); a, v e V; x, x + a E l]: 

= (roOf) o ~ o ( x )  v 

= (m f )  o ~ : ( x )  • v;  

m f ( x ) .  u = ( m 0 ~ ) ( x )  • u 

= (o f ) (x )  

= f ( x ) ,  

onde per l 'opera tore  m sussistono condizioni analoghe alle I, I I  del n. 8. 
Conviene poi notare espliei tamente ehe le definizioni del l 'operatore  m 

del l ' i somorfismo 0, condueono alla relazione di permutabil i t4 
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(16) (mo 0)-~p = (0 o m)% 

per ogni gp E Mp (~). 

]~ immediato ora verifieare c h e s e  f e  DcJ) ~ una funzione (d, m)-monogena 

avente per derivata f ' ,  la funzione Of, costante sui laterali, 6 (d, m)-monogena 
con deriva, ta 0f", e pertanto appart iene ad ~l~s(U). 

Viceversa, se fe~)]Ss(U) risulta 

(17) f ( x )  = f ( x  + s) 

per ogni x ~ U, s ~ S onde riesee definita una f - -  0-~f appartenente a W ~. 
Dalla (17), poich6 f ~ (d, m)-monogena, segue immediatamente  

(~8) 0 -= (df ) (x) .  s = (mf ' ) (x) .  s. 

D' altra parte differenziando la (17) si ottiene anehe f'(x) = dr(x) • u ---- d f ( x  + 

+ s ) . u  z f'(~c + s) onde f ' ~ O ( W U ) .  La (t8) mostra allora che f ' - -  0- i f  ' 
apparfiene al l ' insieme M~l). Tenuta  ora presente la monogeneitB di f e la 
relazione di permutabil i th (16), si ottiene 

d f  - -  m f '  - -  toO-[' = Om f ' .  

Per  la (13) e la differenziabilith di f, ad ogni ~ > 0 corrisponde un ~ > 0 tale 
che per llhll < ~ pub scriversi  

(19) /]f(~, ÷ h; - -  t ( ~ ) -  (m f'~(x) • hlj = Uf(x + h) - -  f ( ~ c )  - -  ( O m f ' ) ( x ) .  h[l < ~[Ihjl. 

Poich6 IthH-~ inf TJh!j, i .  ogni laterale h con ljTjJ < ~ esiste una successione 
h6~ 

di elementi hi, in norma minori di 8, tall che risulti lim UhJll=llhll, Ponendo 
j--->oo 

nella (19) h = hj e passando al limite per j tendente all ' infinito,  si ottiene in 
definitiva 

valida per ogni h con tlh[[< 8. La relazione ottenuta prova ehe feD(o 1) ed 

(d f ;(x). h -~ (m,f')~x) • h. 

I1 TEOr. 3 ~ cosi completamente dimostrato. 
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11. - F u n z i o n i  m o n o g e n e  d e f i n i t e  in  u n ' a l g e b r a .  

I n  ques to  n u m e r o  si a s s u m e  come  spazio  V un 'a lgebra  di B ~ A O H  A su 

R,  non  necessariamente  associat iva nd commutat iva .  

Sia  poi a s s e g n a t a  un 'app l i caz ione  bilineare con t inua  

(w ,  a )  ~ w .  a 

di W X A  in W, con le p r o p r i e t h  

a) ( w . a s ) . a 2 - - w . ( a ~ a 2 )  pe r  ogni  w e W  e a~, a s e A ;  

b) es i s te  in A un  e l e m e n t o  u t a le  t h e  pe r  ogni  w ~  W r i su l t i  

w .  u = w (3°). 

Cib p r e m e s s o ,  p e r  le funz ion i  de f in i t e  ne l l '  a l g e b r a  A, a va lo r i  hel lo spazio  

W, si pub  de f in i r e  u n  o p e r a t o r e  m (moltiplicazioue a destra) del t ipo cons ide ra to  
al n. 8. P r e c i s a m e n t e ,  se fEW v si pone  

(mf)(x) . a - -  f (x)  . a (~). 

]~ i m m e d i a t o  v e r i f i c a r e  in fa t t i  che  le condiz ioni  I,  I I  del  n, 8 sono soddis fa t te .  

Si o s s e rva  poi  che  in ques to  caso  l ' i n s i e m e  M (2) co inc ide  con t ' i n s i e m e  del le  

f e W v tal i  che  p e r  ogni  ~c e U; a~, a2 e A r i su l t i  

f ( x )  . (ala2 - a2al) = O. 

Si cons ide r i  ora  l ' i n s i e m e  

S = { s e A  I f ( x ) .  s = 0 ~ f~2d(o2)t. 

Non  i~ d i f f i c i l e  v e r i f i c a r e  che S i~ un  idea le  ch iuso  di A, c o n t e n e n t e  gli 

i n s i emi  degl i  associatori a~(a2a3)-  (a~a2)a3 e dei commutator i  a ~ a 2 -  a2a~ di A, 
onde  1 ' a l g e b r a  quoz ien te  A - - A / S  ~ associativa e commutat iva ,  con uni th  

u, o t t e n u t a  e a n o n i c a m e n t e  da  u. 
Cib p r e m e s s o ,  si m o s t r a  o ra  come,  u t i l i zzando  il  TEOl¢. 3 del  p r e c e d e n t e  

n. 10 s ia  poss ib i l e  r i c o n d u r r e  lo s tudio  de l le  funz ion i  m o n o g e n e  in A 

(s0) Lo eondizioni preeedenti equivalgono in sostanza a richiedere per W una strutiura 
di A-modulo unitario destro (A non ~ necessariamente associativa). 

(a~) In particolare, se A b associativa con unith destra u e si assume W =  A e, come 
applicazione lineare, si considera l'ordinaria moltiplicazione in A, si ottiene il secondo esem- 
pio del n. 3. 
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al l ' analogo studio he l l ' a l geb ra  associa t iva  e commuta t i va  .~. P rec i samen te ,  
sussiste  il teorema:  

TEOR. 4 - Per ogni funzione (d, m)-monogena f de f in i ta  nell 'aperto 
convesso U di A, a valori in  W, r isul ta  

(20) f (x )  = We + w~ • x + (0f)(x) 

essendo we, w~ opporluni  elementi di W, e f una  funzione (d, m)-monogena 
nell' aperto U di A, a valori in  W. 

P e r  la d imostrazione,  si cons ider i  una  suceessiooe t f . i  di funzioni  
(d, m) -monogene  di classe C ~, eonvergen t i  ad f in U, del ripe indica te  al 
n.  9 (32). 

Denotato con Xo un arb i t rar io  e lemento  di U, si eonsider i  la funzione 

~(x) = fo(x) - -  f~(xo) - -  f'o(Xo). (x - -  Xo ~. 

Essa i~ (d, m ) - m o n o g e n a  in U (3~). D ' a l t r a  parte,  per  la funzione monogena  
f~ sussiste la fo rmula  di TAYLOR (3~) 

1 

f.(x) = f.(xo) + f . ( o ) .  (x - -  Xo) + (1 - -  ,J /~ o + ),(x xo)). (x - Xo)~d).. 

0 

Tenure  eonto poi del la  eont inui th  di m e del fatto che f '~ 'eM~ 2) (osserva~ione 
al la f ine del n. 5), per  ogni s e  S, r i su l ta  

1 

s = f ( 1  -  )rZ(xo + - xo)) 
0 

• (~c - -  X o )  2 . s d ) ,  

1 

= f (1 - -  k)f;'(x0 + ~(x - -  Xo)). 
0 

s . (x - -  Xo~2dk 

- - 0 .  

(se) Quando  t e D0 (e) si pub g i u n g e r e  pi~ r a p i d a m e n t e  a l l ' a sse r to  senza  fa r  use  de l i a  pro- 
posiz ione P i  del  n. 9. 

(33) I n v e r o  essa  d i f fe r i sce  da l l a  funz ione  m o n o g e n a  fn(x) per  un  po l inomio  di p r imo  
g r a d e  in  x. 

(a4) Ved,  p, es, J .  DIEUDONN]~ [5], 13. 18"~. 
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Differenziando la relazione ottenuta, pub scriversi 

f'~(x) • s = o. 

Si consideri ora la funzione 

7(x) = f ( x ) -  f(Xo) - f ' ( ~o ) .  (x - xo). 

Essa b ovviamente monogena e riSulta f ( x ) -  f ' ( x ) -  f'(xo). Tenuto conto della 
proposizione Pl del n. 9 si ha 

?(x) ---- lira •(x), /v'(x) --  lim f'(x). 

La eontinuith d i m  ed una osservazione precedente  permettono di concludere 
che 

7 ' ( z ) .  s = 0. 

Datla formula di T_~:Loa segue ora 

1 

, ]  
0 

per ogni s eS~  e pertanto f appart iene a ~Yl~s(U). I1 TEOR. 3 assicura allora 
ehe la funzione 

~ - =  0 - ~ f  

(d, m)-monogena in U. Si perviene ormai all 'asserto,  ponendo 

Wo = f ( z o )  - f ' ( z o )  . xo  

w~ = f ' ( x o ) .  

In particolare,  la (20) mostra ehe per l' esistenza di funzioni  monogene 
f e W ~ non lineari, occorre e basla che risult i  Z 4 - - A / S ~  O, clod S ~: A. 

Invero, se S - - A ,  0 f r i e s c e  costante. D 'a l t ra  parte, se S:4 :A ,  l 'es is tenza 
nell '  a lgebra A, eommutat iva  e dotata di uniti~, di serie di potenze 

~_,w~ . ~ (w~ ~ W, x e U) convergenti  a funzioni monogene f@) prova l 'asserto (3~). 

(35) Cfr. p. es. E. ~:~ILLE-~:~ S. PHILLIPS [6], p. t16. La dimostrazione, relativa al caso 
W ~  A, pub traspostarsi senza atcuna modifies al caso genorale qui considerato. 

Annali di Matematica 7 
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