
Sul le  s t r a t i f i c a z i o n i  convesse .  

M e m o r i a  di  BRUNO DE ]~INETTI (a Trieste) .  

S u n t o . -  Data  una  funzione convessa, gli ins iemi  ave essa assume valori  superiori a una  
generica costante e sono ovviamente insiemi convessi uno inferno al l 'a l t ro ,  m a  non 
veto inve?samente che ad  u n a  s i f fa t ta  classe d ' i n s i emi  possa sempre associarsi u n a  

funzione eonvessa. S i  s tudiano te cireostanze da cui dipendono te eecezioni, e le eondi- 

zioni atte ad  escluderte. 

1. flenerali tk.  
Se f(P) ~ una funzione eonvessa dei punti  P (del piano, o dello spazio, 

o, in generale, di uno spazio affine a un numero qualunque,  finito (~), di 
dimensioni), le regioni definite dalle disuguaglianze f ( P ) ~  v eosti tuiseono 
ovviamente (al variare della costante c) una famiglia di regioni convesse, una 
interna al l 'a l t ra .  Inversamente,  data una famiglia di regioni convesse~ una 
interna all' altra, o, come diremo brevemente,  una stratificazione convessa, 
possibile assoeiarvi, nel modo predetto, una funzione [(/9) eonvessa ? ossia, in 
breve, ~ una stralificazione di funzione convessa ? 

Generalmente sembra si r i tenga di si senz' a l t ro:  ad es. in economia 
matematica dal fatto che le regioni ~ ( P ) ~  c (precisamente:  le regioni delimi. 
tate dalle << varieti~ d ' indifferenza >>) sono convesse, si ritiene leeito dedurre 
che f(P) ((< indiee di ofelimith ~>) si pub assumere convessa (cio~: o b eonvessa 
la ~(P) stessa, o la si pub sostituire con f ( P ) =  F(~(P)), con F crescente, in 
modo the  f(P) sia convessa). 

Geometricamente,  nel easo pifl intuitivo del piano, tale ammissione 
significherebbe che, assegnate come linee di livello per  una superficie 
z - ~  f(P) -"  f(x, y) una famiglia di linee eonvesse ~(P) = ~(~, y) = cost., 
sempre possibile (valendosi del l 'a rbi t rar ie th  r isultante per f, che b definita a 
meno di una trasformazione ereseente, f = F(~)) trovare una superficie z - -  ftP) 
convessa avente que l l e  linee di livello. 

Detta propriet'~ sussiste effet t ivamente qualora ad es. la funzione ~(x, y) 
si suppong~r dotata di derivate prime e seconde l imitate:  basta osservare che 
in tal caso f = - F ( ~ ) - - ~  e-Z~ risul ta  certamente eonvessa pur  di prendere ). 

(i) 0 anehe  inf ini to ,  sa lvo r i n u n c i a r e  a quel le  conclus ioni  d e r i v a n t i  dal  poter  corrente-  
men te  p a r l a r e  di (, mass imi  ), anzich~ d i ¢  es t remi  super io r i  in  d ive r se  ques t ion i  (efr. ad 
es. nora  (7)). 



174 B. ~ F]NE~T[ : ,SulIe stratificazioni convesse 

s u f f i c i e n t e m e n t e  g r ande  (~); la conc lus ione  non sa rebbe  perb  va l ida  se non  
si imponesse ro  res t r i z ion i  del genere .  Vedremo  nel  n. 2 degli  esempi  nega t iv i  
da  cui  p r e n d e r e m o  le mosse pe r  a f f r o n t a r e  il p rob l ema  in  genera le ,  e stu- 
d ia re  il s igni f ica to  del le  c i rcos tanze  che  impediscono  l ' e s i s tenza  del la  ce rca t a  
funz ione  convessa  (o megl io :  t h e  la f anno  d e g e n e r a r e  in una  costante}. 

Ad ogni  modo, s e i l  p roh l ema  a m m e t t e  soluzioni ,  ve n'/~ u n a  t ra  esse 
(un ivocamen te  d e t e r m i n a t a  a meno  di una  cos tan te  add i t iva  e di u n a  molti- 
p l i ca f iva :  z - ~  h - + - k f ( P ) )  che  ~ (< la meno  convessa  di tu t t e  >> (nel senso, del  
res to  in tu ib i le ,  t h e  sari~ p ree i sa to  nel  n. 3); ogni  a l t r a  soluzione r i su l t a  poi 

da t a  da  F ( f )  con  F e r e scen t e  e convessa .  

Alcune  ques t ion i  c o n c e r n e n t i  tall  ¢ fun~ioni  m i n i m a m e n t e  convesse  >), t h e  
possono i n t e r e s s a r e  i n d i p e n d e n t e m e n t e  dal  p r o b l e m a  p r e c e d c n t e m e n t e  conside- 
rato,  s a r anno  s tud ia te  nei  nn. 5 e 7. 

2. Esempi. 
Cons ider iamo a lcun i  esempi  di s t ra t i f icaz ioni  convesse  ehe  non  sono stra- 

t i f icazioni  di funz ion i  convesse .  P e r  semplicit '~ si tratteri~ di s t ra t i f icaz ioni  
p lane  c i rco la r i  (famiglie di ce rch i  uno  in fe rno  a l l ' a l t ro) .  

Le  figg. 1 e 3 r a p p r e s e n t a n o  dei  solidi  o t t enu t i  d a  coni  a l t e r ando  it pro- 
filo come indica to  in sez ione ;  il p iano  del la  sezione b p iano  di s immetr ia ,  
s icch~ i ce rch i  di l ivel lo  sono i cerch i  di cui  in sezione res ta  ind ica to  il 
d iamet ro .  

L ' a l t e raz ione ,  ne l la  fig. 1, consis te  nel  sos t i tu i re  un  t ra t to  del  prof i lo  con 
un  qua r to  di c e r c h i o ;  ne l la  fig. 3 un  t ra t to  del prof i lo  ~ diviso in inf in i t i  
t ra t t i  (p. es. c i a scuno  meti~ del p receden te )  su cui  v iene  r i p e t u t a  u n ' i n t a c c a -  
t u f a  secondo lo s chema  r i p o r m t o  ne l la  fig. 3a. 

[1 solido del la  fig. 2 pub esso p u r e  pensa r s i  o t t enu to  da un  cono, alte- 
r ando lo  perb  non  in tal  modo s immet r i co  bensi  spos tando  le success ive  sezioni 
col far  p e r c o r r e r e  ai cen t r i  (in proiezione)  una  sp i ra le  loga r i tmica  (raggio del  
ee rch io  .~ ]unghe~za de l la  sp i ra le  dal  pun to  asintotico).  

(2) Se ~(x) ~ funzione di una variabile, ia derivata seconda di f ( x ) ~ - - e - ) , +  
f ' ( x ) - ~ -  ~e-Z~(k~ '~ --~')~ the ~ sempre negativa se ¢~(x) ~ due volte derivabile, s e i l  rap- 
porto ¢p']~ ~ superiormente ]imitato nel campo the si considera~ e se ~ ~ superiore all'estremo 
superiore di tale rapporto. Per ¢p(x~ y) funzione di due variabili (e analogamente per tre o 
pifi)~ stesso ragionamento sulle derivate direzionali: la eondizione diviene 

> estr. sup. l 

per ogni punto P del campo e ogni direzione p (o anche soltanto per la direzione di 
, massima pendenza ,,~ tenendo conto clel teorema del n. ~). 

Vedremo nella nota (9) ehe la  semplice esistenza delle derivate second% senza la restri- 
zione addizionale the siano limitate~ non costituisee pih una condizione suffleiente per la 
conclusione stabilita. 
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Le stratificazioni che si ottengono dagli esempi delle figg. 1 e 2 presen 
tano delle s trozzature  : nei due punti  A e B della fig. 1 (~) gli strati  divengono 
<< infini tamente sottili ~> (esprimeremo la eosa in modo eorretto nei nn. 6 e 7), 

I i : ' 

1 ' ~ 1 ) i i : I 
I I i I 

') i ' ] i r 

i ' ,. , I ~, 

F i g .  1.  F i g .  2 .  F i g .  8 .  

F i g .  g a . ,  

! ) 

Fig, 3b. 

t 
e lo stesso fatto si presenta  nella fig. 2 su tutti  i punti  di una linea (spirate 
logaritmica di eui i cerchi dati sono i cerehi oseulatori, e ehe ne ~ quindi 
l 'inviluppo). Vi corrispondono, sul solido, punt i  di pendenza infinita (o nulla), 
non eliminabili (com'6 intuibile, e si vedr/~ eomunque nel n. 6) con aleuna 
deformazione f-~-F(q0), e ehe impediseono la eonvessit/~, iXel easo della fig. 3, 

(3) A e B :  e s t r e m i  de l  t r a t t o  s o s t i t u i t o  c o n  a rco  di c e r c h i o  (ne l la  f i g u r a  le  l e t t e r e  n o n  

s o n o  i n d i c a t e ) .  
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per ristabilire la convessit'h r imediando al l 'effet to di una  delle intaccature,  
occorrerebbe (ferma restando la parte superiore della figura) quadrupl ieare  
in altezza tut ta la parte  al di sotto delia gola de l l ' in tacca tura  stessa (io si 
vede dalla fig. 3b). Ma, ripetendo infinite volte tale quadruplicazione, gik il 
tronco di cono con le in taccature  viene trasformato in un solido che si estende 
all ' infinito (in altez~a), ed ~ impossibile proseguirlo con la parte  inferiore. 

3. Def iniz ioni  ; funz ione  m i n i m a m e n t e  convessa. 
Per  svolgere la trattazione ci porremo nel pifl generale  spazio affine S :  

dati comunque in S dei punti P~ ... Pn e dei numer i  i(~ ... k,~(Ea~a --- 1) vi sar~ 
definita la loro combinazione l ineare (baricentro) P---Ea)~aPa, ma non sup- 
porremo introdotte nozioni metrich% sicch~ ad es. r i ter remo lecito confrontare 
le lunghezze di due segmenti  solo se paimlleli. 

Un insieme C si dirh convesso (~) se contiene ogni segmento di cui con- 
tiene gli estremi (ossia: insieme a P~ e P~, ogni P ~ XP~-e t~P2 con X, ~ 0, 

~ ~ ---- 1 ; allora anche : insieme a P~ ... P~,  ogni P - - -  EhXhPh con )~a ~ 0, 
~h~a - -  1). Una funzione reale f(P), definila su un insieme C convesso, si dice 
ivi convessa se ~ f ( P ) ~  Za)~hf(P~) comunque si prendano P~ ... P,~ punti di C 
e ~ ... ),~ positivi (Zh~h---1), e sia P---~ EhXhPh. 

Giova notate il lemma:  data in C una funzione qualunque ~2(P) (non con- 
vessa), e ponendo 
, f ( P ) ~  estr. sup. ~t,),~(P~) al variare di tutti  i modi possibili di esprimere 
P--Eh~.hP h come combinazione lineare a coefficienti ),a ~ 0 di un numero 
(finito) qualunque di punti  Ph di C >~, 
risulta the  f(P~ ~ convessa, e the,  in tutto C, ~ fP)  ~ ~(P), mentre  i~ f(P) ~ ~(P) 
qnando ¢~(P) sin una qualunque al tra funzione convessa ~ ~(P). La dimostra- 
zione i~ ovvia. 

Di una funzione f(Pi eonsideriamo, oltre alle varieth di livello f(P) ---- cost., 
gli strati a ~ f ( P ) ~  b: insieme dei punti  P ore f(P) assume i valori di un 
certo iutervallo (a, b); e stratificazione diremo la suddivisione in strati  cosi 
ot tenuta (~). 

Una stratificazione si dir~ vonvessa se ogni strato ~ differenza di due 
insiemi convessi (negli es. del n. 2: zona tra due cerchi  non secanti). 

Una funzione (eonvessa) ~(P) si dir~ minimamente convessa in un eerto 
suo strato a ~ ¢~(P)_~ b (e quindi, ovviamente, in ogni strato in esso conte- 
nuto) se ogni funzione convessa f(P) avente la medesima stratifieazione (le 
medesime variet~ di livello, ossia f ( P ) :  F(c~(P)), F crescente) e i medesimi 

(4) P e r  le nozioni di carat tere  generale ,  efr. p. es. T. BONNESEN U. W.  FENCHEL~ Theorie 
der konvexen K6rper, Berl in ,  Spr inger ,  1934. 

(5) Volendo d a m e  una definizione as t ra t ta :  la classe D degli  ins iemi-d i f fe renza  di una 
elasse d ' i n s i emi  K l ' uno  interno a l l ' n i t ro ;  K ~ cio~ tale che per  due suoi ins iemi  A e B 
qua lunque  sia sempre A ~ B oppure  B ~ A (o anche : K risult i  ordinato r ispet to  a ~) .  
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w~lori al contorno ( f ( P ) : a  per ~(1))-~a, f(P)--~-b per ~(P)==b ossia F ( a ) = a ,  
F(b) -~- b) ~. nello strato, ~ ~(P). 

Diamo era due diversi procedimenti  per cos~ruire la funzione minima. 
mente convessa qaando sia assegnato un insieme qualunque di variet~ di li- 
vello {le due che delimitano lo strafe, e hel l ' in terne o nessuua, o un numero 
finite, o un ' inf ini th  numerabi le , . . . ,  o tutte);  e dati i valori estremi a e b al 
contorno (a < b). 

I1 primo b un procedimento di iterazione. Part iamo dalla funzione 

l a in tutto lo strato, tranne 

~ ° ( P ) =  b sul contorno intorno. 

Sia %(/)) la minima funziono convessa >~ ¢po(P} (v. lemma preeedente), e 
poi sia %tP) la minima funzione > %(P) eostante sulle preserit te varieti~ di 
livello (basra prendere % ( P ) ~  estr. sup. ¢~(Q) per Q sulle variet/~ di livello 
passante  per  P o esterne a Pb  

Analogamen~e passiamo da % a ~ e da ~:~ a %, in generale da ¢p~,~ a 
~ , , ~  e da ~e,,+~ a ~,,+~; la suecessione b mai deerescente, tende quindi a 
una funzione limite ~(P), ehe b convessa essendo limite delle funzioni con- 
vesse ~h (h dispari) ed b costante sulle prescri t te variet/~ di livello essendo 
limite delle ~h (h pari) dotate di tale propriet/~. 

Perchb la soluzione non sia i l lusoria oecorre perb ehe ~ non si r iduea 
a una cos tan te ;  e pub solo aecadere ehe sia ~(P) :=b  su tutto uno strato 
anziehb sulla sola variet~ di livello interna, perchb se b ~(Q)=  c per  un 
punto Q inferno al eampo ¢~(P)~ c, non pub aversi in alcun punto ~ ( P ) >  o 
(infatti, sia ~(P) > c ; prolungando il segmento PQ oltre Q, per  ipotesi inferno 
al campo ore ¢ ~ o ,  troveremo aneora p~nti R con ~ ( R ) ~  c e per  Q, com. 
preso tra R e P, dovrebbe essere ~(Q)>  c, contro l ' ipotesi).  

1~ poi evidente che, cambiando i vatori estremi a e b in a' e b' (sempro b ' >  a'), 
tutte le q~a e la ¢~ si modificano l inearmente (eh6 tutti i procedimenti  hanno carat- 
tere affine) : ~ diventa ~'--  h + k~ con h--= (ba'-- ab')/(b - -  a) e k = (b'-- a')/(b - -  a) 
(cosi ehe h ~ ka ~- a', h -4- kb -~ b') ; la funzione minimamente convessa rela- 
tiva a una stratificazione b dunque,  come annunciate,  determinata a meno di 
una costante addit iva e di una moltiplicativa ( >  0). 

4. Convessit~ dei (~ profil i  ~. 
L 'a l t ro  procedimento, pifi anali t ico-costrutt ivo,  per determinare la ~(P) 

richiede la considerazione dello spessore degli strati e del profile della fun- 
zione secondo le diverse giaciture.  

Sia ~(P) una funzione l ineare di P :  sia cio~ ~(Eh),hPh)---~-~h~h~(P~). Gli 
iperpiani  paralleli  ~ - - c o s t .  definiscono una giaci tura,  e nella nozione inten. 
deremo inclusa quetla  doll' orientamento ,date dal verso in cui ~ cresce 
(quindi ~ ' - - h  + k~ definir'~ la medesima giacitura di ~ per k >  0~ e per k < 0  

Annali di Matemat~ea, Serie I ~ ,  Tome X X ~ .  23 
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la giacitura opposta : stessi iperpiani, orientamento inverti~o). Per  << ~-spessore 
di uno strato )) intenderemo la dif[erenza ~" - -~ '  dove ~" e ~' siano l 'es t remo 
superiore di ~(P) sulle ipersuperficie cite delimitano lo strato r ispet t ivamente 
all 'esterno e al l ' inferno.  II rapporto degli ~-spessori di piit strati non dipende 
pitt dull' eventuale coefficiente k ~ 0 ma soltanto (lallu giacitura (orientata), 
e in  tal senso potremo parlare del rapporto fra gli spessori di pifl strati 
secondo una d~ta giacitura (e a volte, per breVith, parleremo degli << spessori ;~ 
sott intendendo che, essendo determinati  a meno di nna eos~ante, dovremo limb 
tar, ci a eonsiderare rapporti  di spessori presi secondo una stessa giaciiura). 

Se ora f(P) ~ una funzione di P, con f~(x) indicheremo l 'es t remo supe- 
riore di f(P) sa l l ' iperpiano ~ ( P ) - - x ;  la f~(x) ~ il profilo della f seeondo ]a 
giacitura ~ (denominazione di significato intuitivo nel caso di una super- 
l'ieie z . :  f(P), P punti  del piano a~, y). 

Dimostriamo, come lemma, che: se le sue w, rieth di livello {tiP)---c) delimi 
tano regioni convesse ( f ( P ) ~  c), condizione necessaria e sufficiente affinch5 f(P} 
sia funzione eonvessa 8 che lo siano tutti i suoi profili. 

In[atti,  supposta f(P) convessa, r isulta f~(x,) convessa, ossia 

f¢(~) ~ Xfa(x,) + ~f~(~) (per x~ ~ x~ < xa, x 2 - -  )~x, + Pxa, )' + ~t - -  1), 

perch, ,  detto Ph (per h ~ 1, 2, 3) il punto di ~ = xh ore tiP) assume il massimo 
va lo re  f~(xh) , e posto Q = X P ~ +  ~tP~, ~ (per ]a linearith di ~) {(Q)= x~ cost 
che f ~ ( ~ ) ~  f(Q), ma (per la convessith di [) f ( Q ) ~  kf{P~)-~-~tf(P~), e quindi 
1' asserto. 

Inversamente  supposto f(P) non convessa e eonvessa ogni regione delimi- 
tara da varieth di livello, r isul ta  non eonvesso a]meno un p rofilo. Supponiamo 
infatti esistano tre pun~i, P,,  P3 e P ~ - ) ~ P , - b ~ P ~  (X, t~:> 0; ) . +  ~ t ~ l )  per 
cut f (P~)~f(P,)- t -~t f (Pa)  , e sia ~--w~ un iperpiano radente in P~ alla variet~ 
di liveUo ivi passante  (~): sarh ~(Q)~x~ per  ogni Q ore  f(Q)~f(P~),  e quindi 
f~(x~)--~f(P~). Ma per x~--~(P~) ~ f~(x,)--f(P~), e cosl per ma---~ ~(P~), e qu[ndi 
il profilo secondo tale giaeitura ~ non ~ convesso avendosi 

f~(~) < zf~(x~) + ~f~(x~), x~ = ~x, + ~x~. 

8i noti ancora che una funzione convessa f(P) r imane univoeamente deter. 
minata  conoscendone tutti  i profili f~(~c) : b infatti tiP) ~ rain f~(~(P)) al variare 
di ~, o addir i t tura f(P)~---f~(x) se ~ - - x  6 iperpiano rade~Jte in P (ch6 allora 
vi si ha il minimo). 

(6) Cio6 F iperloiano tangente se i l punto non b angoloso; altrimenti lmo qualunque dei 
plant che toccano ivi 1~ varieth senza tagliarla. 
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5. Condizione per  i profili.  
ha eondizione di eonvessit'~ dei profili  pub seriversi 

% b r e v e i n e l l t e ~  

-- o 82 > ~ S., 
8 2 8~ - -  81 ~ 

dove s~ e s.~ sono gli spesso~:i, secondo la giaci tura  ~, dei due strati, e ~ e 8~ 
i corr ispondent i  inerement i  della f. Ma eib vale per qua lanque  giaeitura,  se f 

eonvessa, e allora dovrh essere 

(2) ~ ~- ~l max ~ 

ove con ~, e % s' in tendono gli spessori dei due strati secondo una  giaci tura 
generica, e il max s ' in tenda  preso al variare della giaei tura (~). Considerando 
pifi strati  successivi  avremo, per  induzione 

(3) 8~ > 8~ max  ~ • max ~ • \ z~_l] '  

o, scritto diversamente,  

od anche 

(o-1  8 a ~  ~ m a x  . . .max  

> 8, ~ max (%/a,) max  (%/%) 
' 

S~/Sn--1 I " 

Poich~ f~,  essendo convessa, ~ derivabile (salvo al pifi un  ~ infini th nume- 
rabile di pan t i  angolosi ehe in seguito supporremo esclusi dal fungere  da 
suddivisione per  gii strati), e la derivata  b erescente (in valore assoluto), 
abbiamo 

n--1 n--I 
8 n 8,11- [ m a x  (ou+,/oh) l ~ - f,(~c,)l i I max (~h+l/ea), 

(4) - -  f e ' (x" -d  ~-  s~, ~ s,  i h 8h+l/Sh 1 h 8h-i-i/Sh i' 

ossia : it rappor to  fra la der ivata  di f~(x) in due punt i  qua lunque  x 2 e x~(a~ 2 > ~ )  
b ~ del prodotto I l l  ...I relativo a una  qualsivoglia suddivisione in strati  
dello strato considerato, e quindi  anche ~ di W~(w~, iv. 2) ~ estr. sup. {II ... I al 
variare della suddivisione. 

(71 L ' e s i s t e n z a  de l  m a s s i m o  ~ d i m o s t r a b i l c  t r a t t a n d o s i  di f u n z i o n i  c o n v e s s e .  
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Risulta subito, iuversamente,  cite se tale coudizione b soddisfatta la fun- 
zione f(P) b convessa, e Io i~ in particolare quiudi se f~(x) b soluzione deWe- 
quazione differenziale 

ossia per 

(5) 

z) 

off 

f~(~) = ~(x) = h + k j W~(x,, u)du. 
x l  

(k = ¢~'~(x,t) 

Basra infatti r i levare come la (5) sia indipendente dalla giacitura, come ne 
seenda immediatamente la (4) per sa relativi a qualunque giaeitura, e in essa 
la [II...} sin ~ 1 lprodotto di fattori tutti  ~ 1), sicchb i rapporti  incremen- 
tall, e quindi le derivate, sono erescenti.  

Di pifl, dimostreremo the  la ~(P) individuata dai profili +~l~c) b minima- 
mente convessa (e coincide quindi necessar iamente con la soluzione determi 
nata per altra via nel n. 3). Basta p rora te  the  per una f(P) eonvessa (e avente 
in comune con +(P} i valori al contorno a e b) non pub in aIcun punto Q 
aversi f(Q) < +(Q); supposto el0 avvenisse, e posto f -~  F@), ~(Q) == q, vorrebbe 
dire the  F ( q ) <  q mentre F(a)=  a, F(b)= b, ed esisterebbero allora p ed r, 
a <. p < q < r < b, tall the  F'(p) < F'(r). 

Ma allora f~(x)---F(z~(x)), f '~(z)= F'(~(x))+'~(@, e il rapporto fra le deri- 
ra te  in due punti  per cui +~(x-2) --- P, ~ ( a h ) =  r r isul terebbe 

f , ( . , )  , . rp v) < 

eosiceh~ f~ non soddisfa la condizione stabilita. 

Giova rilevare, come corollario, la seguente proprieth, earat terist ica delle 
funzioni minimamente  convesse: s e e  soltanto se ~ 6 minimamente convessa 
f - - F @ )  ~ eonvessa solo se F ~ crescente e convessa. 

Alia considerazione della W~(x~, x.2) dipendente dalle varieth di tivello V~ 
e V~ su cui max ~ - - ~ ,  x~ e inoltre dalla giacitura ~, giova spesso sostituire 
quella di W(V~, V~)= max W~(x~, x~) data da: 

( (~h+l (6) W( Vi, V~) = estr. sup. ]-[h max - - - -  
\ % /  

con la convenzione ~n+l"--%; il notevole significato intrinseco di W(V~, V..) 
i~ il seguente:  il rapporto f((x~)/f~'(x~) ha massimo ~ W ( =  se e solo se f 
minimamente convessa). 
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6. Esistenza di funzioni convesse per un 'assegnata  stratificazione. 
I |  ratio di cui ci occupiamo, cio5 F esistenza di un 'ef fe t t iva  funzione 

convessa con le assegnate varieth di livello o la sua degenerazione, appare 
ora ovviamente legata alla circostanza che W rimanga limitata o divenga 
infinita. Se W < K ,  nessun pericolo di degenerazione. Se ~ W~(xi, x.~)--cx~ 
r isul ta  ~'~(x~)/c/~(x~)=~ e quindi o ¢~'~(x~)=c<~ o ¢~'~(x~)---0 (o entrambi);  
iu tall condizioni pub ancora esistere una funzione convessa r ispondente al 
problema netlo strato (V~, V~) (come netFes, della fig. 1 - -  o, come diremo 
brevemente,  es. 1 - -  per  lo strato a profilo arrotondato), ma non in uno 
strato pifi ampio. 

Per  avere W~(x~, m~)= c~, poich~ W~(xq, x~)--~ W~(~q, x). W~(x, x,~) per 
qualunque x~ ~ x, ~ w~, dev 'essere  infinita la W~ per uno almeno dei due 
sub-interval l i ,  e, eosi procedendo, r isutta ehe deve esistere in (x~, m~) un x 
tale che W~(x', x") - - - -~  (e qnindi W(V', V")=-= ~)  per ogni intervallo (x', ~¢") 
eontenente w. La corrispondente varieth di livello V si dirh eccezionale, e 
potremo intanto enunciare  the  per  ammettere una funzione convessa ~ neces- 
sario ehe una stratificazione convessa non contenga aleuna varieti~ eccezio- 
hale a l l ' in terno dello strato con siderato (e sufficiente che non siano varietg 
eceezionali neppure quelle al contorno). 

Per  comprendere e classificare le << eccezionalith >> cosi definite, ~ utile 
considerare, pifi in generale, per  ogni varieti~ di livello Vo, l 'estremo inferiore 
di W(V', V") per V', V" eomprendente  V0; indichiamolo w(~) .  ]~ sempre w ~ 1 
(essendo ovviamente W ~  1); oltre al caso gig detto delle varieti~ eccezionali, 
per  le quali  ~ w - ~  ~x~, dis t ingueremo quelli delle variet~ regolari, ove w - - 1 ,  
e di quolle spigolose, ove w .>1 ma  finito. La ragione delle denominazioni b 
spontanea:  sono spigolose le varieth sulle quali  almeno un profilo ha un 
punto angoloso (e w i~ il rapporto fra la pendenza delle tangenti  a destra e 
a sinistra, secondo il profilo che rende massimo tale rapporto). Per  quelle 
eccezionali si ha analogamente almeno un punto ore tale rapporto diviene 
infinito, e la pendenza ~ neeessariamente nulla a sinistra se ~) finita a destra, 
e infinita a destra  se ~ finita a sinistra. 

Dist ingueremo due casi di eccezionalith: avremo variet4 di strozzatura 
quando gig con gli spessori di due strati, % e %, si pub rendere arbitraria- 
mente grande il prodotto 

\%/ \ % / ~  rain (%/%)" 

]~ questa la circostanza che si verif icava negli esempi 1 e 2 (n. 2): entro 
uno  strato comunque sottile comprendente una strozzatura, si possono sempre 
trovare due strati per cai  il rapporto degli spessorl secondo una giacitura 
divenga piccolo quanto si vuole in confronto alia giacitura per cui b massimo. 
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Nel  case  o p p o s t o  a v r e m o  varieth d ' ins labi l i th  (8), che  p o s s o n o  e s sa r e  va- 

r i e th  d ' a e c u n l u l a z i o n e  di  wtriet~'~ s l ) igolose ( come  h e l l ' a s .  3 de l  n. 2), m a  pos- 

s~no a n e h e  e s se re  i n t e r n e  a u a o  s t r~ to  eve  tu t t e  le a l t re  v~trioth sono  r e g o l a r i  

(bas t e rabbe ,  ne l lo  s tesso  as. 3, a r r o t o m t a r e  i ver~ici da l le  in taccature)( '~) .  U n a  

va r i e t h  d ' a a c u m u l a z i o n e  di wu'ict,~ sp igo lo se  (~ a e c e s s a r i a m e n t e  e c c e z i o n a l e  

se il p r o d o t t o  de l l a  [ore  w d i v e r g e  in ogu i  stm i n t e r n e  (cir.  es. 3), a t t r i m e n t i  

pub a u c h e  asse~'e r e g o l a r e  (bas t a r ebbo ,  s(~ml)ra ne l l ' e s .  3, e s a g u i r e  de l l e  in tac -  

c a t u r e  s o m p r e  piff a t tu t i te ) ,  o sp igo los~  (bas te rebbe ,  ino l t ra ,  s o v r a p p o r e  u n a  

sp igolos i th) .  

7. P a r t i c o l a r i t a  d i  c o m p o r t a m e n t o  in  p u n t i .  

A p r o p o s i t o  deg l i  esem.pi dei  n. 2, si e r a  p a r l a t o  di  pwJdi (e n o n  di va- 

rieth) d i  strozzatnra;  e in  g e n e r e  tu t  te 1.c c o n s i d e r a t e  pos s ib i l i t h  d i  c o m p o r t a -  

m o n t e  sono  r i f e r ib i l i  piit spec i f ieame~l te  ~ pu,~di de l ie  variet~'~ eve  si m a n i -  

f e s t ano .  

R i c o n o s c i a m o  anz i t t t t to  c ha  sh  ogn i  vaviet~ d i  l iveUo a s [ s tone  dei  pun t i ,  

che  c h i a m e r e m o  p~tnti--cerniera, de[ in ib i l i ,  c o n  r i f a r i m e n t o  alia, f u n z i o n e  ~o 

m i n i m a m e n t e  e o n v a s s a ,  da  u n a  q m d u u q u e  de l la  s e g u a n t i  cond iz ion i ,  i ra  lo re  

e q u i v a l e u t i  : 

- - s e  untr t r a s f o r m a z i o n e  f ~ - - - F { ~  r e a d e  n o n  c o n v e s s a  la f u n z i o n a  f, 
vi sono  de i  p u n t i  P i a  cu i  f(P) ~ m i n o r e  di  q u a u t o  o c c o r r e r e b b a  p e r  r i spet -  

t a r e  le e o n d i z i o a i  di  coLlvess i th :  punti-cerJeiera, d i c i a m o  que l I i  p e r  cu i  ta le  

(s) Denominazione iutesa a rilovare come lo spessore d i u n o  strato sottile fluttui irre. 
golarmente mentre lo si fa tendere alia varieth stessa (err. p. es. f'ig. 3). 

(v) Si aoti the i[ profile a (ataccatttre (sempre sull'esempio della fig. 3) pub alterarsi 
in mode ehe risalti ovltmtue esisteate e finita (sebbcne uon limitak 0 la derivata seconda, e 
eontinui a sussistero l'eeeeziot~a.iith. Basra ad es. esegnire delle intaecature sempre pifi attu- 
tire, ma non troppo rapidament% e preeisamente in mode the il rapporto fra le pendenze 
di due suecessivi tratti tenda ad uno, m a i l  prodotto infinite di tall rapporti diverga (p. es., 
rapporto dell 'n-esima intaecatura = ].-¢-1/n), lllentre la larghezzu delle intaecature stesse 
deeresea in mode appropriate (per il medesimo esempio, [arghezza dell 'n-esima intaceatura 
p. es. dell 'ordine di n-3/2)~ cosiech~ [' ordine di grandezza della dist.anza dal punto d'aeeu- 
mulazione delle intaeeature (res/,o della serie) sia superiore a quello detle oscillazioni della 
pendenza per effetto delle intdecatttre stesse (nell'es., n-1/~ in coafronto ad ~--i), Ci6 fatto 
si possono raccordare due lati sueeessivi della spezzata con archi di eurva (p. es. di parabola 
di 3 ° grade) che escludano i punt.i angolosi; si ottiene una curva dotata ovnnque di derivata 
prima e seconda continue, salvo nel punto d'accumulazione delle iataccature dove la derivata 
seconda esiste (ed ~ nulla) ma non continua (nb limitata in nessan interne). Ci6 dimostra 
(come anntmeiato nella nora (e)), c h e l a  condizione della derivata seconda lim#ata non si 
pub sopprimere nell' enunciate di quella eondizione suffieiento. 

Non si tra~ta naturalmento di una condizione necessaria; non ~ necossaria neppure 
l'esistenza de]le derivate seconde e neppure prime. Osserviamo per6 ehe la semplice diffe. 
renziabilit~ basta ad esehtdere la possibiliti~ di varieth spigolose (salvo eventnalmente su 
variet~ di livello formate di <, punti stazionari >>, ossia con differenziale primo nullo). 
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nente V~ tale the, 
1' espressione di cut 
allora 

proprieth si verifica necessaxiamentc non appena cssa si veri[ichi anche per 
un sol punto delia stessa variet:~ di livello ; 

- - s o p p r i m e n d o  il vincolo di rispettaxe la stratificazione per i punti  
di un eampo C, la funzione minimamente convessa ~ pub risultare migliora- 
bile o no:  to b precisamente se almeno per una varieth di livello tutti i 
pun t i -ce rn ie ra  P sono interni a C; 

- - i l  profile rela$ivo alla giaci~ura tangente {o ~ una almeno delle 
giaeiture radenti) nel punto P ha ivi curvatura  nul la ;  

per  tale giaci tura 6 nullo il minimo limite di 

w~(z,, x,~)- i 

al restr ingersi  del l ' interne m ~  ~ in cut x~, x~ possono prendersi  attorno ad 
~, = ~(v).  

Le ultime due formulazioni sono visibitmente uguali  salvo la veste geo- 
metrica o anali t ica ; dalla formulazione geomet~ica r isulta chiaro che rendendo 
concave, in un pun~o, un profile, al tret tanto debba avvenire, snlla varieth di" 
livello di quel punto, per  tutti i profili ivi a curvatura  nulla. 

Tale considerazione c o n d u c e  anche alla dimostrazione della asserita esi- 
sienna di punt i -cern ie ra  su ogni varieth di l ivello:  esiste cio~ almeno una 
giaci tura ~ per  cut 

rain lira W~(xt  , x~) - -  1 - -  0 

(per xq, m~ tendenti  risp. da sinistra e da destra alla m della considerata 
variet~ di livello V0). 

Altrimenti  infatt i  esisterebbero un numero y ~ 0 e uno strafe conte- 
per qualunque g i ac i tu ra  ~, prendendo in esso x~ e x.~, 
si consid6ra il rain lira risulti sempre ~ y. E sarebbe 

~'{z~) 

1 ~ (con  e se si prende f--F(~)-----¢p ~ ~x~ 

W~(x, , x~) :> 1 + y(x~ - -  ~) 

z ~ 0 costante;  F n o n  convessa  !) 

x h ~  I x 1 + z~(x,)  > 1-q-yAw l + x % h ~  

e quindi f~ ' ( x~) / f~ ' ( x~) )1  s e x  b sufficientemente piccolo. ('duindi V non 
minimamente  convessa (contraddizione col << corollario >> del n. 6). 

Analogamente sulle varieth di strozsatura esistono punti  di strozzatura 
eve w~ ~ c% e sulle variet'~ spigolose (od anche di strozzatura o d'instabilith) 
dei punti  spigolosi eve w~ =]= 1 (definendo ovviamente w~ analogamente a iv, 
ma da W~ anzieh~ da W). 


