
Alcuni  risultati di analisi  spettrale per l'operatore di Laplace 
su insiemi non l imitati  (*) (**). 

GIAN~RANCO ~OTTARO 

Summary. - In  this work I study the spectrum and a system o/generalized eigen]unctions ]or 
Zaplaee's operator in unbounded domains: the plane, the hall plane, the plane layer, the exterior 
of a sphere. 

Introduzione. 

Questo lavoro ~ dedicato allo studio dello spettro dell'opera, tore di Laplace in 
regioni non l imitate,  quali lo spazio, il semispazio, lo strato e l 'esterno di una sfera. 

Nel n. 1 si d£ ta definizione di integrale diret to di spazi hilbertiani [11] e l 'enun- 
ciato di un teorema di Vo~ N E t ~ I A ~  [10]. 

Nel n. 2 si descrive un ' idea  di G;~I)I~G, in [6], che ci permet te :  net n. 3 di riot- 
tenere alcuni r isultat i  di na tu ra  hilberti~na, rel~tivi alla diagonulizz~zione delFopera- 
tore di Laplace in tu t to  lo spazio, conseguiti da TALE~TI in [17], nei n. 4 e 5 di rispon- 
dere alle analoghe questioni per lo stesso operatore in un semispazio, in uno strato 
e all 'esterno di una  sfera. 

1. - Integrale diretto e teorema di Von Neumann. 

I)EFINIZIONE. - -  S i a :  

1) A uno spazio topologico localmente compatto,  sep~rabile, su cui ~ definita 
una  misura # positiva, regolare di Borel 

2) v: A -+ {1, 2, ..., co} una  funzione mism'abile Borel. 

f 

3) H ( 2 ) =  lu(~)eC~(~): Z ]u~(~)l'< c ~  per quasi ogni ~ (rispetto ~/~). H(20 
j = l  

reso spazio di Hilbert  (separabile) dal prodotto sc~lare (u(,~), V(~))H(~)= 

5 = 1  

(*) Entrata in Redazione fl 29 novembre 1973. 
(**) Lavoro eseguito nell'ambito del s Centro di Matematica e Fisica teorica ~> del C.N.1L 

presso l'Universit~ degli Studi di Genova. 

1 4  - A n n a l i  d l  M a t e m a t ~ c a  
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Consideriamo in X H(2) il sottinsieme H1 = {u ~ X H(~) tMi che uj(2) sia /z-mi- 
2~A )~eA 

surabile per ogni indice j e ~llu(2)II2d#(2)< c~}. 
A 

Introduciamo in H~ uaa relazione di equivalenza ~ ,  ponendo u , ~ v  se AflIu()~ ) --  

--v(2)]l~d#(,~ ) = 0 e dotiamo lo spazio quoziente t ~ =  H~/,~ di una struttura hilber- 
t iana mediante il prodotto scalare 

A 

Si prova, generalizzando il teorema di Fisher Riesz, che/~ diventa in tal modo spazio 
eompleto ed ~ facile controllaxe che esso ~ altresl separ~bile. Indicheremo tale spazio 
anche con le notazioni fH(2)d#  e L~(A, #, ~) e lo ehi~meremo spazio spettrale. 

A 

TEOREh[A (cfr. [4]). - Sia A un opera.tore normale limitato su ~no spazio di tIil- 
bert  sepaxabile. Allora esiste uno spazio spettrale / t e d  una applicazione unitaria 
U: H-->/~ tale che, indicat~ con ](A) l 'immagine di ] nell'isomorfismo di GV, L]~.a~]) 
N)~I~ARK [12 e 10] fra le elassi di eciuivalenza di funzioni di Baire sullo spettro di A 
(ore ],,~g significa ]----g quasi ovunque) e la corrispondente C* algebra cominuta. 
t iva di operatori generata da A, si abbia: 

(U/(A) U* v) (4) = f(2) v(2) per ogni v e /~ 

ed ] e ~ ( a ( A ) ) .  ~el  seguito chiameremo U diagonMizzazione canoniea di A. Con 
l'uso della trasformata di Cayley si pub sostituire l'ipotesi A normale limitato con 
l'ipotesi A autoaggiunto. 

Vo~ ~ E ~ N  ha dimostrato in questo teorema l'esistenza dell'operatore U; 
scopo di questa nora ~ invece costruirlo in alcuni casi particolari. 

2. - Un'idea di Garding per ottenere la diagonalizzazione di un operatore differenziale 

a eoefficienti costanti. 

]~ ben noto ehe dato l'oper~tore ~atoaggiunto D, = ~/i~xk con dominio nelle 
] e L 2 ( R  ") tall ehe D J e L 2 ( R  ~) (1) se U: H ----- L2 (R  n, ] 1) - + g  --=- L 2 ( R  n, [ ]/(2~) ~) (ore 
It indicu l'usuale misura di Lebesgue) ~ 1~ trasformata di Fourier, U ~ unitario e 
vale: (UDk U*) v(2) ----- )~ v(2), per ogni v ~ K,  tale che U* v ~ dora D~. 

Pih in generale, se p().~ ..., A~) ~ un polinomio reale (che nei s~ccessivi n. 3, 4~ 5 

~ ) ,  definiamo roperatore B--~ p(D1, ..., D,),  che ~ autoaggilmto se il sar~ p()~)== 

(1) D~] ~ intesa~ nel senso delle distribuzioni. 
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suo dominio ~ r i s t re t to  ulle u ¢sli che 

d2 u e L ~ ( a o )  / l ( c u ) ( ~ ) i ~ p ~ ( ; ~ ) ~ <  ~ (1) 

Po t r emo  dire ehe U di~gonslizzs B in modo aor~ csno~ico, in qusn to  r isul ts  

( UB U*'o)(~) ---- p(,~) v(,~). 

Se ci l imi t i smo s considerare il easo in cui p(2) = ~ a ~ - ~ j  ore  a~;= aj, e p 6 de- 

finito positivo, si pub ot tenere  ls  disgonslizzazione canonics nel modo seguente: 
per  ogni t ~ R sis S, ls  superficie (ellissoide eventus lmente  degenere) di equszione 
p(2) = t, ~ e R, e sis N = R+. Definiumo su S, ls  misura  n -  1 dimensionsle co, in 
modo che r isult i  d).-= (2zr)*'do~,dt. 

Nello sp~zio di Hi lber t  H ~ =  L~(S~, ro~) sis (h~(t, ~)}~eN un s is tems o.n.c..  Consi- 
der i smo Z = fH ,d t  (n. 1) e definiamo V: L~(R ~, ] I/(2~)') -->L mediante  l 'ugusgl isnzs  

N 

(Vv);(t) = fv(2)h~(t, ~)dco,, ore  v ~ Co(R" ) e j e N e prolungsto  per continuit~ su 
St 

L*(R~), (di f s t to  6 isometrico come proveremo ors  di seguito). Indics to  allors con V* 
l ' opers to re  aggiunto di V, per  ogni w e Z r isul ts :  

( v*~)(z) = ~ h~(p(Z), ~) ~(p(;,)) , 
J = l  

l s  serie convergendo o~- iamente  in K (~). I n f s t t i :  

(v, V*w)~ = (Vv, w ) L = f  J=1 ~ (Vv)~(t)ws(t)dt = 
N 

Prov iamo sdesso che V ~ ua i t s r io  fseendo vedere  ehe ~ isometrico e surgett ivo.  

Sis v e  C~(R~), s l lors  

II vvli~ = f~ l  ~ I(v(~), ~ ( t ,  ~))l S dt = f]l~(~)1]Ns,.~,)dt = 
N N 

N St 

(~) f](;.)d2, significa f](,~)d,~, essendo dA 1~ misura di Lebesgue su R ~. 
R ~ 

(2) Con w~(t) si sono indieati i eoeffieienti di Fourier di w(t) rispetto al sistema o.n.c. 
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V ~ isometrieo. Verifichiamo ehe V 6 sllrgettivo, faeendo vedere ehe VV* = id. I~i- 
sulta infa t t i  

~= 
St 

= ~ w ~ ( ~ )  ~(t, 2)h~(t, i ) d ~o ,=  w~(t), per  ogni w ~ L .  

S~ 

Allora W =  V U : H - - > L  6 uni ta r ia  e diagonalizza B canonicamente.  In fa t t i :  se 
u ~ d o m B  

(WBu),(t)  = ( VUp(D~, ..., D~)u),(t) = f p(l,, ..., 1.)( Uu)(2)h~(t, 1) dw~(t) =- 
St 

=ft(Uu)(2)h (t, 2) d¢o~(1) = t(VUu)(t)  = t(Wu)(t) . 
8t 

Inol t re  se u~C~'(Rn),  

St 

Allora (Wu)j(t) si pub scrivere ( W u ) j ( t ) =  (u, gj(t)} con 9~(t) distribuzione. Tale 
distribuzione 6 un'a,~ltosoluzione general izzata [1] per B, e cio~ verifica, (Bu ,  %} = 
= t ( u ,  %} per ogni u a  Co(R~), Risulta infa t t i :  

(Bu,  %} = ( W B u b  = t (Wu)j  = l ( u ,  ~ j} .  

Le distribuzioni %.(t) si r idueono a funzioni di classe C~(R~), anche se non appar te-  
henri  a L" (perch~ se B 6 el l i t t ico St 6 compatto) .  

t~isulta infa t t i  

x) = fexp  [i(x, a (t, i) 
St 

3. - Diagonalizzazione dell'operatore di Laplace. 

Considero in R '~ l 'opera tore :  

*¢ @ 

1) d ---- - -  ~ ~2/(~xj)2 = ~ (~/i~xj) ~ il eui polinomio c~rat teris t ico b p ( i l ,  ..., ),,,) ---- 
~=1 J = l  

= ~2~ = ]tl 2. Come si 6 det to  nel n. 3 1~ condizione pereh6 
J = l  

2) Zl sia au~oaggiunto in L"(R ~) 6 che abbi~ dominio helle ] a L " ( R  ~) ta l l  ehe 
f(1)]tl2eL~(Rn),  cio6 tal i  che (1-}-III2)f(~)eL2(R~), eio6 abbia  per domi- 
nio lo spazio di Sobolev W~.~(R~). 
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noto [11] che esiste un sistema om.c. in L ~ della, sfera, unita.ria, di R ~ costi tui to 
da armoniche sferiche che si possoao denotare  y~,  ore/¢ e N 5 il gra.do del polinomio 
aarmonico da. eui provengono e 

~= l, ..., N(k, n) -- n-~ 2k--  2 (n-~ k -  2) 
n ~ k - - 2  k ' 

the  ~ il numero di armoniehe sferiche linera.mente indipendent i  di grado k in dimen- 
sione n. Volendo a.llora definire un sistema, o.mc. per  L~(St, ~ ) ,  o~,e eo~, che ~ s ta ta  
definita nel n. 2, ~ tale che dot  = t~2-1/2 (2~)"dS1 (essendo dS~ l 'e lemento di a.rea, sulla 
sfera, unita.ria.)!aoniamo ovvia.mente (1) h~s(t,~)=2(2z)~r~ti-~y~s(~) con ~ = t I ] t I .  

Ora. (Wi)~,(t)= (i, ~,( t ) )  o re  (n. 2) 

~s(t)  = f exp [i(x, ,~)]h~(t, t ) d ( o t =  f exp [i(x, ~)]V/2(2a)~"t½-"~y~(~)dwt 

che ~ ben definito, perch~ l 'ul t imo membro ~ l ' in tegrale  su un compat to  di una. fun- 
zione continua.  Utilizzalldo ([17], pag. 31) l'eguaglia.nza: 

J,,/~+,~_l(Ixl t;,I) 
(2) exp [ i  i(x, 2)7 = (2~) "i~ ~. ( ±  i)~y~,(~)y~,(~) iZl) :~:_ 1 

si ottierte 

f ~<,~, ik'J"/"+'<-t(lxlV'i)~ "~"# "~'l " i" t " t " - i  " 

pd=~ 

- -  x : - ~ t ~ J  < / - ~ ~,,..+,~_1~ !xlVi)y, , , (~') .  

Si osservi che 6 lecito sca.mbia.re i segni di serie e integra.te in qua.nto la. convergenza. 
della serie a secondo membro  di (2) ~ uniforme sui compa.tti e si r icordi  chela,  suc- 
cessione delle funzioni Yk~ ~ un sistema, o.n. 

Le  ~0j(-, t)aC~(R'),  poich6 Ixl~y~s(x) ~ un polinomio e 

uaa. funzione tra.seendente intera, in tlxt 2. Ino l t re  poich~ IJ,i2+~_l(r)t = O(r -½) ([19], 
pag. 199), si ha. ehe q~j~L~(R ~) per p>2n/ (n - -1 ) .  (Cfr. I1 Teorema. 2 di [17], 
pag. 192). 

gilevia.mo a.nche ehe ~ s  ~L"(R ' ) ;  perta.nto sono soltanto autofunzioni genera.liz- 
za.te di ( ~  A), in qua.ato opera tore  su W2.2(R"). Servia.moci ora  della, egua.glia.nza.: 

(1) La scelta si ~ fatta per normalizzare hks sa L2(S~); infatti 

st I),1=1 
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](x) = (W*W])(x) gi~ provata  net n. 2 per ottenere la sintesi spettrale di ] e dello 
stesso n. 2~ rieordiamo le formule 

l im [-- i(x, ~)] dx) h~¢(t, 4) 
~ S(O,~) 

per ogni ] e H =  L~(R ~, !1) il l imite essendo ~atto in K = L ~ ( R  ~, !i/(2z~)") la serie 
convergendo in L = fHtdt. 

N 

s ) t (W*g)(x) = ~->~lim exp [i(x, ).)] g(laP, a)h~¢(l),p, ),)de~, hkj(l),P, ),) (2~1" 

S(O.s) ~1~1 ~ 

per ogni g e L ore il l imite ~ fa t to  in H e la serie converge in K. Cominciamo col pro- 
r a re  che per ogni ] ~ L~(R ~) ~ leeito scrivere 

S(O#) 

il l imite 6 preso in L*(N) e la serie converge in L:  infat t i  posto f,(~) o r e  

= f l ( x ) exp[ - - i ( x ,~ l ]dx  si ~a 
s(o#) 

S~ St 

poichg 

S~ St 

infinitesimo per r--> c<). Altora utilizzando il teorema di Fubini  

8(O,r) S~ 

S(o,r) 

Veniamo aJlora alla sintesi spettrale, vogliamo cio~ provare the, indicato con 

(W])kj(t) =,~lim f f(x)qv~j(t, x)dx , 
S(o,r) 
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si ha  

t(x) -~ lira f ~_, (Wl)~(t)~k~(t, x) dt 
0 

ore il l imite 6 fa t to  in H e la serie converge in L~([0, s]). In fa t t i  

](x) = (W*W/)(x) = ~-+~lim j exp [i(x, 2)]. 
8(o,s) 

kJ ," (2x)" 

f = ~lim exp [ i(x, 2)] 2k~ (W/)~¢[( [21 ~) h~( t~p, 2) (2~),~ - -  
s(o,s) 

0 ,Yt 

ore  la serie converge in L~([0, s]), infa t t i  

S~ 

(W])~j(t) hk~(t, 2) exp [i(x, 2)]dwt-- 
k1 

-- ~ [(W])kJ(t, 2)h~fl, 2) exp[i(x, 2)]dcotllL,([o.~]): 
j ~ 1 . , .N (k ,n )  

0 St  k > p  

0 St k > p  

infinitesim~ per p--> c~. Allora 

](x) = !ira [ ~_, (W])~j(t)q~s(t, x) dt. 
s C ~ d  k~ 

0 

Tale integr~le coincide es~t tamente  con l'espressione di P(s) ] d~t~ nel teorema 4 
di [17] pag. 200. 

OSSEtLVAZIONE. --  Per il lapl~ciano i terato (--A) ~ si procede analogamente,  solo 
si considerano te St definite dall 'equazione ]21 = t T M .  Allor~ si hanno le seguenti 
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modifiche 

per cui 

i/c 
q;~(t, x) = - -  t (~-'~)/~'~ lxl'-'~/=J,,/~+~_l(Ix[t~/=') y~(~). 

4. - Lap lac iano  ne l  s e m i s p a z i o  e ne l lo  strato. 

Consideriamo il Laplaeiano avente  come dominio {rE W~.'-(£2), (~]/~x.), (xl, ..., 
x._~, 0) ~ 0 nel senso delle tracce} ore  £2~ {(xl, ..., x~) e R ", x ,  > 0}. Definiamo 
l 'opera tore  U: L~(£2)-~L2(R ") median te  (U])(2) ---- f/(x)q~(x , 2)dx, se ]~ Co(£2 ) ore  

n--1 /2 
2) = exp [-- i  Z xs2~] cos).~x~ e prolungato su L~(£2) per  continuitY. Poich~ combi- ~(x, 

j=l  
nazioni l ineari  delle funzioni f(x) ---- g(x ,  ..., x,,_l)h(x~), (g ~ Co ( R'-~), h E Co(R+) ) sono 
dense in L2(£2), si h~ che U ~ uni tar io,  grazie anche al t eo rema  di Parseval  ed alla 
propriet~ della t rasformazione cos ([5], cap. X I I I ) .  Ino l t re  U diagonalizz~ l 'opera- 

tore  con autovalore  12I~; infa t t i  indicato con A~_~ : ~ ~/~x~ si ha  A : 2._~-I-- ~/~x~: 
J=l 

allora se ]~  Co(t~ ) (ehe 5 denso nel dominio del l 'operatore eonsiderato err. [3], 
temma 10, pag. 50 con qualche breve modifica) r isulta 

cos - i ~ x~2d/~-Xzx~ cos 2.x ,  ](x) 
j=l j \ c  

f F ~-i 1 

d x =  

Bas ta  allora applicare la V del n. 3 per o t tenere  la diagonalizzazione canonica e in 
modo analogo la sintesi spet t rale .  

P rend iamo in considerazione il laplaciano avente  come dominio {] e W~.*(Q): 
:](xl , . . . ,  x~_l, O) = ](xl, . . . ,  x~_~, l) = 0 nel senso delle traece} ore  ~9 = {(xl, ..., x~) 

R ~ 0 < x~ < l}. Sin M -~ {mT~/l, m e 5[} e definiamo l 'opera tore  

ta le  che 

(~Tf) ()~1, 

U: L~(~Q) --> L~(R'~-I × M) 

0 
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o v e  

( I 'l x, 21, ,'~--i, exp --i~x~2, m~r ... - -  = s e n  T x ~ '  s e  f e C ~ ( ~ )  
L j = l  ] 

e prohmgato su L2(~) per coatinui~. .  
Come precedentemeate U ~ uai tar io ;  proviamo che diagonalizzs l 'oper~tore con 

autovalori  2~ -~. . .  ~- 2~_ 1 ~- (m27r'2)/12. 
Sis ] e  C o (~), che ~ denso nl dominio dell 'operatore considerato, [3] lemma 10 

pag. 50, 

~- (--A~_I) e x p - - i ~ x , 2 f l s e n - - x  ~ - e x p - i ~ x ~ 4 1 1 ~ s e n - - ~ - z A I / ( x ) g x  
,=~ J ~ ~=z JtCX,., t / j  

- (,t: + + + . . . .  ~,~ ](W)(~). 

Per ottenere ls diagonslizzszioae csnonics bss t s  costruire un operutore V come nel 
n. 2, osserv~ndo perb che esseudo ors  p ( R  "-~ × M) = [(7~/l)~, co) l ' integrale diret to 
e, o r a :  

c o  

f Z~(S~)dt, ore  S~= { 2 e R ~ - Z × M : p ( ~ )  = . t) 
(~/l)  ~ 

Anslogamente ~ quanto si ~ visto nel n. 3 si ot t iene la sintesi spettrale. 

5. - Lap lac iano  a l l 'es terno di S~,. 

Studiamo ors  il taptucisno svente  dominio {] e W2.-0(/2): ] = 0 su S~, nel senso 
delle tracce} essendo ~ = R~\S(O,  a). Oecorre ors modificsre ls  definizione della< U 
del n. 2 ed anzi avremo bisogno di in t rodur ls  per mezzo di slcune funzioni supple- 
ments r i .  

Considerismo U~: L~(I2)-->L~(R ~) definito ponendo per ]E Co(O ) 

= f / ( x ) F - ~ ,  ~i dx (~;o])(~) 
/J 

o v e  

Fo(x, ).) = Wo(Z, ~, t~.I), wo(z, ~, ~) = exp [i(x, ~)] + vo(x, ~, ~) ; 

_ ~? 1 2 ~ . l  2 ik y~j(~)y~j(~) j la,~, ~ H./2+~_1(Ixil) vo(x, ,!, ~ )=  ~I"' ' ( ~ - ~  <~.+,,-~t I is -~---~~,,t~+~-i,~..,, 
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(con J~ e H, si sono indicate le funzioni di Bessel di pr ima e terzu specie [19] e v a 6 
consider~ta per x ~ ,  ~ R " ,  l~C tale che P : # + i e ,  #>~0, 04e4eo, soY>O, I m / > 0 ) .  
Ci sar£ utile met te re  in evidenz~ aleuni fa t t i  relativi  ~ v~: innanzi tut to  che v~ ~ ben 
definita: proviamo percib prech~ la serie che 1~ definisce ~ convergente. 

Allo scopo cominciamo col notare che esiste una eostante  M (indiper~dente da 
e d~ Xetg) tale  che sin IH~(lxil)/H}at)t<~M per ogni 

I e T == {le C: Re ( / )~0 ,  Im( / )>0}  . 

Cib pub essere dedot to  tenendo presente ([19], pag. 78, 511) ehe la funzione ~0(l)= 
.~ H~([xll)/H}al) ~ olomorfu in ~, allor~ il suo massimo modulo in domini del t ipo 
T ~  {/: Ill < R} ~ assuato sull~ frontiera,  e ciuindi run i forme l imitetazza in T di ~(1) 
r ispet to ad x e V segue dalla s t ima:  

i(1 H~(z)= ~z exp i z - ~ = - ~ =  1 + 0  

([19], pag. 198) e dal fa t to  che le funzioni t~->H}Ixlt ) e t~->H}lx]it ) sono decre- 
scenti in R+ ([19], pag. 487-185). 

Osserviamo ora  che ~: 

e proviamo che tale serie converge assotntamente in tO × R ~. Da  [19], pag. 49 si ha 

IJ~(t)l<<F(~j1) exp [ ] Imt ] ] ,  

da [15], pag. 32 

I',n/2--1) i~=~ YkJ(~:)Y~(~" = (2 + k--1)C: l~-~(  c°s (x,),)~ 
Ixi i~l! 

e da [9], pag. 222 

10~ cos ~l < 2~+~,  

met tendo assieme queste disuguagtianze si ot t iene:  

27~n/~ 
(3) 

P ( n / 2  - i ]  
N(k.~) Y~(2)Yk~(~) r ta l~  i 

2 . ~ ÷ ~ - I  (I~1,~) ~ 2,~/~÷,~-, 
<(ix] I).!) -~- '  F(nl2 + k)<P(n/2 + k) {]~la)~ " 
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Cib prova la convergenza assolata in D ×R~x T della, serie che definisce v,(x, 2., l) 
e 1~ continuit& della funzione stessa. 

Inoltre per (2) v~(x, 2, l) =- - -exp  [i(x,/t)] su Sa, , in modo che wa(x , ~, l) = 0 
su S : .  Infine v~(x, ~, l)~ LV(t~) per p > 2n/(n--1) ,  come sabito si verifica, rifacendo 
uso delia (3) e del principio di massimo applicato alla funzione 

a½ H,l~+~_l(al) 

su domini del tipo sopra considerato, quando si tenga presente le propriet~ di decre- 
scenza delle funzioni t~->tiH,(txlt) e t~->tiH~(txlit) in R+ ([19], pag. 446 e 206). 

Osserviamo che %(., 2, l) ~ autosoluzione (general izzata)di--A con autovatore l ~. 
A questo scopo verifichiamo con un ben noto classico ragionamento (che riportiamo 
per comodit~ det lettore) che lo 6 ta funzione g~(]xl)h(x)= y~(~2)(H./o.+z_1(Ixll)/lxl ~/~-~) 
ore g~(]xl) = Ixl-('/~+~-~)H~/~+~_~(Ixtl) e h(x) = lxl~y~(~). Inf~tti 

Z x~ = -  (x) + h(x) g';(Ixl) + n - -  1 , x 

Mu zJh(x)= 0 perch~ h(x) ~ polinomio armonico; ~x;(~h/~x;)(x)= kh(x), essendo 
h(x) polinomio omogeneo di grado k. ~=~ 

Si perviene dunque alle seguenti identitY: 

(~ + ~o)p:t ..~ ~o:~.~_~(t~l~) _ ~  ~(g,(l~l)h(~)) + t~(g~(t~l)h(~))) = 

= h(~) [g~'(l~t) + ~ + 2 k -  ] IxJ ~g i ( l~ i )+ t~g~( l~ t )=  

+9.  ~ + k - 1  ~Ixl-c.:~+~)~'~:~+~_~( IxVt) + ~"- x -(n~+~-.~' ,  ~ ~"~ 

--(n-F 2k--1) (2  -F k - -1 )  lxl-("l=+k-1)H,12+k-l([xll)-F(n-F2k--1)llxl-("l'~+k)H:1~+~-l([xll)-F 

[ ] H.:,+~_~(xt) n ~%+~_~(IxlZ) 

ehe ~ appunto nullo. 
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Vogliamo ora provare che per ogni ). ~ R ~ e 1 ~ C valgono le seguenti relazioni 

( 1 )  ) ~vo il;,l~,o! ~ [ t~.(~---:~ )- p-ix ~ - -  = o  e ~ o ( ~ , ) . , l ) = O [  e x p [ - ( I m l ) l x ] ]  

la pr ima delle qnali 6 no t s  sotto il nome di condizione di rsdiazione di Sommerfeld. 
Per far questo occorre derivare sotto il segno di serie e dnnqne abbiamo bisogno 

della, eonvergenzs uniforme della serie delle derivate, questa si prova tenendo eonto 
che: H:(z)=H~_~(z)--(Hz)H~(z ) ([19], pag. 74), del fat to che H~(Ix I t4t) 6 funzione 
ereseente di ~ ([19], pag. 444.) e tenendo eonto della s t ima precedente (3). 

Allora operando sugli sddenti ,  poich6 H~_l(z )-HÈ+~(z) = 2H:(z) ([19], pag. 74) e 

si ha che: 

([19], pag. ]98) se t~1-~ 

lim Ixl{{~,-1)J'~H'~'~+'t-'-(ixl I),1)il~l H,¢~÷~_l(/xl [~,I)) l~t~ \~x lxb/~-~ jxpl~-~ - o .  

La eondizione di Sommerfeld g allora verifieata, essendo 1/IH.(al,t]) l t imits to  al va- 
r iare di ~ ([19], pag. 511, 444), il c h e f a  sl ehe per la (3) 

~ (,>~t~ i ~ yM2)yM2) J,12+~_~(al~[) , -  , _ ~ ) y M ; ~ )  

~, (Ixl/;,l) "/~-~ H~+~_~(~I~I) 

converga assolutsmente. I1 secondo comportamento enuncisto per v~(x~ 4, l) all'c~ 
segue anch'esso faeilmente dalle precedenti  stime. 

Serviamoci delle proprietb precedenti  per provare che U~ ~ uni tar ia :  la surgetti- 
vitb segue da [8] per n =-3 (ma il ragionamento pub essere esteso al csso gene- 
ta le  [2]) oppure da [15]. Proviamo ehe ~ ~ isometris.  

Ora sin H ( x , . ,  l)@ L ~ n L ~) la funzione di Green del problems 

[ (--A--t~)u=/ 
u = 0 s u  ~Y2 

(per l 'esistenzs v. [14] psg. 655) e sis u(x, ~, 2)= EI(x, . ,  l), ore H(x, y, l) si intende 
prolungsta  o fuori di /2 e v ~ l ' an t i t ras formats  di Fourier.  Vogliamo ora provare 
che 6: 

(2~y/~(t)d~--t ~) u ( x ,  )., l) = e x p  [ i (x ,  )4] + v~(x, ), t). 

Inf~t t i  ( - - A -  l ~) [exp [i(y, )~)] -b v~(y, ~, l)] =- (12~! ~ -  l ~) exp [i(y, ),)], moltiplieando 
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~mbo i membri  per H(x, y, t) e integr~ndo in dy si ott iene 

f H (x, y, 1)(-- A -- 1 ~) [exp [i(y, 2)] -~ G(Y, 2,/)] dy = (]21 ~ -  l~) f H(x, y, l) exp [i(y, ~)] dy 

du eui 1~ rel~zione voluta,  poieh6 la funzione di Green 6 il nueleo dell 'inverso di 
- - ~  --t~. 

Dal teorema di Purseval, o t teniamo:  

(4) f H(z, x, l)tt(z, y, l) & = 

1 

(2~)-(/-° -- 1 -~) 

• .,~,~_ ~ + 
1] 

!~l~- ~ w~(~, )., ~)w.(x, ~, ~)az . 

Moltipliehiamo ora i d~e membri  per / (x)  f(y), integriamo su .(2 x ~ in dxdy e molti- 
plichiamo uncor~ per l ~ - - i  ~. Dal primo membro si o%iene (l~--i~)(Ri,], R,,]) --: 
= (1 ~ -  i~)(R~,R**], ] ) =  ((R,,--R~,)], ]) ~vendo utilizzato ta pr ima equazione risol- 
vente ([7], p~g. 16). Or~ si definisce 

~o(~, ~) = (2~)-~j'Ea(x, ~ t ( ~ )  ~ ,  ] e c2(.Q). 

Si~ 12 = # +  ie: per # e  [~, fi], 0 < r < s 0  vale 1~ diseguaglianz~: 

f l¢o(x, ~, ~)pd)~< M 
1 

(1 + I~P)' 

ore M non dipende da 1 ([15], pag. 130) e qSa(~,l)~->fl'Fadx se 1--->l), l. Poieh6 
Pintegrundo del seeondo membro di (4): 

2is 
(1~1~_~)~+ ~ ~o(X, ;, ~/~ + i?)~o(~, ~, ~ / ~  ~) 

6 integrabile in 2, si perviene alla relazione: 

Per  [14], pag. 183 

- -  = - -  l i r a  ( ( R ~ + ~ - -  R~,_~)f, ]) d# I [ ( (E~+E~_o) ] , I )  ( (E~+E._o) ] , I ) ]  e=i~-.o 

Utilizz~ndo ~llor~ il teorema di Fubini  si ott iene: 
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]~ leeito p o r t , r e  il l i lnite sot to il p r imo  segno di integrale  [15]~ pug. 129. Tenuto  conto 
di [18], pag. 31 si o t t i ene :  

Se ora  si fa  t endere  o~ a fi (Ea-- Ea_o) ], ]) ---- 0 ==> E a =  E~_o, cio~ noi1 es is toao auto-  

soluzioni. 
Allor~ ((Ez--E~)J,  j) = f f ] .Fadx2d) ,  e se si fa  t endere  ~ ~ 0, fl ~d oz, si 

o t t iene:  ]lJI]~ == f _ per  J ~  C o (~9), quindi U~ ~ isometr ia .  
Pe r  ogni ] e C o ( ~  ) ( c h e  ~ denso nel dominio de l l 'opera tore  considerato,  [3] 

l e m m a  10, pag. 50) vale U,(--A)J-----I~I°U,], in fa t t i  

Ua(-- ~) 1(~) = f ( - -  ~)i(=)F°(=, ~)dx =y(=)( - -  d)F°(=, ~)dx = 
D 

= I~t@(x)F-~,  ;,1 dx 

poieh6 

= [)~l ~ ~al(;~) 

( -  ~)Fa(x, ;.) = ( - @ e x p  [~(~, ;.)] + ~°(x, ~, i;.I)) = 

= l~]2(exp [i(x, 2)] -]- v~(x, 2, ]2])) --~ l,~]~Fa(x, ~).  

Bast~  ullor~ appl icare  l 'opera tore  V eonsiderato nel n. 2 per  o t tenere  la diagonaliz- 

z~zione ca~nonie~, ed un s is tem~ di autofunzioni  general izzate.  
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