Alcuni risultati di analisi spettrale per 'operatore di Laplace
su insiemi non limitati (*) (**).

GIANFRANCO BoTTARO

Summary. — In this work I study the spectrum and a system of generalized eigenfunctions for
Laplace’s operator in unbounded domains: the plane, the half plane, the plane layer, the exterior
of a sphere.

Introduzione.

Questo lavoro ¢ dedieato allo studio dello spettro dell’operatore di Laplace in
regioni non limitate, quali lo spazio, il semispazio, lo strato e Iesterno di una sfera.

Nel n. 1 ¢i di 1a definizione di integrale diretto di spazi hilbertiani [11] e Venun-
ciato di un teorema di VonN NEUMANN [10].

Nel n. 2 si deserive un'idea di GARDING, in [6], che ci permetie: nel n. 3 di riot-
tenere aleuni risultati di natura hilbertiana, relativi alla diagonalizzazione dell’opera-
tore di Liaplace in tutto lo spazio, conseguiti da TALENTI in [17], nein. 4 e 5 di rispon-
dere alle analoghe questioni per lo stesso operatore in un semispazio, in uno strato
e all’esterno di una sfera.

1. — Integrale diretto e teorema di Von Neumann.

DEFINIZIONE. — Sia:

1) A uno spazio topologico localmente compatto, separabile, su cui & definita
una migura u positiva, regolare di Borel

2} v: A—>{1,2,..., 00} una funzione misurabile Borel.

»(A)
3) HA) = {u(l)EC"(”: > {u,-(l)}2<oo} per quasi ogni A (rispetto a u). H(1) &
=1

reso spazio di Hilbert (separabile) dal prodotto scalare (u(l),o(1))gu =
(&)

=§uf(ﬂ)m

(*) Entrata in Redazione il 29 novembre 1973.
(**} Lavoro eseguito nell’ambito del « Centro di Matematica e Pisica teorica » del C.N.R.
presso I'Universitd degli Studi di Genova.
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Consideriamo in X H(A) il sottinsieme le{ueXH (4) tali che u,(1) sia u-mi-
Aed ied
surabile per ogni indice j e f llae(A) |2 du(d) < oo}.
A

Introduciamo in H, una relazione di equivalenza ~, ponendo #~v se Hu(l) —
4

—o(A)]*du(d) = 0 e dotiamo lo spazio quoziente H = H,/~ di una struttura hilber-
tiana mediante il prodotto scalare

(s 00 = [ (02, 9(2)) o ()

A

Si prova, generalizzando il teorema di Fisher Riesz, che A diventa in tal modo spaZio
completo ed & facile controllare che esso & altresi separabile. Indicheremo tale spazio
anche con le notazioni f]:l (A)du e LA, u,») e lo chiameremo spazio spettrale.

A

TrEOREMA (cfr. [4]). — Sia 4 un operatore normale limitato su uno spazio di Hil-
bert separabile. Allora esiste uno spazio spettrale H ed una applicazione unitaria
U: H — H tale che, indicata con f(4) immagine di f nell’isomorfismo di GELFAND
Nammark {12 e 10] fra le elassi di equivalenza di funzioni di Baire sullo spettrodi 4
{ove f~g signifiea f= ¢ quasi ovunque) e la corrispondente C* algebra commuta.
tiva di operatori generata da A4, si abbia:

(Uf(4) U*o)(A) = f(A)v(A) per ogni ve A

ed feﬂ?»(a(A)). Nel seguito chiameremo U diagonalizzazione eanonica di 4. Con
Puso della trasformata di Cayley si puo sostituire ’ipotesi A normale limitato con
Vipotesi A autoaggiunto.

VoN NrEuMaxN¥ ha dimostrato in questo teorema 'esistenza dell’operatore U;
scopo di questa nota & invece costruirlo in alcuni casi particolari.

2. — Un’idea di Garding per ottenere la diagonalizzazione di un operatore differenziale
a coefficienti costanti.

% ben noto che dato Poperatore autoaggiunto D, = 3/idw, con dominio nelle
fe L¥Rr) tali che D;fe L*(R") (*) se U: H= LR~ | |) ~K = LR~ | |/(27)") (ove
|| indica 'usuale misura di Lebesgue) ¢ la trasformata di Fourier, U & unitario e
vale: (UD, U¥)o(d) = A, v(4), per ogni ve K, tale ¢che U*vedom D,.

Pif: in generale, se p(4,,..., 4,) & un polinomio reale (che nei sucecessivi n. 8, 4, 5

n
sard p(A) = Zl?), definiamo ’operatore B = p(D,, ..., D,), che & autoaggiunto se il
=1

(1} Dyf & intesa nel senso delle distribuzioni.
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suo dominio & rigtretto alle u tali che

Z 1
D gy = 0

we L} R") ﬁ Uu)(

Potremo dire ehe U diagonalizza B in modo non canonico, in quanto risulta
(UBU*0)(4) = p(A)v(2) .

Se ci limitiamo a considerare il caso in cui p(d) = X a,4;4; ove a;,;=a,; e p & de-
i
finito positivo, gi pud ottenere la diagonalizzazione canonica nel modo seguente:

per ogni t€ R sia 8, la superficie (ellissoide eventualmente degenere) di equazione
p(d)y=t, AeR, e sia N = R,. Definiamo su 8, la misura » -—1 dimensionale w, in
modo che risulti dA = (2n)"dw,dt.

Nello spazio di Hilbert H,= L*8,, w,) sia {h;(t, A)},.x un sistema o.n.c.. Consi-
deriamo L == f H,dt (n. 1) e definiamo V: L*(R", | |/(27)") - L mediante 'uguaglianza

fq; A2, Z ydw;, ove ve CF(R?) e je N e prolungato per continuitd su

Lz(R”) (d1 fatto & isometrico come proveremo ora di seguito). Indicato allora con V*
Voperatore aggiunto di V, per ogni we L risulta:

(T ) = 3 (o), 4 p(4)

1a serie convergendo ovviamente in K (2). Infatti:

(v, V¥w)g = (Vo, w)L:f § wg(t)dt——

di

o) 3 hp2), A)wsp() g, = (00 3 Bp(, 2)s{p(D)s).

Proviamo adesso e¢he V & unitario facendo vedere che & isometrico e surgettivo.
Sia ve O3 (R), allora

Vo= | 3 (o0, bty D)2t = | [0(2)]3rsem @t =
Ja=1 f

) :f f}v(l)izdwtdi ==flv(2)i2(£“),, = [vlk,

N 8

*) f f(AYdA significa }. f(A)di, essendo di la misura di Lebesgue su R~
Rﬂ

(?) Con w;(t) si sono indieati i coefficienti di Fourier di w(t) rispetto al sistema o.n.c.
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V' & isometrico. Verifichiamo che V' & surgettivo, facendo vedere che VV* = id. Ri-
sulta infatti

TP = [ 3 (o0, 2 (o) o, 7)o =
8t

w,-(t)fh,(t, Ayhi(t, A) dw, = wi (), per ogni wel .
1
8

i g

j=

Allora W=VU:H L & unitaria e diagonalizza B canonicamente. Infatti: ge
wedom B

(WBu), ()= (VUP(Ds, ooy D)u)(t) = [ (s ey A T0)2)STE, B deo,(2) =

8
- f {Uw) (A hy(E, 2) dew,(2) = 8V Tu)(t) = 1(Wu)(t) .
St
Inoltre se uwe Cy (R"),

(W), (1) = f f exp [— i(w, 2)u(@) dohy(t, 2) do(2) .
St

Allora (Wu),(t) si pud scrivere (Wu),(t) = {u, p,(t)> con ¢,(¢) distribuzione. Tale
distribuzione ¢ un’antosoluzione generalizzata [1] per B, e cioé verifica {(Bu, ¢,> =
= t{u, @,> per ogni we O (R*). Risulta infatti:

Bty ¢;> = (WBu); = M Wu), = Au, @iV

Le distribuzioni ¢,(t) si riducono a funzioni di classe O°(R"), anche se non apparte-
nenti a L? (perché se B ¢ ellittico 8, é compatto).
Risulta infatti

Dty 2) = [exp lila, DIhy(t, 2)do,
St

3. — Diagonalizzazione dell’operatore di Laplace.

Considero in R* I’operatore:

% ki3
1) A=—73 02/(0w,)2= Y (8/idx,)? il cui polinomio caratteristico & p(A, ..., 4,) =
1

= j=1

3
= > 7; = |A*. Come si & detto nel n. 3 la condizione perché

i

2

2} 4 sia auboagginnto in L*R7) & che abbia dominio nelle f e L2(R”) tali che

F)\Aze L3(R7), cioé tali che (1+ 122) f(2) € L*(R"), cioé abbia per domi-
nio lo spazio di Sobolev W=2(R»).
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K noto [11] che esiste un sistema o.n.c. in L? della sfera unitaria di R» costituito
da armoniche sferiche che si possono denotare y,;, ove k€ N ¢ il grado del polinomio
armonico da cul provengono e

4@—{—2k~2(n+ k—-2)

Tt k—2 k

che & il numero di armoniche sferiche lineramente indipendenti di grado k in dimen-
sione n. Volendo allora definire un sistema o.n.c. per L¥(8,, w,), ove w,, che & stata
definita nel n. 2, & tale che dw,=1{"*""/2(27)"dS; (essendo dS, I'elemento di area sulla
sfera unitaria) poniamo ovviamente (1) hy,(t, ) = 2(2m)"? t+ " y,,(1) con 1= 1/|1].
Ora (Wf)u(t) = (f, @ri(t)) ove (n. 2)

pult) = [ explite, At do= | expli(@, VIR H "y (B do,
[A)E=t |A]2=t

che & ben definito, perche 'ultimo membro & l’integrale su un compatto di una fun-
zione continua. Utilizzando ([17], pag. 31) Peguaglianza:

Toip (2] 12])

(2) exp [ (o, 4)] = (2)"* 3 ()9l Dnsl®) SEE s
si ottiene

yn/2 (i-nis nf2 ‘M@ = SN i =
pelt) = /BB fk; 2y (\;l\/t)nm Y (@ )yk’f’(ﬂ)?/w(l)-‘z(zn)”/zd 1(4)

=1

7k
Py L TN (V)

Bi osservi che & lecito scambiare i segni di serie e integrale in quanto la convergenza
della serie a secondo membro di (2) & uniforme sui compatti e si ricordi che la suec-
cessione delle funzioni y,, & un sistemsa o.n.

Le ¢;;(-, 1y C°(R”), poichs |x|fy,;{x) & un polinomio e

(lo|VE) e o a(0 V)

é una funzione trascendente intera in t|a|2 warna(P)] = 0™ ([191,
pag. 199), si ha che ¢, L?(R") per p>2n/(n—1). (Cfr. Il Teorema 2 di [17],
pag. 192).

Rileviamo anche che ¢,; ¢ L*(R*); pertanto sono soltanto autofunzioni generaliz-
zate di {(— 4), in quanto operatore su W2(Rr). Serviamoci ora della eguaglianza:

(*) La scelta si & fatta per normalizzare h,; su L2(8%); infatti

1P| z2csp :fl‘/ﬁ(zﬂ)"/z =iy (D) [P do, = f ye;|2d8, = 1.
3 [Al=1
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flx) = (W*Wf)(x) gia provata nel n. 2 per ottenere la sintesi spettrale di f e dello
stesso n. 2, ricordiamo le formule

WHw =3[ [(tim [ fa) exp(—i(w, H)ao) stt, B dos] hstt, 2
-7

8(0.1)

per ogni fe H = LR~ ||} il limite essendo fatto in K = L*(R", | |/(27)") la serie
convergendo in L = f H.dt.
N

(W)@ =lim | explits, }z[( | ot )”km(wz,aawt)hki(wz,a)} =

2m)"
5(0.8) 8 I

per ogni g L ove il limite & fatto in H e la serie converge in K. Cominciamo col pro-
vare che per ogni fe L?(R*) & lecito scrivere

Wi =3 [1m [ gl o) de] b, 2

8(0,r)
ove il limite & preso in IL?(N) e la serie converge in L: infatti posto f,(l) e

— [ f(@) exp [—i(w, A)]dw si ha

8(0.7)
(WH)(t) = [ f tim , (2) s i ;ndwt] hus(ty )= 3 [hm f F (Dl Z)dw,] huslt, 2)
poiche

“fhmf Vier(ty &) des— ff, Vg (ty 2) dae

, XN )

1 {

P

lim f,(2) — f(4)

r—roa

2
LA(8:)

Zﬂf[}i%f — )] Buslty oo, < |

Se N

i

N
1m £ — £

2
X
infinitesimo per r —oco. Allora utilizzando il teorema di Fubini

win =3[ 1im jf ([ exp 1= i(o, )1ty Do) da] hustt, 2) =

8(0.1) 8

=3 [lim [ fe)putt, o)do] hutt, 4 -

8(0.r)

Veniamo allora alla sintesi gpettrale, vogliamo cioé provare che, indicato econ

(Whett)=lim | f@)gult, 9)do,

8(0,r)
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si ha

fio) = lim [ 3 (Whe(gtt, =) dt
0 3

ove il limite & fatto in H e la serie converge in L([0, s]). Infatti

fl@) = (W*Wi)w)=1lim | expli(s, 2)]-

5(0.8)
2 2 dl J—
i 1[( 3 (W) (1219 e (141% 2) (T ))dwt} (A% 8) o, =
= lim f exp [i(z, l)]z Wil (1A12) Ris{ 1A]2, l)
S(Os)
= lim Uz Wi (8) s (t, 2) exp [i(z, A ]dw,] it —
— lim f 3 (Wil [ fexp [6(w, 21 has(E, l)dwi] dt
ove la serie converge in LY([0, s]), infatti
H J 3 Dk, B exp o, )} —
T %(k " f (Wit Ahy(t, A) exp [i(z, 1)]do, o =
<y S

- f f f o1y s ity 4) exp [, A)det] dt<
J Sk

= {f ) ro1 By DO hslty 2) [ aow.atf? 15(0, )]
k>p

0 8

infinitesima per p -»oco. Allora

f(@ Mhmfz Whes ()it x) dt

§—>oo

Tale integrale coincide esattamente con Pespressione di P(s) f data nel teorema 4
di [17] pag. 200.

OSSERVAZIONE. — Per il laplaciano iterato (- A4)™ si procede analogamente, solo
si considerano le 8§, definite dal’equazione |A|=1V2". Allora si hanno le seguenti
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modifiche
hk,(t Z ,\/2m 2n)nl2t%—n/4my ,(Z)

per cui

i
___ li-m)/2m [w |1_"/2Jn/~2+k_1( mtuzm) y“(éc”) ,
2m

Prslty @) =

4. — Laplaciano nel semispazio e nello strato,

Consideriamo il Laplaciano avente come dominio {fe W>*(Q2), (3f/0m.), (@, ...,
@, 1, 0)=0 mnel senso delle tracce} ove Q {(wl,. ,wn)eR" %, > 0}. Definiamo

Poperatore U: L(Q) — L*(R") mediante ( ff A)dxz, se fe CP(Q) ove
n—1

g(z, A) =exp {—z’ zaﬁjlj] cos 1z, & prolungato su Lg(.Q) per continuitd. Poiché combi-
i-1

nazioni lineari delle funzioni f(x) = g(#,, ..., #._1) #(2.), (g€ CF (R, he OF(R,)) sono

dense in L2(£2), si ha che U & unitario, grazie anche al teorema di Parseval ed alla
proprietd della trasformazione cos ([5], cap. XIII). Inoltre U diagonalizza l’opera-

n—1

tore con autovalore |1/?; infatti indicato con A, = 8*/oz} siha A = A4,_;+ *on?:
=1

allora se fe Oy (£2) (che & denso nel dominio dell’operatore considerato cfr. [3],

lemma 10, pag. 50 con qualche breve modifica) risulta
n—1
— Mt _——fexp [— iy m,-ﬁ,] €08 A&, (— A) f(z) di =
j=1
a1 82
WJA A,_;) exp [_, i 2 z; } cos A, 3, — exp [— 1 2 x; A ] (é—w—z €O Z,,wn) fx)do =

n~-1

=422+ Z;";)fexp [—-zz wj}.,-] €08 A2, f(x) dw = [A){Uf)(A) .
i1

Basta allora applicare la V del n. 3 per ottenere la diagonalizzazione canoniea e in
modo analogo la sintesi spettrale.

Prendiamo in considerazione il laplaciano avente come dominio {f e W**(2):
@1y eeny Buay 0) = f(@1y «ory Bny, 1) = 0 nel genso delle tracce} ove 2= {(x;, ..., &) €
eR 0 <z, <l}. Sia M = {mznjl,me N} e definiamo Poperatore

U: L3Q) — L¥(R1X M)

tale che

() (;m i, mn) ff (@)g (:r, Ay vees An_1s ?) dx
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ove

E): n—1
@ (w, Aty vy An_1s @{E) = Vﬁ exp {—-zz w,-Z,] sen%y—-zxn , se fe Co (&)

=1

e prolungato su L) per continuita.

Come precedentemente U é unitario; proviamo che diagonalizza operatore con
autovalori A2+ ...+ 22_, + (m*=?)/1%

Sia fe 02(2), che & denso nl dominic dell’operatore considerato, [3] lemma 10
pag. 50,

(U= 11)() = f Vg—% exp [— zng] (qen z w) (— A) () do =

_f[ (V exp [_ @nilm,ﬂf] sen”; w") + exp[— ijgjw,-lj] (58:)';3 sen 7—%7—500,1)] ) dz
. . i /2 =1 mo
= (21-1» R L 72 )fl = exp [—@zwjlj (sen T fx) de =
7T i=1

~(4—+4z+m”ymw

Per ottenere la diagonalizzazione canoniea basta costruire un operatore V come nel
n. 2, osservando perd che essendo ora p(R**x M) =[(n/l)?, oo) Vintegrale diretto
& ora:
f I8ydi, ove S,={icRxM:pl)=t}.
(m/t)*

Analogamente a quanto si & visto nel n. 3 si ottiene la sintesi spettrale.

5. — Laplaciano all’esterno di 8.

Studiamo ora il laplaciano avente dominio {f e W23({2): f =0 su S, nel senso
delle tracce} essendo 2 = R™\ S(0, a). Oceorre ora modificare la definizione della U
del n. 2 ed anzi avremo bisogno di introdurla per mezzo di aleune funzioni supple-
mentari.

Consideriame U, : L¥Q2)— L*R") definito ponendo per f& 0(£2)

(TuHW) = 1) Pula, B o
Q

ove

Folz, ) = wa(% Ay M) s wa(m, A, 1) = exp [i(w, )]+ v.lw, 4, 1) 5

. w2 ik Vi) yis(A) n/2+7c_1( )
va(’”’ Z; l) - g (27t) 124 (@! 13'0”/2—1 Jn/2+lc_ ( M}) Hn}’..r?»_l(a’,l)
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(con J, e H, si sono indicate le funzioni di Bessel di prima e terza specie [19] e v, &
considerata per xe 2, ie R, e C tale che I*=p-ig, u>0, 0<e<e,, >0, Iml0).
Ci sard utile mettere in evidenza aleuni fatti relativi a v,: innanzitutto che v, & ben
definita: proviamo pereid preché la serie che la definisce & convergente.

Allo scopo cominciamo col notare che esiste una costante M (indipendente da »
e da we Q) tale che sia }H,([m{l)/Hv(al)KM per ogni

leT={le C: Re(l) >0, Im(l) >0} .

Cid pud essere dedotto tenendo preseﬁte ([19], pag. 78, 511) che la funzione g(l) =
= H,(|x|l)/H,(al) & olomorfa in l’ allora il suo massimo modulo in domini del tipo
TN {i: ]l|]<R} & assunto sulla frontiera, e guindi 'uniforme limitetazza in T di ¢(1)
rispetto ad x e V segue dalla stima:

=2 s (e—m 1] (o)

([19], pag. 198) e dal fatto che le funzioni ¢~ H,(|zlt) e ¢ H,(|x|it) sono decre-
scenti in R, ([19], pag. 487-185).
Osserviamo ora che é&:

ki ki }‘ a1 ; v
2(2 nl2 gk y! l(lngnlg anlz-i—k—l(a’M'l) = (T.%) exp [i(4, aZ)]

e proviamo che tale serie converge assolutamente in £2 x R* Da [19], pag. 49 si ha

b
0= s esp [itm ]

da [15], pag. 32

Qg2 NEm)

PR —— N 4y — @ . 21 ('773 ;‘))
i) 2, e = (5 + =1 o oos G0

e da [9], pag. 222

|O7, cos | < 23m+E
mettendo assieme queste disuguaglianze si ottiene:

2t NED g (B) g d)

Foz—1" & (a]lA)"=  Tunaa(ol]) | <

(3)

o nf24k—1 (Mia) onla+i-1 .
<) Finf2+ 1) Tz 77 (H)*
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Cid prova la convergenza assoluta in QxR»x T della serie che definisce v,(w, 4,1)
e la continuita della funzione stessa.

Inoltre per (2) v,(w, ,1) =—exp[i(x, 4)] su 8,, in modo che w,(z,1,1)=10
su S,. Infine v,(x, 4,1)e LP(2) per p>2n[/(n—1), come subito si verifica, rifacendo
uso della {3) e del principio di massimo applicato alla funzione

il — 21 Eezsia(o1)
atH nlz+k~u1(al)
su domini del tipo sopra considerato, quando si tenga presente le proprietd di decre-
scenza delle funzioni tw>t H,(|z|t) e t>t H,(|xlit) in R, ([19], pag. 446 e 206).
Osserviamo che 9,(-, 4,1} & autosoluzione (generalizzata) di — 4 con autovalore I2.
A questo scopo verifichiamo con un ben noto classico ragionamento {che riportiamo

per comoditd del lettore) che lo & Ia fun7ione g |=]) b ka(i)( winsi—t(|2]0) /]x]n/z—l)
ove g|@]) = lm[- 2D H o (|5]1) e W) = |o[Fy,(%). Infatti
Ao i)t = ao) 2hto) + 22480 S0, B ) 1) (o) + 2 i)

Ma Ah(z) =0 perché k(z) & polinomio armonico; > ,(oh/dx;)(x) = kh(z), essendo
#{x) polinomio omogeneo di grado %. i=1
Si perviene dunque alle seguenti identita:

<A+zﬁ>(yk,<w>15%ff;}(¥’@ Agi(12) b)) + 1(g.( ] b ))=
= @) g1 (o1) + "2 () + o) | =

= )| (5 1) (5 -+ ) om0 B (1) +

2 (B4 1) ol (o) ol B (o) +

— (4 2k—1) (g + k- 1) |-zt H o ((0]0) - (0428 —1) Tl O Hyy, (il +
Bl H W)} = h{w) 12|

~ [ CneneJof) - T (1 ~(5+#-1)z ;l) Hn,w_l(lwiz)}

che & appunto nulio.
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Vogliamo ora provare che per ogni e R* e [ & C valgono le seguenti relazioni

e | 1 exp [— (Im 1) |z[]
m—@ﬁ@aizo(m) e ya(m, 2., l}:—"o ( Ea]i%(”'vl} ) per Iw"»OO’

i

la prima delle quali & nota sotto il nome di condizione di radiazione di Sommerfeld.
Per far questo occorre derivare sotto il segno di serie e dunque abbiamo bisogno
della convergenza uniforme della serie delle derivate, questa si prova tenendo conto
che: H,(z) = H,_,(2) — (v/2) H,(2) ([19], pag. 74), del fatto che H,(|»||A]) & funzione
crescente di v ([19], pag. 444) e tenendo conto della stima precedente (3).
Allora operando sugli addenti, poiché H,_,(2)—H, ,(2)= 2H,(2) ([19], pag. 74) e

o= (& oo o )
(1191, pag. 198) se |¢| > co

si ha che:

=0.

| 0 Hupua(io12) ) Hupoas(Jo] 2
g s (g e o T )

La condizione di Sommerfeld & allora verificata, essendo 1/|H,(a|A])| limitato al va-
riare di » ([19], pag. 511, 444), il che fa si che per la (3)

nlz kb Yisl®)YuslA) Tiaria(alA])

3 ™ (ol HopofalA])

7 (lo

converga assolufamente. Il secondo comportamento enunciato per v,(z, 4,1) all’'co
segue anch’esso facilmente dalle precedenti stime.

Serviamoci delle proprieta precedenti per provare che U, & unitaria: la surgetti-
vitd segue da [8] per n=3 (ma il ragionamento pud essere esteso al caso gene-
rale [2]) oppure da [15]. Proviamo che U, & isometria.

Ora sia H(z, -, 1)(e L' N L*?) 1a funzione di Green del problema

(—d—1)u=f
w=0 su of2
(per P'esistenza v. [14] pag. 655) e sia u(z, 4,1)= ﬁ(w, -, 1), ove H(x,y,1) si intende

prolungata o fuori di £2 e ¥ & Pantitrasformata di Fourier. Vogliamo ora provare
che é:

(23‘3}”!2(}1{2“32) (@, A, 1) = exp [i(@, 1)1+ v (2, 4, 1) .

Infatti (— A —12){exp [i(y, )]+ v,(y, 4, )] = (JA|*—12) exp [i(y, A)], moltiplicando
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ambo i membri per H{z, y,l) e integrando in dy si ottiene

fH(my Y, l)(_ 4— lg) [exp [i(y: Z)] “}‘ 'Ua(y! A! Z)] df’/ = (M]z_ lz)fH(w, Y, l) €xp [@(?/7 Z)] dy

da cui la relazione voluta, poiché la funzione di Green & il nucleo dell’inverso di
— 41,
Dal teorema di Parseval, ofteniamo:

— 1
W (B EE =

1 1 o
.f[wz—lf\' - ]wa(%ﬂ Dwg(, 2, 1) dA .

Moltiplichiamo ora i due membri per f() f(y), integriamo su Q x 2 in dedy e molti-
plichiamo ancora per 1*— [2. Dal primo membro si ottiene (I*—I*)(Rpf, Bpf) =
= (12—22)(R33Rpf, )= ((R.— Rp)f, f) avendo utilizzato la prima equazione risol-
vente ([7], pag. 16). Ora si definisce

D2y 1) = 2y wolw, 4, D f(@)dw,  [feOF(Q).

2

Sia 2= p+ de: per pele, fl, 0<e<e, vale 1a diseguaglianza:

[ s oo v an< o,

ove M non dipende da ! ([15], pag. 130) e D,(4 >~—>ff F dz se 1 —|4|. Poiché
Pintegrando del secondo membro di (4):

24g
VT

¢ integrabile in 4, si perviene alla relazione:

wa(y Ay Vi ie)wa(m, 2y Vi -+ ie)

2ie

(Ru+ie”‘Rﬂwis)fy f) :f(fﬂ ) +82 1 6(2" \/#—}‘is)lﬁdﬂ.

Per [14], pag. 183
8

S LB+ B fy ) — (Bt Ba)fy D] = 5 0 | ((Rusie— By )

@ &=}
&

Utilizzando allora il teorema di Fubini si ottiene:

| SR

((E5+Eﬁ_g f,f) (E +Ea~0 f?f) lm daf Mlz ) +82I “(2’7 '\/M"f"i‘s)i?dﬂ'
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T lecito portare il limite sotto il primo segno di integrale [15], pag. 129. Tenuto conto
di [18], pag. 31 si ottiene:

Ay By o) f, 1) — ((Bu - By o)ty )] = [1-F,aa a2

Se ora si fa tendere o a f (Hz;— By )/, f)=0=E;=E,_,, cioé non esistono auto-
soluzioni.
Allora ((E,—B)f,f)= [ |[f-F,da'dl, e se si fa tendere o a 0, § ad oo, si
Z<|al<vE
ottiene: |f]%= [|[ f"ﬁadmfgz ;)lsrvf)gni fe 02(Q), quindi U, & isometria.
Per ogni feCy(&2) (che & denso nel dominio dell’operatore considerato, [3]
lemma 10, pag. 50) vale U,(—4)f=|A*U,J, infatti

U= 1(3) = [ (= A) (@) o, 2) do = f(o)(— A P.fw, 2 do =
2 2
= (20 f@) Pufe, 2w = 202 Uuf(2)
2

poiché

(— AP, (w, 2) = (— A)(exp [itw, )] + v,(m, 4, |A])) =
= |AJ2(exp [i(@, )]+ v,(z, 4, |2])) = |2} P (2, 2) .

Basta allora applicare 'operatore V congsiderato nel n. 2 per ottenere la diagonaliz-
zazione canonica, ed un sistema di autofunzioni generalizzate.
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