
Ideali di definizione e morfismi di schemi henseliani (*). 

FULVTO ~IORA (Genova) (**) 

Summary. - Given a pair (A, 79~), where A is a complete ring with respect to 9X-adic topology, 
we can de]ine the formal spectrum o] A: this is the basic concept o] the theory o] formal 
schemes (see [4], I, § 10). In  a similar way, given a Hensel pair (A, g2), we can develope 
a theory o] Henselian schemes. In  this work we study some properties o] Henselian schemes, 
like the existence o/ definition ideals (de]. 2.3) which are use]ul to have a (~ good de]inition )) 
o] morphisms (de]. 3.10) and, in particular, o] adic morphisms (de]. 3.11). At the end, 
alter some remarks about henselian product o] pairs, we prove the existence and uniqueness 
o] product in the category o] Henselian schemes (prop. 4.7) and we apply the above results 
to adic morphisms (prop. 4.9). 

Introduzione. 

In  questo lavoro ci proponiamo di studiare le prime proprietor degli schemi hense- 
liani sviluppando le teorie di S. G]~co  (cfr. [3]) e H. KLmXE (cfr. [5]), in analogia 
a quanto fa t to  da  Grothendieck per gli schemi formali  (cfr. [4], § 10). I n  part icolare 
vengono definiti i morfismi di schemi henseliani e si prova l 'esistenz~ e l 'unicit~ del 
prodot to  di schemi henseliani. 

Nel n. 1, dopo alcuni r ichiami sulle H-coppie, si definisce lo spettro henseliano di 
una H-coppia e si s tudiano alcune propriet~ delle fibre degli schemi henseliani. 

Nel n. 2 si d~ 1~ nozione di ideale di de]inizione di una  H-coppia (def. 2.3) e di uno 
schema henseliano (def. 2.10), concetto necessario per poter avere una  ~, buona deft- 
n iz ione ,  di mor]ismo di schemi henselia.ni (def. 3.10) senza fissare a priori  un ideale 
privilegiato come [5], § 5; in part icolare si definiscono i mor]ismi adici (def. 3.11) 
e si prova che l ' immersione canonica dello schema indotto su un aperto nello schema 
henseliano stesso ~ un morfismo adico (teor. 3.13). 

Nel n. 4 infine, si prova,  dopo alcune considerazioni sul prodotto henseliano di 
coppie, l 'esistenza del prodot to  di schemi henseliani (prop. 4.7) e si applicano i risul- 
t a t i  o t tenut i  ai morfismi adici (teor. 4.9). 

1. - In  questo p~ragrafo, dopo la definizione di spettro henseliano e di schema 
henselian% si provano alcune propriet£ degli schemi henseliani. 

Per  maggiori part icolari  cfr. [3], § 2. 

(*) Entrata in Redazione il 26 novembre 1973. 
(**) Durante la preparazione del presente l~voro, I'A. ha fruito di una borsa di studio 

del C.N.R. 
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Sia (A, m) una H-coppia  ([2], def. 1.1) e sia E----spec(A/m), gli aper t i  ~ ( 1 ) =  
----D(]) (~ • formano una base della topologia di ~. Per  ogni ] e A s i a  0z (~ ) ( ] ) )=  
----~(A~, mA~)---- ~A~ l'henselizzazione di A~ rispet to all ' ideale mAz (cfr. [2]). 

Si p rova  faci lmente che 0~ 6 un prefascio di anelli. 

TEOa~)~t 1.1. - Nelle ipotesi precedenti si ha: 

a) O~ ~ un ]ascio; 

b) per ogni / c A ,  l'omomor]ismo canonico ~A~-->F(~)(]), 0~) e un isomor]ismo 
di anelli. In  particolare 1"(~, 0~)---A. 

c) per ogni x e T¢, l'anello 0~.~ ~ locale e i l  s~w co,To residuo coincide con k(x). 

Dz~. - vedi  [3] ~eor. 1. 

D]~I~Z~IZ~O~E 1.2. - Lo spazio anulato ora costruito (~, 0~) dicesi spe~tro henseliano 
dell'H-coppia (A, m) e si nota con sph(A, m). Ogni spazio anulato isomor]o allo spettro 
henseliano di una H-coppia divesi schema henselinno uftine. Uno spazio anulato si 
dice schema henseliano se ~ localmente uno schema henseliano amine. 

OSSE~W~ZI0~E.- Ogni schema affine X = s p e e ( A )  pub essere considerato uno 
schema henseliano affine essendo isomorfo (come spazio anulato) a sph(A, (0)). 

PROPOSIZZ0~E 1 . 3 . -  Siano (A, m) una H-coppia e (~., 0 ~ ) =  sph(A, m), per ogni 
l e A ,  lo spazio anulato (~(1), O~l~(I) ) ~ canonicamente isomor]o a sph(~A1, m~A1)---- 

= (~, or). 
DI~. - ]~ noto che ~A~/m~Af----AI/mA f (cfr. [2], th. 6.1. iii)), ~llora per [4], I, 

1.2.5 e 1.2.6 si ha  che gli spazi topologiei ~ e ~( ] )  sono omeomorfi. 
Basra  allora provare  che, per ogni aperto ~(g) c ~(1) l 'anello F(~(g), 0~) si iden- 

tifica ~ F(~(g), 0~), cio~ che ~(A~, mA~) si identifica a ~((A~Ln, m(As)~/~ ) dove g/1 
l ' immagine canonica di g in A~: questo si vede f~cilmente con un uso r ipetuto della. 

propriet~ universale dell'henselizzazione e degli anelli di frazioni, tenendo presente 
che esiste un isomorfismo canonieo di coppie (*) t ra  (A~, mA~) e ((Af)~n , m(A~)~/~ ). 

PROP0SZZI0~E 1.4. - Nelle ipotesi della prop. 1.3. la libra 0~ ~ isomor]a all'anello 
locale htA, p,, ntA~);  in particolare (O~, ntO~) ~ una H-coppia. 

DL~. - Poieh6 l 'henselizzazione commuta  con l 'operazione di passaggio al l imite 
diret to  (cfr. [2], cor. 6.3) si ha: 

(0., toO.)= li >m ~(A,, mJ,)= ~(lim (A,, mA,))= ~(Ap., mJ,.) 

(*) Date due coppie (A, a) e (B, ~) un omomorfismo di anelli ~. A-+B dieesi morfismo 
di coppie se ~(a)c ~. 
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DEFI~ZZZ05-E 1.5. - Sia (~, Ot) uno spazio anulato, un aperto Uc ~ si dice aperto 
hense]iano ~ffine se lo spazio anuIato indotto da (~, 0~) su U ~ uno schema henseliano 

amine. 
Dalla def. 1.2. e dalla prop. 1.3. si ha subito il seguente: 

TEORE~A 1.6. - Sia (E, 0~) uno schema henseliano, gli aperti henseliani a]]ini 
]ormano una base dellc~ topologia di ~. 

2. - In  questo paragr~fo di~mo (in ~nalogia a [4] 0 § 7 e I § 10.5) la nozione di 
ideale di de]inizione di una H-coppia e di uno schema henseliano (def. 2.3 e 2.10) ed 
enunciamo il teorema di esistenzu de1 pi~ grande ideale di definizione di uno schema 
henseliano (teor. 2.11). 

PROP0SZZIONE 2.1. -- Sia (A, m) una H-coppia. L'omomor]ismo identico i: (A, m) -~ 
->(A, r(m)) induce un isomor]ismo di spazi anulati j: sph(A, r(m)) ->sph(A, m). 

DI~.  - j  induce on omeomorfismo t ra  gli spazi topologici spcc(A/r(m)) e spec(A/m), 
inoltre per ogni ] e A, i induce un isomorfismo di anelli t ra  ~(Af, mA~) e ~(Af, r(m)AI) 
(cfr. [2], prop. 8.6), quindi induce un isomorfismo di fasci di anelli; infine per [2] 
cor. 4.9 (A t m) ~ una  H-coppia s e e  solo sc (A, r(m)) 6 una H-coppia. 

La  proposizione precedente prova che due ideali con lo stesso radicale d~nno 
luogo allo stesso schema henseliano affine, si ha  quindi: 

PRO~OSZZZO~'E 2.2. -- Sia (A, m) una H-coppia, a u~ ideale di A. 
Sono condizioni equivalenti: 

i) (A, a) ~ una H-coppia e spec(A/a) = spec(A/m). 

ii) r(a) = r(m). 

iii) spec(A/a) = spec(A/m). 

iv) sph(A, a) ~ canonicamente isomor]o a sph(A, m). 

D ~ .  

i) ~ i i ) .  Per  [1] oh. I I  cor. 2 pad. 127, r ( a ) =  r(m) se e solo se V(a)=  V(m) 
clog se e solo se spec(A/a)= spec (A/m). 

ii) ¢=>iii). Owio .  

iii) :=~ iv). Ovvio per la prop. 2 . t  poichg per ii) r(a)= r(m). 

iv) ~ i). Owio .  

Si pub allora dare la seguente: 

DE~LN~IONE 2.3. -- Sia (A, m) una H-coppia, un ideale a di A dicesi ideale di deft- 
nizione delFH-coppia (A, m) se veri]ica una delle condizioni equivalenti della prop. 2.2. 
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Dalla prop. 2.2 e dalla def. 2,3 si ha  immedia tamente :  

COI~0LLAI~IO 2.4. - Sia (A, m) una H-coppia, a un ideale di A. Sono condizioni 
equivalenti : 

i) a ~ il pii~. grande ideaIe di de/inizione di (A~ m). 

ii) a ~ un ideale di deJinizione e A/a ~ un anello ridotto. 

Una H-coppia ammette semlgre un pig grande ideale di de]inizione e questo coincide 
con r(m). Tale ideale dicesi ideale canonico. 

Sia ora (A, m) una  H-coppia,  E = sph(A~ m) e a un ideale di A. Si pub asso- 
clare ~ a un prefascio g di ideati di 02  ponendo:  g ( ~ ( J ) ) =  a@~(A~)  per ogni 

leA. 
Vale allora il seguente t eo rema  (d r .  [3] teor.  2): 

TEORE~A 2.5. -- Con le notazioni precedenti si ha: 

a) ~ ~ un ]ascio. 

b) per ogni J e A ,  a@~h(Az) ~ isomorJo a F ( ~ ( j ) ,  ~). In  particolare a =  IV(~, ~). 

c) per ogni x e ~  si ha un isomorjismo canonico tra (~)~ e a@.~O,. 

Per  Ia p ia t tezza  dell 'henselizzazione si ha poi che: 

a ®~ ~(A~) = a~(A~). 

C0~0LL~IO 2.6. - Con le notazioni preeedenti si possono identiJicare canoniea- 
mente il ]ascio (a~As) ~ associato all'~*Af-modulo a~*AI, e aI~(]) per ogni JEA .  

DI3L - Per  il teor. 2.5. F(~)(]),  ~) = a~'(Ar), inottre,  tenuto  eonto della prop. 1.3, 
per ogni ~ (g )c~ ) ( ] )  si ha 

r ( ~ ( g ) ,  ~t~(]))  = a~(A,) = a~(~(A~)~,) = a~(A~)®%~(~(A,)~/~) = r ( ~ ( g ) ,  ( ~ A , ) ' ) .  

In  modo analogo a quanto  aeeade per gli schemi formali  (cfr. [4], 10.5.1) si hanno 
i seguenti:  

D]~FI~IZI0~E 2.7. - Un ]ascio ~ di ideali di 02 dicesi ideali di definizione dello 
schema henseliano aJ]ine ~ se, per ogni x ~ ~ esiste un intorno aperto di x del tipo ~ (]) 
tale che ~ I~ (]) sia della Jorm, a a7 dove a I ~ un ideale di deJinizione della coppia a(Af~ mar) .  

TEORE3{A 2.8. - Sia (~, 02) uno schema henseliano a]/ine e sia 5 un ideale di de/i- 
nizione di ~ allora ogni punto x ~ ~ ammette un sistema ]ondamentate di intorni del 
tipo ~(g)  tall the 5]~(g) ~ della ]orma (ag) ~ con ~tg ideale di definizione della coppia 
~(A~, mA ~). 
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DI3:. - Per  la def. 2.7. fissato x esiste ] ~ p, tale che 3t~(/)  = (at)- con r(al)= 
= r(m~Af); sia ora  ~)(g) un intorno di x contenuto in ~)(]), poich~ per la prop. 1.3 
~ ( ] )  pub essere eonsiderato uno schema henseliano affine con la s t ru t tu ra  indot ta  
da ~, possiamo sempre supporre ] = 1 e quindi a l =  a con r(a)= r(m), d 'a l t ronde 
per [2] th. 8.3. si ha  che r(ahA~)= (r(a))~Ag= (r(m))~A~=r(m~A~) quindi a~A~ ~ 
di definizione per la coppia ~(A~ man) ma per il teor.  2.6 (a~A~)'-- - 31~){g), da cui 
la tesi. 

C0]~OLLAI~:O 2.9. - Se 3 ~ un ideale di de/inizione per lo schema henseliano a]]ine ~, 
allora J~ ~ un ideale di de]inizione della eoppia (0~ m0~). 

D I M .  - Segue subito dal teor.  2.8. t enuto  eonto del fa t to  che roperaz ione  di radi- 
cale commuta  con quella di l imite  d i re t to  e r icordando che (0~, m0~) si pub o t tenere  
come l imite  d i re t to  delle coppie ~(A~ ~ mA~) al va r ia re  di ~ (g) nel s istema fondamentale  
di in torni  del teor.  2.8. 

Si pub allora generatizzare la definizione 2.7 al caso di schemi hensetiani qualsiasi, 

si ha  al lora:  

D]~FI~IZ:O~E 2.10. - S i a  ~ uno schema hensetiano, un ]ascio 3 di ideali di O~ dicesi 
ideale di definizione di ~ se ogni punto x G ~ ammette un intorno aperto henseliano 
a]]ine U tale che 3] U sia di de]inizione per lo schema henseliano a]]ine indotto da ~ su U. 

OSSE~VAZ~O~E. - Si pub p rocure  chc se 3 ~ ideale di definizione di uno schema 

henseliano ~, lo spazio anulato  (E, 0x/J)  ~ uno schema usuale. 
A conclusione di questo paragrafo  enunciamo il seguente t eorema che verr~ provato  

nel paragrafo  successivo (cfr. 3.9): 

TEOlCE~A 2.1] .  - S i a  (~, 0~) uno schema henseliano~ allora esiste un ideale di de]i- 
nizione 3 di ~, tale ehe lo schema (~, 0~/3) ~ ridotto. Tale ideale dicesi ideale eanonico 

dello schema ~. 

Un teorema analogo al t eor. 2.11 per gli schemi formali  ~ p rova to  da GI~OTttEN- 
DIECK in [4] I prop. 10.5.4. net caso in cui (E~ 0~) sin uno schema formale localmente 
noetheriano. 

3 .  - In  questo numero,  dopo alcuae considerazioni sui morfismi di coppie, neces- 
sarie per p r o r a t e  il teor.  2.11 (cir. cor. 3.9), si definiscono i mor]ismi di sehemi hense- 
l iani (def. 3.10) e i morfismi adiei (def. 3.11). Infine si p rova  che l ' immersione cano- 
nica di un aper to  di uno schema henseliano 5 un morfismo adico (teor. 3.13). 

Siano (A ,m)  e (B,n)  due H-coppie  e sin ~: (B, n) -~ (A, m) un  morf i smodi  
coppie (cfr. no t a  ~ pag. 2), la funzione cont inua  indo t t a  da % ~ :  spec(A)-~spec(B)  
applica allora ~ = sph(A, m) in 0 = sph(B, n), dal momento  che la controimmagine 
median te  ~ di un ide~le p r imo di A contenente  m ~ un ideale pr imo di B contencnte  n. 
Tale applicazione cont inua  sara  ancora  n o t a t a  con ~ .  

Vogliamo provare  the  ~ induce un morfismo di spazi anulati  t re 3~ e O, cio~ 
che ~ induce un morfismo di fasei da 0 v in Ox. 
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A tale scopo l)remettiamo il seguente lemm~: 

LE~IA 3.1. - Sia 9: (B, n)---> (A, m) un mor]ismo di coppie e sia g ~ B. Allora 9 
induce un mor]ismo di coppie 

%: a(B~, nBg) -~ h(A~(o), mA~(~)). 

D I ~ . -  Si~ ]g: B~-+A~(o) l 'omomorfismo indotto da 9, cosi definito: ]g(b/g ~) = 
= 9(b)/9(g~), si verificu senza diffieolt~ che ]9 6 un morfismo di COll)l)ie t r a  (B~, nB~) 
e (A~(g), mA~(o)). Per 1~ l)rol)riet~ universale dell'henselizzazione (cfr. [2] def. 1.7) esi- 
ste un unico morfismo di col)l)ie v~ che rende commututivo il seguente d iagramma:  

(B~, nB~) ..... , h(Bo, ~B~) 

(3.1.1) l ~, i~ 

m A  ~ ) ------> h(Ao,.~, (A~(o), ~( ) .... mA~(o) ) 

dove i morfismi orizzontMi sono i morfismi canonici (di copl)ie) da un anello alla su~ 
henselizzazione. Alloru %-----~ 6 il morfismo cercato. 

I1 morfismo cosl ot tenuto 6 compatibile con 18 restrizioni corrispondenti al 
passaggio da g a an  multil)lo d i g  (le restrizioni sono morfismi di col)pie ). Inol tre  
~(9(g))  ~--- ag-l(~(g))" 

Tenendo conto del teor. 1.1.b) si ha cosl un omomorfismo di fasci di unelli 0 o--> 
--~-(ag),(O)z ) (cfr. [4], 0i, 3.2.5.), che indicheremo con ~. Si 6 cosl determinato an  
morfismo di sl)azi anula t i  2' ---- (~% q3): E --> ~.  

OSSE~VAZm~E. - Si 6 gi~ notato (prop. 2.1.) che~ da ta  una H-col)l)ia (A, m) esiste 
un  isomorfismo di sl)azi anulat, i t r a  sl)h(A, r(m)) e sl)h(A, m), in generale cio6, gti 
sl)azi ~nulati  sl)h(A, a) e sl)h(A, a') sono isomorfi ogniqualvolta a e a' sono ideMi di 
definizione per l'H-col)l)ia (A, m). 

5Tel segaito (salvo uvviso eol~trario) per evitare ambiguit~ da ta  una H-col)l)i~ 
(A~ m) ass~meremo semi)re c h e m  6 l ' ideale di definizione canonico, cio6 m----r(m). 

P~oeoslzlO~]~ 3.2. - 8iano (A, m) e (B, 11) due H-coppie con m e ~ gli ideali di de]i- 
nizione canonici, siano ~ = sl)h(A~ m) e 0 = sl)h(B, 1l). Condizione necessaria e suf- 
]iciente un mor]ismo di spazi anulati u = (% 0): E - ~ O  sia della ]orma (~% ~) dove 
9: (B, n) -~ (A, m) ~ un mor]ismo di coppie, ~ ehe per ogni x ~ ~, O~: (0~(~), 110~(~)) ---> 
-> (0~  m0~) sia un omomor]ismo locale e di eoppie. (cfr. [4], 0 i ,  3.7.1. per l~ defini- 
zione di 0~). 

DI)L - La condizione 6 ovviamente necess~ria l)erch6 il l imite diretto di morfismi 
di col)l)ie 6 a, ncora di col)l)ie. 

Vicevers~ sia u = (% 0) un morfismo che verifica te condizioni dell 'enuaci~to, 
0 definisce un omomorfismo di anelli 

90 = F(0): B =/ ' (90,  Ore) ---> I'(3~, O=) = A .  
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Si prova con facili calcoli che q ~ un morfismo di coppie t ra  (B, n) e (A, m). lnol t re  
per ogni g e B ~ commutat ivo il seguente d iagramma:  

(3.2.~) 

B = F(O, 0~) ~r(0) ~ F(~ ,  0~) = A 

~(B~, nB~) ) F(~(g), O v) r(°~(~))> lY((~9~(g)), O~) ! ~(A~(~), mA~(~)) . 

e per la propriet~ universale delrhenselizzazione ([2], def. 1.7.) si ha  0~(g)= q~(~), 
quindi per [4]~ 0~, 3.2.5. si hu 0 =-q~. In fa t t i  i morfismi canonici (di coppie) verti- 
eali del d iagramma 3.2.1. si fat torizzano at t raverso Bg e Av(~) e per il lemma 3.1 
unico il morfismo ~ -= ~ che chiude il seguente d iagramma:  

(B, 1t) - -  ~o ~ (A, m) 

(3.2.2) (B~, nB~) ~ (A~(~), mA~(~)) 

h(B,, n B o ) ~  l'(Ae(~), mA~(~)). 

Infine, poiehg 0~ g locale, per passaggio al quoziente possiamo dedurre un mono- 
morfismo t ra  i eorpi residui ehe (teor. 1.1.c)) sono k(~,(x)) e k(x). Segue allora faeil- 
mente ehe per ogni x ~ ~, p~(~) = ~%(~), eiog l 'applicazione continua indot ta  da 9 t ra  
~ e ~ coincide con % 

Possiamo eosl dare la seguente defmizione di morfismo di sehemi henseliani affini 
analoga a quella da ta  in [4], I~ 10.2.2. per i morfismi di schemi formali atfini. 

DEFINIZIO~'E 3.3. - Un mor]ismo di spazi anulati veri]icante la condizione della 
prop. 3.2. dieesi morfismo di schemi henseliani affini. 

Dalla definizione precedente si ha  subito: 

C01~0LLARI0 3 . 4 . -  I ]untori ( A , m ) - ~ s p h ( A , m )  e ~.--~ F(X~ 0~) definiscono una 
equivalenza tra Ia eategoria delle H-coppie e la eategoria duale della eategoria degli schemi 
henseliani a]]ini. 

I1 cor. 3.4. ~fferma cio~ che, fissati ~ = sph(A, m) e ~ - - s p h ( B ,  n) esiste una 
corrispondenza biunivoca canonica t r a  i morfismi di spuzi anulat i  di ~ in ~ locati 
e di coppie sulle f b r e  e i morfismi di coppie d~ (B, n) in (A, m) (le H-coppie sono con- 
siderate con l ' ideale di definizione canonieo). 

Come ca:so par t icolare  della prop. 3.2. si ha:  

C01~LLARI0 3.5. -- Sin 3~-----sph(A, m), sin ] un elemento di A. Allora l'immersione 
canonica dello schema henseliano a]]ine indotto da ~ su ~(]) corrisponde al morfismo 
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canonieo di coppie 

(A, m) --->~(A~, mA~).  

COROLLARIO 3.6. - ~Telle ipotesi della prop. 3.2. siano h ~ B e k ~ A tali ehe k 
multiplo di 9(h). Si ha atlora (poich~ V(~(k))  c ~ ( h ) )  chela restrizione di u a ~ (k )  
l'unico morJismo v the rende commutativo il diagramma: 

~ ( k )  ° ~ ~ ( h )  

l t 
dove Ie ]recce verticali sono le immersioni canon:iche. 

D ~ .  - v corr isponde all 'unieo morfismo di coppie ~ ' :  h(Bh)-->~(A,) 

c o m m u t a t i v o  il d i a g r a m m a :  

(3.6.1) 

(B, 11) ~ >, (A, m) 

(Bh,rtBh) ~" >, (A~,mAk) 

i l 
~(Bh, nBh) ~ ~(A~, mA~) 

che rende 

dove, posto k = g.~(h),  si definisce qJ(b/h n) = q~(b)/~(b ~) = (g~.q~(b))/k '~. 
I seguenti  teoremi  3.7 e 3.8. ci p e r m e t t e r a n n o  di d imos t ra re  il teor.  2.11 del n. 2 

che a f fe rma lJesistenza di un (( pifi grande ~> ideMe di definizione in uno schema 

henseliano quMsi~si. 

TEORE~A 3.7. -- ~ia ~ = sph(A, m) e sia U un aperto di ~ tale the ( U, O~t U) = 
= sph(B, 1t) con m e n ideali di deJinizione eanonici. Allora il mor]ismo di spazi anulati 
indotto dall'immersione j: U --> ~, induce un mor]ismo di coppie ~: (A, m) -> (B, n); 

inoltre el(m)B ---- n e j --  ( ~ ,  ~). 

DI~ .  - Posto  X----spec(A),  Y = spee(B) si ha  che U = Y ~  E. Allora per  ogni 

l e A  ta le  che D ( ] ) c  Y, ~ ( / ) c  U; si~ ~: A - ~ B  l 'omomorf ismo di anelli indot to  da  j 
e sia s: B - ~ A ~  l 'omomorf ismo indot to  da l l ' immers ione  di D(J) in Y, allora 6 com- 

m u t a t i v o  il seguente d i a g r a m m a :  

A - - 2 - ~  B 
\ / 

Af  
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Si verifica facilmente che esiste un isomorfismo di coppie t r a  (As, mar)  e (B~(f), nB¢(f)) 
e poieh~ ~(])  ~ omeomorfo a ~(~(])) e m, n sono gli ideali eanonici, si possono identi- 
ficare mA~ e uB¢(~). Allora per ogni x ~ U l 'omomorfismo indotto da ~ sulle fibre 
un morfismo di coppie t r a  (0~, n0~) e ((O~IU)~ , ~t(0tlV)~), quindi per [1] ch. I I  cor. 3 
pug. 112 si ha  che F(m)B = n. Infine dalla prop. 3.2. si ha  subito j = (~% q~). 

I1 teorems precedente mostr~ che i morfismi di spazi ~nutati  indot t i  d~lle restri- 
zioni sugli apert i  (henseliani) affini di nno schema henseliano E, inducono morfismi 
di coppie t r a  le H-coppie (con l ' ideale eanonieo) associate a ciaseun aperto. Allora 
fiss~to un puato x di ~, eonsideriamo 1~ f~miglis ell degli intorni  aperti  henseliani 
affini di x. Per ogni U ecLL sia (A~, my) l 'H-coppia eorrispondente: la famiglia di 
coppie cosi ottennta, forma un sistema diret to di anelli e ideali. Si ha allora: 

TEO~E~A 3.8. - Con le notazioni precedenti (0~, m~) ~ una H-coppia e m~ ne 
l'ideale vanonico eli definizione. 

DD~. - (0~, m ~ ) =  l'lm(Av, m~) al var iare  di U in ~[b e poieh~ il l imite diret to 
di H-coppie ~ una  H-coppia (cfr. [2], th. 6.3.) si ha  la tesi; d 'a l t r~ par te  il l imite diret to 
di anelli r idot t i  ~ r idot to  quindi per il cor. 2.4 m~ ~ il pi~ grande ideale di definizione. 

Possiamo ora provare il teor. 2.11: 

C01~OLLA~IO 3.9. -- Sia (~, 0~) uno schema henseliano atIora esiste un ideate di defi- 
nizione ~ d i ~  tale che lo schema (~., 0~/~) ~ ridotto. 

DI:~. - Supponiamo dappr ima che :~ sia ~ffine. Sia allora (3~, 0~) - - sph(A,  m) 
e sia ~ il fascio di ideali associato ~ll'ideale canonico di (A, m) allor~ per ogni x e E  
la fibra (0~/~)~-~ (~(Av~, mA,,)/r(m)~A,,)  ~ un ane]lo r idotto,  quindi (E, 0:~/J) 
lnlo schema ridotto.  In  gnerale se U3 V sono apert i  henseliani affmi basra provare 
che l ' ideate di definizione canonico Jv di U induce l 'ideale di definizione canonico J~ 
di V e ci6 segue subito dal teor. 3.7. 

Dal  teor. 3.8 segue allora che, dato lmo schema henseliano, si pub associare ad 
ogni suo punto un~ coppia henseliana che ne rappresenta la fibra in quel pnnto, perci6, 
analogamente a qu~n~o accade per gli sehemi formali  (cfr. [4], I,  10.4.5) si possono 
definire i morfismi di schemi henseliani: 

DEI~I~ZZI0~E 3.10. - Siano ~ e ~ due schemi henseliani, dicesi morfismo di sehemi 
henseliani ogni mor]ismo di spazi anulati the induca un morfismo di coppie locale 
suUe fibre. 

OSSEICVAZI0~E. - La  definizione 
def. 2 di [3] che chiamava~ morfismi 
che inducevano omomorfismi locali 

Si verific~ faeilmente chela,  def. 
non tiene conto esplicitamente della 

DEFI~'IZI0~E 3.10.1. - Siano ~. e 
henseliani ogni mor]ismo u ~ (~,, O) 

preeedente riformula, in modo pifl eorretto la 
di schemi henseliani i morfismi di spazi anulat i  
sulle fibre. 
3.10. g equivalente alla seguente definizione che 
s t ru t tu ra  di coppie sulle fibre. 

due schemi henseliani, dicesi morfismo di schemi 
di spazi anulati tale the per ogni ricoprimento (~ )  
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di ~ con aperti henseliani a]]ini, esiste ~tn rieoprimento (V~) di ~ con aperti henseliani 
a]]ini per cui si abbia : 

i) ~ '(Ui)¢ V, per ogni i, 

ii) u]v , ~ indotto da u~ mor]ismo di coppie It: .U(V,, 0?9 ) -->-F(Ui, 0~) dove gli 
ideali sono gli ideali canvn,ici delle H-eoppie associate a U~ e V~. 

Dal la  prop.  3.2. segue subito ehe 3.10 implica 3.10.1, il v iceversa  si p rova  facil- 

men te  considerando il r icopr imento  di ~ fo rma to  dagli in torni  aper t i  henseliani affini 

di ogni suo punto .  

OssE~wzIon-]~. - Poich~ 1~ composizione di morfismi di coppie ~ ancora  di coppie 
1~ composizione di morf ismi di sehemi henseliani  ~ aneor~ un morfismo di schemi 
henseIiani,  gti schemi henseliani  fo rmano  quindi una  c~tegoria.  

DEFI~IZI0~'E 3.11. - Siano ~ e ~ due schemi henseliani, un mor]ismo di schemi 
henseliani ]: F¢--> ~ dicesi adieo se esiste un ideale di definizione ~ di ~ tale che ]*(~) O~ 
sia un ideate di de]inizione per ~. 

TE0~aE~A 3.12. - Siano ~ e ~ due schemi henseliani, ]: ~ - - ~ )  un mor]ismo 
~dico allora per ogni ideale di de]inizione ~' d i ~  ]*(J')O~ ~ di de]inizione per ~. 

DIM. - Pe r  1~ def. 2.10. ei si pub r idur re  al c~so ~ffine, sia alloru E = sph(A, m),  

- - s p h ( B ,  n) con m e ~ ideali  di definizione canoniei.  Siu 9: (B, n)-->(A, m) il 
morf ismo di coppie indot to  da  ] e s is  ~ r idea ]e  di definizione di 0 ta le  ehe ]*(~)0~ 

di definizione per  ~. Pe r  ogni y ~  ~ esistono due in torni  ~ (h )  e ~ ( h ' )  di y tal l  che 
~l~(h) = ~, J ]~(h ' )  = a '  con a e a '  ideali di definizione r i spe t t i vamen te  di ~(B~, nB~) 

e ~(B~,, ~B~,) allor~ in ~ ( h h  ~) si ha  ehe hI~(hh ~) = ~ e ~l~(hh') = ~' con ~ ~'  ideali 

di definizione dell~H-coppia ~(B~,, nB~,)  (cfr. teor.  2.8). Consider~ndo la s t ru t tu ra  
di schema henseliano affine indot tu  da  ~ su ~(hh ' )  e tenendo conto del f a t to  ehe 

acf-l(Cl~(hh')) ~-c~(~(hh')) si pub sempre  supporre  hh '= 1 cio~ ~(hh ' )  = ~.  
Si ha  al lora  3 =- ~ e Y =  ~' co~ ~, ~' ideali  di definizione di (B, rt)~ ora, per  ipotesi, 

/ * ( 3 ) 0 x = ( ~ ( b ) A )  ~ ~ di definizione, quindi r ( q ~ ( ~ ) A ) = m = r ( c f ( r ( 5 ) ) A ) ( * ) m a  
r(5) = r(5') quindi  si ha  r(~(5 ' )A)  = m eio6 ~(5')A ~ di definiT.ione, al lora ]*(3 ')Ox 

di definizione per  ~. 
Si pub al lora  p rova re  1~ seguente i m p o r t a n t e  proprietY: 

TEOI~E)IA 3.13. -- Sia ~ uno schema henseliano, U un aperto di ~. Uimmersione eano- 
nica dello schema henseliano indotto da ~ su U, j :  (U, O~IU ) -> (~ ,  0~) ~ un mor]i- 
smo adico di sehemi henseliani. 

DD[. - Sia ~ = (Vi) un r i copr imento  con aper t i  henseli~ni affini di U e com- 

ple t iamolo ad un r icopr imento  ql) ---= (V~) U (Wk) con aper t i  henseliani affini di 3~. 

(*) In generale se g: A--->A' ~ un omomorfismo di ane.lli si ha. r(g(a)A') = r(g(r(a))A') 
per ogni ideale a di A. 
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Si vede subito che ~ verificats ta def. 3.10.1. perch,, per il teor. 3.7. la restrizione 
cisseun V~ ~ indottu da an morfismo di coppie. Inoltre se ~ ~ un ideMe di definizione 
di ~ j*(3) ~ di definizione per U~ inf~tti~ poich~ per la def. 2.10. ei si pub ridurre a 
caso sffine, l~ tesi segue immediatamente dal teor. 3.7. 

4. - In questo paragrafo proviamo l'esistenza e l'unicit£ del prodotto di schemi 
henselisni (prop. 4.7.), applicando poi i risultati ottenuti ai morfismi adici (prop. 4.9.) 

A) Prodotto henseliano di coppie. 

Si~no (A, m) e (B, n) coppie con A e B algebre su un ~nello C. Consideriumo 1~ 
eoppia 

(r ,  ~) = (A ®c B,(Im(m ® c B ) +  Im(A ®on)) ) ,  

dove I m ( m Q c B  ) e Im(A~)e11) indicsno, rispettiwmente,  le immagini canoniche 
di m ( ~ c B  e di A ~ ) c n  in A Q c B .  

immediuto verificsre che gli omomorfismi canonici o::A--~T e f i :B - ->T  
sono C-morfismi di coppie rispetto agli ideali considerati. 

Sia ore ~(T, 5) l'henselizzszione di (T, 5) e sia ~: (T, ~) ->~'(T, ~)) il morfismo di 
di coppie cunonico: per composizione abbiamo i C-morfismi di coppie ~: (A,m)--~ 
--~h(T, ~) e ~: (B, ~) --~h(T, I)) definiti da ~ = ~oc¢, ~ ---- 9off. 

Con le notszioni precedenti ls  terna (h(:/,, 5), ~, a) gode dells seguente propriet~ 
universale, anslog~ ~ quell~ di [4], 0i, 7.7.6. per i completamenti: 

PROPOSlZIO~]~ 4.1. - Per ogni H-eoppia (R, ~) dove R ~ una U-algebra e per ogni 
coppia di C-mor]ismi (di coppie) u: (A~ m) --> (R~ ~) e v: (B, 1l) --> (R, r) esiste un 
unico C-mor]ismo di eoppie w: ~(T~ ~ ) - ~ ( R ,  ~) tale che u = woQ e v---woa.  

DI~. - Poich~ esiste un unico C-morfismo re, o: A G e B - ~ R  tale che u ( a ) =  
= wo(a Q 1) e v(b)-= wo(1 G b) b~ster~ prorate  che wo ~ di coppie, poi per ls  pro- 
priet~ universsle dell'henselizzazione (cfr. [2], def. 1.7.) esiste un unico morfismo di 
coppie w: ~(T, b) -->R, r~) tale che wo = wo~. 

Per ipotesi u(m) c ~ e v(n) c r, quindi Wo(Im(m @)c B) + Im(A G)c u)) c v percib w 
di coppie. Allors esiste an nnico C-morfismo di coppie w che rende commutstivo 

il di~gramms: 

(A, m) 

~(T, 15) ~ ~ (R, ~c) 

(B, n) 
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DEI~tNIZIONE 4.2. - Date due H-coppie (A, m) e (B, n) con A e B algebre su un 
anello C, dicesi prodotto henseliano di (A, m) e (B, n) l 'H-coppia 

h( A @c B, ( I m ( m  ec B ) +  I m ( A  (~c n ) ) ) .  

B) S-schemi henseliani e p~vdotto di S-schemi henseliani. 

DE]~'INIZIONE 4.3. - Sia (S, 0 ~ ) ~  S u~o schema henseliano, si dice che il dare 
uno schema henseliano ~ e un mor]ismo di sehemi henseliani ]: ~--> S de/inisee un 
S-schema henseliano,  owero uno schema henseliano sopra  S; f dicesi morfismo s t ru t -  

tura le .  

O S S E I ~ V A Z I O I ~ E .  - -  Uno schema henseliano pub sempre  essere considerato come 

schema henseliano sopra sph(Z,  (0)). 

DEI~I~IZlO:~Z~ 4.4. - Se ~ e 0 sono due S-schemi henseliani, un mor]ismo (di schemi 
henseliani) ~: ~.-+ ~ si dice S-morf ismo se il diagramma: 

\ / 
" x /  

8 

(dove le ]reece oblique sono i mor]ismi strutturali) ~ commutativo. 

Con le precedent i  definizioni, per  ogni fissato S, gli S-schemi henseliani fo rmano 

una  categoria  e indicheremo con H o m s ( ~  ~ ~ )  l ' ins ieme degli S-morfismi de l lS - schema  

I tensel iano ~ nell S-schema henseliano ~ .  
Si ha  subito it seguente:  

COROLLARIO 4.5. -- Sia ~, un S-schema hensetiano, v: ~'-*-~ un mor]ismo di 

schemi henseliani, il mor]ismo composto ~ ,2 _ ~- - ->S  de/inisce su ~' una struttura 

di S-schema henseliano. I n  particolare ogni schema henseliano indotto su un aperto U 
di ~ pub essere vonsiderato come S-schema henseliano per mezzo deU'immersione 
canonica. 

Si pub ora  definire la  nozione di p rodo t to  di due S-schemi henseliani nella cate- 

goria  degli S-schemi henseliani  (*). 

(*) Sia C u n a  categoria, X e Y due oggctti di C, si dice che X e Y ammettono un pro- 
dotto in C se il funtore controvariante 17: Te--> Horn(T, X)×Hom(T,  Y) di C nella cate- 
goria degli insiemi, ~ ~'appresentabile (un oggetto ehe lo rappresenta ~ formato d~ un ogge~to 
ZS  C e da una coppia di morfismip: Z -~X  e q: Z ~  Y). Per maggiori dettagli cfr. [4] 0 I, § 1.2. 
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P~O~OSIZ~O~E 4.6. - Siano 3 = sph(A, m) e ~ = sph(B, n) due schemi henseliani 
a]/ini sopra S = sph(U, a). Sia 3 = sph(a( T, r(b))), dove 

(T, b) = (A ~)cB,  ( Im(m ~)cB)q -  Im(A ®on))) 

e siano p e q gti S-mor/ismi di schemi henseliani corrispandenti ai C-mor]ismi cano. 
nici di coppie 0: (A, m) -->~(1% r(b)) e a: (B, n)-+~(T,  r(f~)). Allora la terna (3, P, q) 

un prodot to  degli S-sehemi henseliani affini 3 e 0 .  

DB[. - Per  il eor. 3.4. bas t a  verificare che, da ta  un~ H-coppia  (R, ~) con R algebra 
su C, se ad ogni C-morfismo di eoppie ?:~(T,r(b))-->(R,~:) associamo la eoppia 
(~o~, ~oo) si definisce una bigezione da Homc(~(T, r(b)), (R, ~)) sopra Homc((A , m), 
(R, r)) × H o m c ( ( B  , n), (R, v)): questo r isulta subito dalla propriet£ universale del 
prodot to  henseliano di coppie (cfr. prop. 4.1.). 

Allora, r ipetendo la dimostrazione fa t t a  da Grothendieck per gti schemi usuMi 
(err. [4] I ,  3.2.1.) sosti tuendo agli schemi affini (risp. agli apert i  affini) gli schemi hen- 
seli~ni affini (risp. gli al~erti henseliani affini) e applicando la prop. 4.6 anzich~ 
la prop. 3.2.1.3. di [4], possiamo provare  il seguente: 

TEORE)~A 4.7. - Dati due S-schemi henseliani 3 e ~ esiste il prodotto 3 × s ~ .  

DM teor. 4.7. si ha  subito~ con una dimostruzione simile ~ quella di [4] I, 3.2.3., 
il seguente eorollario: 

COROLLARIO 4.8. -- Sia ~ = 3 × s ~  , p: ~ ---~. e q: ~ -->~ le proiezioni canouiche 
] e g i mor]ismi strutturali di 3 e O, sia U un aperto di S, V (risp. W) q~n aperto di 7~ 
(risp. di O) conten~to in ]-~(U) (risp. in g-~(U)) allora il prodotto V × ~ W si identi- 
]ica canonisamente allo schema henseliano indotto da ~ sull'aperto p - ~ ( V ) ~  q-~(W) 
(considerato tome U-schema henseliano). 

OSSE~VAZI0~E. - Enuneia t i  anMoghi a 4.6., 4.7., 4.8. vMgono anche per gli schemi 
formali  (cfr. [4], I ,  10.7.). 

Proviamo ora un teorema che lega il p rodot to  henseliano e i morfismi adici: 

TEOICE~A 4.9. - Siano (3, 0~) e (3' ,  0~.) d~ee sehemi henseliani, ~ un ideale di de]i- 
nizione di 3, (X, 0x)----(3, 0~/J) ,  ]: 3 ' - + 3  un mor]ismo adico (e]r. 3.11.). Allora 
(X', Ox, ) -= (3',  0~,/]*(~)0~,) ~ il prodotto henseliano di 3'  e X su 2~. 

DI~. - Per  il cor. 4.8. ci si pub r idurre  al caso affine: siano Mlora 3 ---- sph(A, m) 
e 3'---- sph(B, n), sempre per le proprieti~ del prodot to  si pub supporre unche ~ --- 
con a ideale di definizione per (A, m) (in caso contrario basra  considerare il ricopri- 
mento di 3 fa t to  con gli apert i  del t ipo 2D(]) tMi che 3]~D(]) sia generato da un ideale 
di definizione della eoppi~ ~(At, mAs) e si applica il eor. 4.8. incollando i prodot t i  
ot tenuti) .  
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Si ha  al lora X = sph(A/a,  m/a)  e poich6 r(a)----m segue the  X = sph(A/a,  (0)). 
Pe r  definizione si ha  

m~ per  ipotesi  r ( a B ) ~  n e quindi  si ha  

X = sph(B/aB,  (0)) = (E ' ,  O~,/]*(~) O~,) = (X' ,  Ox,) . 
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