
Pseudogroupes de Lie de type fini et m~thode du rep~re mobile (*). 

YVON BOSSARD (Rennes) 

S u m m a r y .  - We describe precisely the method o] ~noving ]tames o] E. Caftan when, instead o] 
a Lie group, it is a Lie pseudogroup which acts on a maul]old. The di/]erentiable groupo~ds 
constitute the natural ]ramework o] the theory. The study o] the intransitive actions o/ g~'o~ps 
gives the motivations. 

I n t r o d u c t i o n .  

Lorsqu 'un  groupe de Lie G op6re diff6rentiablement sur une varidt6 V, il trans- 
forme un  germe de sous-vari6t6 de V en un germe de sous-vari6t6. C'est ta c~r~ct6- 
r isation des orbites pour  l 'action ainsi d6finie de G dans rensemble  des germes de 
sous-v~ri6t6s de V qui constitue, on le sait, r o b j e t  de 1~ gdom6trie diff6rcntielle des 
sous-v~ri6t6s de V (pour l '~ction donn6e de G sur V). 

Soit CP ~ l 'esp~ce des 616ments de contact  de dimension p e t  d 'ordre r de la vari6t6 V 
(cf. I ,  B ,  § 1). L 'ac t ion de G sur V d6finit c~noniquement une action de G sur C P  ~', 

en g6n6ral non transitive. On a donc pour tou t  r une ddcomposition de CP ~ en orbites 
et l 'on sait que la connaissance des fonctions diff6rentiables de CP r d~ns R,  con- 
stantes sur chacune des orbites, c'est-£-dire des invariants diff6rentiels d 'ordre r 
pour  l 'act ion de G sur V permet ,  dans ]es cas r6guliers, cette caract6risation. 

I1 est donc impor tan t  d ' indiquer  un proc6d6 pe rme t t an t  de d6terminer explicite- 
merit ces inv~riants diff6rentiels. C'est ici qu ' in tervient  la m6thode du rep6re mobile 
de E.  CAR~A~ ([2], [5]) qui permet,  dans lea cas r6guliers, de r~mener la recherche 
des inv~riants diff6rentiels de CP r £ ]a recherche des solutions de syst6mes diff6ren- 

tiels ent i6rement  explicit6s. 
L 'o rsqu 'au  lieu d 'un  groupe de Lie G, c 'est  un pseudo-groupe de Lie F qui op6re 

sur V, l 'act ion d e / ~  sur V se prolonge encore en une action de F darts l 'ensemble des 
germes de sous-varidt6s de V. I1 est possible, lorsque /~ est un pseudo-groupe de 
Lie de type  fini d 'ad~pter  Ia m6thode du rep6re mobile ~ l '6tude des orbites d6finies 
par I f dans l 'ensemble des germes de sous-vari6t6s. C'est en m4me temps qu 'une 
descript ion pr6cise de l~ m6thode du rep6re mobile, ce que l 'on se propose de montrer  
darts le pr6sent article. 

On s'est sys t6mat iquement  pl~c6 dans le c~dre des groupoides diff6rentiables, 
le seul qui nous semble convenir  pour une telle 6rude. Un paragr~phe 0 rassemble les 
r6sult~ts relatifs ~ux groupoldes, utilis6s dans la suite. On d6montre ~u p~r~graphe I 

(*) Entrata in Redazione il 12 lnglio 1973. 
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les th6orbmes g6n6raux de la g6omdtrie diff6rentielle des sous-vari6t6s d'une varidt6 
F-structur6e. La m6thode du repute mobile est ddcrite au paragraphe II.  

Par la eomplexit~ m~,me des structures de prolongement qui interviennent, la 
description de la mdthode du repbre mobile n'est pas immediate. Son utilit6 eepen- 
dant, ne serait-ce que par les beaux exemples trait6s par E. CARTA~, n'est plus 
d6montrer. 

Mademoiselle P. LIBEI~ANN m'a beaucoup aid6 dans la pr6paration de ce travail. 
ge tiens i~ h i  exprimer ici ma reconnaissance. 

O. - Groupoides diiferentiables. 

A) Groupoides diff~rentiables. 

D ~ o ~  ~ 1. - Une structure de groupoide est ddfinie sur un ensemble q~ par 
les donn~es suivantes: 

1) Un ensemble B c ~, appel6 base ou ensemble des unitSs de ~. 

2) Deux applications ~ et fl de ~b sur B induisant sur B l'application identique, 
est l'application source et fi l'application but. 

3) Une applica, tion i ,  dans ~, du produit fibr4 

# ~ = {(u, v) e ~ x q)/#(u) = ~(v)} .  

L'applieation i ,  qui est une loi de composition interne non partout ddfinie, 
doit (avec la convention if(u, v ) =  vu) vdrifier les conditions suivantes: 

a) ~(vu) = ~(u) ; #(vu)  = #(v) ; 

b) si (u, v) e ¢ # ~b et (% w) e ~b # q~, alors (wv) u -= w(vu); 

c) u~(u) = p(u) u = u. 

4) Une application v de q~ dans ~b v6rifiant: 

a) ~ o ~ = f l ;  f l o v - - ~ ;  

b) v(u) u = :¢(u) ; uv(u) = f l (u) .  

On pose parfois v(u)--=-u-L 

Un gronpoide est un ensemble ~b muni d'une structure de groupoide. 
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D]~FI~ITIO~" 2. - On dit  qu 'un  groupoide ~b est diff~rentiuble si: 

1) ~ est. une vari~t~ diff~rentiable; 

2) B e s t  une sous-vuridt~ (plong~e) de ~ ;  

3) a e s t  une submersion (et done ~ # ¢  cst une sous-vari~t~ de ~×~b) ;  

4) /~ et ~ sont diffdrentiables. 

E n  particulier,  si ~b eat diff~rentiable, ~ est un  diffdomorphisme et g et  fl sont des 
surmersions (i.e. submersions surjectives). 

E X E ~ L E  3. - Soit g u n  groupe de Lie operant  diff~rentiablement sur une vuri~t~ V 
On d~finit sur V × G une s t ructure  de groupoide diff~rentiable en posant:  

B = V × {~ (~ = ~l~ment neutre  de G) 

~ ( x ,  g) = (x,  ~) ; f l (x ,  g) = (gx, ~) 

/~[(x, g), (gx, h)] = (x, hg) 

~,(x, g) = (gx, g-~) 

Pour  d 'autres  exemples, voir [8]. 
On d~finit aisdment la not ion de sous-groupoide ~ d 'un  groupoide T (on impose 

£ l 'ensemble des unitds de T d 'e t re  le m~me que c e h i  de (b). Lorsque • est un  grou- 
poide diffdrentiuble, deux cus peuvent  se prSsenter (comme pour les groupes de Lie): 
le sous-groupoi'de T est soit immerg~, soit plong~ duns ~b. Seul le second cas inter- 
viendru d~ns la suite, done: 

D ~ I ~ T ~ O ~  4. - On dit  qu 'un  sous-groupoi'de T d 'un  groupoide diff~rentiable ~5 

est un sous-groupoide diff~rentiable, si: 

1) T eat une sous-vuri~t~ (plong~e) de ~ ;  

2) B e s t  une sous-vari~t~ de T ;  

3) ~ est une  submersion de T sur B. 

B) Action d'un groupoide diff6rentiable sur une vari6t6. 

Duns ce par~graphe et duns le suivant,  les groupoides sont supposes diff~rentiables. 
Soient  E une  vuri~t~ et p une  application diff~rentiuble surjective de E sur la 

vari~t~ B des unit~s du groupoide ¢ .  Lu project ion ~: ~ - ~ B  ~tant une submer- 
sion, le produi t  fibr4 

# E = { (~ ,  x) ~ ~ × E/~(u) = p ( x ) }  

est une sous-vari6t6 de ¢ ×  E. 
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D ] ~ T ~ o ~  5. - Une action diff4rentiable de • sur ~ comput ible  uvec p est une 

appl icat ion diff4rentiable 5 de ¢ ~ ~ dans E v4rifiant (avec 1~ convent ion c~(u, x) = 
= u x )  les conditions suivantes:  ~=~ 

t )  Si e e B  et p (x )=e~  on a e x = x .  

2) Si (u, v) e ~ # ~b et si (u, x) ~ ~9 # E, ators: 
~ =a  a=~  

(v, u x) e q~ # E et v(u, x) = (vu) x .  

D ~ y ~ T ~ o ~  6. - Soient E et E '  deux vari~t~s e t / / u n e  submersion de E sur E ' .  

On dit que des actions ~ et 5' du groupoide • sur E et E '  respect ivement ,  sont com- 
patibles avec H si, pour  tou t  (u, x ')  ~ppar t enan t  £ ~b # E ' ,  on ~: 

H o ~'(u, x ')  = ~ ( u , / / x ' ) .  

D]~FINITION 7 : E t a n t  donn~ x ~ E :  

r o rb i t e  de x est le sous-ensemble 0 . =  6[~-~(p(x))× {x}] des ~l~ments de E de 
la forme u x  avec u e ¢ ;  

le groupe d~isotropie ~5~ de x est l ' ensemble  des u e ¢ tels que ux = x. 

On note Re  la relat ion d 'equivalence:  <~ x et y ont  meme  orbite ~>. Une pa t t i e  

F c / ~  est dire saturee si elle est saturee pour  Re ,  e 'est-£-dire si Cest  une reunion 

d'orbites.  

D~:FI~ITIO~ 8. -- Soit U un  ouver t  satur4 de E.  On dit  qu~une submersion ] de 

source U est une C-submersion si, pour  tou t  x c U, 

o~ = {y e ~/](y) = / ( x ) } ,  

c'est-~-dire si les images r~ciproques des points du but  sont des orbites. 

P~oros~T~O~ 9. - Pour  un ouver t  satur~ U de E,  les dettx conditions suivantes  

sont  ~quivalentes:  

1) I1 existe une C-submers ion de source U. 

2) La  relat ion Ro est r~guti~re dans U (i.e U/R• est une wr i4 t4  et U-+ U/R~ 
est une submersion).  

P~EUVE.-  Imm4dia t e  /~ par t i r  des d~finitions, l~emarquer  que si ]: U - >  N e s t  
une C-submersion,  le but  de ] e s t  diff~omorphe ~ l~espaee des orbites de ~5 dans U. 

Soit W une sous-vari4t~ de E,  ¢ ~ W e s t  alors une sous-vari~t~ de ¢ # E comme 

image r~eiproque de W par  la submersion de ¢ ~ E sur E d~finie par  (u~ x)--> x. 
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D~FI~ITION 10. -- On dit qu 'un  ouvert  satur6 U de E est d6composable s'il existe 
une sous-vari6t6 W de U telle que 18 restriction de ~ h. q~ # W soit un diff6omorphisme 

de 6~ # W sur U. On dira qu 'une  sous-vari6t6 W c U, aysn t  la propri6t6 pr6c6dente, 
~ = 2 9  

est adspt6e ~ U. 
Soit U un  ouver t  d6composable et soit W une sous-vari6t6 adapt6e £ U. Er~ 

eomposant  6-~: U --> 4} # W avee l ' injeetion canonique de q~ # W duns q~ X W, on 

obt ient  une application (H~,FL) de U duns q~X W qu'on appellera la d6composition 

de U assoei6e £ W. 

D~FII~ITt0N 1t .  -- On dit  que x s ~ est r6gutier s'il existe un  ouvert  d6composable 
conten~nt  x. 

EXEMPLE 12. -- Consid4rons Faction, sur R 2, du groupe des rotat ions O+(R ~) d'ofi 
(cf. exemple 3) une action sur R:  du groupoide R2×O+(R~). Pour  cette action, l 'ou- 
ver t  R 2 -  {0} est d6composab]e, car il sufflt de prendre pour  vsri6t4 W une demi- 
droite ouverte  issue de 0 (0 exelus). Tout  point  de R-" - -  {0} est donc r6gulier. L'ori- 
gine 0 par  contre n ' es t  pus un point  r6gulier, car le groupe d' isotropie en ee point 
est O+(R~-). 

Les actions de proupo~des que l 'on 6tudie duns la suite, sont obtenues par  prolon- 
gement  de l 'action sur une vari4t4 d 'un  groupe ou d 'un  pseudogroupe de Lie. La 
condition suppl4mentaire suivante est ~lors v4rifi6e: 

CONDITION A. - -  I1 existe, pour  u e q~, une section diff6rentiable ~ de ~, d6finie 
dsns un  voisinage U de ~(u), telle que: 

1 )  = u ; 

2) ra, ppl icst ion s: v -+  a(fl(v))v d6finie duns fi-~(U) c ~ est un diff6omorphisme; 

3) l '8pplication A: x -~ ~(p(x)) x dgfinie duns p-~(U) est un diffSomorphisme" 

Une telle section a sera dire primitive.  L'applica, t ion ). (resp. s) est le diff6omor- 
phisme de E (resp. {b) associ6 ~ a. 

On suppose d6sormais que les groupoides v6rifient 18 condition A. 

EXE~LES 13. - Reprenons l 'exemple 3; ~b = V ×  G op~re diff6rentiablement 
sur V par :  (5((x, g), x) =- gx. 

Si u ----- (x, g) ~ ~b, l 'application a: (y, e) -+ (y, g) est une section primitive.  
Si _F est un  pseudogroupe de diff6omorphismes de V, et si ~5 est le groupo~de 

d 'ordre  k associ6 ~ _F (cf. I) ,  les applications: x->j~9~ [ ~ F ) s o n t  des sections pri- 
mitives pour  les actions naturelles de ~ d6finies 8u paragraphe I.  

L ' in t6r~t  des sections primitives provient  de cc qu~elles pe rmet t en t  de construire, 
pour tou t  (u, x) ~b #~ E,  un diff6omorphisme local Z de ~b # E d6fini au voisinage 

de (p(x), x), t r ans formant  (p(x), x) en (u, x) et compatible avec l 'action de ~ sur E, 
Plus pr6cis6ment: 
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PnOPOS~Tm~ t4 .  -- Soit (u, x) ~ ~a ~ E et soit a u n e  section pr imi t ive  de ~ telle 

que a(~(u)) = u. L 'uppl ica t ion  Z d4finie uu voisinage de (p(x), x) duns ~ ~ E  par :  

y )  _ -  y) = y) ,  

est  un  diff~omorphisme £ valeurs duns un voisinage de (u, x) tel  que: 

~) z(p(x) ,  x) = (u, x) ; 

2) (~ o Z == 2 o 5 (~ diff~omorphisme de E associ~ ~ ~). 

P~EVVE. -- ZU v~rificution des conditions 1) et 2) est immedia te  ~ par t i r  des d~fi- 
nitions. De  plus, s i s  est le diffdomorphisme local de ~b ussoci~ ~ g, on a: Z-~(w, y) ---- 

= (s-l(w), y) et  donc ~ est  un diff~omorphisme. 

D ~ T ~ O ~  ]5. - On dit qu 'une  sous-vuri~t~ W d e / ~  est t ransverse  aux orbites 

de ~5 duns E,  si pour  tou t  x ~ W, on a: 

T~E-~  T ~ W - ~  T~O~ 

off 0~ est  l 'orbi te  de x duns E.  

TH~O~]~E 16. - Si W c E est une sous-vari~t4 t ransverse  aux  orbites de ~b duns E,  

lu restr ict ion ~ ¢ # W de l 'upplicat ion ~ de ¢ ~ E duns E d~finissunt ruc t ion  de 

sur E est  une submersion.  

PREUVE. -- S0it 61 la restr ict ion de ~ ~ ~ # W. 

~) (~ est uue submersion en (p(x), x). 

E n  effet, l 'espucc t angen t  T~O~ appar t i en t  4v idemment  ~ 1'image de T~((,).~)6~. 
I1 en est de mSme de T ,  W, car lu restr ict ion ~ W de lu section canonique y - >  

-->(p(y),y) de E duns ~ ~ E  est une section de ~ t r ans fo rman t  x en (p(x),x).  

2) 51 est une submersion en (u, x). 

Soit en effet (u, x) e ~ ~ W~ soit a u n e  section pr imi t ive  de ~ tells que a(~(u)) ~- u 

et soit 7. le diff~omorphisme toc~l de ~b #~ E a.ssoci~ ~ a par  la proposi t ion pr~c~dente. 

La  restr ic t ion ~ de ; / ~  ~b # W e s t  un  diff~omorphisme local de ~ # W, et l 'on u: 

~ ° X ~ = ~  °~1, on a donc: 

CO]~OLLA~E 17. -- Soient ]: U--> V une c - submers ion ,  W l~imuge d~un ouver t  
de V par  une section diff~rentiuble, de ] e t  ~ l ' ouver t  sutur4 de W. Pour  que U soit 
d~composuble, il fuut et il suliit que les groupes d ' isotropie de ¢ duns ~ se r~duisent 

l ' identit4. 
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En  effet, W e s t  ulors t ransverse uux orbites, la restr ict ion (~ de ~ £ O # W e s t  
0 : = p  

donc une submersion, et  pour  que ~ soit bijeetive, il fuut et il suffit, pr~cis6ment, 
que duns ~', les groupes d' isotropie soient tous l~identit6. 

COROLLATE 18. -- Un point  x e ~ est r6gulier, si et  seulement s i i l  existe un  voisi- 
huge ouvert  U de x tel que 

1) U est lu source d 'une  O-submersion; 

2) Duns U, les groupes d' isotropie de O se r6duisent fi.l'identit~. 

E n  effet, le corollaire pr6c6dent montre  qu'il  existe, duns U, un  voisinage ouvert  
de x qui est d6composable. 

COROLLAmE 19. -- Soient E et E '  deux vari6t6s, H une submersion de E '  sur E ,  
et (V des actions de O sur E et  E '  compatibles a v e c / / .  Pour  tou t  ouvert  d6com- 

posable U de E, l 'ouver t  U'~-H-~(U) est d~composable duns E ' .  
Soit, en effet, W une sous-vari6t6 adapt6e £ U; W e s t  transverse aux orbites de O 

duns E.  Soit W'-=H-~(W); la eomp~tibilit6 de 5 et (~' avee H implique alors sue- 
cessivement que: 

1) U' est le satur6 de W' duns E ' ;  

2) La  restriction de (Y £ O # W I est bijective (car le groupe d' isotropie de ~ ,  
x ' ~  U' est contenu duns eelui de P(x ~) ~ U, qui est l ' identit~) 

3) W' est t ransverse aux orbites de O duns E '  car, H 6runt une submersion, 
pour  x ' e  w', T~, E '  est la somme de T~, W' et  d 'un  sous-espace dont  la projec- 
t ion par T~,H est T~O~ (uvee x=p(x ' ) )  or, la restr ict ion de / / g  l 'orbite 0~, est 
un  diff6omorphisme de 0~, sur 0 x 

W' 
, 0 ~ ,  

O~ 
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t:~E~IAI~QUE 20.  - Soit ~b un groupoide de base B, il existe une act ion naturel le  

de q~ sur B:  eelle d6finie par  l ' appl ica t ion (u, x) -+ [3(u) de ~b # B sur B. 
~=1 

I1 est possible d ' in terpr6ter  touter  les actions d 'un  gToupoide de cet te facon. E n  

effet, si q~ op~re sur la vari6t6 E,  les applicat ions suivantes d6finissent sur q~ # E 

une s t ructure  de groupoide de base E ( =  (B #1~)):  ~=~ 

~(u,  x)  = x ; /3(u, x)  = ux  

~ [ (u ,  x), (v, ux)] = (uv, x) 

v(u, x) = ( u %  ux) . 

}[uni de cet te  s tructure,  q~ ~ ]~ est le groupo~de des dIdments eomposables pour l'actio~ 

de q5 s u r ~ .  I1 est imm6dia t  que les orbites, pour  l 'ac t ion naturel le  de q5 ~ E sur 

sa base E,  sont les m~mes que les orbites pour  l 'act ion de q~ sur E.  ~=~ 

C) Formes canoniques. 

Soient E une vari6t5, T E  le fibr6 t angen t  £ E et H la project ion de T E  sur E.  
Soit q~ un groupo~de diff6reuti~ble et soient 5 et 5' des actions de q5 sur E et T E  com- 

patibles avec H.  Soit enfin p lu project ion de E sur la base B de ~b. 

D]~FIh-ITIO5 ~ 21. -- On appelle forme canonique associ6e uux actions de q5 sur  E 

et T E  le morph i sme  de fibr6s vectoriel  ~: T(q~ ~ E ) ~  T E  d6fini, pour  X(,.~)~ 
¢Z=:p 

T(~.~)(q5 # E ) ,  par :  

v(x(~,~)) = 5'(u-1, i,~(x(~,~))). 

EXEMPLE 22. -- Soit q~ a n  groupoide de base B op6rant  sur TB; pour  X ~ e  T~q~, 
o n  a ~ l o r s :  

v ( x . )  = u-~ 2 ' ~ ( x . ) .  

On convient ,  plus gdn6ralement,  6rant  donn6e une sous-vari6t6 M de q~ ~ E d 'appeler  

forme canonique induite  sur M par  les actions 5 et  5' de ¢ sur E et T E  la restr ict ion 

de U au  fibr6 TM.  Ce morph i sme  est alors £ valeurs clans le fibr6 ~'/V indui t  sur 
~ = p(M) par  TE. 

I. - Geometrie des sous-vari6t6s d'une vari6t6 F-structur6e. 

A )  

Soient G un groupe de Lie, 0: TG--~T~G sa forme de structure,  M une vari6t6 
connexe, ul et  u2 des applications diff6rentiables de M dans G. I1 cst bien connu 
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qu~une condition n~cessaire et  sufiisante pour que u~ = ~  o u~, avec ~ t ranslat ion 
gauche de G, est que u* 0 = u* 0. Ce paragraphe a pour bu t  le d~monstrat ion d 'un  
r~sult~t analogue lorsque G est le groupo'ide de d~finition d 'un  pseudogroupe de Lie 

de type  fini. 

§ 1. Za /orme canonique sur H~+I(V). 

Soit V une varidt4 de cl~sse C ~. Pour  tou t  entier r = O, 1, ..., on adopte  les 

notat ions suivantes:  

1) lYe(V) est la vari~t4 des jets d'orch'e r des diff~omorphismes locaux de V, 
0 

2) IF(V) est la varlet4 des jets d 'ordre r de l 'application identique de V. 
0 

On ident i f ie / /~(V) h, V par le diff~omorphisme x-->j~l 

3) ~(resp. /3), 1'application source (resp. but) cst ddfinie par:  

~(j~?) = x (resp. f i ( j~ )  = ~(x)) ,  

4) #: IF(V)~JF(V) - -~IF(V)  est ddfinie par  la composition des jets: 

/~(j~% j~ ~f) = j~(~ o q~) , 

5) v:H~(V)-~TI~(V) cst d6finie par  v( j~)  = 2~(~)'~ ~-~. 

On note  encore/ /~(V)  te groupoide diff6rentiable d6fini par  les donn6es pr6c6dentes. 

D~FINITI0~ 1.1. - Soit 9 un diff6omorphisme local de V, de source U' et de bu t  U". 
On appelle re l~ ' ement  de ~ ~ IF(V) et on note  ~ le diff6omorphisme local de [I~(V) 
de source fi-~(U') et  de bu t  fi-~(U") d6fini par:  

~ ' ( j ~ )  = j ; ( ~ o  ~) . 

Le r6sultat suivant  est bien connu:  

PROPOSITIO~N 1.2. -- I1 existe pour tou t  r u n  plongement  canonique de ll~+~(V) 
dans/ / I [H~(V)] .  

Soit en effet A e / F + I ( V )  et  ~ un  diffdomorphisme local de V tel que A ___j~+IF. 
Soit 1 l~application identique de V, le rel~vement ~r de ? ~ II~(V) est d~fini au voisi- 
nage de j~ l  ct  le prolongement  T(j~l)~ ~ de ~ aux vecteurs tangents  ~ H~(V) d'ori- 
gine j~ l  ne d~pend que de A (ct non de ?). L 'appl icat ion qui £ A =j~+1~ fair cor- 
respondre T(gl)? ~ e II~[1T(V)] est le prolongement annonc~. 

Le groupoide ll~[Ilr(V)] op~re naturel lement  sur sa base H~(V) et  sur l 'espace 
t angen t  T(II~(V)) et  ces deux actions sont compatibles avec la project ion de T(IT~(V)) 
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sur II~(V). On a done, sur lll(ll~(V))#=III~(V ) une forme canonique, qu 'on notera ~/. 

La projection de IlI(II~(V))#=II~(V) sur TII(II~(V)) induit  un isomorphisme de 
o o 

ll~+I(V) ~¢II~(V) sur II~+I(V) et done la forme eanonique sur ll~+~(V)~¢ll~(V) d~fi- 
ni t  un  morphisme 0 ~+1 de T(ll~+I(V)) sur le fibr~ ~(//~(V)), induit  par  T(ll~(V)) sur 
/°P(V). On dit que 0 ~+~ est 1~ forme canonique sur ll~+I(V). 

Soit ~+~ (resp./3~+1) l '~pplication de II~+t(V) dans H~(V) (resp. H~(V)) d~fmie par:  

0 "~+~ ' - -  "~ (resp. "~+~ fi~+~(3~ 9;) =)='~), ~,+~ ~+1~3~. 9~ -- 3~ 1 "~ • (resp. fl,+l) est la restriction a H~+I(V) 
de l 'upplication source (resp. but) de III(ll*(V)) sur II*(V) et l 'applieation//,+1---- 
= (a~+l,/3,+1) de II*+I(V) dans H~(V)×II*(V) est ~ valeurs dans / /~ (V)# / /~ (V) .  Si 

A-=3~"+l~w ~lI~+lrV)~ et si X ~ TaH~+~(V) est un  veeteur tangent  en A a ll"+I(V), on 

a done: 

L ' in t6r& de lm forme 0 ~+~ provient  du r6sultat suivant  qui est l 'analogue pour 
les groupoides d 'un  r6sultat obtenu en [6] dans le cadre des espaces fibres: 

Tm~o~g~E 1.3. - Soit ] un diff6omorphisme local de//~+~(V). Une condition n6ces- 
saire et  suffisante pour  qu 'au  voisinage de chaque point  de sa source ] coincide avec 
le rel&~ement ~ ll+~(V) d 'un  diff6omorphisme local de V (i.e. ] -  9~+1 pour  un 
certain ~0) est que ]* 0r+ l=  0 ~+1. 

P~EVVE. - Lu condition est 6videmment  n6cessair% montrons qu'elle est sufli- 
sante. Pu i sque /*  0 ~+1 = 0 ~+~, on a d 'une par t ,  ~+1 = ] o 0~+1 et d 'aut re  part ,  Tfl~+I(X) = 
: 0  ~ Tfl~+loT](X)= 0; ] laisse done globalement inv~ri~ntes les ~+l-fibres de 
II~+~(V) et, loculement,  une/3~+l-fibre de H~+I(V) est t ransform6e par  ] en une/3~+l- 
fibre. La  projection H~+I = (~+~,/3~+1) de II~+I(V) sur ]I~(V)#H~(V) 6rant une sub- 

mersion, il existe done localement un diff6omorphisme ]~ de /~r~(V) # H~(V) sur lui- 
¢ ~ = ~  

m6me~ de la forme (a, b) ~ (a, ]l(b)), avec ]1 diff6omorphisme local de II~(V), tel que: 

et  

I1 en r6sulte que: 

$ 

/~+1 °! =/1 °//~+1 • 

fl~+, ° f = / 1 °  fl~+:, 

(0 * forme canonique sur II*(V)). 

Montrons que f est la restr ict ion £ Hr+l(V) du rel~vement Ill de ]1 ~ II~[H*(V)]. 
Soit A ellT+I(V), on pose a = a,+l(A) et  b = flr+l(A); comme ](A) et  ]~(A) sont des 
isomorphismes de Ta[H*(V)] sur Tf.(b)[II~(V)], on aur~ ](A)=]t~(A) si pour  tou t  
X e T,[H~(V)], on a /(A)(X) = ]I~(A)(X). Or, soit :Y e TA[II*+I(V)] tel que A(X) : 
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= T~,+l ( lZ) ,  o n  a: 

]~(A)(X)  = rt~ o A ( X )  = r / 1  o 2 7 , + ~ ( r )  = T~,+I o r l ( r ) ,  

et 

[/(A)]-I o Tfi,+~ o T/(  Y)  -= 0 ~+~ o T]( Y) ---- 0~+~(~) = A -~ o A ( X )  = X ,  

done ](A)(X)  = / ~ ( A ) ( X )  d'ofi / (A)  = /~(A) .  
Le m~me raisonnement appliqu6 ~/~ permet d 'obtenir  un diff6omorphisme local 

(I1)1-----1~ de II~-~(V) tel que /~=/~III~(V) (restriction de /~ ~ II~(V)) et 

]* 0r-1 = 0~-1, 

et ainsi de suite; on construit  de proche en proche pour i < r - ] - 1  un diff6omor- 
phisme local ]~ de//~+:-~(V) tel que /~_: =/~[FI~+2-~(V). Le diff6omorphisme/~+~ est 
un  diff6omorphisme local de V X V de la forme 

(x,  y) -+  (x,  v ( y ) )  

avec ? diff4omorphisme de V; on v6rifie ais6ment que localement /----~v ~+~. 

§ 2. Z a / o r m e  de structure d 'un pseudo-groupe de Lie de t ype / in i .  

Soit /~ un pseudo-groupe de diff4omorphismes locaux de V [7]~ pour tout  r = 0 ,1 , . . .  

t r  ---- {j~'~v/? e F, x e source de ~v}, 

est un  sous-groupoide de II~(V) et la restriction de fl~ ~ ~5~ applique q~ sur ¢~-1. Une 
solution de qi~ est un diff6omorphisme local ? de V tel que, pour tout  x appar tenant  

la source de ~ on air: j ~ ? e  ~br. On dit  que F est complat d'ordre q si I '  est 
l 'ensemble des solutions de 4i% Si F est complet d'ordre q, il est alors complet d 'ordre 
s > q .  

D]~FII~ITIO~ 2.1. - On dit  qu~un pseudo-groupe /~ est un  pseudo-groupe de Lie 
de type  fini si les conditions suivantes sont satisfaites: 

1) Pour tout  r. le groupoi'de associ6 t r  est une sous-vari6t6 de I1,'(V). 

2) I1 existe q tel que F soit complet d'ordre q. 

3) I1 existe s tel que la restriction de fl~ ~ ¢~ soit localement un diff6omorphisme 
sur ~b~-l. 

Le plus peti t  entier q (resp. s) pour lequel la condition 2 (resp. 3) est satisfaite 
est l 'ordre (resp. le degr6) d e / ' .  Le degr6 est sup6ricur ou 6gal ~ l'ordre. 
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REI~IAI~QUES 2.2. 

1) On n ' impose p~s ~ un  pscudo-groupe de Lie de type  fini F 4'op6rer transi- 
vement  sur la vari6t6 V. 

2) Pour  tou t  r, q~ est un sous-groupo~'de diff6rentiable de H~(V). 

EXEMPLE 2.3. - Soit 0" le gToupe orthogonal ~ n variables. Ce groupe op~re 
naturel lement  d 'une  par t  sin" R" et d 'aut re  par t  sur l 'ouver t  R ~ -  (0} de R% D6si- 
gnons par  /~ ( r e sp . /~ )  le pseudo-groupe d6duit  de Faction de O.  sur R ~ (resp. 
R ~ - -  {0}). Le pseudo-groupe /"1 n~est pus un  pseudo-groupe de Lie de type  fini car 
fiSo, qui est un c6ne duns / /o(R')  = R~× R", n 'est  pus une sous-vari6t6 de II°(R'~). 
Pa r  contre, F~ est un pseudo-groupe de LiB type  fini~ d 'ordre  l e t  de degr6 2. 

Convenons de rioter j ~  le germe de ~ cn x et  soit: 

¢ = { j ~ / ~  ~ F, x ~ source de ~0} . 

La  loi de d6composition ( j~.(~)~) . ( j .~)=j~(9o~) muni t  ~ d 'une s t ructure  de 
groupoide de base V. Pour  tou t  r, l 'application j~ de ~ sur #~ d6finie par:  

est un  homomorphisme.  

P~oPosI~ION 2.4. - Soi t /~  un pseudo-groupe de Lie de type  fini de degr6 So. Pour  

s>so, j~ est un  isomorphisme de ¢ sur C t  
Soit s>~So et  soient ?~ et ?~ e F tels que TM -- TM 3~ % -- 3~s ~2; les applications j~-~ ~ 

et j*-~ ~ de V duns ~ - ~  ont  m~me application lin6aire tangentc  en x0. Comme ¢ 
est localement diff6omorphe ~ q~-~, les applications j ~  et  j ~  on~ aussi la m~me 
propri6t6. Doric, en associant ~: A ~- j:o ~ ,  l 'espace tangent  en A ~ l ' image de j ~ ,  
on obtient  sur q~ un champ d~616ments de contact  compl~tement int~grable dont  les 
vari6t6s int6grales sont les images des applications j~F pour ~0 ~/~. I1 en rdsulte 
que si j ~ = j ~ % ,  on a j~v?~=j~ 4'06 ]e r6sultat. 

CO~OLLAIRE 2.5. - Pour  s > So, [~ induit  un  diff6omorphisme de ¢s sur ~8-t. 

I1 suflit en effet de remarquer  que /3~ = (j~-l)o (j~)-~. 
Soit A ~ ¢~o, notons encore A l 'uniquc 616ment de ¢~o+~ dont  l ' image par  fi~o+~ 

est prdcisdment A. Consid6r~ comme 616merit de II~[II~°(V)] (cf. proposit ion ] .2),  
A induit  un  isomorphisme de T~(~)q)~° sur TAO~°; son inverse, qu 'on notere A -~, 
applique donc T ~  ~. sur T~(~)~5~o. Soit alors, ~'¢~. le fibr6 induit  par  T~b~ sur la 
var i6 t6 /~o(V)  des unit6s de qiso. 

D~FINITION 2.6. -- On appellc forme de s tructure du pseudo-groupe/~ et on note co 
lc morphisme de fibr6s vectoriels de T ¢  s. sur ,~b~. compatible avec l 'application 

o 

~: q~o~H~o(~) et  d6fini pour XA~TAq~'o par:  

~ ( x A )  = A-~(X2 .  
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Spit 9 e F, pour  tou t  r, le re lbvement  9 ~ de 9 ~ H~(V) induit  un diff6omorphisme 
local de 4 5 qu 'on  note encore 9 r et qu 'on  uppelle rel~vement  de 9 £ dr" 

T E ~ 0 R ~ E  2.7. -- Spit / un  diff6omorphisme local de 4 %  Une condition n6cessaire 

et  sulfisunt.e pour  qu 'uu  voisinage de chuque point  de s~ source / coincide ~vec le 
re lbvement  ~ 4 ~. d 'un  diff6omorphisme 9 e i v  est que /*co = co. 

PREUVE. -- Comme fi~0 est loculement un diff6omorphisme, son prolongement  aux 
o o 

vecteurs~ T/~o, indui t  un  isomorphisme de Td~o sur Td~° -1. Si l 'on  note encore 0~. 

la restr ict ion ~ T4~o de la forme canonique de/7~o(V), il est imm6diut  que 0~0 est b 

valeurs  d~ns ~4~o -1 et que: 

Tfi~° o ~o = 0 ' . .  

On u done:  / * e o = c o ~ / * 0  ~.= 0 ~o. 

Lu n6cessit6 de la condit ion est ulors imm6diute.  Pour  mont re r  que la condit ion 
est suffisun~e, on remurque d'ubord~ par  un  ra i sonnement  analogue ~ celui de la 

proposi t ion 1.2, que, pour  tout  r, 4 *+~ se plonge canoniquement  duns H114~]. Ceci 
6taut ,  on proc~de comme pour  ]u d6monst ra t ion  du th6orbme 1.4 : / d6finit un  diff6o- 

morph i sme  local/~ de 4~o -1 dont  le re l#vement /~  ~ H~[4~. -~] coincide uvec / en restric- 
t ion ~ 4 %  de m~me/1  d6finit/~ diff6omorphisme local de 4~0 -°- et ~insi de suite jusqu '~ 

obtenir  un  diff6omorphisme local 9 de V dont  les rel~vements successifs 9 ~ induisent  

les dfff6omorphismes locaux /~ de 4~0 - '  pour  r <  So et tel  que / -  9% Ce diff6omor- 

phisme uppar t ien t  ulors ~ iV car pour  tou t  x appur tenan t  ~ lu source de 9, J:"9---- 
~a "Sa = 9 0~ 1) =/( j~°  1) uppar t ien t  ~ ¢b~. et  done 9 est solution de 4~o d'ofi  le r6sultut.  

On pose d6sorm~is 4~o = 4 ;  on dit  que 4 est le groupoide de d6finition de F. 

Tttl~Ol~lV[E 2.8. - Soient ul et u~ deux applicat ions diff~rentiubles d 'une  vari6t6 

dane 4 .  Une condit ion n6cessuire et suffisunte pour  que loculement on air:  

est que 

q~2 ~ (P o U 1 

U i (22, ~ 'l~ 2 ( 0  . 

uvec 9 e F 

P~EVVE. -- Lu condit ion est  6v idemment  n6cessaire. Elle est uussi suffisunte. 
Soient en effet/71 e t /73  les premibre et seconde projections de 4 X 4 sur 4 et spit 

4 # 4  la sous-vari6t6 de 4 X 4  fo rm,  s des couples (A,B)  tels que ~(A)-= ~(B). 

Pnisque  u*o~ = u 3 (,9, l ' appl iea t ion  u: x -+ (ul(x), u2(x)) de M duns 4 X  4 est £ valeurs  
duns le p rodui t  fibr6 4 # 4 et  de plus, si on pose tO * * --H3o9 , on u ' tO = O. 

Spit C le c h a m p  d6Wments de contac t  d6fmi sur 4 X 4 par  tO = 0. Lu restr ict ion 
de eo £ 1'~ 4 ~tunt  un isomorphisme pour  tou t  A, lu dimension du champ  C est 
4gule g celle de 4 .  

Spit (A, B)E 4 ~ ~ et soient 91 et 93 E iv tels que A = 3~'~°9~ et  B ---- )~ TM 9~" le 

re lbvement  de 9 = 92 ° 9~ 1 ~ 4~ qu 'on  noteru encore % v6rifie 9*o9 = eo (th6orbme 2.6). 

2 - A n n a l i  d l  M a [ e m a U c a  
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Le graphe de ~ est donc une vari6t6 int6grale de dimension maximale du  champ C, 
enti~rement contenue duns ¢ # ~5, et  passant par  (A, B). La  restriction 0 du champ C 

~b # ~b est donc un champ complgtement  int6grable dont  les vari6t6s int6grales 

ont  m@mes germes que les graphes des relgvementa £ ~b des diff6omorphismes de F. 
Comme ~ eat ~ valeurs dana ~5 # ¢ et  v6rifie u*sQ = 0, u e s t  n6eessairement 

a X = ~  

valeurs duns une vari@t6 int6gwale de ~ (en restreignant  @ventuellement la source 
de ~), d'ofi le r6sultat. 

Loraqu 'un groupe de Lie G op~re sur une vari6t4 V on sait~ duns les cas r4guliers, 
depuis les t r avaux  de S. Lie et E. Cartan entre autres, ramener  le probl~me de l'dgalit6 
modulo G de deux germes de sous-vari~tds ~ un probR~me de comparaison d'invu- 
riants diff@rentiels. On d~montre un r6sultat analogue en remplagant  les groupes 
par  des pseudo-groupes de Lie de type  fini. Le § 1 a pour bu t  de fixer un certain nombre 
de notat ions;  le § 2 contient  les r@sultata. 

§ 2. Les espaees ff~; 7ju; p,.; Cp~; (S~.; assoeids d u n e  varidtd V de elasse C °~. 

a) Germes d'immersions et germes de sous-varigtds. - Soit/~ une immersion de R~ 
duns V e t  j~# le gerrne de # en x; on pose ~(j~/z) : x et  fi(j~#) ~--#(x). L~ensem - 
ble ff~ des germes d~immersions de R ~ duns V e s t  nn  faisceau de base R ~, il eat donc~ 
en ran t  qu'espace 4tal~, naturel lement  muni  d~une s tructure de varlet4 de dimension p 
pour  laquelle ~ est un diffdomorphisme au voisinage de tou t  point. Au voisinage 
de j~/~, on a: fl : / ~ o ~  et donc fl est une immersion. 

On note ~ le quot ient  de ff~ par la relation: (( il existe un diff~omorphisme local a 
de R ~ tel que j~/~ ~-j~(v oa) ,). ~ est la varidtd des gerraes de sous-varietds de dimen- 
sion p de V. L~application fi passe au quot ient  et induit  une ~pplication/~ ae ~. sur V 
qui est aussi une immersion. E t a n t  donnde une immersion/~ de R ~ duns V~ on con- 
vient  de noter  ~ #  le germe de sous-vari~td d~fini par j~# ~ If~. 

Soit ~ (resp. a) un diff~omorphisme local de V (resp. R~), le prolongement  de 
(resp. a) ~ ffa es~ le diff~omorphisme local ~ (resp. ~ )  de ff~ d~fini par  ~ ( j ~ / ~ ) :  
: j~(q~o#)  (resp. a~(j~#)-----j~_~(~)(,u o~)). On a C~o~0 : a (reap. f l o ~ : f l )  et donc % 
(resp. ~ )  est un  ~-diffdomorphisme (resp. fi-diff6omorphisme). 

On d6finit le prolongement  ~ de ~ £ 7S~ par passage de ~ uu quot ient :  

= 

b) RepUtes et dldments de contact d'ordre r . -  Un repute d'ordre r et de dimension p 
de V est le jet  d 'ordre  r, de source 0, d 'une immersion de R ~ dana V d~finie au voi- 
sinage de 0. I1 existe sur l 'espace P* des repute d 'ordre r et de dimension p de V une 
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s t ructure  c~nonique d'espace fibr~ diff6rentiable de base V dont  la project ion est 
Fapplication bu t  de P" sur V. 

Le groupe L~ des r-jets inversibles de R ~ duns R ~ de source et bu t  0 opSre 
duns P~: si l = Jo a ~ L~ et si a = jg# e P~, alors l . a  = jo(/Z o a). On note  C P  ~ l 'espace 
des orbites de P" pour cet te  action; les dldments de CP ~ sont les dldments de contact de 

d imens ion  p e t  d'ordre r de V.  On n o t e / / I ~  projection de P~ sur C P  ~ et Fon convient~ 
pour  j~/z ~ P~ de poser H ( j ~ # )  =-- ]Oft. L 'applic~tion de C P  ~ sur V obtenue par  passage 
de t3: P~--> V au quot ient  est not re  /~: pour X e  CP ~, f i (X) est Forigine de X. 

I1 existe sur C P  ~ une structure de vari~t6 (n~cessairement unique!) telle que I I ,  

soit une submersion. De plus~ la project ion/~ est une fibration diff~rentiable de C_P ~ 
dont  la fibre est la varlet6 des ~l~ments de contact  d 'ordre r de dimension p e t  d'ori- 
gine O duns R '~ (n ~--dim V). 

Soit ~ un  diff~omorphisme local de V, te prolongement  ~ (resp. ~f~'~) de ~ ~ P~ 
(resp. C P  0 est le diff4omorphisme local de P" (resp. C P  D d~fini par:  cf ( jop)  = j(oq~ o#) 

(resp. ~'~(]o/*) = ]o(~ °/*)). 
Pour  x e R ~, soit r~ la t ranslat ion de R ~ d~finie par  ~ ( 0 ) =  x. On d~finit une 

application fi, de ffa duns P~ par :  f i , ( j ~ # ) =  Jo(# ° -c,). Au voisinage de j , #  e ff~, fl, 
est compos~e de ~: ff*--> R ~ et de l 'appIieation x -+Jo(/* °*~); ees deux applications 
~tant des immersions, fl,. e n e s t  aussi une. 

On note ff~.~ la vari~t~ des germes d' immersions de R ~ duns P~. Soit #:  R'--> V 
une immersion, et soit j*#: x --> fl,(j~#) le rel~vement de # duns P*. L 'applicat ion j ' #  
est une immersion de iR a duns _P" comme eompos~e de deux immersions. On d~finit 
une  application j" de ff~- duns ffa.~ par :  j~(j~#) =j , ( j~ / , )  et eette application, qui v~- 

rifle fi o j* = fi, est  une immersion car f i e t  fir te sour. 

c) Act ions  de ¢ sur ff*, 73~, p~, Cp, .  _ Soit F u n  pseudo-groupe de type  fini 
sur V e t  soit q~ le groupoide de d~finition de F (el. I ,  A); on a des actions diff&ren- 
tiables de q~ sur flu, ~a p ,  et CP ~ compatibles avec les projections eanoniques de ces 
vari~t~s sur V. Plus pr~eis~ment: 

L 'ac t ion  de q} sur ff~ est d~finie par:  

L 'act ion de ~ sur 75~ est d4flnie par:  

~(J~% L~) = ¢~(J,~) • 

L'act ion de ¢ sur P* est d~finie par:  

~(j~% j;~)  = j;(~ o~) .  

L~action de ¢ sur CP ~ est d6finie par:  

a( j~% ];#)  = qT.o(];#) . 
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On remsrquera  en outre que ees diff6rentes actions sont compatibles entre elles 
et que ]u condition A (ef. 0) est v6rifi6e. 

§ 2. :Egalitd, modulo I", des germes de sous-vari6tes. 

Duns ce qui suit, F est un pseudo-groupe de Lie de type  fini de degr6 So sur V; 
~5 est le groupoide de d6finition de F. 

Soient # et v deux immersions de R ~ duns V d6finies au voisinuge de x. 

D~,vI~ImlO~S 2.1. - On dit que les germes d' immersions j~# et j~v sont 6gaux 
modulo 1"~ sU1 existe une t runsformution 9 e F telle que: 

j~(~o o#) ----j~v. 

On dit que les germes de sous-vari6t6s ]~/~ et ]~v sont 6guux modulo F, s'il ex- 
iste un diff6omorphisme local a de R ~ tel que les germes dUmmersions j~# et j~(v o a) 
soient 6gaux modulo 1". 

Soit F~( resp. Fj)  le pseudo-groupe engendr6 duns ff~ (resp. ff~) par les prolonge- 
ments  h ff~ (resp. ~;.) des diff6omorphismes de iT'. Avee les notations du § 1, a) il 
est imm6diat  que deux 616merits A e t  ~ ~ ff~ (resp. A e t  ~ e ~.) sont 6gaux modulo 1", 
s'ils appsr t iennent  £ la m~me clause dUntransitivit6 de 1"  (resp. Y )  duns ff~ (resp. ~ )  
ou, ce qui est 6quivulent, £ lu m~me orbite pour 2action de ~b duns ff~ (resp. 73~) d6fi- 
hie au § 1. 

Pour  s>r, la projection de P~ sur P~' qui ~ J0# associe jott est une submersion 
et les actions du groupo~de ~ sur P~ et P~ sont compatibles uvee cette projection. 
On peut  done appliquer le corolluire :t9 du chapitre 0 et donc, si U c ~ est un 
ouvert  d6composable, son imsge r6ciproque U ' c P~ est d6composable. De plus, si w 
est une sous-wri6t6 adupt6e ~ U, son image r6ciproque W ~ duns P~ est adupt6e 
U'. Ceci permet  doric d'associer ~ la d6composition ( / /1 , / /2)  : U -~ q~ × W de U 

! 

une d6composition (HI, H~): U'--> ~5× W ~ de U'. 

D~I~ITIO~ 2.2. - Un ouvert  ~L c ¢~ est d6composuble d 'ordre r si ~ est 1Umage 
r6ciproque par  fl~: ff~-->P~ d 'un  ouvert  d6composable U duns P~ et s i r  est le plus 
pet i t  entier  ay~nt  eette propri6t6. 

Soit qL :-fl~-l(U) un ouvert  d6composable d~ordre r d~ns ff~ et soit (//~, H~): U-~  
--> ~b× W une d6eomposition de U. On d6finit pour chaque s > r  une application, 
not6e (II~,II~), de ~L duns ~b× W' en composant  lu projections fi~ de qL sur U ' c  P~ 
avee la d6eomposition (H~,//~) W' : U ' - > ~ ×  associ6e ~ (II~,TI~). On dira que l 'ap- 
plication (H~,//~) est l~ d6composition d 'ordre  s de ~L ussoei6e /~ (H~ H~). 

T m ~ o ~ ) [ n  2.3. - Soit ~ : fi~(U) un ouver t  d6eomposuble d 'ordre r duns ff~, 
soit ( / /~ / /~)  une d6composition de U et soit ~_~(/7 ~+~,~.~r~+~ lu d6composition d 'ordre 
r + 1 de % associ6e ~ (lI~, 11~). Pour  qu 'un  ~-diff6omorphisme local ] de ~/L (i.e. 
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= e o ] )  appar t ienne  au pseudogroupe C~, il fau t  et il suffit que l 'on  air:  

] - / r +  1 / - [ ~ +  1 

PREUVE. -- Le condition est g~ddemment n6eessaire, montrons qu'elle est suIIi- 

sante. Soit ~4 un 616ment de la source de f, soit B -- ](A) st soient # et ~ des im- 

mersions d6finies au voisinage de xo duns R p telles que A:j .~o# s t  B : j ~ v .  
8oit  U' l ' image  %ciproque de U duns p,+l,  la condition (1) implique que pour tou t  x 

• f + I .  - r + l  voisin de x. ,  j~ /x et  j~ v appar t i ennen t  ~ la mgme orbite de 0~ dane U'. Dane U~ 
j~# et j~v appa r t i ennen t  done aussi ~ la mgme orbite et de plus, il existe % e / '  tel 

que, en x, les applicat ions lin6aires tangentes  de j"v et ~.~ o j ~  soient 6gMes. Si 
done on pose u~=H~oj 'v  et u 2 = H l o j ~ ,  on a, pour  tou t  x voisin de Xo: T~u2--  

= T , ( ~  o u J .  Comme la forme de s t ructure  co cur ~ est invar ian te  par  i', on a done 

u*(eo) = u2(o)) d'ofi par  le th6orgme 2.8 du A), l 'existence de 9 e 1" tel que u2 = ~ o u~. 
E n  p ro j e t an t  par  fi: ¢ - +  V, Cette derni6re 6gMit6 duns V, on en d6duit  que les 
appl icat ions ] ct  ~% coincident au voisinage de A, d'ofi le r6sultat.  

Convenons, 6 tant  donn6 j 4 ~ e  ffz, de noter  fi la section canonique de ~: f f ~  R ~ 
telle que f i (x)=j~#.  Avec les notat ions du th6or@me pr6c~dent, on a: 

CO~0LLAmE 2.4. -- Pour  que les 616ments A = j~# et Lg - - j ~ v  de °d~ soient 6gaux 

modulo  1" il f au t  et il suffit qu ' au  voisinage de x on air:  

rl~+lofi=H~ +~ ~. ( 2 )  ~ o 

I1 suffit en effet de r emarquer  que 1~ condition (2) ~quivaut  ~ l 'existence d 'un  

~-diff6omorphisme f ( =  ~ofi-~) de qL tel que ](A) : 55 et ~rr~+~ o] =~rF+~. 
Le passage des germes d ' immers ions  aux  germes de sous-vari6t6s se fair  sans 

difficult6. On ~nonce un iquement  les %sultats ,  laissant  les d~monstrat ions au lecteur. 

D ~ Z T ~ O ~ -  2.5. - Un ouver t  qL c ff~. est d6composabte d 'ordre  r si ~l~ est l ' image  
rgeiproque par  fi,: ~z-> CP ~ d 'un  ouver t  d~composable U duns CP% avec r min imum.  

PRo~osr rms-  2.6. - Si U es un  ouver t  d6composable duns CP% alors les images 

r6ciproques U' et  U de U duns CP 'q-~ et P% sont d6eomposables. 

CO~0LLA~E 2.7. -- Si 9L c ff~- est d6composable d 'ordre  r~ son image %ciproque 

%1~c ff~ est d6composable d~ordre r. 

On en d~duit  le: 

TH~0R~5~E 2.8. - Soit n& c ff~. un  ouver t  d~composable d 'ordre  r, Rb c ff~. l~image 
- -  / ] ~ r r + l  1-Ir+l~ r4ciproque de qL duns p z  at ~..~ , . ~  ~ une d6composit ion d 'ordre  r +  1 de RL 

associ6e /~ une d6composit ion (//1, H J  de U : fi~(%g). Une condition n6cessaire et 
sutfisante pour  que ]4~ et  ? '~ soient 6gaux modulo  1, est qu ' i l  existe un  diffgomor- 

phisme local a de R ~' tel que a ( x ) =  y et: 

(3) H~+~ o p _  lr,'+~ - - ~ . ~  o(~o,~). 
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Ce qui pr4c~de montre  que, pour les ouverts dScomposubles d 'un  certain ordre 
duns ~ ,  le probl~me de l'4gulit~ m o d u l o / '  de deux germes de sous-vuri4tSs uppurte- 
nunt  £ ces ouverts, est une lois donn4e une d~composition d~un ordre convenuble, 
rumen~ ~ un probl~me clussique d'unulyse: lu recherche, ~tunt donn4e deux upplieu- 
tions v e t  w, d~un diff~omorphisme a tel que w ~ v o~. I1 reste done ~ indiquer un 
proc~d~ pe rmet tun t  de d4terminer expliei tement les ouverts d~composables de ~ 
uinsi que des d~compositions de ces ouverts £ nn certain ordre. I1 suffit pour  celu 
(cf. proposit ion 2.6) de savoir d~terminer, duns C P  ~, les ouverts d~eomposubles et 
des d~compositions de ces ouverts. C'est pr~cis~ment ~ 18 recherche de ees ouverts 
duns C P  ~ qu'est  udupt4e lu m~thode du rep~re mobile de E. Curtun que l 'on ~tudie 
en II .  

II. - La m~thode du rep~re mobile. 

Lu m6thode du rep~re mobile dont  le but  est, comme nous venons de le dire, 
18 recherche des ouverts d~composubles duns les espuces CP ~ (r = 1, 2, ...) est une 
m~thode rScurrente. Pour  en d~monter le m~eunisme, il suffit donc, et e 'est  ce que 
nous ferons, d ' indiquer  de fagon pr4cise le pussage de Fordre 0 £ l 'ordre 1. Comme 
pr~c~demment, ~b d~signe le groupo~de de d4finition d 'un  pseudo-groupe de Lie 
de type  fini /~ sur V. Les actions de ~b sont celles d~finies uu (I, B, § 1). 

§ 1. Invar ian t s  diRdrentiels et semi- invaria~ts .  

D~rI~ITIO~" 1.1. - Soit U un ouvert  de CP r sutur~ pour l 'uction de ~b duns C P  r. 

On dit qu 'une  fonction num4rique diff~rentiuble ]: U-~  R est un invuriunt dif- 
f4rentiel si, la restriction de / £ chuque orbite de ~b duns U est constunte. 

I1 est bien 5vident que si /:  U - + R  ~ est une ~b-submersion (cf. 0) chucune des 
composuntes /~, .. . ,/ , ,  de / est un invuriunt diff~rentiel sur U. R~eiproquement,  lu 
connaissunce uu voisinuge de tou t  point  de C P  ~ des invariunts diff~rentiels permet  
de construire des qS-submersions et donc, de d4terminer les points r~guliers et les 
ouverts d~eomposubles. Ce qui suit est pr~cis~ment consucr~ £ lu d~terminution des 
invuriunts diff~rentiels. 

On suppose donnde une qS-submersion ]o de]inie sur  un  ouvert satur6 Uo de V e t  

valeurs dans un  espace qu'on peu t  toujours supposer  dtre un  espace R ~. 

Soit U1 l ' imuge r~ciproque de Uo duns C P  1 par  lu projection cunonique de C P  ~ 

duns V. On se propose d ' indiquer comment  rumener lu recherche des invuriunts 
diff~rentiels duns U1 ~ lu r~solution d 'un  syst~me diff~rentiel d~fini sur un espuce 
convenuble. 
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On ]ait choix d'une sous-vuri6t6 ~¥o de V image d 'une section de Jo. Ce ehoix 
permet de d6finir un certain hombre d'espaces dont  les liens sont r6sum6s duns le 
diagramme ci-dessous: 

/ 
¢,.#zq 

/ 

As 

¢e~vl ,, 

/ 
/ 

T ~ 

T* 

g~ c Cp~ 

/ 

m ~ r c ] r  

Les fl~ches horizontales (resp. verticales) non nomm6es sont des injections (rcsp. 
projections) canoniques. 

ON, groupoide d'isotropie de q~ uu-dessus de No est le sous-groupoide 
de q) form6 des X ~ q} tels que ~(X) soit 6gal ~ fi(X) et uppurtienne 

2~. C'est une somme de troupes de Lie. 

q~ # No est le produit  fibr6 de q5 et No pour les applications ~: q~ -+ V e t  i, 
injection canonique de No duns V. 

q~v, @ No est le produit  fibr6 de q~vo et No pour les applications ~ et i, e 'est 
une sous-vari6t6 de ~b # No, isornorphe ~ ~ .  

A o est l 'ensemble des 616ments de ~b~v * @No de la forme (j~l,x).  On 
peut  1'identifier ~ l 'ensemble des unit6s de q~N.. 

~po est d6fmie par: ~o(j=% x) = ~(x) =/3(j=~).  

~Vo ° est la restriction de ~v ° ~ CN, # No. C'est en fair la projection sur No. 

-No 1 est la sous-vari6t6 de CP 1 form6e des 616ments de contact dont  l'ori- 
gine appartient £ No. C'est un fibr6 de base No. 
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# # N o  est le produit  fibr6 de ~b et 3 rl pour les applications e: ~ - ~  V et 
/~: hro~-+ V, off fl est 1~ restriction g ~Y~ de la projection cunonique 
de CP ~ sur V. 

91 

#ivy) 

cst l 'ensemble des 616merits de ~b~, # /go  ~ de la forme (j~ 1, x~). C'est 
doric l 'ensemble des nnit6s de ~ 0  g~3ro~ pour la structure de grou- 
poX'de, somme de groupes de Lie, de base 3 rl. 

cst d6finie par: p~(j~% x ~) = ?~'¢(x~). 

est la restriction de },~ g ¢~o # No ~. 

est une somme d'alggbres de Lie: c'est l'Mg6broide de Lie de ~bx. # 3to ~ 
consid6r6 comme groupo'de (somme de groupes de Lie) de base No ~. 
C'est doric l 'ensemble des vecteurs tangents £ ~bz, ° # N o  ~ dont l'ori- 
gine sppart ient  £ A 1 et qui sont verticaux pour la projection de 
~b~o # 3r~ sur 3r~ qui ~ (j~% x ~) associe x ~. 

Ty'~ est le prolongement de ~ aux vecteurs. 

T,y,1 o o  est la restriction de T% I ~ 1 " ( ~ o  #3r~). 

L~ restriction ~ ~bs.° # N 1 de l 'application de q~ # U~ sur 

(resp. T2V~) est le fibr6 tangent  £ ~N0 # N1 (resp. N~). 

U~ d6finissant l'ac- 
tion de ¢ sur U 1 est ~ vMeurs duns 3to ~ et d6finit une action de ~b~T sur 2V 1. Soit ~ 
le groupe d'isotropie de ¢ en x e N oet  soit (No~)~ le fibre da 2Vo ~ d'origine x, c'est-~-dire 
l 'ensemble des 616ments de contact (de dimension p) d'origine x; le groupe ~b op~re 
naturellement snr (IYo~)~ ct Faction de ~b~T° sur ~Y~ est la ~ somme ~ pour x ~ No, des 
actions de ~b sur (3/o~)~. En particulier, les orbites de ~b~° duns 2V 1 sont routes situ6es 
duns les fibres de 2V~o et se projet tent  doric duns N o suivant des points par la projec- 
tion de No 1 sur hr o induite par la projection de CP ~ sur V. On d6signera par invariants 
sur ~Y~ les fonctions num6riques diff6rentiables d6finies sur des ouverts satur6s de 3T~ 
(i.e. r6unions d'orbites pour Faction de ~b~. sur 3 rl) et constantes sur les orbites de ~b~o 
duns/go 1. 

Soit J un invuriant diff6rcntiel sur U1, la restriction ]' de ] ~ 3/o 1 vdrifie: (T]')o 
O/ 

o(T %~) = 0. Sons certaines conditions, la connaissance des solutions de eette 6qua- 
tion permet de d6terminer les invariants diff~rcntiels sur U 1. Plus pr6cis6ment: 

D]~FINITION 1.2. - On appelle semi-invariant sur No ~ route application diff6ren- 
tiable num6rique l d6nie sur un ouvert satur6 de N~ et telle que: 

( r t )  o = o .  

On remarqueru qu 'un semi-invariant est une fonction localement constsnte sur 
chaque orbite de ¢¢~0 duns hro 1. 
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TH]~OR~[E t .3 .  -- Si, pour  tou t  x a U o le groupe &isotropie ~b est eonnexe, tout  
semi- invar iant  sur N~ est la restr ic t ion d 'un  invar ian t  diff~rentiel de U 1 et d 'un  seul. 

Le th~or~me est une consequence immSdiute des lemmes suivants :  

L n ) ~  1.4. - I1 existe, pour  tou t  x l ~  U~, une submersion d6finie au voisinage 
de x ~, ~ vuleurs dans N~ et compat ib le  avee les relat ions d '6quivalence d6finies par  ~b, 

sur U~ et q}~o sur Nao. 
Soit en effet x ]u project ion de x ~ duns U~ et soit s une section diff~rentiable de ~ 

d4finie sur un voisinuge Xb~ de x (une tel]e section existe cur % est une submersion 
(0, th~or~me 1.6)). S o i t / / 1  la project ion de ~b ~¢N~ duns q) et soit e~----H~os; si 

%L~= fi-~(gl~) est r i m a g e  %ciproqne de gl~ pa r  la project ion U~-+Uo, l 'appl ica-  

t ion S~ d6finie sur ~/L~, par :  S~(y ~) = [e~(fl(y~))]-~(y ~) est £ valeurs  duns N~ et  v6ri- 
fie les conditions unnonc6es. 

LEIVIME 1.5. -- Tout  invar iunt  diffgrentiel sur 3/o ~ (pour Fact ion de ~Z~o) se pro- 
longe en un invar iunt  diffgrentiel sur U~. 

Soit en effet h un  invar ian t  d4fini sur un ouver t  qg de No ~. Le saturg @ de ~[7 

duns U~ est ouver t  car, avee les notat ions du l emme pr~c4dent, pour  x~e  U~, ~ (~ 

(~ ~b~ = S~-~(¢U) (~ '/L~ est ouvert .  De plus, deux sections s e t  e' de ~o ° ~tant  donn~es 
au  dessus de qL~, les fonctions d6finis sur ~Y 5~ %[,~ par  h o ~g~ et h o S~,, sont ~gales 

car S~ et N~,~ sont compat ibles  avec les relations d'Squivulence sur U 1 et No ~. On 
dgfinit doric, sur q~Y, une fonetion ]~ par :  ~I~7 n gl~.~ = h o S~ = h o S~,, et h e s t  un 
invar ian t  sur ~U. 

LE~.~In 1.6. - Si les groupes d ' isotropies ~5 sont connexes pour  tou t  x ~ Uo, alors, 
sur N~, tou t  invur iant  diff~rentiel est  un  semi- invar iant  et r~ciproquement .  

E n  effet, pout" x ~ 6 N~, d 'or igine x ~ No, l 'espace t angen t  ~ l 'orbi te  de x ~ duns Nlo 
est  l ' image  par  ~ ' ~  de la fibre de o , ( q ~ .  # N ~ )  uu-dessus de x I e t  done, un inva-  

r iant  est toujours  un semi-invuriant .  Si les groupes d ' isotropie de q~ sont eonnexes 

sur Uo, pour  tou t  x~ E N~, l 'orbi te  de x ~ est connexe;  un semi- invar iant  ~t~nt une 
fonction locutement constante  sur chaque orbite, y est donc alors constante ,  d'ofl 

]e %sul tat .  

RE~ARQUE :1.7. - Soit G u n  groupe de Lie et H un sous-groupe fern% de G. Si H 
n ' e s t  pus connexe,  les groupes d ' isotropie pour  l 'gct ion natm'elle de G sur G/H ne 

sont pus connexes.  Soit Ho la composante  connexe de l ' identi t~ duns H ;  pour  Faction 
naturel le  de G sur G/Ho les groupes d ' isotropie  sont connexes. Comme la project ion 
c~nonique de G/Ho sur G/H est un rev~ment ,  t ou t  germe d ' immers ion  duns G/Ho 
se p ro je t t e  duns G/H en a n  germe d ' immers ion .  On en d~duit donc une appl icat ion 
de ff~(G/H~) (vari~t~ des germes &immers ion  de R ~ duns G/Ho) sur '$~.(G/H) (vuri~t4 
des germes d ' immers ion  de R ~ duns G/H). De plus, les actions de G sur G/Ho et G/H, 
dtant  compat ib les  uvec la project ion de G/Ho sur G/H, la project ion de '$~(G/Ho) 
sur ff~(G~H) est compat ib le  gvee les relations d%quivalence d~finies par  G sur '$~(G/Ito) 
et '$~(G/H). Au lieu d '~tudier  l 'act ion de G sur G/H, il suffit donc d~tudier celle de G 
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sur G/Ho. On appelle orientat ion des 616ments de ff~.(G/H) (resp. ~z(G/H) l 'op6ra- 
t ion qui consiste a passer de ffz(G/H)) (resp. 7Sz(G/H) ~ ~'~(G/Ho) (resp. 7~;~(G/Ho)). 
Son int6rdt est de permet t re  d'util iser le th6or6me 1.3 pour  lu recherche des inva- 
r iants diff6rentie]s. Cette technique s '6tend purfois (au moins localement) au cas off 
c 'est  un  groupoide ¢ qui op6re sur une vuri6t6 E. On doit alors consid6rer le grou- 
poide d ' isotropie T de q~ et le sous-groupoide To de kP dont  tes fibres sont les compo- 
santes connexes des uni~6s des fibres de W e t  s'assuser que C/To a une s tructure de 
vari6t6 telle que l 'action de ~b sur q~/To soit diff6rentiuble et clue la projection de 
• / T  = E soit un revdtement .  Ceci une lois fair, il suffiit d '6tudier  l 'act ion de 
sur ¢/T~,  action pour  laquelle les groupes d ' isotropie sour eonnexes. 

Les notat ions sont celles du paragraphe pr6c6dent. On suppose d6sormais que 
les groupes d' isotropie de ~ sur U o sont connexes. Lu d6termination des invariants 
diff6rentiels sur U~ se ram6ne alors ~ celle des semi-invariants duns N 1, c'est-£-dire 

la r6solution du syst6me diff6rentiel (T1)o ( I " F ~ ) =  0 sur No ~ (avee l, applica- 
t ion diff6rentiuble de 57~ duns R, comme inconnue). Pour  r6soudre effectivement 
ce syst6me, on dolt l '6crire explicitement.  Ceci est a priori diffieile, cur la source et  
le but  de 2 " ~  ne poss6dent pus de coordonn6es reli6es simplement ~ eelles de Uo. 
La m6thode du rep6re mobile permet  cette 6criture explicite suns utiliser l 'expres- 
sion de ~'~ en coordonn6es, nous le montrons uu § 1. On 6tudie au § 2 le passage de 
l 'ordre o £ Fordre :l. 

§ 1. Za r~gle ]ondamentale. 

a) Les trivialisations locales adaptdes d T'N~. - Ruppelons d 'abord comment,  
une base el, ..., e~ d 'un  espace vectoriel E,  est associ6 un atlas (0~, %)~a de la gras- 

mannienne G.(E) des sous-espaces vectoriels de dimension p de E. 
Soit i u n e  permuta t ion  de {1, ..., n} dont  les restrictions ~ {1, ..., p} et  {p + 1, 

..., n} sont croissantes. Soit E~ (resp. E~') le sous-espuce engendr6 par  ~1, "", % (resp. 
s~÷,, ..., e~.); on ~ E----E~ @E~ et on d6signe par H~ (resp. H::), la projection de E 
sur E~ (resp. Z~). L 'ouvei~ O~ de G~(E) est l 'ensemble des sous-espaces vectoriets de 
dimension p de E qui se pro je t ten t  sur E~ p a r / / ~ .  Pour  ~v e 0~, %(F) est la matr ice  
duns les bases s~, ..., s~ et  %÷~, ..., s~, de l 'apphcat ion lin6aire de E~ duns E~ ad- 
m e t t a n t / ~  comme graphe. 

Soit e une section diff6renti~bte de No duns l 'espace H(V) des rep6res de V; pour 
x e N o ,  e(x) est donc une b~se edx), ..., e,(x) de T,V.  Comme la fibre (N1)~ de N 1 
uu-dessus de x est la grassmannienne G~(T~V), pour chuque x c ~Vo, la donn6s de e(x) 
permet,  comme ci-dessus, de d6finir un atlas (0~.~, ~.,)  duns (N~),. 

La  r6union 0~ = U 0~.~ est un ouvert  de No 1 et l 'application ~ de O~ sur 5T o × R ~(n-~) 
x~No 
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dont  la restriction ~ 0~., coincide pour tout  x e No avec ~,~., est un diff6omorphisme 
compatible avec les projections de 0~ et N o × R  ~(~-~) sur No. Soit ~ la projection de 
T(No × R ~(~-v)) sur R *(~-*) obtenue en composant ta projection de T(=~ × R ~(~-*)) ---- 
= (TNo)× (TR ~(~-~,)) sur le second facteur avec la forme invariante ~ gauche 
Tl l  ~(~-~) -+ ToR ~(~-~) = R ~(~-~), on note 9~L l 'application de TO, sur R *(~-*) d6finie par:  

IP~- ---- J~ ° % -  
Soit alors, T'2V~ le fibr6 des vecteurs tangents ~ No ~ et qui sont verticaux pour 

la projection de No ~ sur No et soit T'O, l 'ensemble des vecteurs de , 1 T No dont  l'origine 
appart ient  ~, 0~. 

LEM~IE 1.1. - L'application 6~ de T'O, sur O~×R ~('~-~) d6finie pour X ~  T'O,, 
vecteur d'origine x ~ dans T'O~, par: 6,(X,~) = (x x, ~ ( X ~ ) )  est une trivialisation lo- 
cale de T ' F  1 au-dessus de 0~. 

DgMONSTI~ATIO~'. -- Imm6diate  ~ partir  des d6finitions. 

D~:FINITION 1.2. - On appelle tr ivlal isat ion locale adapt6e £ T'Nol route trivia- 
lis~tion du type  ~ ci-dessus obtenue ~ partir  d 'une section diff6rentiable e de No 
dans H(V). 

Avec les m6mes notations que plus haut ,  soient u J. J1----1, ..., j ;  J2 1, 
( n - - p )  les coordonn~es d6finies par %.~ dans 0~.~ et soient ~/~uJ:~ les champs de 
vecteurs associ6s £ ces coordonn6es sur 0~.~. Pour (J~, J~) fix6, le champ de vecteur 
vecteur ~/~u J~, sur O~ dont  la restriction g 0~.~ est ~/~uJ'.~ est une section de O~ dans 
T'O~. Le lecteur v6rifiera que la trivialisation VL est celle obtenue par la donn6e 
des p(n- -p )  sections ~/~u~, J~--  ], ..., p; J 2 = 1 ,  ..., ( n - -p ) ,  de T'O~. 

Consid6rons main tenant  l 'application T °' Yo'1 de ~ / ~  No #0~)  duns T2Yo 1. Cette 
application est compatible avec la projection de CbN. # No ~ sur No 1 et est ~ valeurs 
dans T'No ~. L'ensemble '~'(cb~. #0~) des 616ments de '~'(Cb~.o # N  1) dont rorigine 
appart ient  ~ q~Vo # O~ est donc appliqu6 sin" T'O~ per '~'~,~. De plus~ une fois 
connu ~,,y,1 sur chacun des ~ '~b  #0~), 3, ,1 ~-o T ~o est enti~rement d6termin6e. 

Donnons-nous une trivialisation locale ~ adapt6e ~ T'2V 1 (d6finition 1.2) et soient 
~/~uJ: les sections de 0~ dans T'  0, associ6es g ~, et d6finies ci-dessus. La  restric- 
t ion de T Yo ~ T (q~. # 0~)~ restriction qu'on notera encore T~y,l~ peut alors 
s'6crire: 

o 
r'Vo 5 

J a =  1 , . . ,n - - iP  

° I o/1 z~l: T (#No #O~)--->O,×R est un  morphisme de fibr6. Ce sont ces morphismes 
que r o n  w expliciter dans le paragraphe suivant. 

b) Les ]ormes de pseudo-connexions. - Soit 1"(~bN. #No)  l 'ensemble des vec- 
teurs tangents  ~ ON. # No dont l'origine appart ient  £ Ao et qui sont vertic~ux pour 
l 'application source: (J~9, x ) -+x de CN° # N o  sur 5To. Si Fon muni t  Cb~, # N o ( q u i  
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est diff6omorphe ~ q~o) de la s t ructure de groupo~de 6vidente~ somme de g~'oupes 
de Lie, de base No, alors l~'tq~ ~-o @ No) est l'alg6broYde de Lie correspondant.  En  
particulier, pour x ~ No~ la fibre de T [ ~ # No) au dessus de x s'identifie ~ l'al- 
g~bre de Lie du t roupe  d' isotropie q~ de q) en x. 

zS 
O~ = o r b i t e  d e  

D£FI~ImIO~ 1.3. - Soit U un voisinage ouvert  de Ao dans ¢ ~ No et soit c~ v la 
restriction £ U de l 'app]ication source de q~ ~ No sur No. Une forme de pseudo- 

_ +  r connexion sur U est un morphisme de fibr6s vectoriels co: T U  ~" (~b~-o#No) com- 
patible avec e v e t  tel que pour  tout  x e No, le rang de la restriction de co ~ T U  (3 TqS~ 
soit. 6gal ~ la dimension de ~ .  

RE~IA~QUE 1.4. - En  pratique, ]es formes de pseudo-connexion qui in terviennent  
vSrifient 18 condition supplSmentaire suivante:  Pour  tout  x ~ No, la restriction de co 

T U n TqS~ coincide avec la forme invariante  a gauche canonique sur le t roupe  
de :Lie ~ .  

, o t  ~ o 

Soit H(/~ ( ~o #No) )  le fibr6 principal associ6 ~ / " ( ~ 0  / /  No) et soit tt une sec- 
t ion diff6rentiable d6finie sur No, g valeurs clans H ( ~ ' ( q ) ~  #N0)) .  (Notre 6rude 
6rant locale, on peut  toujours supposer qu 'une telle section existe). 

La  donn6e de tt 6quivau~ h celle de r sections diff6rentigbles #~, . . . , /~  de No dans 
l"(q~v~ # No) telles que, pour  x eNo,  les vecteurs th(x), ..., #~(x) forment  une base 
de l'alg~bre de Lie de ¢~. 

Une forme de pseudo-connexion v9 ~tant donn~e, soit c5 le transpos6 de co par  la 
project ion de ~b # Z~ sur ~ ~ No d6finie par:  (u, x ~) -~ (u, x) (avec x = origine de x ~) 
et  soit ~ : T ( q ) # N ~ ) - ÷ ~ ' ( q i ~ v o # N ~ )  t8 morphisme obtenu en relevant  ~ dans 
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o! 
T (~b~ #No~). Le di~gramme suivunt est donc eommut~tif: 

T U c :T( ¢ ~ No) , 

O) 

La donn~e de l~ section # permet ~lors d'~erire successivement: 

k = l  

off tes o)~ sont des morphismes de T U dans N0 × R  compatibles avec a~: U-+ N0: 

k = l  

avee 05~ transpos~ de o~ 

= ~ ®~, 
k = l  

o~ les ~ :T(q~  #No~)-->Nol×R sont obtenus p~r rel~vement des ~5~. 
On note ~ol, ..., o) les restrictions de co~, ..., ~ ,  ~ ~'(qSNo #N~). Comme 1~ re- 

t 
strietion de o~ £ T U n Tq~. est de r~ng m~ximal, tes c% forment une b~se de l'esp~ee 
des morphismes de ~'(q~o #No  ~) d~ns N~×R qui sont compatibles ~vec t~ projec- 
tion de qSNo # N~ sur No ~ ou, ce qui est ~quivalent des morphismes ~'(~No #- N~) -+ R. 

Soit 95~: T ' O i - + O i × R  ~(~-~) une trivi~lis~tion locale ~d~pt~e ~ T'~o~: Avec les 
o t  

notations du a), 1~ restriction de ~'F~ ~ T (q)~0 #0~) s%crit: 

o 

J1  = 1 ,.., ,~  
J~ = t , . , , , n - - ' p  

o !  
off ~1 est un morphisme de T (q~,o # 0 i )  dans O~×R. On peut donc ~crire: 

• jJ: = ~ "J . . . .  ' J1 --= 1, P; J2 1, p(n - -p )  
k = l  

o• les a J° sont des fonctions diff~rentiables sur 0~. Ces fonctions, une lois d~ter- J~k  
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min6es, le syst~me diff6rentiel fondamentul  

( T t )  o = o ,  

se ram6ne done sur 0~ au syst6me suiv~nt: 

.Jx = 1,.. . ,i) 
d~ = 1 , . . . ,n - -  X) 

] ¢ - - 1 ,  . , .  ~ r 

il est done ent i6rement  explicit6. La  rggle de E. Oartan (el. d) ci-dessous) permet  
le calcul des fonctions a J* J~/~" 

c) La /orme canonique. - Le groupoide diff6rentiable ~b 6taut  le groupoide de 
d6finition d 'un  pseudo-groupe de Lie de type  fini F sur la vari6t6 V, il op6re natural-  
lement  sur V e t  T V  et ces actions sont compatibles. Ceci permet  done de d6finir 
sur q~ # V une forme canonique (cf. 0). On note  ~ la forme c~nonique induite sur 

~ # N o .  
s i  A = ( j~%x)eqb # N o  et si X~T~(q~ #2¢0) on a donc: 

v ( x )  = 

De plus, ~ est un morphisme de T(~b # No) sur le fibr6 ~"2Vo induit  par  T Uo 
sur ~V0 (ou Uo est l 'ouver t  satur6 de No dans V). 

P R O P O S I T I O N  1 . 5 ,  - -  Pour  route forme de pseudo-connexion ,o on a, au voisinage 

de do: 

Ker  ~ @ Ker  o~ = T ( ~  # No) • 

En  effet, en un poit (j=l, x)E do, le noyau de ~ est l 'alg~bre de Lie de ~ et co 
est une projection sur eette ulg~bre de Lie, d'ofi F6galit6 en ce point. La eontinuit6 
des formes ~] et co permet  de prolonger cette 6galit6 ~ un  voisinage de (j~l, x) d'ofi le 

r~sultat. 
Soient e et  tt des sections de No dans H(V) et  H(~'(~b~v ' # N o ) )  respectivement,  

e t  soit ,o une forme de pseudo-connexion. On ~: 

l= l  

k = l  

O~l ~ et eok sont des morphismes de fibr6s vectoriets de T(~b #IVo) clans NoXR.  
E n  composant  uvec la projection de hro × R sur R, chacun de ces morphismes d6finit 
une forme diff6rentielle sur ¢ # No qu 'on ddsignera encore par la mdme lettre. Comme 
cons6quence de la proposition pr6c6dente et des d6finitions de ~ et 09, on a alors: 
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PROPOSITIO~I 1.6. - Avee les notat ions ei-dessus, les formes diff~rentielles ~, et ~ 
consti tuent ,  au voisinage de zl0, une base de l 'espaee des formes diff6rentielles sur 

On suppose donnde clans ce qui suit une section di]]drentiable e de No dans H(V);  
les notat ions sont celles du  a). Soit x 1 ~ 0~.~ et soit M une sous-vari6t6 de dimension p 

de V dont  l'616ment de contact  en m est x ~. Soit 2~----(~v0)-~(M) t ' image r~cipro- 
que de M dans ¢ # ~o; on note  ~ la restr ict ion £ ~/  de la forme canonique ~ et  
l 'on d6signe par  ~ ,  ..., ~ les formes diff6rentielles induites sur ~/  par  les formes 

~ ,  ..., ~ stir q~ # N o .  

I / 

J 

J 
Comme x 1 appar t ient  ~ l 'ouver t  0~,~ d~fini par %(x), ..., %(x), les formes ~i~, ..., ~+ 
sont ind6pendantes stir un voisinage qL de (j~l, x) dans ~ / e t ,  dans ce voisinage on a, 

pour  q = /~  -I- 1, ..., n:  

(1) ~o = ~: t~ ~, 
s = l  

off les t~ sont des fonctions numSriques sur ~r. 
Si l 'on convient  de d~signer par ~' (resp. ~ )  la forme (~, :, ..., ~ )  (resp. (~1,~+~, ..., ~ ) )  

d4finie sur _M et ~ vMeurs dans R ~ (resp. R ~-~) l'~gMit4 (1) s'~crit: 

( r )  ~" = t# ' ,  

O1~l t e s t  une fonction d6finie sur .~f et  ~ valeurs d~ns l 'espace des matrices ~ p colon- 
nes et  n - - p  Iignes. 

Soit t '  la restr ict ion de t ~ la fibre de _~/ au-dessus de x, c'est-~-dire ~ q~=. Cette 
applicat ion t '  est d6finie sur le voisinage ouver t  qL'---- qL (~ ~= de j~t dans ~ .  Soit 
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g e qL' et  soi$ y~ l'616ment de contact  de dimension p,  de V 6gal ~ ~(T~(M)). Comme 
~'(T~(~I)) est de dimension:p, y~ e 0~,~; de plus: re la t ivement  ~ la carte ~v~,~, la matrice 
des coordonn6es de yl est la matr ice t'(g) comme le mont ren t  les 6galit6s (1) et (1~). 

Le r6sultat  suivant est la c16 de la m6thode du repbre mobile. 

LE~f~E 1.7. - Pour  tou t  ge~L ' ,  on a: 

Soit en effet g e ~L ~ et ~ nn  diff6omorphisme local, appartena.nt au pseudogroupe 1", 
tel  que g = j~% 

o n  a: / L ; g  = (~,Vo)-~(x 1) et done, si y ~ =  V(T~(~)),  

= ( y ~ - ~ ) ( ~ 0 ) ( T ~ 0 ) - ~  (x~) 

= ( ~ - ~ ) ( x ~ )  

__~ g-1Xl, 

mais alors t'(g) = cf~,~(y ~) = ~,~(g-~x ~) d'o~ le r6sultat en rempla~ant  g par  g-1. 

d) Za r~gle de E. Caftan. - Les notations sont celles des paragraphes pr6c6dents. 

On suppose donn6es 

t)  Une section diff6rentiable e: No-~H(V)  (of. a); 

f 2) Une section diff6rentiable #:  N o - + H ( T  (q~o #No) )  (cf. b); 

3) Une forme de pseudo-connexion co sur q) # No. 

Soit (0~, %) une carte de N~ associ6e £ Ia section e (el. a) et soit x I e 0~. Comme 
au c), on fair choix d'une-vari6t6 M de dimension p de V dont  l 'espace tangent  en x 

est x I et on note  _~/=-(V°)-I(M). 
Les formes ~ ;  @'; ~" ont la m~me signification qu 'au  c). On note 05 la restriction 

de co ~ _~ et on d6signe par 051, ..., (St les composantes de (5 re la t ivement  £/~. Comme 
x 1 a 0~, les formes~, , ,  ..., ~ et 051,-.-, 05: const i tuent  une b~se de l 'espaee des formes 
diff6rentielles sur M au voisin~ge dej~l .  On a done, pour q = p + 1, ..., n des 6galit6s: 

Lm= l / = 1 , , . . . ~  
;~2 = 1 , . , .  3" 

off A ~  et B~ sont des fonctions num6riques stir 2~. 
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Avec des conventions 6videntes, on ~crit (1) sous la forme: 

(1') dft' = Af t 'Af t '+  Bft'A~5. 

On pose B(j~I) = B(x~); B(x ~) peut  6tre consid~% comme la m~trice d 'une  appli- 
cation lin6aire de R ~ dans R~× R "-~. 

On a, par ailleurs (el. c)): ft" = tft'. Le champ d~16ments de contact  d4fini sur 
par  f t ' =  0 est done le m~me que celui d@fini sur ~'~ par  ~ = 0  c'est-~-dire pu~T F. = 0 

Comme F0 est une s.ubmersion, ee champ d'616ments de contact  est eompl~tement 
int6grable. I1 existe donc des fonctions A ~  e~ B~ -~ sur M telles que, pour  s = 1, ..., p : 

(2) 
~o 

t . m = l  I = 1 , , . , , ~  
k = 1 . , . .3 '  

On ~crit encore (2) sous la forme: 

(2') ~ft = ~ f t ' A f t ' +  ~ f t ' A ~  • 

On pose /~(j~t) = / ~ ( x  ~) et  on consid4re /~(x 1) comme la matr ice d 'une  application 
lin6~ire de R ~ dans R~X R ~. 

On peut  m~intenant  6noncer le r~sult~t fond~mental.  

R~gle de E. Caftan. - Et~n t  donn6es, comme ci-dessus, des sections e e t / t  et une 
forme de pseudo-connexion ~o, soit (O~, ~ )  une carte de N~ associ6e ~ lu section e 
(el. a) et  soient uJ: ( J ~ =  1, . . . , p ;  J ~ =  1, ..., n - - p )  les eoordonn6es assoei~es h, ~ 
dans O~. Pour  tou t  x~eO~, soit t(x ~) -----[t~:(x~)] l~ matr iee ?~ p eolonnes ct n - - p  
lignes des coordonn4es de x ~ et  soit T(x  ~) ta matr ice  de l '~pplication 1 ×t(x ~) de 
R ~ × R ~-~ dons R~ X R ~-~. 

Les expressions, dans les coordonn~es u j  ~, des solutions du syst~me diff6rentiel: 

Tlo  ~.' V~ = 0 ,  

dont  la source est dans 0~ sont alors les solutions du syst6me: 

~ (x~)aJ:Axl)= o k = 1, ..., r 
J l = l . * . . . ~  J~ 
J ~ = l , , . , , ~  

off a(x ~) = [a~:.k(x~)], consid6r6e comme matr ice d 'une aplication lin6aire de R ~ 
clans R ~ X R  .-~ est d6fiaie par:  

a(x l )  = B(x~) - -  T(x~) ~ (x~)  , 

o~ B(x  1) et /~(x 1) ont  4t6 d@finies plus haut .  

3 - A n n a l l  d i  ] l a t e m a t i c a  
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P R E U V E .  -- La restriction de ~ ' ~  a ( ~ " ~ °  #0~)  peut  en effet se met t re  sous 
la forme: 

~ v e e  

Si on pose: 

J~ = 1, , . . ,~ 
J~= l,...,n-~) 

k = l  

°rO*'l ~1 on a done: ~-----aco' et  tou t  revient ,  pour  d~terminer expl ici tement  1' ~o, ~ cal- 
culer la matr ice a(x 1) pour tou t  x t e 0i .  Pour  x 1 donnS, a(x ~) est enti~rement d~ter- 
mince par  la restr ict ion de l'~galit~ T = aco' ~ ~:I(~N~ # 0~). Soit x l 'origine de x ~, 
si r o n  identifie ~"~(~btv ° ~#Oi) ~ l 'espace Tj.I(O~ ) tangent  au  groupe d' isotropie ¢~ 

o, 
au point  j~ l ,  la restriction T,~ de ~ ~ T~(~b~0 #0~)s ' iden t i f i e ,  pur definition mSme 
de ~,y~l, £ la diff~rentielle au point  j~ l  de l '~pplication g -+q~..(gx ~) d~finie sur ~ . .  
Cette dermi~re application ~tant ~gale ~ l 'applic~tion g-~t ' (g  -~) (cf. Lemme 1.7), 
on se f amine  donc ~ calculer la diff4rentielle dt' de t ~ au point  j A  ou, ce qui revient  
m~me, la restriction ~ TjA~5~ de la diff4rentielle dt de 1'application t d~finie (cf. c)) 
sur ~l~ c j~r par:  

(3) ~" = t~'. 

En  diff~rentiant (3), on a: 

(4) d~" = dtAfi '-k td~' . 

En  raison de (1') et (2'), on a done: 

(5) A~f A ~f -f- B~I' A ff9 = dt A fi'-f- t[A~/AF/'+ B~I' A ~] , 

qui s'6erit encore: 

(6) Afl' A fi'-f- Bfi' A ~5 = dt A fl' + Tff~l' A fi'-[- T/~fi'Ac5, 

d ' o f l  l 'on ddduit:  

(7) ~ 'A[d t+  ( A - - T A ) ~ ' +  ( B - - T B  5)] = O. 

Comme les eomposantes ~il, --., ~ de ~' forment  un syst~me libre sur ~/, il existe 
done une  matr ice  C telle que: 

(8) d t +  ( A -  ~'ff )#'+ (B- -  T~) ~ = C#'. 
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La  restr ict ion de cette relat ion £ T~AO ~ s'6crit:  

(9) 

c a r  

On a done:  

(lo) 

d'ofi 

- ~ + +  (B(x~)- -  r(x~) ~(x~) )o/+ = O, 

' = B ( x  )] o ~ + ,  a ( x  ) o)z~ "¢~ = [ B ( x  ~) - -  T ( x  ~) - ~ ' 

a(x~) = B(x~) - -  ~(x  ~) [~(x~). 

I1 suffit ensuite d'6crire le syst~me Tl o ~" ~,o ~ = 0 dans les coordonn6es u~' pour  
obtenir  le r6sultat. 

e) Rep~rage absolu ~ l'ordre O. - En  prat ique,  c 'est  la donn6e d~un rep~rage 
absolu au-dessus de No (cf. d6finition 1.9) qui permet  d 'obtenir  les sections e et # 
ainsi que la forme de pseudo-connexion co utilis~es e n d ) .  

Soit T'(q} # No) le fibr6 des vecteurs ¢angents ~ q~ # No et ver t icaux pour  la 
project ion de ~ # No sur No. Ce fibr6 s~identifie ~ Fensemble des vecteurs ~-ver- 
t icaux de ~-~(£Vo)lorsqu'on identiiie q ) # 2 ( o  ~ ~-~(No)c q~. Soit ~'(q} # N o )  le fibr6 
induit  par  T'(q} # N o )  sur Ao. On a en particulier ~ " ( q ~  ~ e N o ) c ~ ' ( O  #2~o). On 

o ]  
rappelle (cf. b)) que pour x e~Yo, T(~.~)(O~. # N0) est de dimension r. 

D~FI~I~IO~ 1.9. - Un repute absolu en x ~ 5% est une base 

o r  
~(x) = (~(x),  ..., s,(x)) de ~(j~.~)@ #No)  

t 
dont  l e s r  premiers vecteurs  appar t iennent  ~. ~(~. i.~)(q~-° # No) ( e t e n  const i tuent  done 
une  base). 

Un rep~rage absolu au-dessus de No est une  famille s~, ..., s~ de sections diff6ren- 
t iables de No darts T'(~b #~No) telle que, pour  *out xENo,  s(x)= (Sl(X)~ ...,s~(x)) 
soit un  rep~re absolu en x. 

EXE)IPLE 1.10. -- Soit G le groupe des d@lacements  de R ". L 'ac t ion  de G sur R ~ 
6tan~ transi t ive,  on peut  prendre  Z~ = 0. A]ors, ~,(~5 # N o )  est l 'alggbre de Lie de 
G e t  ~'(qi~vo # No) l'Mggbre de Lie du groupe d' isotropie en O (i.e. SO(n)). 

La  donn6e d 'une  base orthonorm6e de R ~ (i.e. te repute absolu de E. Cartan) 
d6finit un  repgrage absolu car, ~ cet te  base correspondent  des coordonn~es x~ dans R" 

J dans le ga~oupe uffine A(n). S i e t  x~ J dans GZ(n~ R) et done des coordonn@s x~, x,~ 
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l 'on consid~re duns T,G les vecteurs:  

J 

ils forment  une base et d6finissent un  relo~rage absolu au-dessus de 0. 
Raploelons (cf. I I .  A), § 1) que No est l ' image d 'une  section de la ~b-submersion/o 

de source Uo, de bu t  R ~. 

PROPOSITION 1.] 1. - A un  reloSrage absolu au-dessus de No sont eanoniquement  asso- 
ci6es des sections diff6rentiables e et # de No duns H(V)  et H ( ~ ' ( O v  ° #57o)) resloec- 
t ivement  et une forme de loseudo-connexion s u r ¢  #_7¢o. 

Soit en effet s~, ..., s, ]e relo~rage abso]u donn6. P a r  d6finition m~me, les sec- 
Of tions e~, ..., s~ d6finissent une section diff6rentiable # de No duns H ( T  (¢~o #No) ) .  

D 'au t re  loart, ]es vecteurs T(j~t~)y°(s~+~), ..., T(j~w.,)y)°(s~) forment  une base de l'esloace 
tangent  en x e No a l 'orbite 0~ de x. Si donc on d6signe four x~, ..., x~ les coordonn6es 
d6finies sur No loaf 1~ restriction de ]o ~ No les sections de T V au-dessus de No d6finies 

loar: 

e~ = ~-~ , . . . ,  e, = ~ ,  e,+~ = T~,O(e~+~) , . . . ,  e~ = / , ~ , o ( ~ )  

d6finissent une section diff6rentiable e de No duns H(V).  

81 ... 8r [[ ~ Ao 
I 
1 ~ I  (J~ i, ~) 
I 

/ 
/ 

~ /  ~ '  ~ 

/ 
/ 

/ 

,,if 

Z ~ x V,'-'~ / 
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11 reste £ d6terminer  la forme de pseudo-connexion. Soit ~ (H # 5~o) le fibr6 
induit  sur A0 par  le fibr~ tangent  T(H #_~0) et soit E le sous-fibr~ de ~ (H # No) 
engendr4 par  TAo et les images des sections e,.+~, ..., s~. On a: 

° ' H  On d4signe par  H la projection de ~ (H # No) sur T (  ~o #N0)  d4finie par cette 
d@composition en somme directe. Soit alors ~): T H  --> ~ H  la forme canonique sur ¢ 
d@finie au (I. A), § 2). En  identifiant H ~ No g une sous-vari~t@ de ¢ par  le plon- 
gement  (j~% x) -~j~% la restriction de ~o ~ T(H # No) d@finit un  morphisme ancore 
not4 ~o, de T(H ~ )  duns ~ (H  # 5 ~ ) .  On vSrifie alors que H o w :  T(H #No)--> 
--> ~'(H~v ° ~-~ro) est une forme de pseudo-connexion sur H #~ ~ .  

EXE~PLE ].12. - En  reprenant  l 'exemple du groupe G des d4placements de R ~, 
la section/~, qui se r@duit iei £ #(0), est la base ~/~x ( - -  ~/'~x( de l'alg@bre de Lie O(n). 

La section e, d@finie par  e(0) est la base de R "~ d~finie par  le repute absolu. Enfin,  
la forme de pseudo-connexion est obtenue en composant  la forme invar iante  £ gauche 
T G - ~ T ~ G  a v e c l a  projection de T~G sur o(n) d@finie par  I~ d4eomposition T~@ = 
=-o(n) 0 R ~ associ4e aux coordonn@es. 

I~E~A~QI~E 1.13. - Lorsque, pa r t an t  d 'un  repgrage absolu, on utilise la r~gle de 
E. Caftan,  la dStermination des m~trices A, B, A e t  B d~finies au d) est simple une 
lois connues les ~quations de s t ructure  du  groupo~de H (i.e. de la forme canonique c~). 

§ 2. l:)assage de l'ordre 0 5 t~ordre 1. 

Duns la paragraphe 1, le fait  que r o u v e r t  satur~ Uo soit un  ouver t  de la base du 
groupo~de H est essentiel. Pour  pouvoir  reconduire Ia m~thode £ l 'ordre 1, on doit 
done se ramener  g lane situation du m~me type;  ceci est l 'objet  du a) ci-dessous. 
On mont re  ensuite au b) comment  £ par t i r  d 'un  rep~rage absolu £ l 'ordre 0 il est pos- 
sible, sans donn~es suppl~mentaires, d 'obtenir  un rep~rage absolu ~ ro rd re  1. 

a) Ze groupo~de q)¢. - Soit F s le pseudogroupe engendr~ duns CP 1 par  les diff~o- 
morphismes locaux ~1.~ de CP I obtenus en prolongeant  les t rgnsformations ~ ~ F 
(cf. I ,  B), § 1, b)). On vSrifie aisSment que, de m~me que Y, I 'c est un  pseudogroupe 
de Lie de type  fini et que son groupo~de de d6finition, qu 'on note H e, s'identifie au 

groupoide H ¢ CP ~ des elements composgbles pour Fact ion de H duns CP ~. La 
base du  groupoide H ~ est CP~; on note  ~° et  fi~ les applications source et bu t  
de H ~ sur CP ~. 

Soit ~Ps  ~- CPI(CP ~) ta vari~t~ des ~l~ments de contact  de dimension p de CP ~. 
Le groupoide H ° opSre naturel lement  duns ~P~ et l 'on peut  utiliser, pour  la recherche 
des invariants  diff~rentiels pour  cette action de H ~ duns CP ~ la m~thode du para- 
graphe pr~cSdent. 
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La varidt~ C P  ~ des ~l~ments de contact de dimension p et d'ordre 2 de V se plonge 
canoniquement duns CP ~. Plus pr~cis~ment, avec les notations du (I, B), §1)7 
soit ~o~#e CP 2, et soit fi l'application de R ~ dens C P  1 ddfinie par: f i ( x ) =  ]o{/z ova). 

fi est une immersion et ~o~fi cst un ~l~ment de CP 2 ne d~pendant que de ~#:  c'est 
rimage de ~o~# par le plongement canonique. 

On v~rifie ensuite ais~ment que C P  2 est stable pour ruction de q~° duns CP ~ et 
que pour Faction ainsi induite de ~ duns C P  ~ les orbites sont les m~mes que pour 
Faction de ~ duns CP ~. Ceci montre que les invariants differentiels pour ruction 
de ~ duns C P  2 sont les restrictions ~ C P  2 des invari~nts diff~rentiels pour 
l'action de 4 ° duns CP~. La r~gle de E. Cartan peut donc encore ~tre utilis~e pour la 
recherche des invariants diff~rentiels d'ordre 2. Plus g~n~ralement, pour les m~mes 
raisons, cette r~gle pourra ~tre utilis~e pour la d6termination des invariants d'ordre n, 
une fois connus ceux d'ordre n -  1. 

b) Rep~'age absolu ~ l'ordre ~. - Les donnSes sont les suivantes: 

]o: ~-submersion d~finie sur un ouvert de V. 

h~o: image d'une section diff~rentiable de ]0. 

]~: ~b~-submersion d~fin_ie sur ~ ouvert de C P  ~. 

N~: image d~une section diffdrentiable de ]~. On suppose que £V~ se projette 
sur No par la projection de CP ~ sur V. 
On adopt% pour le groupoide ~ ,  la m~mc mdthode de notation que 
pour q~, ainsi: 

~b~# N~: est le produit fibr~ de ~ et ~Y~ pour les applications ~ :  q~--~ ~Y~ 
et 1 : ~ --> N~. 

~b~: est le groupo~de d'isotropie de ~b¢ au-dessus de N~; c'est donc la rdu- 
nion pour x~ e N~ des groupes d~isotropies ~5~. 

~ .  # 5~: cst le produit fibr~ de q ~  et 5~ pour Ies projections canonique de ~/-~- 
et N~ sur N~. On a: ¢ ~  ~ ~Y~ c fiSo# ~ .  

A~: est l'ensemble des ~l~ments de ~b~ #£V~ de la ~orme (j~A,x~). 

~'(~b~ # ~y~): est le fibr~ induit sur A~ par le fibr4 des vecteurs tangents ~ ~ # N~ 
et verticaux pour la projection de q ~  N~ sur N~. 

O! 6 
T (¢~0 ~N~): est le sons-fibr~ de ~'(~bo ~5~)  form4 des veeteurs tangents 

~b~° ~ N~ et verticaux pour la projection sur N~. 

Pla~ons-nous d'abord en un point x ~ e ~  d'origine x e 2~o. On a n n e  identifi- 
cation canonique de (~)-~(x ~) c ¢~ avec ~-~(x) ~ ~5. Pur cette identification, le groupe 
d~isotropie ~b~ de ¢~ en x ~ s'identifie ~ un sousgroupe de ~ ;  groupe d'isotropie de 
en x. De plus, a~ec les notations du (II, A), § 1), te sous-groupe de ~ ainsi obtenu 
cst l~image rdciproquc de x ~ par l'application y~ (ou plutot sa restriction ~ ~b~ × {x ~} 
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qu 'on identifie £ ~b=). L'alg~bre de Lie de ~b~, consid6r6 comme sous-groupe 4e ¢ ,  
est donc le noyau de la restriction de ~"yo ~ ~ la fibre de '~"(~o #N1)  audessus de 
( j : l ,  x 1) c~est-~-dire ~ l'alg6bre de Lie de ¢~. 

Ceci 6rant, en x e No, comme en x l ~  N1, un rep~re absolu est une base d 'un cer- 
ta in type  de l'espaee tangent  £ ~-~(x) au point j=l.  La  diff6renee est essentiel- 
lement la suivante: duns te premier cas, l e s r  premiers vecteurs doivent former une 
base de Palg~bre de Lie de ~b=, duns le second cas, lea r~ premiers vecteurs doivent 
former une base de l'alg~bre de Lie de ~ o  (avec r~ = dim ~ ) .  

La  m6thode pour obtenir un  rep~re absolu d'ordre ] ~ partir  d 'un  repute absolu 
d 'ordre 0 eat main tenant  claire. On dolt, par combinaisons lin6aires de certains 
vecteurs du rep~re d'ordre 0, obtenir une base de Palg~bre de Lie de ~b~ et compl6ter 
cette base par  des veeteurs du rep6re d'ordre 0 pour former une base de T~A(~-~(x)). 

Le passage au global se fair sans difficult6s. Soit • #AT 1 (resp. ~ o  # iV1) le 
produit  fibr6 de ~5 # No (resp. ~b~.o # 2/~) et iY~ sur IY0. Avec les notations du 

° t  1 (II,  A), § 1), on a: ~N, #~Ylc  ~b~o #~T0~. On eonvient de noter encore T Yo la re- 
striction de T ~o ~ ~'(~b~o #N1)  , fibr6 induit  sur ~b~. #ehT~ par T'(~b~. #~Yo~). 

LE)~m 2.1. - L'application (j=% x, x ~) ---> (j~q;, x ~, x ~) de ~×5~o×hT~ duns 4 ×  
× iY~ × iV 1 induit  un  diff6omorphisme de ~b # 7/1 sur fiS~ # ~y1 compatible avec les 
projections de ~b # ~Y~ et ~5o # N~ sur Nx. 

Ddmonstration dvidente. - Ce lemme permet d'identifier ~ ' (~°  # hTx) avec l'espace 
~,(~b #N1)  des vectenrs tangents ~ ~ # 3 ~  aux points de la forme (j~l, x ~) et ver- 
t ieaux pour la projection de q) ~e ~y~ sur N1. 

L E ~ E  2.2. - Par  Pidentifieation de ~ # ~Y~ avee ~ # 5T1, ~b~ # ~1 est contenu 
O ! 0 

duns ~.o  # N 1 et T (¢~- # N1) ---- Ker (~' ~ ) .  
Pore" ddmontrer ce lemm% on proc~de fibre par fibre. E t  pour chaque fibre, il 

suffit d'utiliser la m~me m6thode que celle utilis6e plus hau t  au point x ~ e N~. 

COrOLLAtE 2.3. -- Un rep~rage ubsolu au-dessus de 2~ est une famille de s sec- 
tions diff6rentiables ind6pendantes de ~Y1 duns ~'(~b # N1) dont les r~ pemi~res sont 

o ! ~i 
valeurs dana Ker  T ~/o. 

Evident .  
Soit s~, ..., s~ un rep~rage absolu au-dessus de No, soient e e t /z  tes sections de N~ 

duns H ( V )  et H(~'(~b #No))  respectivement et ~o I~ forme de pseudo-connexion 
assoei6es (cf. proposition 1 . t l ) .  

? t 
En util isant les r6sultats et notations du §l ,b) ,  soit w~, ..., w, la base des mor- 

o!  o f  phismes T (~0 #-~o ~) -+R associ~e g co. I~a restriction de ~ ' ~  ~ T (~o # ~ )  s'ex- 
prime par: 

T J '  "~ a J~ co' J1 1, J~ = 1, ( n - - p )  
k = l  

et comme Ker(~"?;o ~) a des fibres de dimension r~, par hypoth~se, il existe parmi 
les formes ~jJ:, r -  r~ formes lin6airement ind6pendantes, qu'on notera "cJ~. +~, ..., z J'. 
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t t 
Compl6tons ee syst~me p~r des formes o%~, ... ,~o% de aorte que: 

. .  ~ . . ,  ~ J ~  

0 I O O C ~ soit une base de ]'esp~ee des formes T ( ~ o  # N O - ~ R .  Soit e~, %, ..., e~, n+~, "", 
O !  

a~ I~ base duple. Les e~ sont des sections differentiables de N~ d~ns T ( ~ °  # N~) v6ri- 
fi~nt les conditions suiv~ntes pour tout x ~ ~ N~: 

1) s~(x~), ..., e~(x ~) eat une b~se de I'(~A.~,)(~,o F~T1) ; 

..., s,.( ) est ~ valcurs duns K e r  (~fo~). 

c Pour  obtenir  un rep~ruge absolu ?~ Fordre 1, on doit  compl6ter  le ayst~me e~, ..., e,. 

On utilise pour  cela 1~ rem~rque suivznte:  1~ project ion de ~b # N ~  sur q ) # N o  
d6finie pa r  (j~q~, x ~) -+ (j~% x) induit  pour  cheque x ~ e N~ un isomorphisme de 
~t o t 

0~.~)(~ b # N x )  sur T(~A.~)(~O V~ No); on d6finit done pour  ehaque i une section diff6- 
rentiuble g~ de N~ dans T'(q} ~¢ N 0  telle que le d iagramme suivant  eat commuta t i f :  

1 i 
N o  "~ ~ ' ( ~  # .No) 

Ceci 6t~nt, par  d6finition m~me d ' un  rep~rage ~u-dessus de No, pour  chaque x ~ ~ N~, 
o i 

i 'espace engendr6 par  g~(x~), ..., g~(x ~) est To~t.~,)(qSz~ ~ # N 0 ,  c 'es t  done l 'espace engen- 
dr6 pa r  e~(x~), ..., e~(x~). E n  posunt:  

e~ = g~ pour  k = r + 1~ ... ~ s 

on voi t  que e c~. ..., s~ est un rep~rage absolu au-dessus de N~. Le p~ss~ge unnonc6 

d 'un  rep~rage absolu ~ l 'ordre 0 ~ un repSr~ge absolu ~ l 'ordre  1 est uinsi r6alis& 

Le lecteur v(~rifiere en outre que ee rep~rage est bien adapt~ ~ l~ poursui te  des ealculs. 
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