Pseudogroupes de Lie de type fini et méthode du repére meobile (*).

Yvon BossArD (Rennes)

Summary. — We describe precisely the method of moving frames of E. Cartan when, instead of
a Lie group, it is o Lie pseudogroup which acts on ¢ manifold. The differentiable groupotds
constitute the natural framework of the theory. The study of the intransitive actions of groups
gives the motivations.

Introduection.

Lorsqu’un groupe de Lie ¢ opére différentiablement sur une variété V, il trans-
forme un germe de sous-variété de V en un germe de sous-variété. C'est la caracté-
risation des orbites pour l'action aingi définie de & dans I'ensemble des germes de
sous-variétés de V qui constitue, on le sait, Pobjet de la géométrie différentielle des
sous-variétés de V (pour Paction donnée de & sur V).

Soit CPrPespace des éléments de contact de dimension p et d’ordre r de la variété V
(ef. I, B, §1). L’action de & sur V définit canoniquement une action de @ sur CP7,
en général non transitive. On a done pour tout r une décomposition de CP” en orbites
et ’on sait que la connaissance des fonctions différentiables de CPr dans R, con-
stantes sur chacune des orbites, c’est-a-dire des invariants différentiels d’ordre r
pour Vaction de G sur V permet, dans les cas réguliers, cette caractérisation.

11 est done important d’indiquer un procédé permettant de déterminer explicite-
ment ces invariants différentiels. (est ici qu’intervient la méthode du repére mobile
de B. CARTAN ([2], [5]) qui permet, dans les cas réguliers, de ramener la recherche
des invariants différentiels de CP7 i la recherche des solutions de systémes différen-
tiels entiérement explicités.

TLlorsquan lieu d’un groupe de Lie G, ¢’est un pseudo-groupe de Lie I" qui opére
sur V, Paction de I" sur V se prolonge encore en une action de I" dans I'ensemble des
germes de sous-variétés de V. Il est possible, lorsque I est un pseudo-groupe de
Lie de type fini d’adapter la méthode du repere mobile & I'étude des orbites définies
par I dans Pensemble des germes de sous-variétés. C’est en méme temps qu’une
deseription précise de la méthode du repere mobile, ce que 'on se propose de montrer
dans le présent article.

On g’est systématiquement placé dans le cadre des groupoides différentiables,
le seul qui nous semble convenir pour une telle ébude. Un paragraphe 0 rassemble les
résultats relatifs aux groupoides, ntilisés dans la suite. On démontre au paragraphe I

(*) Entrata in Redazione il 12 luglio 1973.
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les théorémes généraux de la géométrie différentielle des sous-variétés d’une variété
Igtructurée. La méthode du repére mobile est décrite au paragraphe IT.

Par la complexité méme des structures de prolongement gui interviennent, la
description de la méthode du repére mobile n’est pas immédiate. Son utilité cepen-
dant, ne serait-ce que par les beaux exemples traités par BE. CARTAN, n’est plus &
démontrer.

Mademoiselle P. LIBERMANN m’a beaucoup aidé dans la préparation de ce travail.
Je tiens & lui exprimer ici ma reconnaissance.

0. — Groupoides differentiables.

A) Groupoides différentiables.

DirFmviTIoN 1. — Une structure de groupoide est définie sur un ensemble @ par
les données suivantes:

1) Un ensemble Bc @, appelé base ou ensemble des unités de P.

2) Deux applications « et f de @ sur B induisant sur B 'application identique,
o est I'application source et § I'application but.

3) Une application u, dans @, du produit fibré

@giém@ = {(u, ) € DX P/f{u) = afv)} .
L’application u, qui est une loi de composition interne non partout définie,
doit (avee la convention u(u, v) = vu) vérifier les conditions suivantes:
a) a(vu) = a(u) 5 flou) = f(v) ;
by si (u,v)e @;_fi@ et (0, w)e @ﬁ;i@, alors (wv)# = wiou);
¢) wa(u) = f(u)u = u.
4) Une application v de @ dans @ vérifiant:
a) xov=F; for=u0;
b) vwyw =afu); wvlu)=PFu).

On pose parfois »{u) == L

Un groupoide est un ensemble @ muni d’une structure de groupoide.
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DEFINITION 2. — On dit qu’un groupoide @ est différentiable si:
1) @ est une variété différentiable;
2) B est une sous-variété (plongée) de P;
3) « est une submersion (et done @{ﬁz@ est une sous-variété de @ x d);
4) u et v sont différentiables.

En particulier, si @ est différentiable, » est un difféomorphisme et « et 8 sont des
surmersions (i.e. submersions surjectives).

EXEMPLE 3. — Boit & un groupe de Lie opérant différentiablement sur une variété V
On définit sur VX G une structure de groupoide différentiable en posant:

B =V x{e} (¢ =élément neutre de &)
w(e, g) = (@, 8) 5 Pla, g) = (ga, &)
(@, 9), (go, )] = (2, hg)

(@, g) = (92, §7%)

Pour d’autres exemples, voir [8].

On définit aisément la notion de sous-groupoide @ d’un groupoide ¥ (on impose
2 Pensemble des unités de ¥ d’étre le méme que celui de D). Lorsque @ est un grou-
poide différentiable, deux cas peuvent se présenter (comme pour les groupes de Lie):
le sous-groupoide ¥ est soit immergé, soit plongé dans @D. Seul le second cas inter-
viendra dans la suite, done:

DEFINITION 4, — On dit qu'un sous-groupoide ¥ d’un groupoide différentiable @
est un sous-groupoide différentiable, si:

1) ¥ est une sous-variété (plongée) de @;
2) B est une sous-variété de ¥,

3) « est une submersion de ¥ sur B.

B) Action d’un groupoide différentiable sur une variété.

Dans ce paragraphe et dans le suivant, les groupoides sont supposés différentiables.

Soient Z une variété et p une application différentiable surjective de E sur la
variété B des unités du groupoide ®. La projection «: @ — B étant une submer-
sion, le produit fibré

¢oc;me = {(u, ¥) € D X Ejaf{u) = p{a)}

est une sous-variété de @ X H.
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DfrmNITION 5. — Une action différentiable de @ sur B compatible avec p est une
application différentiable ¢ de @ # E dans E vérifiant (avec la convention 6(u, ) =
— ux) les conditions suivantes: =

1) SiecB et plz)=e¢, 00 3 ex =12,
2y 8i (u, v)e@ﬂ#@ et 8i (u,2)c @ # K, alors:
=a a=p

wour)eP#E et wvu,z)=(vu)z.
w=p

DEFINITION 6. — Soient F et B’ deux variétés et I une submersion de E sur B,
On dit que des actions 6 et 6’ du groupoide @ sur ¥ et E’ respectivement, sont com-
patibles avec I7 si, pour tout (u, z') appartenant &4 @ # ', on a:

a=p

I o6 (u, &) = 6(u, Lz .

DiErNITION 7: Etant donné z ¢ E:

Porbite de = est le sous-ensemble O, = 5[m*1(p(w))x{w}] des éléments de F de
la forme ux, avec uc @;

le groupe d’isotropie @, de z est I'ensemble des ue @ tels que ux = a.

On note Ry la relation d’équivalence: «x et y ont méme orbite». Une partie
Fc E est dite saturée si elle est saturée pour Ry, c’est-a-dire si ¢’est une réunion
d’orbites.

DEFINTTION 8. — Soit U un ouvert saturé de H. On dit qu'une submersion f de
source U est une @-submersion si, pour tout x e U,

0.= {ye Ulfly) = f(x)} ,

c’est-a-dire si les images réciproques des points du but sont des orbites.

Propos1rioN 9. — Pour un ouvert saturé U de F, les deux conditions suivantes
sont équivalentes:

1) 11 existe une @-submersion de source U.

2) La relation R, est réguliére dans U (i.e U/R, est une variété et U -+ U/R,
est une submersion).

PREUVE. — Immédiate & partir des définitions. Remarquer que si f: U — N est
une @-submersion, le but de f est diffbomorphe & I'espace des orbites de ® dans U.
Soit W une sous-variété de B, @ # W est alors une sous-variété de @ # F comme

a=P x=p

image réciproque de W par la submersion de @ # F sur E définie par (u,z)—> 2.
@=p
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DEFINITION 10. ~ On dit qu’un ouvert saturé U de E est décomposable g’il existe
une sous-variété W de U telle que la restriction de 6 & @ # W soit un difféomorphisme

=P

de @ # W sur U. On dira qu'une sous-variété W c U, ayant la propriété précédente,

a=p
est adaptée & U.
Soit U un ouvert décomposable et soit W une sous-variété adaptée & U. En

composant §1: U — @ # W aveec linjection canonique de @ # W dans @< W, on
X=p e=p

obtient une application (/1,, I,) de U dans @ X W qu’on appellera la décomposition
de U associée a W.

DEFINITION 11. — On dit que @ € E est régulier §’il existe un ouvert décomposable
contenant .

ExEMPLE 12. — Considérons I'action, sur R?, du groupe des rotations O+(R?) d’oit
(cf. exemple 3) une action sur R?* du groupoide R?X O+(R?). Pour cette action, Pou-
vert R?— {0} est décomposable, car il suffit de prendre pour variété W une demi-
droite ouverte issue de 0 (0 exclus). Tout point de R* — {0} est done régulier. I ori-
gine O par contre n’est pas un point régulier, car le groupe d’isotropie en ce point
est O+(R2).

Les actions de proupoides que 1'on étudie dans la suite, sont obtenues par prolon-
gement de Paction sur une variété d'un groupe ou d’un pseudogroupe de Lie. La
condition supplémentaire suivante est alors vérifiée:

CoxprTioN A. — Il existe, pour u € @, une section différentiable ¢ de «, définie
dans un voisinage U de «(u), telle que:

1) ofa(u)) = u;
2) Papplication s: » — o{f(v)) v définie dans f~1(U) c @ est un difféomorphisme;

3) Papplication A: 2 — o(p(2))o définie dans p—Y(U) est un difféomorphismer

Une telle section ¢ sera dite primitive. L’application A (resp. s) est le difféomor-
phisme de F (resp. D) associé 4 o.
On suppose désormais que les groupoides vérifient la condition A.

ExempLEs 13. ~ Reprenons P'exemple 3; @ = VX G opére différentiablement
sur V par: 6{(z, g), %) = go.

Si u = (x, g) € @, Papplication o: (¥, &) = (9, ) est une section primitive.

Si I' est un pseudogroupe de difféomorphismes de V, et si @ est le groupoide
d’ordre % associé & I" (c¢f. I), les applications: # —j¥¢ [peI') sont des sections pri-
mitives pour les actions naturelles de @ définies au paragraphe I.

L’intérét des sections primitives provient de ce qu’elles permettent de construire,

pour tout (u,z) @ % F, un difféomorphisme local y de @ # E défini au voisinage
a=p a=gp

de (p(w), ), transformant (p(x), @) en (u, x) et compatible avec I'action de @ sur B,
Plus précisément:
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ProposiTioN 14. — Soit (4, ) €D # E et so0it ¢ une section primitive de @ telle

a=p

que o(a(u)) = u. L’application y définie au voisinage de (p(w), ) dans @ # E par:
o=p

20, 9) = (o(p(v 9)) v, 9) = (o(B(®)) v, 9) ,
est un difféomorphisme & valeurs dans un voisinage de (u, 2} tel que:

1) #(p(@), ») = (u, ) ;
2) doy=Ao-0 (A difféomorphisme de F associé & o).

PrREUVE. ~ La vérification des conditions 1) et 2) est immédiate & partir des défi-
nitions. De plus, si s egt le difféomorphisme local de @ associé &4 g, on a: y Hw, ¥) =
= (sYw), y) et donc y est un difféomorphisme.

D¥rFINTTION 15. — On dit gqu’une sous-variété W de E est transverse aux orbites
de @ dans F, si pour tout x € W, on a:

T.E=7T,W-+ 1,0,
ou O, est Porbite de x dans H.

THEOREME 16. — Si W ¢ F est une sous-variété transverse aux orbites de @ dans E,
Ia restriction & @ % W de application  de @ # E dans F définissant Paction de @
a=p

x=p
sur F est une submersion.

PREUVE. — Soit 4§, 1a restriction de 6 4 @ # W.
@=1p

1) 6, est une submersion en (p(z), ).

En effet, 'espace tangent 7.0, appartient évidemment & Uimage de T, 0.
Il en est de méme de T, W, car la restriction &4 W de la section canonique y —
—>(p(y),y) de E dans @ #E est une section de &; transformant z en (p(x),®).

X=p
2) 6, est une submersion en (u,x).

Soit en effet (u,x)e @ 7# W, soit o une section primitive de @ tells que o(oc(%)) = u

a=p

et soit y le difféomorphisme local de @ # E associé & o par la proposition précédente.

E=3

La restriction y, de ¥ & @ # W est un difféomorphisme local de @ # W, et 'on a:
a=p

o= P

0y0 .= Aod;, on a done:
Im(T(u‘x) 61) = Im(T(v(x)_x)(ﬁl o %1) = Im T(p(m),w)(l [+ 61) e TumE .

COROLLAIRE 17. — Soient f: UV une ®-gubmersion, W I'image d’un ouvert
de V par une section différentiablede f et U Youvert saturé de W. Pour que U soit
décomposable, il faut et il suffit que les groupes d’isotropie de @ dans U se réduisent &
Pidentité.



Yvon BossARD: Pseudogroupes de Lie de type fini et méthode du repére mobile 7

En effet, W est alors fransverse aux orbites, la restriction 6, de § & @ # W est

%9=p
done une submersion, et pour que J; soit bijective, il faut et il suffit, précisément,
que dans U, les groupes d’isotropie soient tous I'identité.

CorOLLAIRE 18. — Un point @ € F est régulier, si et seulement si il existe un voisi-
nage ouvert U de = tel que

1) U est la source d’une @P-submersion;
2) Dans U, les groupes d’isotropie de @ se réduisent al'identité.

En effet, le corollaire précédent montre qu’il existe, dans U, un voisinage ouvert
de # qui est décomposable.

COROLLAIRE 19. — Soient # et E’ deux variétés, I/ une submersion de E’ sur E,
0 et ¢’ des actions de D sur H et B’ compatibles avec 7I. Pour tout ouvert décom-
posable U de E, Vouvert U'= II-(U) est décomposable dans E'.

Soit, en effet, W une sous-variété adaptée & U; W est transverse aux orbites de @
dans E. Soit W= II"}(W); la compatibilité de J et ¢’ avec II implique alors sue-
cessivement que:

1) U’ est le saturé de W' dans E';

2) La restriction de ¢ & @ % W’ est bijective (car le groupe d’isotropie de

=gt

x'e U’ est contenu dans celui de P(a')e U, qui est lidentité)

3) W' est transverse aux orbites de @ dans E’ car, IT étant une submersion,
pour o' ew’, T, E' est la somme de T, W et dun sous-espace dont la projec-
tion par T, 11 est 1.0, (avec » = p(a')) or, la restriction de IT & Porbite 0., est
un difféomorphisme de 0, sur O,
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REMARQUE 20. — Soit @ un groupoide de base B, il existe une action naturelle
de @ sur B: celle définie par Vapplication {(u, x) -+ f(u) de @ #1B sur B.
il

11 est possible d’interpréter toutes les actions d’un groupoide de cette fagon. En
effet, si @ opére sur la variété F, les applications suivantes définissent sur @ # F
une structure de groupoide de base ¥ (= (B # E)): =

g

wH, z) =2 ; Hlu, ) =ux

uL(%s ), (0, uw)] = (uv, ©)

(U, 7) = {w~%, ux) .

Muni de cette structure, @ # E est le groupoide des éléments composables pour Uaction
=g

de @ sur E. 11 est immédiat que les orbites, pour Paction naturelle de @ #F sur
sa base %, sont les mémes que les orbites pour Paction de @ sur E. w=r

€) Formes canoniques.

Soient # une variété, TE le fibré tangent & F et II la projection de TE sur E.
Soit @ un groupoide différentiable et soient d et &' des actions de @ sur F et TE com-
patibles avec //. Soit enfin p la projection de E sur la base B de .

DEFINITION 21. — On appelle forme canonique associée aux actions de @ sur F
et TE le morphisme de fibrés vectoriel #:T(P # E)->TE défini, pour X, €
€T, \P #E), par: 2Zp

a=p

NX ) = o' (w, Ta(X(u.m))) .

ExEMPLE 22. — Soit @ un groupoide de base B opérant sur TB; pour X, T, ®,
on a alors:

N(Xy) = ur TH(X,) .

On convient, plus généralement, étant donnée une sous-variété M de @ # E d’appeler
w=p

forme canonique induite sur M par les actions ¢ et ¢’ de @ sur B et TF la restriction
de n au fibré T'M. Ce morphisme est alors & valeurs dans le fibré 7N induit sur
N =p(M) var TE.

I. — Geometrie des sous-variétés d’une variété [-structurée.
A)

Soient ¢ un groupe de Lie, 6: TG — T,6 sa forme de structure, M une variété
connexe, %, et u, des applications différentiables de M dans G. Il est bien connu



Yvox BossARD: Pseudogroupes de Lie de type fini et méthode du repére mobile 9

qu'une condition nécessaire et suffisante pour que w,= you,, avec y translation &
gauche de G, est que w,0 = uy 0. Ce paragraphe a pour but le démonstration d'un
résultat analogue lorsque G est le groupoide de définition d’'un pseudogroupe de Lie
de type fini.

§1. La forme canonigue sur II+3(V).

Soit V une variété de classe 0. Pour tout entier » = 0,1,..., on adopte les
notations suivantes:

1) IT7(V) est la variété des jets d’ordre r des difféomorphismes locaux de V,
2) Ir "(V) est la variété des jets d’ordre » de P’application identique de V.
On identifie IOI’(V) 4 V par le difféomorphisme # —j;1

3) a(resp. f), Papplication source (resp. but) est définie par:
o(jop) ==  (resp. B(jzg) =g()),

4) ,u:H’(V)ﬂ#H'(V) - [I"(V) est définie par la composition des jets:

M{j;lp, j;?{)) = 3;("70 °@),

B8) v: II'(Vy—II"(V) est définie par »(j;¢) = jou, @~
On note encore I77(V) le groupoide différentiable défini par les données précédentes.

DEFINITION 1.1. — Soit ¢ un difféomorphisme local de V, de source U’ et de but U”.
On appelle relévement de ¢ & II'(V) et on note ¢ le difféomorphisme local de I77(V)
de source f~HU’) et de but f~YU”) défini par:

P (Iy) = ji@ep).

Le résultat suivant est bien connu:

ProposiTIoN 1.2. — Il existe pour tout r un plongement canonique de I7++(V)
dans IR[II"(V)].

Soit en effet 4 e II""(V) et ¢ un difféomorphisme local de V tel que A = ji*1¢.
Soit 1 Vapplication identique de V, le relévement ¢ de ¢ & II'(V) est défini au voisi-
nage de j,1 et le prolongement T';:,¢" de ¢ aux vecteurs tangents & II'(V) d’ori-
gine jI1 ne dépend que de A (et non de ¢). L’application qui & 4 = ji ¢ fait cor-
respondre Ty @"e II[IT'(V)] est le prolongement annoncé.

Le groupoide IT'[II"(V)] opére naturellement sur sa base II"(V) et sur Pespace
tangent T(II*(V)) et ces deux actions sont compatibles avee la projection de T(II*(V))
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sur I77(V). On a done, sur ITH{II(V)) ;ffiﬂf(V) une forme canonique, qu’on notera 7.

La projection de II{II'(V)) #1HT(V) sur IIY(II"(V)) induit un isomorphisme de
Q o= o

IV o [I7(V) sur II+Y(V) et done la forme ca.réonique sar Iy (Vy# I['(V) défi-

nit un morphisme 61 de T(II+Y(V)) sur le fibré T(II"(V)), induit par T(IT+(V)) sur

II(V). On dit que 07+ est la forme canonique sur IZI;TH(V).

Soit o,.; (resp. fB,..) Papplication de II~+(V) dans II'(V) (resp. II(V)) définie par:
Brpa(JiF @) = §o1 (vesp. Braa(fiT @) =J@); ryq (resp. B,.,) est la restriction a IT++(V)
de Papplication source (resp. bgt) de ITWII"(V)) sur IT"(V) et l’ayplication ... =
= (Orsay fria) de (V) dans IF(V)XII(V) est & valeurs dans If7(V) # II(V). Si
A=j"eell"*(V) et si XeT ,II"*{(V) est un vecteur tangent en 4 a II(V}, on
a done:

Gy X) = [Tozm(A)‘PT]"l (T8, .(X)].

L’intérét de la forme 07! provient du résultat suivant qui est 1’analogue pour
les groupoides d’un résultat obtenu en [6] dans le cadre des espaces fibrés:

TafoREME 1.3, - Soit f un difféomorphisme local de I7"+(V). Une condition néces-
saire et suffisante pour qu’au voisinage de chaque point de sa source f coincide avec
le reldvement & II"+V) d’un difféomorphisme local de V (i.e. f= ¢’ pour un
certain ) est que f”r+1 = G2,

PREUVE. — La condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffi-
sante, Puisque f*6r1= 071, on a d’une part, & 4, = f o §,,, et d’autre part, I'g,, ,(X) =
=0 = Th,.,TH{X)=10; f laisse donc globalement invariantes les «, ,-fibres de
II+YV) et, localement, une f§,,,-fibre de II'*(V) est transformée par f en une f,,,-
fibre. La projection I, ;= (¢t,,1, frsq) d& TV sur fF(V)“;,‘éaﬂf(V) étant une sub-

mersion, il existe donc localement un difféomorphisme f, de IOIT( V) # II7(V) sur lui-
O we 0

méme, de la forme (a, b) h, (@, 1,(b)), avec f, difféomorphisme local de IT7(V), tel que:

I, -f = fl oll,,.
Il en résulte que:
5r+1 of=H °ﬁr+1 ?
et
fi 6= 6 (6 forme canonique sur IT7(V)).
Montrons que f est la regtriction & II+YV) du relévement f! de f, & IIII'(V)].
Soit 4 €Il"*(V), on pose a = a,,(A4) et b =4, ,,(4); comme f(4) et fi(4) sont des

isomorphismes de T [II"(V)] sur T;,[II"(V)], on aura f(4)=f(4) si pour tout
XeTJII(V)], on a f(A)X)=Ff(4)(X). Or, soit ¥ eT [II"*(V)] tel que A(X)=
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= Tfra(Y), on a:

ﬁ(A)(X) = Tf1°A(X} = fo °Tf§r+1(y) = Tﬁf—}—l « TH(Y) ’
et
A2 o Thra o TH(Y) = 01 o TH(Y) = 0tY(Y) = A0 A(X) = X,
done f(4)(X) = f(4)(X) d’ou f(4) = fi(4).

Le méme raisonnement appliqué & f, permet d’obtenir un difféomorphisme loeal
(for=f, de IT™(V) tel que f,= fi|II(V) (restriction de f3 & II"(V)) et

]:’21‘ g1 = g1,

et ainsi de suite; on construit de proche en proche pour i< s+ 1 un difféomor-
phisme local f, de II"**—(V) tel que f,;= fﬂHfﬂ-"(V). Le difféomorphisme f,.; est
un difféomorphisme local de VXV de la forme

(z, ¥) — (m; (P(y))

avec ¢ difffomorphisme de V; on vérifie aisément que localement f = ¢+,

§$2. La forme de structure d’un pseudo-groupe de Lie de type fini.

Soit I un pseudo-groupe de difféomorphismes locaux de V [7], pour tout r=0,1, ...
O = {jrp/pel, xecsource de ¢},

est un sous-groupoide de IT7{V) et la restriction de 5, & @ applique & sur &%, Une
solution de @7 est un difféomorphisme local ¢ de V tel que, pour tout ¥ appartenant
& la source de ¢ on ait: jrge @. On dit que I' est complet d’ordre ¢ si I" est
Pensemble des solutions de @°. 8i I est corplet d’ordre ¢, il est alors complet d’ordre
8> 4.

DErFINITION 2.1. — On dit qu'un pseudo-groupe I est un pseudo-groupe de Lie
de type fini si les conditions suivantes sont satisfaites:

1) Pour tout r. le groupoide associé @r est une sous-variété de II'(V).
2) 11 existe ¢ tel que I' goit complet d’ordre g.

3) 1l existe s tel que la restriction de f, & @ soit localement un difféomorphisme
sur @1,

Le plus petit entier ¢ (resp. s) pour lequel la condition 2 (resp. 3) est satisfaite
est Pordre (resp. le degré) de I'. Le degré est supérieur ou égal & Pordre.
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ReMARQUES 2.2,

1) On n'impose pas & un pseudo-groupe de Lie de type fini I" d’opérer transi-
vement sur la variété V.

2) Pour tout r, @ est un sous-groupoide différentiable de IT+(V).

ExEMPLE 2.3. — Soit 0" le groupe orthogonal & » variables. Ce groupe opére
naturellement d’une part sur R» et d’autre part sur Pouvert R~ — {0} de R». Dési-
gnons par I (resp. I;) le pseudo-groupe déduit de D'action de O, sur R* (resp.
R» — {0}). Le pseudo-groupe [ n’est pas un pseudo-groupe de Lie de type fini car
@°, qui est un cone dans I[,(R") = R*x R», n’est pas une sous-variété de II°(R»).
Par contre, I, est un pseudo-groupe de Lie type fini, d’ordre 1 et de degré 2.

Convenons de noter j,¢ le germe de ¢ en x et soit:

D = {j.¢lpel, xcsource de ¢} .

La loi de décomposition (j,®): (J.¥) =ju{pe-y) munit @ d’une structure de
groupoide de base V. Pour tout », 'application jr de @ sur @ définie par:

3. 9) = 5.9
est un homomorphisme.

PROPOSITION 2.4, — Soit I" un pseudo-groupe de Lie de type fini de degré s,. Pour
$>8,, j* est un isomorphisme de P sur &-.

Soit s>s, et soient ¢, et @,e I tels que ji ¢;=7j; ¢.; les applications j'g,
et j«=ip, de V dans @' ont méme application linéaire tangente en z,. Comme @
est localement difféomorphe & @+%, les applications jep, et j*p, ont aussi la méme
propriété. Done, en associant &: 4 =i ¢y, Uespace tangent en 4 a Pimage de jog,,
on obtient sur @ un champ d’éléments de contaet complétement intégrable dont les
variétés intégrales sont les images des applications j*¢ pour ¢ €. Il en résulte
que si jg, =g, ON 8 j.; = j.p, d’ou le résultat.

COROLLATRE 2.5. — Pour s> s,, f, induit un diffomorphisme de &* sur &>

11 suffit en effet de remarquer que f,= (1)« (j)

Soit 4 € @%, notons encore A Punique élément de @<+ dont I'image par f. ..
est précisément A. Considéré comme élément de I7[I1%(V)] (cf. proposition 1.2),
4 induit un isomorphisme de T, 4, P%» sur T, @é%; son inverse, qu’'on notere A%,
appliqueodonc T,®% sur T, D% Soit alors, TP le fibré induit par 79" sur la
variété I75(V) des unités de D%

DEFINTTION 2.6. — On appelle forme de structure du pseudo-groupe I” et on note w
le morphisme de fibrés vectoriels de T®% sur 7®% compatible avec Vapplication
oz @ — [To(V) et défini pour X, €T, % par:

w4 (X, ) = A (X)) .
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Soit ¢ € I, pour tout r, le relévement ¢~ de ¢ & II"(V) induit un difféomorphisme
local de @, qu’on note encore ¢ et qu’on appelle relévement de ¢ & @

THEOREME 2.7. — Soit f un difféomorphisme local de @%. Une condition nécessaire
et suffisante pour qu’au voisinage de chaque point de sa source f coincide avec le
relevement & @% d’un difféomorphisme el est que f*w = w.

PREUVE. — Comme f, est localement un difféomorphisme, son prolongement aux
vecteurs, T, , induit un isomorphisme de P& sur Td+. Si Pon note encore 6%
la restriction & 7@ de la forme canonigue de I75(V), il est immédiat que 6% est i
valeurs dans T et que:

Tﬁsooa)=6"ﬂ.

On 2 done: f*ow = o < f*¥0%= 0%,

La nécessité de la eondition est alors immédiate. Pour montrer que la eondition
est suffisante, on remarque d’abord, par un raisonnement analogue & celui de la
proposition 1.2, que, pour tout », @+ se plonge canoniquement dans IT[P7]. Ceci
étant, on procéde comme pour la démonstration du théoréme 1.4: f définit un difféo-
morphisme local f; de @+ dont le relévement f & I1'[P%] coincide avee f en restric-
tion & D%, de méme f, définit f, difféomorphisme local de @2 et ainsi de suite jusqu’a
obtenir un difféomorphisme local ¢ de V dont les relévements successifs ¢ induisent
leg difféomorphismes locaux f, de @ pour r<s, et tel que f= g% Ce difféomor-
phisme appartient alors & I” car pour tout « appartenant & la source de ¢, ¢ =
= @%(j1) = f(j*1) appartient & &% et done ¢ est solution de D% d’our le résultat.

On pose désormais @ == @; on dit que @ est le groupoide de définition de I

THEOREME 2.8. — Soient u, et u, deux applications différentiables d’une variété
dans @. Une condition nécessaire et suffisante pour gue localement on ait:

Uy=g@ou, avec pel
est que

*® o *
U, 0= U, 0.

PREUVE. ~ La condition est évidemment nécessaire. Elle est aussi suffisante.
Soient en effet II, et II, les premiére et seconde projections de @ @ sur P et soit
@ # D la sous-variété de P x @ formés des couples (4, B) tels que x(4) = a(B).

o=
Puisque u; w = u, w, Papplication u: z — (u,(®), wy(2)) de M dans @ X D est & valeurs
dans le produit fibré @ # @ et de plus, si on pose Q=110 —IT,w, on & u* Q= 0.
a=u

Soit € le champ déléments de contact défini sur G X D par Q = 0. La restriction
de w a T ,® étant un isomorphisme pour tout A, la dimension du champ C est
égale & celle de @.

Soit (4, B)e @a#“é et solent @, et @, €I tels que 4 =j g, et B=j gq,; le

relévement de ¢ = ¢, o¢;" & D, qu’on notera encore ¢, vérifie p*w = o (théoréme 2.6).

2 — Annali di Matematica
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Le graphe de ¢ est done une variété intégrale de dimension maximale du champ C,
entiérement contenue dans @ # @, et passant par (4, B). La restriction ¢ du champ ¢
4 @ £® est donc un champ complétement intégrable dont les variétés intégrales

G

ont mémes germes que les graphes des relévements & @ des difféomorphismes de I
Comme % est & valeurs dans @ #@ et vérifie w* L =0, u est néeessairement 3

g=ua

valeurs dans une variété intégrale de €' (en restreignant éventuellement la source
de u), d’ou le résultat.

B)

Lorsqu’un groupe de Lie & opére sur une variété V on saib, dans les cas réguliers,
depuis les travaux de 8. Lie et E. Cartan entre autres, ramener le probleme de 1’égalité
modulo G de deux germes de sous-variétés & un probléme de comparaison d’inva-
riants différentiels. On démontre un résultat analogue en remplacant les groupes
par des pseudo-groupes de Lie de type fini. Le § 1 a pour but de fixer un certain nombre
de notations; le §2 contient les résultats.

§1. Les espaces §%; §2; Pr; OPr; T+ gssocids & une variété V de classe C°.

a) Germes dimmersions et germes de sous-variétés. — Soit y une immersion de R?
dans V et j.u le germe de p en «; on pose «{j.u) =2 et f{j.u) = u(x). L'ensem-
ble 94 des germes d’immersions de R? dans V est un faisceau de base R?, il est done,
en tant qu’espace étalé, naturellement muni d’une structure de variété de dimension p
pour laquelle o est un difféomorphisme au voisinage de tout point. An voisinage
de j.u, on a:f=pox et done § est une immersion.

On note §* le quotient de 94 par la relation: «il existe un difféomorphisme local ¢

de R? tel que j.p=jJ.voo)». T2 est la variété des germes de sous-varietés de dimen-
sion p de V. L’application f passe au quotient et induit une application 3 de 5 sur V
qui est aussi une immersion. Etant donnée une immersion y de R? dans V, on con-
vient de noter ﬁ/u le germe de sous-variété défini par j.ue T4

Soit ¢ (resp. ¢) un difféomorphisme local de V (resp. R?), le prolongement de ¢
(resp. o) & T4 est le difféomorphisme local ¢, (resp. o,) de F* défini par ¢ (j.u) =
= jMpopu) (resp. o, (jopt) = Jo_1,,(t°0)). On a xop,=a (resp. f o0, = f) et donc g,
(resp. ¢,) est un a-difféomorphizgme (resp. f-difféomorphisme).

On définit le prolongement @, de ¢ & 7 par passage de @, au quotient:

@,Japh) = Jol@ o) .

b) Repéres et éléments de contact d’ordre v.— Un repére d'ordre v et de dimension p
de V est le jet d’ordre v, de source 0, d’une immersion de R® dans V définie au voi-
sinage de 0. Il existe sur l’espace P des repére d’ordre r et de dimension p de V une
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gtrueture canonique d’espace fibré différentiable de base V dont la projection est
Papplication but de P7 sur V.,

Le groupe L; des r-jets inversibles de R” dans R® de source et but 0 opére
dans Pr: si l=jjoe L, et si a =jiue P, alors I-a = ji(u-0). Onnote CP''espace
des orbites de Pr pour cette action; les éléments de CPr sont les dléments de contact de
dimension p et d'ordre r de V. On note I Ia projection de Pr sur CPr et 'on convient,
pour jrue P de poser II(j; u) = i7u. Lrapplication de CP7 sur V obtenue par passage
de B: Pr— V au quotient est notée f§: pour X e OPr, §(X) est D'origine de X.

11 existe sur CPr une structure de variété (nécessairement unique!) telle que /1,
soit une submersion. De plus, la projection § est une fibration différentiable de CP”
dont la fibre est la variété des éléments de contact d’ordre r de dimension p et d’ori-
gine O dans R (n=dim V).

Soit ¢ un difféomorphisme local de V, le prolongement ¢ (resp. ¢™) de ¢ & Pr
(resp. OP7) est le difféomorphisme local de Pr (resp. CP) défini par: ¢"(jip) = j(jp o )
(resp. ¢™*(5p) = Tslg o))

Pour z e R?, soit 7, la translation de R? définie par 7,0)=x. On définit une
application . de 94 dans Pr par: f,(j.u) =Jji(s°7.). Au voisinage de j,uc T4, B,
est composée de «x: §*— R et de Papplication  —ji(u-7.); ces deux applications
étant des immersions, §, en est aussi une.

On note T4~ la variété des germes d’immersions de R? dans Pr. Soit u: R*—» V
une immersion, et soit j*u: # — f.(j.u) le relévement de y dans Pr. L’application j u
est une immersion de R? dans Pr comme composée de deux immersions. On définit
une application j» de §+4 dans T47 par: j7(j.pu) = J.(j"u) et cette application, qui vé-
rifie foj7=f, est une immersion car § et 8, le sont.

¢) Actions de @ sur §*, §*, Pr, CP". — Soit I' un pseudo-groupe de type fini
sur V et soit @ le groupoide de définition de I” (ef. I, A); on a des actions différen-
tiables de @ sur T4, §2, Pr et CPr compatibles avec les projections canoniques de ces
variétés sur V. Plus précisément:
L’action de @ sur 94 est définie par:

0(Joy Jept) = @,(Jupt) -
L’action de @ sur 9+ est définie par:

0(Jos Jot8) = Fyldatt) -
T’action de @ sur Pr est définie par:

O(Jutp, Jop) = Jilp ot -
L’action de @ sur CPr est définie par:

8(4op, Top) = @™ (Top)
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On remarquera en outre que ces différentes actions sont compatibles entre elles
et que la condition A (cf. 0) est vérifiée.

§ 2. Egalité, modulo I, des germes de sous-varidies.

Dans ce qui suit, I" est un pseudo-groupe de Lie de type fini de degré s, sur V;
D est le groupoide de définition de I
Soient u et » deux immersions de R? dans V définies au voisinage de .

DEFINITIONS 2.1. — On dit que les germes d'immersions j,u et j.» sont égaux
modulo I, ¢'il existe une transformation ¢ €I telle que:

jm((p"/u') =ja¥.

On dit que les germes de sous-variétés j.u et j,v sont égaux modulo I, §'il ex-
iste un difféomorphisme local o de R? tel que les germes d’immersions j.u et j.(v o o)
soient égaux modulo I

Soit I',( resp. ]—’,,) le pseudo-groupe engendré dans T4 (resp. §%) par les prolonge-
ments & 2 (resp. 92) des difféomorphismes de I. Avee les notations du §1, a) il
est immédiat que deux éléments £ et B € F4 (resp. £ et B € %) sont égaux modulo I,
§’ils appartiennent & la méme classe d’intransitivité de I', (resp. r ,) dans 2 (resp. F4)
ou, ce qui est équivalent, & la méme orbite pour Paction de @ dans §* (resp. 5% défi-
nie au § 1.

Pour s>, la projection de P* sur P" qui & jiu associe jiu est une submersion
et les actions du groupoide @ sur P* et P’ sont compatibles avec cette projection.
On peut donc appliquer le corollaire 19 du chapitre 0 et done, si Uc.Pr est un
ouvert décomposable, son image réciproque U’ c P* est décomposable. De plus, si w
est une sous-variété adaptée & U, son image réciproque W' dans Ps est adaptée &
U'. Ceci permet donc d’associer & la décomposition (I, I1): U > DPxXW de U
une décomposition (I1,,I1,): U'—Px W' de U'.

DiFInNTTION 2.2. ~ Un ouvert AL c §* est décomposable d’ordre r si U est I'image
réciproque par f#,: §*— Pr d’un ouvert décomposable U dans Pr et si r est le plus
petit entier ayant cette propriété.

Soit U = A71(U) un ouvert décomposable d’ordre r dans §* et soit (I1;, IT,): U~
— @ X W une décomposition de U. On définit pour chaque s> une application,
notée (11:, II%), de U dans @ X W’ en composant la projections §, de W sur U’ c P¢
avec la décomposition (I7,,11,): U'—~ DX W' associée & (I, IT). On dira que Pap-
plication (I1;, II%) est la décomposition d’ordre s de U associée a (I1,, I1,).

THEOREME 2.3, — Soit U = g, (U) un ouvert décomposable d’ordre r dans 4,
soit (I1,, IT,) une décomposition de U et soit (I7;"% IT;*") la décomposition d’ordre
r4+1 de W associée & (I1;,11,). Pour qu'un «-difféomorphisme local f de U (i.e.
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« = wof) appartienne au pseudogroupe [, il faut et il suffit que 'on ait:
(1) I of =115,

PrREUVE. — Le condition est évidemment nécessaire, montrons qu’elle est suffi-
sante. Soit A un élément de la source de f, soit B = f{A) et soient u et » des im-
mersions définies au voisinage de z, dans R® telles que A=j, u et B=j, ».
Soit U’ I'image réciproque de U dans P+, la condition (1) implique que pour tout x
voisin de ®,, ji ' u et ji*1y appartiennent 4 la méme orbite de @ dans U’. Dans U,
jupt €t jov appartiennent donc aussi & la méme orbite et de plus, il existe ¢, e I tel
que, en z, les applications linéaires tangentes de j7v et @ oj"u solent égales. Si
done on pose =1l oj7v eb 4y, =1, o§"u, on a, pour tout » voisin de x4 T u, =
= T (p,ou;). Comme la forme de structure w sur @ est invariante par I, on a done
() = u,(w) d’ou par le théoréme 2.8 du A), Pexistence de ¢ € I" tel que u, = ¢ o u,.
En projetant par f: @ >V, cette derniére égalité dans V, on en déduit que les
applications f et ¢  coincident au voisinage de 4, d’olt le résultat.

Convenons, étant donné j,u e T4, de noter fi la section canonique de c«: $4-> R?
telle que fi(z) = j,u. Avec les notations du théoréme précédent, on a:

COROLLAIRE 2.4, — Pour que les éléments 4 = j,u et B = j.» de U soient égaux
module I'il faut et il suffit qu’au voisinage de » on ait:

(2) I e =107

11 suffit en effet de remarquer que la condition (2) équivaut & DPexistence d'un
w-difféomorphisme f(= 7o -1) de AU tel que f(#4)= B et [I}T of = [T

Te passage des germes (’immersions aux germes de sous-variétés se fait sans
difficulté. On énonce uniquement les résultats, laissant les démonstrations au lecteur,

DEFINITION 2.5. — Un ouvert AU ¢ * est décomposable d’ordre r si L est Pimage
réeiproque par f,: 94— OPr d'un ouvert décomposable U dans 0P, avec r minimum.

PrOPOSITION 2.6, — Si U es un ouvert décomposable dans CP7, alors les images
réciproques U’ et U de U dans OP+ et Pr, sont décomposables.

COROLLAIRE 2.7. — Si AU c §* est décomposable d’ordre », son image réciproque
U c F4 est décomposable d’ordre r.
On en déduit le:

THEOREME 2.8. — Soit U ¢ 74 un ouvert décomposable d’ordre #, U c F2 I'image
réciproque de Al dans P* et (JI{TY, IT;*') une décomposition d’ordre 7+ 1 de W
associée & une décomposition (11, I1,) de U = f.(U). Une condition nécessaire et
suffisante pour que L;u et j,v soient égaux modulo I est qu’il existe un difféomor-
phisme local ¢ de R” tel que o(z) =y et:

(3) I o =11 (506) .
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Ce qui précéde montre que, pour les ouverts décomposables d’un certain ordre
dans §% le probléme de I’égalité modulo I" de deux germes de sous-variétés apparte-
nant & ces ouverts, est une fois donnée une décomposition d’un ordre convenable,
ramené 4 un probléme classique d’analyse: la recherche, étant donnée deux applica-
tions v et w, d’un difféfomorphisme o tel que w = v.o.¢. Il reste donc & indiquer un
procédé permettant de déterminer explicitement les ouverts décomposables de &
ainsi que des décompositions de ces ouverts a4 un certain ordre. Il suffit pour cela
(cf. proposition 2.6) de savoir déterminer, dans CPr, les ouverts décomposables et
des décompositions de ces ouverts. C’est précisément 4 la recherche de ces ouverts
dans CPr qu’est adaptée la méthode du repére mobile de E. Cartan que Pon étudie
en II.

IL. - La méihode du repére mobile.

La méthode du repére mobile dont le but est, comme nous venons de le dire,
la recherche des ouverts décomposables dans les espaces CPr (r=1,2,...) est une
méthode récurrente. Pour en démonter le mécanisme, il suffit done, et c’est ce que
nous ferons, d’indiquer de fagon précise le passage de Pordre 0 & Vordre 1. Comme
précédemment, @ désigne le groupoide de définition d’un pseudo-groupe de Lie
de type fini I" sur V. Les actions de @ sont celles définies au (I, B, §1).

§ 1. Invariants différentiels et semi-invariants.

DEFINITION 1.1. — Soit U un ouvert de CP7 saturé pour Paction de @ dans CPr.
On dit qu’une fonction numérique différentiable f: U -> R est un invariant dif-
férentiel si, la restriction de f & chaque orbite de @ dans U est constante.

Il est bien évident que si f: U > R" est une @-submersion (cf. 0) chacune des
composantes f;, ..., f, de f est un invariant différentiel sur U. Réciproguement, la
connaissance au voisinage de tout point de CPr des invariants différentiels permet
de construire des @-submersions et done, de déterminer les points réguliers et les
ouverts décomposables. Ce qui suit est précisément consacré a la détermination des
invariants différentiels.

On suppose donnée une D-submersion f, definie sur un ouvert saturé U, de V et d
valeurs dans un espace qu’on peut toujours supposer étre un espace R

Soit U, Pimage réciprogue de U, dans CP! par la projection canonique de CP!
dans V. On se propose d’indiquer comment ramener la recherche des invariants
différentiels dans U, & la résolution d’un systéme différentiel défini sur un espace
convenable.



Yvon BogsARD: Pseudogroupes de Lic de type fini et méthode du repére mobile 19

On faif choix d’une sous-variété N, de V image d’une section de f,. Ce choix
permet de définir un certain nombre d’espaces dont les liens sont résumés dans le
diagramme ci-dessous:

T By, # V) T, TN
B
PPy, NY) |
Wl
D# N, T,c 0P
/ | /
Dy, # B, L bop
A: / e
S, Ticv
By, e M /
i /

Les fleches horizontales (resp. verticales) non nommées sont des injections (resp.
projections) canoniques.

Dy

o

D #N,

Oy #N,

groupoide d’isotropie de P au-dessus de N, est le sous-groupoide
de @ formé des X e D tels que a{X) soit égal & f{X) et appartienne
4 N,. Cest une somme de groupes de Lie.

est le produit fibré de @ et N, pour les applications «: @ >V et 4,
injection canonique de N, dans V.

est le produit fibré de @, et N, pour les applications « et 4, c’est
une sous-variété de @ # N,, isomorphe & Dy .

est I'ensemble des éléments de @y # N, de la forme (j,1,2). On
peut lidentifier & I'ensemble des unités de Dy, .

est définie par: ¥°(j.¢, @) = p(@) = f(j.p) -
est la restriction de y° & @y # N,. C’est en fait la projection sur Ny:

est la sous-variété de CP! formée des éléments de contact dont Vori-
gine appartient & N,. C’est un fibré de base N,.
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D #N} est le produit fibré de @ et N pour les applications a: @ — V et
f: Nt — 7V, ot f est la restriction & Nj de la projection canonique §
de CP! sur V.

A est 'ensemble des éléments de @y # Ng de la forme (j,1,2"). Clest

donc l'ensemble des unités de Dy, # N; pour la structure de grou-
poide, somme de groupes de Lie, de base Nj.

Y est définie par: y'(j,p, ') = ¢"(a").

v est la restriction de y' & @y #N,.

1°”(¢oNn # Ng)  est une somme d’algébres de Lie: ¢’est Palgébroide de Lie de @y, # Ny
considéré comme groupoide (somme de groupes de Lie) de base Nj.
C’est done 'ensemble des vecteurs tangents & @y, # N§ dont Pori-
gine appartient &4 A} et qui sont verticaux pour la projection de
@y # Ng sur Ny qui & (j,¢,4") associe o,

T(®, #NI) (resp. TNL) est le fibré tangent & P, # N! (resp. NI).
No 0 0 Ny 0 0

Ty} est le prolongement de y; aux vecteurs.
Ty est la restriction de Tyl & T'(Dy, #Nb).

La restriction & @y, # Ny de Dapplication de @ # U, sur U, définissant D’ac-
tion de @ sur U, est & valeurs dans Nj et définit une action de @, sur Ng. Soit D,
le groupe d’isotropie de @ en @ € N, et soit (N}), le fibre da N} d’origine @, ¢’est-a-dire
Pensemble des éléments de contact (de dimension p) d’origine z; le groupe @, opére
naturellement sur (Ng), et I'action de @y, sur Ng est la « somme » pour @ € N, des
actions de @, sur (¥7),. En particulier, les orbites de @, dans Ng sont toutes situées
dans les fibres de N et se projettent done dans N, suivant des peints par la projec-
tion de N sur N, induite par la projection de OP' sur V. On désignera par invariants
sur N les fonctions numériques différentiables définies sur des ouverts saturés de N
(i.e. réunions d’orbites pour Paction de @y, sur Ng) et constantes sur les orbites de @y
dans Nj.

Soit f un invariant différentiel sur U,, la restriction f' de f & Ny vérifie: (Tf')o
o(ﬁ""q‘},) = 0. Sous certaines condifions, la connaissance des solutions de cette équa-
tion permet de déterminer les invariants différentiels sur U,. Plus précisément:

DHEFINITION 1.2. — On appelle semi-invariant sur N toute application différen-
tiable numérique ! dénie sur un ouvert saturé de Nj et telle que:

(Tl (T'p3) = 0.

On remarquera qu’un semi-invariant est une fonetion localement constante sur
chaque orbite de @, dans Nj.
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THEOREME 1.3. — 8i, pour tout z € U, le groupe d'isotropie @, est connexe, fout
semi-invariant sur N est la restriction d’un invariant différentiel de U, et d’un seul.
Le théoréme est une conséquence immédiate des lemmes suivants:

LeMME 1.4, - Il existe, pour tout #'e U,, une submersion définie au voisinage
de ', 4 valeurs dans Nj et compatible avec les relations d’équivalence définies par @,
sur U, et @y sur Nj.

Soit en effet « la projection de #* dans U, et soit ¢ une section différentiable de
définie sur un voisinage U, de x (une telle section existe car y, est une submersion
(0, théoréme 1.6)). Soit I7; la projection de @ # N, dans @ et soit e, =[], c¢; si
U, = f-1(UW,) est Vimage réeiproque de U, par la projection U,—U,, Papplica-
tion S, définie sur WU, par: S.(yY) = [ai(g{yi))]“l (yY) est & valeurs dans N, et véri-
fie les conditions annoncées.

LeMME 1.5. — Tout invariant différentiel sur N{ (pour l'action de @y ) se pro-
longe en un invariant différentiel sur U,.

Soit en effet k un invariant défini sur un ouvert U de N!. Le saturé U de U
dans U, est ouvert car, avec les notations du lemme précédent, pour #*e U,, U N
N W, = 8,1 (V) N W, est ouvert. De plus, deux sections ¢ et ¢’ de y° étant données
au dessus de b, les fonctions définis sur & N U, par ho S, et koS, sont égales
car S, et §,, sont compatibles avec les relations d’équivalence sur U; et Nj. On
définit done, sur 9y, une fonction A par: ﬁ(CTj NUWUp=ho8,=ho8,, et h est un
invariant sur Q.

LeMME 1.6. — 8i les groupes d’isotropies @, sont connexes pour tout z € U, alors,
sur Ng, tout invariant différentiel est un semi-invariant et réciproquement.

En effet, pour #' € Ny, d’origine # € N, Pespace tangent & Porbite de »* dans N}
est 'image par 7'y} de la fibre de f”(@No # N) au-dessus de 2 et done, un inva-
riant est toujours un semi-invariant. 8i les groupes d’isotropie de @ sont connexes
sur U,, pour tout z, € N5, Porbite de #' est connexe; un semi-invariant étant une
fonction localement constante sur chaque orbite, y est donc alors constante, d’oll
le résultat.

REMARQUE 1.7. — Soit G un groupe de Lie et H un sous-groupe fermé de G. 8i H
n’est pas connexe, les groupes d’isotropie pour Vaction naturelle de G sur G/H ne
sont pas connexes. Soit H, la composante connexe de I'identité dans H; pour ’action
naturelle de & sur G/H, les groupes d’isotropie sont connexes. Comme la projection
canonique de G/H, sur G/H est un revément. tout germe d’immersion dans G/H,
se projette dans G/H en un germe d’immersion. On en déduit donc une application
de THG/H,) (variété des germes d’immersion de R? dans G/H,) sur $4G/H) (variété
des germes d’immersion de R? dans §/H). De plus, les actions de ¢ sur G/H, et G/H,
étant compatibles avec la projection de G/H, sur G/H, la projection de F+G/H,)
sur F4G2H) est compatible avec les relations d’équivalence définies par G sur TH{G/H,)
et $4(G/H), Au lieu d’étudier Paction de & sur G/H, il suffit donc détudier celle de &
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sur G/H,. On appelle orientation des éléments de F4(G/H) (resp. §4G/H) Popéra-
tion qui consiste a passer de FAHG/H)) (vesp. $4G/H) & F4G/H,) (resp. THG/H,)).
Son intérét est de permettre d’utiliser le théoréme 1.3 pour la recherche des inva-
riants différentiels. Cette technique s’étend parfois (au moins localement) an cas ou
c’est un groupoide @ qui opére sur une variété H. On doit alors considérer le grou-
poide d’isotropie ¥ de @ et le sous-groupoide ¥, de ¥ dont les fibres sont les compo-
santes connexes des unités des fibres de ¥ et s’assuser que @/¥, a une structure de
variété telle que Paction de @ sur @V, soit différentiable et que la projeetion de
@|/¥ = F soit un revétement. Ceci une fois fait, il suffiit d’étudier P'action de @
sur @/¥,, action pour laguelle les groupes d'isotropie sont connexes.

B)

Les notations sont celles du paragraphe préeédent. On suppose désormais que
les groupes d’isotropie de @ sur U, sont connexes. La détermination des invariants
différentiels sur U, se raméne alors & celle des semi-invariants dans N, ¢’est-a-dire
4 la résolution du systéme différentiel (7'7) o([ci”zp,’J) =0 sur N, (avec I, applica-
tion différentiable de N dans R, comme inconnue). Pour résoudre effectivement
ce systéme, on doit P'écrire explicitement. Ceci est a priori difficile, car la source et
le but de fi”y}, ne possédent pas de coordonnées reliées simplement & celles de U,.
La méthode du repére mobile permet cette écriture explicite sans utiliser Pexpres-
sion de ¥, en coordonnées, nous le montrons au §1. On étudie au §2 le passage de
Pordre o & lordre 1.

§1. La régle fondamentale.

a) Les trivialisations locales adaptées ¢ T' Nj. — Rappelons d’abord comment,
a une base g, ..., &, d’'un espace vectoriel F, est associé un atlas (0;, ¢,);; de la gras-
mannienne G, (F) des sous-espaces vectoriels de dimension p de E.

Soit ¢ une permutation de {1, ..., n} dont les restrictions & {1, ..., p} et {p 1,
..., M} sont croissantes. Soit E; (vesp. E;) le sous-espace engendré par ¢, , ..., s, (resp.
Eipyr e &,); O0 & B =E; @ E, et on désigne par II; (rvesp. II}), la projection de E
sur E; (resp. B;). L’ouvert O; de G (E) est ensemble des sous-espaces vectoriels de
dimension p de F qui se projettent sur E; par II,. Pour FeO0,, ¢,(F) est la matrice
dans les bases ¢ ,...,¢&, et ¢ ,..,¢ de 'application linéaire de E; dans B ad-
mettant ¥ comme graphe.

Soit e une section différentiable de N, dans Vespace H(V) des repéres de V; pour
zeN,, ¢(x) est donc une base ¢(x), ..., e,(x) de T, V. Comme la fibre (N}), de N
au-dessus de » est la grassmannienne G (7, V), pour chaque z € N,, la donnés de e(x)
permet, comme ci-dessus, de définir un atlas (0, ,, ¢, ) dans (Ng),.

La réunion 0; = {J 0, , est un ouvert de N et Papplication ¢, de 0, sur N, x R~

xEN,
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dont la restriction a O,, coincide pour tout » € N, avec ¢, , est un difféomorphisme
compatible avec les projections de 0, et N, X R*™ % sur N,. Soit | la projection de
T(N,x R?™= 9y sur R*™ % obtenue en composant la projection de T(N,x R*®»?) =
= (TN X (TR*™ ?) sur le second facteur avec la forme invariante & gauche
TR** 9 _ T, R*"»» = R*""~% on note ¢ Papplication de 70, sur R*®~* définie par:
o= Leogi

Soit alors, T’ N le fibré des vecteurs tangents & N et qui sont verticaux pour
la projection de N} sur N, et soit 7"0, Pensemble des vecteurs de 7'N} dont lorigine
appartient & O,.

LeMumE 1.1. — L’application ¢ de T'0, sur 0,x R*®*~% définie pour X, e T’ 0;,
vecteur d’origine ' dans 7' 0;, par: §,(X,) = (o', ¢ (X)) est une trivialisation lo-
cale de T'N: au-dessus de 0O,.

DEMONSTRATION, — Immédiate & partir des définitions.

DEFINITION 1.2. — On appelle trivialisation locale adaptée & T'N} toute trivia-
lisation du type @; ci-dessus obtenue & partir d’une section différentiable e de N,
dans H(V).

Avec les mémes notations que plus haut, soient u}, Jy=1,...,j; Jy=1,...,
(n—p) les coordonnées définies par ¢, dans O,, et soient 9/Cuj?, les champs de
vecteurs associés & ces coordonnées sur O,,. Pour (J,, J;) fixé, le champ de vecteur
vecteur 8/8u§j sur O, dont la restriction & 0, est 8/0u]?, est une section de 0, dans
T'0;. Le lecteur vérifiera que la trivialisation ¢, est celle obtenue par la donnée
des p(n—p) sections 9/ouy, Jy=1,..,p; Jy=1, ..., (n—p), de T'0,.

Considérons maintenant Papplication f”y‘é de %’(@NG #0,;) dans TN,. Cette
application est compatible avec la projection de @y # N T sur N et est & valeurs
dans T'N;. L’ensemble ﬁ”(@Zvo #0,) des éléments de ﬁ”(@m # N3) dont Dorigine
appartient & Py # 0, est donc appliqué sur 70, per i”zpé. De plus, une fois
connu "y} sur chacun des %”(@NB #0,), 7'yl est entiérement déterminée.

Donnons-nous une trivialisation locale &, adaptée & T’ N, (définition 1.2) et soient
o/ouy les sections de O; dans T'0; associées & §; et définies ci-dessus. La restric-
tion de 7"y} & _’f"(@m #0,), restriction gu'on notera encore il ¥g, peut alors
s’éerire:

7 = > W ® o
=i, T o
Jy=lendt=~p

ol 77 10'”(6151\,0 #0,) >0, XR est un morphisme de fibré. Ce sont ces morphismes
que Pon va expliciter dans le paragraphe suivant.

b) Les formes de pseudo-connexions. — Soit j”(@N“ # Ny) l'ensemble des vec-
teurs tangents a @y # N, dont Porigine appartient & A, et qui sont verticaux pour
Papplication source: (j,p,x)->x de Py #N, sur N,. Si 'on munit @y, # N, (qui
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est difféomorphe a @y ) de la structure de groupoide évidente, somme de groupes
de Lie, de base N,, alors f”(@Nu # N,y) est l'algébroide de Lie correspondant. En
particulier, pour z e N,, la fibre de an”[fﬁm # Ny} au dessus de @ s’identifie & l'al-
gobre de Lie du groupe d’isotropie @, de @ en x.

- - o e ot oo omm | o e e o}

/ / , 0,= orbite de V
/ & // ’ /

DrriNiTIoN 1.3. — Soit U un voisinage ouvert de 4, dans @ # N, et soit «y Ia
restriction &4 U de P'application source de @ # N, sur N,. Une forme de pseudo-
connexion sur U est un morphisme de fibrés vectoriels w: TU — %’(@M#No) eom-
patible avec uy et tel que pour tout z € N, le rang de 1a restriction de w & TU N TP,
soit égal & la dimension de @,.

REMARQUE 1.4. — En pratique, les formes de psendo-connexion qui interviennent
vérifient la condition supplémentaire suivante: Pour tout » € N,, la restriction de w
4 TUN TP, coincide avee la forme invariante 3 gauche canonique sur le groupe
de Lie @,.

Soit H (fi”(@m # Ny)) le fibré principal associé & ii”((DNo # No) et soit u une see-
tion différentiable définie sur N,, & valeurs dans H(&”((ﬁl\,n # No)). (Notre étude
étant locale, on peut toujours supposer qu'une telle section existe).

La donnée de y équivaut & celle de 7 sections différentiables 4, ..., u, de N, dans
f”(@m # N,) telles que, pour weN,, les vecteurs u,(x), ..., u,(¢) forment une base
de Palgébre de Lie de @,.

Une forme de pseudo-connexion o étant donnée, soit @ le transposé de w parla
projection de @ # N sur @ # N, définie par: (u, x*) — (u, ) (avee ¥ = origine de x?)
et soit w: T(D # NL)— ﬁ”(@m # Ng) le morphisme obtenu en relevant & dans
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T'(®y, #N)). Le diagramme suivant est donc commutatif:

[s8}

T(® # N}) > I'(Dy, # No)

gl

w o
TU ¢ T(P # No) 2= [(D # Ny

La donnée de la section g permet alors d’écrire successivement:

o= w0 ® s,
E=1

olt les w; sont des morphismes de TU dans N, xX R compatibles avee «,: U — N,:

T
@ == z Dy, ® Uiy
k=1
avee (o, transposé de w,

k2
» = zak®/‘k7
k=1

ot les w,: T(P #N},)—>N},><R sont obtenus par relévement des @,.

On note w;, ..., w, les restrictions de w,, ..., », & f”(@m #N;). Comme la re-
striction de w & TU N TP, est de rang maximal, les w; forment une base de espace
des morphismes de %’(@M # N3) dans Nyx R qui sont compatibles avec la projec-
tion de @, # Ny sur Nj ou, ce qui est équivalent des morphismes f”(@No # Ny~ R.

Soit @;: T'0,~ 0, x R**~? une trivialisation locale adaptée & T'N1: Avec les

notations du a), la restriction de Zo”wé a 10”(€Z3ND #0;) 8'écrit:

ol 17 est un morphisme de fi”((ﬁm #0;) dans O,xR. On peut done écrire:

r
ng: z “gfkwl; Ji=1,..,p; Jo=1,..,pn—p),
E=1

ol les a7, sont des fonctions différentiables sur O,. Ces fonctions, une fois déter-
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minées, le systéme différentiel fondamental
(T (I'yy) =0,

se raméne donc sur O, au systéme suivant:

il est donc entitrement explicité. La régle de E. Cartan (cf. d) ci-dessous) permet
le caleul des fonetions aj?.

¢) La forme canonique. — Le groupoide différentiable @ étant le groupoide de
définition d'un pseudo-groupe de Lie de type fini I" sur la variété V, il opére natural-
lement sur V et TV et ces actions sont compatibles. Ceci permet done de définir
sur @ # V une forme canonique {(cf. 0). On note # la forme canonique induite sur
D #N,.
Si 4={(j.p,2)eD #N, et 5si XeT (D #N,) on a done:

NX) = (T, ) (T p*(X)).

De plus, % est un morphisme de T(P #N,) sur le fibré TN, induit par TU,
sur N, (ou U, est Pouvert saturé de N, dans V).

ProPOSITION 1.5. — Pour toute forme de pseudo-connexion w on ¢, au voisinage
de 4,
Ker n @ Kero=T(D #N,).

En effet, en un poit (j.1, )€ 4y, le noyau de 5 est Palgébre de Lie de @, et »
est une projection sur cette algdbre de Lie, d’ou ’égalité en ce point. La continuité
des formes 7 et w permet de prolonger cette égalité & un voisinage de (j,1, z) d’ou le
résultat.

Soient ¢ et p des sections de N, dans H(V) et H(7'(®y, # N,)) respectivement,
et soit @ une forme de pseudo-connexion. On a:

n = 27%@6”
i=1

= Zwk®yk,
k=1

olt 1, et w, sont des morphismes de fibrés vectoriels de T(®P # N,) dans N, xR.
En composant avec la projection de Ny x R sur R, chacun de ces morphismes définit
une forme différentielle sur @ # N, qu’on désignera encore par la méme lettre. Comme
conséquence de la proposition précédente et des définitions de n et w, on a alors:
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PROPOSITION 1.6. — Avee les notations ci-dessus, les formes différentielles %, et w,
constituent, au voisinage de 4,, une base de Pespace des formes différentielles sur
P #N,.

On suppose donnée dans ce qui suil une section différentiable ¢ de N, dans H(V);
les notations sont celles du ¢}. Soit 2* € 0, , et s0it M une sous-variété de dimension p
de V dont Pélément de contact en » est at. Soit M = (,)"*(M) Pimage récipro-
que de M dans @ # N,; on note 7 la restriction a M de 1a forme canonique n et
Pon dégigne par 4, ..., 7, les formes différentielles induites sur M par les formes
N1y ooy N SUL D # N,

ra_...--_-. e e s -

T“l N,
/ %
b3
Comme «' appartient a P'ouvert O, , défini par ¢ («), ..., ¢, (@), les formes 7, ..., 7,

sont indépendantes sur un voisinage U de (j.1, z} dans M et, dans ce voisinage on a,
pour ¢ =p+1,..,n:

»
1) Tig = Elti ﬁés ’
o

ou les ¢, sont des fonctions numériques sur .
Si’on convient de désigner par 7' (vesp. 7") 1a forme (7;:, ..., 7,) (resp. (Tig,ys oves 7))
définie sur M et & valeurs dans R? (resp. R»~?) 'égalité (1) s’écrit:

19 7' =t ,

ol ¢ est une fonction définie sur M et & valeurs dans Pespace des matrices & p colon-
nes et n — p lignes.

Soit ' la restriction de ¢ & la fibre de M au-dessus de z, ¢’est-d~dire & @,. Cette
applieation ' est définie sur le voisinage ouvert U'= U N &, de j,1 dans @,. Soit
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geW et soit y* 'élément de contact de dimension p, de V égal & 5(T,(#)). Comme

7 ’(TQ{EI )} est de dimension p, 9 € O, .; de plus, relativement & la carte ¢, ,, la matrice

des coordonnées de y* est la matrice ¢'(g) comme le montrent les égalités (1) et (17).
Le résultat suivant est la clé de la méthode du repére mobile,

LeMmE 1.7. — Pour tout ge’, on a:
Y(g7) = @iulga?) .

Soit en effet g € W' et ¢ un difféomorphisme local, appartenant au pseudogroupe I
tel que g = j.¢.
On a: T, 5 = (T, w,)*(«?) et done, si y* = (T, (H)),
yt=nl(Toy°) (2%)]
= (TN T 9*) (L) (#")
= (L9 )(2")

=gl

mais alors t'(g) = @, .ly*) = @, g ') d’ol le résultat en remplacant g par g%
d) La régle de E. Cartan. — Les notations sont celles des paragraphes précédents.

On guppose données
1) Une section différentiable e¢: Ny~ H(V) (cf. a);
2) Une section différentiable u: N,— H(f{”(@Na # No)) (cf. b);
3) Une forme de pseudo-eonnexion w sur @ #N,.

Soit (0, ¢,) une carte de N associée & la section ¢ (cf. a) et soit #' € 0,. Comme
au ¢), on fait choix d’une-variété M de dimension p de V dont lespace tangent en x
est #' et on note M = (p°)~H(M).

Les formes 7, ; 7'; 77" ont la méme signification qu’au ¢). On note & la restriction
de w & M et on désigne par @, ..., &, les composantes de @& relativement & . Comme
z*€ 0, les formes 7, , ..., 7; et &, ..., &, constituent une base de 'espace des formes
différentielles sur 3 au voisinage de j,1. On a done, pour ¢ = p -+ 1, ..., n des égalités:

¥
(1) W= 2 Alnfali,+ 2 Bifi Aoy,
tm=1 ;==113

ou A}, et Bf, sont des fonctions numériques sur M.
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Avee des conventions évidentes, on écrit (1) sous la forme:
(1) di" = Af§' N\§'+ Bij' A& .

On pose B(j.1) = B{z); Bz} peut étre considéré comme la matrice d'une appli-
cation linéaire de R’ dans R?X R»*.

On a, par ailleurs (cf. ¢)): 7" = #j'. Le champ déléments de contact défini sur I
par 7'= 0 est done le méme que celui défini sur iy par 7=0 ¢'est-d-dire parZ =10
Comme 1, est une submersion, ce champ d’éléments de contact est complétement
intégrable. Il existe done des fonctions A%, et By, sur M telles que, pour s =1, ..., p:

p — —
(2) @i, = 2 Al i, + 2 Bpiiy A6y -
Lm=1 i==113’7r

On écrit encore (2) sous la forme:
(2" aij = A7’ Nij'+ Bij' A6

On pose B(j,1) = B(z') et on considére B(x') comme la matrice d’une application
linéaire de R" dans R*X R”.
On peut maintenant énoncer le résultat fondamental.

Régle de E. Cartan. — Etant données, comme ci-dessus, des sections ¢ et u et une
forme de pseudo-connexion w, soit (0, ¢,) une carte de N associée & la section e
{ef. a) et soient uij (Ji=1,...,p; Jy=1,...,n—p) les coordonnées associées & ¢,
dans O,. Pour tout x'e0,, soit t(x') = [tjj(wl)] la maftrice & p colonnes et n —p
lignes des coordonnées de ' et soit T(z?) la matrice de Papplication 1Xi(z!) de
R»x R*» dong Rr xR,

Les expressions, dans les coordonnées ujj des solutions du systéeme différentiel:

Tlo % ! ’l/% =0 y
dont la source est dans O, sont alors les solutions du systéme:

ol
Vel (=0 k=1,..,r
5=t 5%512( ) T

ol a{at) = {aj:_k(wl)}, considérée comme matrice d’une aplication linéaire de R
dans R? X R** est définie par:

a(@*) = B(z') — T(a") B(2"),
ott B(z') et B(x*) ont été définies plus haut.

3 ~ dnnali di Matemalica
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PREUVE. — La restriction de fi”«/'}, a (T Dy #0,) peut en effet se mettre sous
la forme:

o °
T’ wl — r]z
0 J
J1=1§.z7 P oup
Jo= i~
avee
7
I o
TR = D 4T
k=1
Si on pose:
1
T = [TJS ’

. ’ . s 5 N
on a done: T ==aw’ et tout revient, pour déterminer explicitement 7"y}, a cal-
culer la matrice a(a) pour tout #* € 0,. Pour #* donné, a(x') est entiérement déter-

8

minée par la restriction de Pégalité 7 =aw’ & f’;l(@% #0,). Soit x Porigine de 2,
8i P'on identifie i’;l((DNo #0;) a Despace T, 4(P.) tangent an groupe d’isotropie P,
au point j.1, la restriction 7, de 7 & 10’;61(@2\,0 # 0,) 8'identifie, par definition méme
de 10”1/‘(1,, 4 la diftérentielle au point j.1 de D’application g — ¢, .(gx') définie sur D..
Cette dermiére application étant égale & 'application g—1i'(g~") (e¢f. Lemme 1.7),
on se raméne done & calculer la différentielle di’ de t' au point j,1 ou, ce qui revient
méme, la restriction & 7T, P, de la différentielle df de Papplication ¢ définie (ef. ¢))
sur Wc i par:

(3) ﬁ” e tﬁ/ .
En différentiant (3), on a:

(4) @i’ = NG+ tdi’ .

En raison de (1') et (2’), on a donc:

(8) AR NG+ Bif AN® = @A+ AT AT+ Bif A®),
qui §’éerit encore:
(6) A7 NG+ B’ NG = dAT + TAG Nij'+ TBj AG ,

d’ol1 Pon déduit:

(7 F'Aldt+ (A —TA)7'+ (B—TBa]=0.

Comme les composantes ; , ..., 7;, de 7' forment un systéme libre sur M, il existe
done une matrice C telle que:

(8) A+ (A—TA)j + (B—TB)® = 07’ .
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La restriction de cette relation & T,,®, s’écrit:

(9) — 7+ (B(#') — T(#') B@'))wy, = 0,

car

dtjT, 4D, = dt' = — 7,4

ﬁ/szi ¢€D == 0 4

Q/zj’l Qx == ;1 *
On g done:
(10) a{zY) wly = 1,4 = [B(at) — T(2') B(aY)] w; ,
d’ou

a(z) = B(z") — T(x") B(zY).

11 suffit ensuite d’éerire le systéme 71 o 7" ys = 0 dans les coordonnées uﬂ: pour
obtenir le résultat.

e) Repérage absolu 4 Dordre 0. — En pratique, ¢’est la donnée d’un repérage
absolu au-dessus de N, (cf. définition 1.9) qui permet d’obtenir les sections ¢ et u
aingi que la forme de pseudo-connexion w utilisées en d).

Soit 17'(®P # N,) le fibré des vecteurs tangents & @ # N, et verticaux pour la
projection de @ # N, sur N,. Ce fibré ¢’identifie & I’ensemble des vecteurs z-ver-
ticaux de a—(N,) lorsqu’on identifie @ # N, & a~(N,)c @. Soit T'(D #N,) le fibré
induit par 7(D # N,) sur 4,. On a en particulier ﬁ”(QiNu #No)cT'(® #N,). On
rappelle (cf. b)) que pour weN,, _'ZO’Z,-A,m)(@Na # N,) est de dimension .

DEFINTTION 1.9. — Un repére absolu en e N, est une base
6(0) = (84(@)y vy 8,(@)  de  Tgp(@ # )

dont les » premiers vecteurs appartiennent & ﬁ"zm.w)(@m # N,) (et en constituent done
une base).

Un repérage absolu au-dessus de N, est une famille ¢, ..., &, de sections différen-
tiables de N, dans T(D #N,) telle que, pour tout zeN,, &(@)= (&), ..., £,(2))
goit un repére absolu en .

ExeMPLE 1.10. — Soit & le groupe des déplacements de R*. L’action de ¢ sur R*
étant transitive, on peut prendre N,= 0. Alors, ﬁ”(@ # Ny) est Palgébre de Lie de
G et fi”(@m # N,) Talgébre de Lie du groupe d’isotropie en O (i.e. SO(n)).

La donnée d’une base orthonormée de R* (i.e. le repere absolu de E. Cartan)
définit un repérage absolu car, & cette base correspondent des coordonnées z, dans R”
et 2] dans GL(n, R) et donc des coordonnées w,, #] dans le groupe affine A(n). Sj
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Von considere dans 7' ,G les vecteurs:

0 0
i

J
gi=— et &= r——=—
‘ ooml o

ox,
ils forment une base et définissent un repérage absolu au-dessus de 0.

Rappelons (ef. I1. A), §1) que N, est 'image d’une section de la @-submersion f,
de source U,, de but R’

ProPOSITION 1.11. ~ A un repérage absolu an-dessus de N, sont canoniquement asso-
cibes des sections différentiables ¢ et u de N, dans H(V) et H (ﬁ”(@m # Ny)) respec-
tivement et une forme de pseudo-connexion sur @ #N,.

Soit en effet &, ..., &, le repérage absolu donné. Par définition méme, les sec-
tions &, ..., & définigsent une section différentiable x de N, dans H (’_7"((151\,0 # No)).
D’autre part, les vecteurs Ty q.¥%eri1)y vy Ty ¥°(e,) forment une base de I'espace
tangent en 2 € N, a Vorbite 0, de #. 8i donc on désigne par o4, ..., @, les coordonnées
définies sur N, par la restrietion de f, & N, les sections de 7'V au-dessus de N, définies
par:

o 0

elza_w’;w-w 61:%; ez+1-_—Tq)°(e,+1),,._, 6n:T¢0(5s)

définissent une section différentiable ¢ de N, dans H(V).

I
n
x
]
!
i
|
l
I
i
1
I
I'd

wo

N,
T e, ) oo THe,)
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Il reste & déterminer la forme de pseudo-connexion. Soit f’(@ # Ny) le fibré
induit sur 4, par le fibré tangent T(® #N,) et soit E le sous-fibré de 7(® # N,)
engendré par T'4, et les images des sections &4, ..., . On a:

TD#N)=E@T (By, #N,).

On désigne par I7 la projection de f’(@ # No) sur %’(@No # Ny) définie par cette
décomposition en somme directe. Soit alors w: T® — T® la forme canonique sur @
définie au (I. A), §2). En identifiant @ # N, & une sous-variété de @ par le plon-
gement (j.@, ¥) —Jj.p, la restrietion de w & T(P # N,) définit un morphisme ancore
noté w, de T'(P # N,) dans T(® #N,). On vérifis alors que [Tow: T(P # N,) —
»%’(@No # N,) est une forme de pseudo-connexion sur @ # N,.

ExemrLE 1.12. — En reprenant ’exemple du groupe G des déplacements de R7,
la section p, qui se réduit iei & u(0), est la base 9/dx] — 0/dx] de I’algébre de Lie O(n).
La section e, définie par e(0) est la base de R» définie par le repere absolu. Enfin,
Ia forme de pseudo-connexion est obtenue en composant la forme invariante & gauche
TG —-T.G avec 1a projection de TG sur o(n) définie par la décomposition 7,¢ =
= o(n) @ R" agsociée aux coordonnées.

ReMARQUE 1.13. — Lorsque, partant d’un repérage absolu, on utilise la régle de
E. Cartan, la détermination des matrices 4, B, 4 et B définies au d) est simple une
fois connues les équations de structure du groupoide @ {i.e. de la forme canonique w).

§2. Passage de Uordre 0 & Uordre 1.

Dans la paragraphe 1, le fait que 'ouvert saturé U, soit un ouvert de la base du
groupoide @ est essentiel. Pour pouvoir reconduire la méthode & Pordre 1, on doit
donc se ramener & une situation du méme type; ceci est 'objet du a) ci-dessous.
On montre ensuite au b) comment & partir d'un repérage absolu & 'ordre 0 il est pos-
sible, sans données supplémentaires, d’obtenir un repérage absolu & 'ordre 1.

a) Le groupoide @°. — Boit I'* le pseudogroupe engendré dang P! par les difféo-
morphismes locaux ¢’ de CP! obtenus en prolongeant les transformations ¢ eI’
(ef. I, B), §1, b)). On vérifie aisément que, de méme que I', I est un pseudogroupe
de Lie de type fini et que son groupoide de définition, qu’on note P°, s’identifie aun
groupoide @ 5= OP! des elements composables pour Paction de @ dans CP'. La
base du groupoide @ est CP'; on note «° et ¢ les applications source et but
de @° sur CPY

Soit OP? = OPLYCPY) la variété des éléments de contact de dimension p de CP,
Le groupoide @ opére naturellement dans CP? et 'on peut utiliser, pour la recherche
des invariants différentiels pour cette action de @° dans CP? la méthode du para-
graphe précédent.
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La variété CP? des éléments de contact de dimension p et d’ordre 2 de V se plonge
canoniquement dans Cp:. Plus précisément. avec les notations du (I, B), §1),
soit jiue OP% et soit i Uapplication de R? dens CP! définie par: j(w) = jolu o 7.).
i est une immersion et jij est un élément de CP? ne dépendant que de j2u: c'est
I'image de j2u par le plongement canonique.

On vérifie ensuite aisément que CP? est stable pour Paction de @° dans OP: et
que pour Paction ainsi induite de @° dans CP? les orbites sont les mémes que pour
Paction de @ dans CP*. Ceel montre que les invariants differentiels pour Vaction
de @ dans CP* sont les restrictions & OP* des invariants différentiels pour
Paction de @° dans CP2. La régle de E. Cartan peut done encore étre utilisée pour la
recherche des invariants différentiels d’ordre 2. Plus généralement, pour les mémes
raisons, cette régle pourra étre utilisée pour la détermination des invariants d’ordre n,
une foig connus eeux d’ordre » — 1.

b) Repérage absolu & Pordre 1. — Les données sont les suivantes:

fo: @-submersion définie sur un ouvert de V.

Ny: image d’une section différentiable de f,.

fi: @s-submersion définie sur un ouvert de CPL

N image d’une section différentiable de f,. On suppose que N se projette

sur N, par la projection de OP* sur V,
On adopte, pour le groupoide @¢, 1a méme méthode de notation que
pour D, ainsi:

Dot Ny est le produit fibré de @° et N, pour les applications a: @°— N1
et 1: N,—> N,.
Dy est le groupoide d’isotropie de @ au-dessus de Ny; ¢’est done la réu-

nion pour @, € N; des groupes d’isofropies &:.

Dy, # Nt est le produit fibré de @ et N, pour les projections canonique de &%
et Ny sur N;. On a: @y #N,cP° #N,.

Ay est 'ensemble des éléments de @° # N, de la forme (j,.1, x%).

TP #Ny): estle fibré induit sur 4, par le fibré des vecteurs tangents & @° # N,
et verticaux pour la projection de @° # N, sur N,.

f’”(@ﬁvo # Ny} est le sous-fibré de i (P° #N,) formé des vecteurs tangents 32
@y, # N, et verticaux pour la projection sur N,.

Plagons-nous d’abord en un point x'e N, d’origine z& N,. On a une identifi-
cation canonique de («¢)Ya!)c @° avee a~i(z)c D. Par cette identification, le groupe
d’isotropie D, de @° en 27 s’identifie & un sousgroupe de @,; groupe d’isotropie de @
en . De plus, avec les notations du (II, A), §1), le sous-groupe de @, ainsi obtenu
est image réciproque de »' par lapplication y; (ou plutot sa restriction & @, X {x'}
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qu’on identifie 4 @,). L’algébre de Lie de @ considéré comme sous-groupe de @,
est donc le noyau de la restriction de 10”1/{; 2 la fibre de i’/(@Nn # N,) audessus de
(jo1, #*) c’est-a-dire & 1'algébre de Lie de @,.

Ceci étant, en x € N,, comme en s' € N,, un repére absolu est une base d’un cer-
tain type de l'espace tangent & a~'(z) au point j,1. La différence est essentiel-
lement la suivante: dans le premier eas, les r premiers vecteurs doivenf former une
base de Palgébre de Lie de @,, dans le second cas, les r; premiers vecteurs doivent
former une base de I’algébre de Lie de @, (avec 1, = dim @%).

La méthode pour obtenir un repére absolu d’ordre 1 & partir d’un repére absolu
d’ordre 0 est maintenant claire. On doit, par combinaisons linéaires de certains
vecteurs du repére d’ordre 0, obtenir une base de Palgébre de Lie de @ et compléter
cette base par des vecteurs du repére d’ordre 0 pour former une base de T,-A(orl(m)).

Le passage au global se fait sans difficultés. Soit @ # N, (resp. @y, # Ny) le
produit fibré de @ # N, (resp. Py, #N,) et N, sur N,. Avec les notations du
(I, A), §1), on a: Dy #N,c Dy #N:i. On convient de noter encore 7'y} la re-
striction de 7'y} & P'(Dy, # N,), fibré induit sur Oy, #N, par T'(Py, #N)).

Levme 2.1. — Llapplication (j.g, 2, #1) — (J.@, #%, 1) de @X N, XN, dang P X
X Ny X N, induit un difféomorphisme de @ # N, sur D° # N, compatible avec les
projections de @ # N, et @° # N, sur N,.

Démonstration évidente. — Ce lemme permet d’identifier 7'(®° # N,) avec I'espace
i”(@ # N,) des vecteurs tangents & @ # N, aux points de la forme (j.1, ') et ver-
ticaux pour la projection de @ # N, sur N,.

LemME 2.2, — Par Pidentification de @° # N, avec @ # N,, @y # N, est contenu
dans @y #N, et T'(D% # N,) = Ker (1" y}).

Pour démontrer ce lemme, on proecéde fibre par fibre. Et pour chaque fibre, il
suffit d’utiliser la méme méthode que celle utilisée plus haut au point x1e N,.

COROLLAIRE 2.3. — Un reperage absolu au-dessus de N; est une famille de s sec-
tions différentiables indépendantes de N, dans 7'(® # N,) dont les r, pemibres sont
3 valeurs dans Ker 7'yl

Evident.

Soit &4, ..., &, un reperage absolu au-dessus de N, soient ¢ et u les sections de N,
dans H(V) et H(T'(® # N,)) respectivement et o la forme de pseudo-connexion
associées (cf. proposition 1.11).

En utilisant les résultats et notations du §1,d), soit oy, ..., w, la base des mor-
phismes f”(@m # N1) — R associée & w. La restriction de 7y} & 10”(¢Nn #N,) s’ex-
prime par:

73 =k2a§:kw; Ji=1,.,p h=1,..,(n—p)

=1

et comme Ker (i"w},) 2 des fibres de dimension r,, par hypothése, il existe parmi
les formes rjj, r —r, formes linéairement indépendantes, qu’on notera 7+, ..., 7.
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Complétons ce systéme par des formes w;h, w;., de sorte que:
i

w;%, ey w,;l, zJ’v“, ceey 77

a jed .
soit une base de I'espace des formes 1'(®y # N;) —> R. Soit &7, &5, ..., 87, €7 L1y -y
¢’ la base duale. Les &; sont des sections differentiables de N, dans i”(@m # N,) véri-
fiant les eonditions suivantes pour tout a'e N,:

1) &(@"), ..., e¥(@") est une base de T q.(Py, # V1)
2) el(@"), ..., & (¢') est & valeurs dans Ker (3 vd).

Pour obtenir un repérage absolu 4 Vordre 1, on doit compléter le systéme &3, ..., ;.
On utilise pour cela la remarque suivante: la projection de @ # N, sur @ # N,
définie par (j.p, ') = (j.p, ) induit pour chaque x'e N, un isomorphisme de
Tt @ # Ny sur i (P # No); on définit done pour chaque ¢ une section diffé-
rentiable &, de N; dans T/(P # N,) telle que le diagramme suivant est commutatif:

N, —y f1(@ % N,

L,

Ny~ (D % N,)

Ceci étant, par définition méme d'un reperage au-dessus de N,, pour chaque «' & N,,
y ~ - Q

Pespace engendré par &{aY), ..., &(x*) est T(',-A,m,)(@m # N,), c’est done Pespace engen-

dré par &Y, ..., (x'). En posant:

¢ & o —
ge=28& pour k=vr+1,..,s5

on voit que &, ..., & est un repérage absolu au-dessus de N,. Le passage annoncé
d’un repérage absolu & lordre 0 4 un repérage absolu & Pordre 1 est ainsi réalisé.
Le lecteur vérifiere en outre que ce repérage est bien adapté a la poursuite des caleuls.
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