
Spazi ~(~,°)(~, ~) e loro proprietY. 

~¢Iemoria di G. DA PRhTO (a Pisa)  (*) 

Sommario ,  - Si  definiscono gli spazi  £(~' ~)(~ ~), dove ~ d una  metrica in ~ n  non necessaria. 
mente euclidea, e si generalizzano dei r isul tat i  di Campanato e Meyers relat ivi  al caso 
della metrica euclidea. 

Scopo della presente nora 6 quello di estendere alcuni recenti  risultati  
di S. CA~P_~A~O [3], [4] e G. N. ~]~ERS [6]. 

Nello spazio euelideo ~ "  indiehiamo con I(~, ~) le (( sfere >> relative alla 

l'_ I me~riea eucl idea 

Fissato un aperto limitato ~2, di ehiusura  ~2, poniamo ~2(x, ~)-'-I(x, ~)~2 
e indiehiamo con £(~,~)(~2), p ~ l ,  ),~0, lo spa~io delle funzioni u di poten~a 
p sommabile in ~2, tali ehe 

[u]~(v,~,)(a) -- sup lI~2(xo, ~)t-z f ]u(x)--U~o, plPd~l < + ~  
p>o ~ (z0, g) 

dove I ~(xo, ,a)l 6 la misura (di LEBES~UE) del l ' ins ieme ~(xo, ~) e 
media  integrale della funzione u su ~(Xo, p). 

£(P,~)(~2) 6 uno spazio di BA~ACK rispetto alla norma 

u~0,e ~ la 

(II) II u ll~<p,x>(~) = tlu Ik~<~) + [u]~<~,x)(~): 

]~ stato dimostrato (err, [3] e [6]) che per ), > 1 lo spazio £(P,~)(~2) 6 iso. 

morfo allo spazio delle funzioni hiflderiane C °,-F(~2) mentre  per 0 ~,  k < 1 
£(P,~)(~2) 6 isomorfo allo spazio di MORRE~ L(P'~)(~2) (CA~PA~ATO [4],  
Teor. [6.II] ) (1). 

Consideriamo allora in ~ n  una metr iea  ~(w, y) eompa~ibile con la strut- 
tura vettoriale di ~ "  e indichiamo con I(x, p) le sfere relative a tale metriea.  

(*) L a v o r o  eseguito ne l l ' amb i to  del Gruppo di Riee rca  C del Comitato ~ a z i o n a l e  per  
]a matemat ica  del  C. ~ .  R.  

(l) I I  caso di ) ,---1 ~ stato studiato da ~.  JOHN e L.  ~IRE~BERG in [5], Questi  atttori 
hanno dato u n ' i n t e r e s s a n t e  carat ter izzazione dello spazio ~¢P, i)(~) nel  caso che ~ sia un 
cubo di R n. 
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Si pub dare  anche  in questo caso una  def iniz ione di Spazi di MORRE¥ 
L(P,)')(tl, ~)(~') e di spazi £(P,z)(tl, 8). In  ques ta  nota  si fa vedere  che, sotto 
certe ipotesi,  molto general i ,  per  ~ e per  8, per  quest i  spazi £(P,)')(t2, ~) sus- 
siste un  r isul ta to  det tu t to  analogo a quello sopra indicato  re la t ivo agli spazi 
£<~,~')(t2) (cfr. Teor.  [3.I]). 

Nel n. 4 si dedurr/~, come applieazione,  F h(/ lderianit~ delle funzioni  u 
che appar tengono  a L(~,)~)(f~, 8), p e ~ oppor tuni ,  ins ieme con Ie loro deriva~e 
prime.  

Ringrazio  il Prof.  S. C ~ t P ~ - ~ o  che mi ha proposto ques ta  r icerca.  

1 .  - Sia ~(x, y) u n a  met r i ca  su 1R '~ r ispet to  al la quale  1R ~ sia uno spazio 
l ineare  metr ico  (2). Ind ich iamo  con I(x ,  ~) ]e sfere in ques ta  met r ica  (3) e 
[acciamo le seguent i  ipo tes i :  

a) I(0, ,~) ~ eonvesso ~V L ~ > 0 .  

b) Esis tono tre humer i  posit ivi  M~, 3/2, m ( m ~ n )  tall  ehe (~) 

(1.1) _~I~,~" _< / I(0, ~)i --' ~" , P > 0. 

Da a) segue e h e l a  topologia indot ta  da ~ b equ iva ien te  a quel la  euc l idea  
(I7] Prop. (II.11)) e qu ind i  che ~(x, y) b con t inua  in IR'~X 1R '~. Sia  gt un  

aperto l imi ta to  di 1R '~ di d iametro  d e di c h i u s u r a  f)~; per  ogni x e t 2  e ~ > 0 
poniamo t l (x,  a) ~ I ( x ,  ~) (5 t2. 

LP(Ft), p ~  1, b lo spazio delle funzioni  di potenza p sommabi le  in tl 
normal izzato  nel  modo abi tua le  

tlu[1.( ) = ( f  l 

Ind i ch i amo  con C°,~(~, ~)(:¢ > 0), lo spazio delle funzioni  a-h( i lder iane  

(i,) @li spazi di ~V~0RREY L~P,~-)(~, ~) relativi ad una metrica ~(x, y) del tipo 

l 1 ~(w,y)= i x~- -y t  l ~i ~ ~ i ~  l, co=max c¢t 

sono stati studiati da BAl~0zzI in [1]. 
(e) Da cib segae in particolare che 5(x~ y)-----~(x- y, 0) ~ x, y e R~o 
(s) /(x,.o)~--lyeR~; d(x,y) ( ~ I .  
(4) Se B i~ un sottoinsieme di R n misurabile (secondo LEBESGUE) indichiamo con I B j 

la sua misura. 
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su ~2 r ispet to  al la  me t r i ca  8, con la no rma  

i u(x~)- u(y) l 
(1.2) iI u Ilco,*(5, ~') - -  sup 1 u(x)] + sup 

• ~5  ~,, ~e~  8~(x, y) 

- -  sup I u(x) +[u]co,~(~,~). 

Diamo le seguent i  def inizioni  

DE~I~IZI01~E [1.I] - L(~,°)(~, 8), p ~ 1, 0 ~ 0 ,  ~ l'insieme delle funzioni u 
di L~(~2) per le quali 

(1.3) l ]u[]~(~,0)(~,~)--sup l] ~(x, p)]-° f ] u(y)]Pdyl < Tcx~. 
~Z (~, p) 

DEFINIZlO~E [1.II] - £(P, 0~(~2, 8), p > i, 0 ~ 0, ~ l'insieme delle funzioni u 
di L~(~) per le quali 

(1.4) [ ]£(p,%n,~) sup l~2(x, p)t - °  lu(y)--ux,~l~dy < -}.oo 
~(¢, P) 

dove ux, p ~ la media integrale di u su ~(x, p). 

Si ver i f iea  f ae i lmen te  ehe L(P,°)(~2, 8) ~ uno spazio di BANACI-I con la 
n o r m a  U'--~iI~I. IIL(P, 0)(.q,~) m e n t r e  ::(P,°)(~2, 8) i~ uno spazio di BANACI-I con la 
no rma  

(1.5) 

Si ver i f iea  anehe  f ae i lmen te  ehe L~P,o)(fZ, 8) ~ isomorfo allo spazio L~(E0. 
Queste  ver i f iche  sono del tut to ana loghe  a quel le  che si fanno nel  easo 

del la  me t r i c a  euel idea.  Osserviamo che quando  8 ~ la me t r i ea  eue l idea  gli 
spazi LCP,°)(~2, 8) sono gli usual i  spazi di MOI~RE¥ (err. ad es. [2]) m e n t r e  gli 
spazi £(P, ~)(f~, 8) sono gli spazi in t rodot t i  in [3]. 

Pe r  conc ludere ,  su l l ' aper to  ~2 facc iamo l ' ipotesi  che esista una  eostante  
posi t iva  A tale  ehe 

(1.6) I ~2(x,p) l ~ A I I ( o , p ) ] ,  ~ xe~2 e O<p<--'d. 

Si dir~ anche  che !:~ ~ tipo (A). 

Annat i  di Matemat iva  49 
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2. - Dimos t r iamo a lcuni  lemmi  p re l iminar i  che s f ru t t e remo nel succes- 
sive n. 3. Questi  l emmi  sono analoghi  a quel l i  d imos t ra t i  in [3] nn. 1, 2 e in 
[4] n. 6 nel  case del la  met r iea  euel idea,  pereib ei l imi t iamo a darne  rapide  
dimostrav, ioni. 

L ~ , I ~  [2I]  - Sia ue£(~,°~(t2, ~), p ~  l, 0 ~ 0  e sia 0 < ~ <~, esiste 

una costanle K~ > 0 tale ehe per  ogni xo di -~ risulta 

" < K  I.~°rn if- ~°my/~[u]£(p, 0)(n,~ ) . 
(2.1) tu,0, ~ -  u~0,~ l __ ~ ~,, 

D ~ .  - Pe r  quasi  tu t t i  gli a~e f~(x~, ~) si ha  

da cui 

1 ~ o , ? -  U.o,.~ 7 '~ '2  ~ ( / u ( x ) -  u~,o,~ I '~ + 1  u ( x ) -  'u~,~ I ~) 

5Te segue fac i lmente ,  poich6 f~ 6 di ripe (A) e per  l ' ipo tes i  (1.1), 

e qu ind i  la tesi 

LE~MA [2.II] - Sia u e  ~'lp,°)(c)~ ,.., ~), p~1,__ 
esiste una costante K~ > 0 tale the per ogni 
risulta 

0 ~ 0  e h urt intero positive; 
xo di f~ e per ogni O < ? < d 

(2.2) l u ~ , ~  - -  U ~ o , ~ - ~ o I < - - K ~  ~ t 1 - -  2 -~h  [ [u].~(~, %~,~) 

m 
dove a - -  --(0 --  1). 

P 

D I M .  - Ponendo  nel la  (2.1) ~ - - =  si o t t i ene :  
2 

dove 

E qu ind i  

K(u) --  K~ 2-~(1 -t- 2 o m)~/p[u]£(p, 0)(a, s). 

K(u) 2 _ ~ h  ) iu~,p--u~,2- t ,  pi <--ZiU~o,2~-Jp--u~,~-~l--i=~ 1 - -  2 -~ e~(t - -  " 



G. DA P a ~ o :  Spazi ~(P, °)(Ft, ~) e loro propviet~ 387 

LE)I~IA [2.III] - Sia u e £(~,~)(~, ~) con 0 > 1, per ogni Xo e t2 esiste finito 
il lira u~,e--~(~co) e si ha 

(2.3) 

co~ Ka costante positiva indipendente da xo. 

DI~[ . -  Si prova dappr ima  the  per  ogni ~issato ~ > 0 la successione 
(u~0,~-~} ~ di C ~ u e ~ ;  quindi  posto ~(wo)-- l im u~,~-a~ si d imost ra  ehe 

~(xo) non dipende da ~. A questo punto  la (2.3) segue dalla (2.2). Per  i det- 
tagli della dimostrazione si veda [3], l emma [III.1]. 

LE~:M:A [2.IV] - Sia u~£(~,0)(~2, ~) con 0 >  l, x, y due punti di ~2 e 
---28(x, y); esiste una costante K~ > 0  tale che 

(2.4) I u~, ~ ~ uy, p 1 <-  K~ ~"(°-~)[u]£(~, %~, ~). 

DIM. - Tenuto  conto che 

r isul ta  

~(~, ~)c m(x, e) A~q(y,~) e the  per z~ t2 (x ,~ )  

I u~, ~ - -  uy, p t <- tu(z) - -  u . ,  ~ I + I u(z) - -  uy, p t 

si ha bana lmente  che 

f [ u , , ~ u , , ~ t d z ~ _ f  lu(z)--ux,  p [ d z - ~ f  [u(z)--uy, eldz. 

at,~,i ) a(x,p) a(,,p) 

Si proeede allora come nel l emma [2.I] e si ha  la tesi. 

L~M~A [2 .V] -  Sia ue£(P,°)(~2, 8) con 0 _ ~ . 0 < 1  e p ~ l ;  esiste una 

costante K5 tale ehe per ogni Xo e gt e 0 < ~ ~ '  d risulta (8) 

(2.5) [ ux0, p / <- I u g  [ + Ko ~ ( ° - ~ ) [ u ] £ ( p ,  0)(~, ~). 

DI~. - Sia h intero tale che 2-~-~d--< ~ <__ 2-hd; r isulta 

(2.6) 

(8) u~ ~ la  med ia  i n t e g r a l e  di u su ~. O v v i a m e n t e  u~ ~---u~, ~ ~ x e ~  

A n n a l i  di  M a t e m a t i o a  49m 
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~tg 
Pon iamo  c ¢ -  ~ ( 0 - - 1 )  e osserv iamo ohe dal la  fo rmula  (2.1) nolle ipotes i  

P 
0 < 1  e p < 2 ~  segue  eho 

dove K ~ u n ' o p p o r t u n a  cos~ante posi t iva.  Se  in ques t ' u l t ima  fo rmula  poniamo 
2-rid al posto eli p e p al posto di z si o t t i ene :  

(2.7) t uxo, p - -  Uxo, ~-~a t <:' K~[u]£(P, % a, ~). 

In f ine  dal la  (2.2) con p -~ -d  si t rae 

(2.8) I ua - -  u~o, ~-hn I ~ K2[u]£(p, 0)(a, ~)(2 -~n - -  1)d ~ 

<__ K~[u]£(p, 0)(a, s) 2-~ <: K~[u]£(p, 0)(a, s) ~ .  

Dalle (2.7) e (2.8) segue  la tesi. 

3, - I l emmi  d imost ra t i  nel numero  p receden te  ci pe rme t tono  di p rova re  
il seguen te  t e o r e m a :  

TEOREMA [3.I] ~ Sia ~2 di ripe (A) e p ~_~ 1; allora 

a) se 0 <-- 0 < 1, £(~, 0)(f t, ~) ~ isomorfo a L(P, 0)(ft, ~). 

b) Se 0 > 1, £(P, o)(f~, ~) ~ isomorfo a C °, ~(-~, ~) con ~¢ --  m (0 - -  1). 
P 

DI)i. - P rov i~mo a). ]~ in tan to  ev idente  ehe r i su l ta  L(v, o)(I), ~)C £¢P' °)(t2, ~). 

In fa t t i  se ueL(v,~)(gt ,  ~) si ha, ~ , ~ t i l  e p > 0 ,  

o quindi  

(3.1) 

l i f  . [ u ( y )  - -  u~, ~ l P d x  - -  t a ( x ,  p) I p 

<-- 2 ~+~ f ] u(y) l~dy 
. I  
a (s, p) 

dx f {u(y)--  u(t)} dt ~ : '  

-< 2 ll lt  p, 
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P r o v i a m o  ora il v iceversa .  Sia  ueCz(p,°>(~,~), xoe~2 e 0 < ~ _ < d ;  si ha 

{ ~2(xo, p)I - °  I u(x)[ ~ d x ~ '  [ ~2(x¢, ,o)l ° t u (x ) - -U,o ,  pl~dm -{- 
n (x~, p) i'~(Xo, p) 

-}- f ' u~o,p ~'dx, l "c: 2" ( [u]~(p,o)(~,~) -~- t ~xo, p " } 
n(=¢o, p) 

X 

Dal l e m m a  [2.V] e dal la  re laz ione  l segue  la tesi. 

P r o v i a m o  b). Anche  in ques to  caso si d imos t ra  f ac i lmen te  l ' i n e lu s ione  

C°,~(~2, ~)C£~,°(~2, ~) basra  r ipe te re  il d iscorso che por ta  al ia  (3.1). P r o v i a m o  

il v iceversa .  

P o s s i a m o  l imi ta rc i  al caso p = 1; infat t i  vale  l ' i n c l u s i o n e  ¢) 

(3.2) °)(n, c 

e qu ind i  s e i l  t eo rema  b ve to  per  p - -  1 e se ue£(P,°)(t2, ~) si ha, per  la (3.2), 
1 " 1 

Sia al lora u~£O,~)(~2, ~). Dimos~riamo innanzi  tut to  e h e l a  funzione  ~-~ 
def in i ta  nel l emma [2.III] i~ ~-h(}lderiana. 

S iano x, y ~ 12. Pos to  p = 2~(m, y) r i su l ta  : 

l a(x) - -  u(Y) l ~ I ~(x) - -  u~, p I + 1 u~, ~ - -  uv, p I + ] a(y) - -  uv, p I. 

Di qui,  usando  i l emmi  [2.III] e [2.IV], s e g u e :  

l~(m) - -  a(y) i < (2K~ + K,)[u]£(~,~)(a,~p"(°-~) = 

= 2"*(°-~)(2K~ + K,)[u]£(~. o)(~,~)(d(x, y))~(o-~). 

k ques to  pun to  osse rv iamo c h e l a  med ia  ux.p converge  in L~(fl) a l la  
funz ione  u q u a n d o p - - ~ 0  (~) mentre ,  pe r  il l emma [2.III] ,  u~,p converge  
u n i f o r m e m e n t e  in ~2 al la  funz ione  ~(x). Quindi  u ( m ) =  ~(w) quas i  o v u n q u e  in  
~2 e il t eo r ema  ~ eosi provato .  

{~) Questa  inelusione si p rova  con una semplice appl ieazione del la  d iseguagl ianza  di 
I-I(ILDER. 

(~) Si  ha infat t i  

1 f i(o,,,v faxf , u(x)--u(t)  l d t ~  
fl fl fl(x, p) 

< A I I(0, p) I a I u(x) -- u(x + t) I dx. 
I(o, ,o1 0 

F e r  un noto teorema, l ' i n t eg ra l e  f l u(x)--u(~c + t) [ dm tende a 0 quando I t ] ~ 0 e qu indi  
fl 

quando ~(t~ 0 ) ~  0 cio6 quando ~.-~ 0. 
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4 .  - In  questo paragrafo diamo un'applieazione del teorema [3.I]. Ricor- 
diamo ehe se B 6 un aperto convesso, limitato, di ~ "  e u(x) 6 una funzione 
appar tenente  a Lq(B), 1 < q < n, insieme alle derivate prime (ueH~,a(B)) si 
ha la seguen te  maggiorazione che generalizza una elassica diseguaglianza di 
POI~C~R]~ (err. ad es. [9] n. 6) 

(4./) f lu(x)-- 
B 

dove d~ 6 il diametro (euclideo) di B e K0 6 una costante positiva dipendente 
soltanto da n e da q. 

Di qui segue faci lmente che se u~H~,V(B) con p >  1 vale la mag. 
giorazione 

(4.2) u(x ) - -u ,  ~, dx <_,Kd~ I B j~-~ 
B 

l ~u ~dx)~] v. 

Si ha allora il seguente lemma 

LEMMA [4 . I ] -  Se ~2 ~ convesso e u e H ~ , ~ ( ~ ) ,  con p >  1, e le derivate 
prime di u appartengono a L~P. °)( ~2, B), 0 ~ 0, esiste una costante positiva 
Ks --  Kffp, n) tale the, per ogni xo E ~2 e p > O, 

(4.3) f i 0--i I u(x~) - -  u~o, el dx <-- Kad~! £~(xo, p) ~-r-p- ~ I1D,u Hr.(p. 0)(a, ~) 

dove dp ~ il diametro (euclideo) di I(0, p). 

Sia Po un  numero positivo tale ehe I(x, Po) D ~ ~ oc~ ~2, e supponiamo 
m 

the  iV e ~ siano due numeri  positivi, con 1<_ ~___.'~- (8), tali che 

(4.4) d e<-N~,  ~ ~ tale che 0 < ~G Po. 

(s} Osserviamo ehe esiste sempre una costante N ~ tale ehe d.o~Nr~ ¥ p tale che 0 ~ p ~ 0  
m 

e quindl ~ 1 .  La  limitazione ~ n  ~ conseguenza del fatto che 

d~ ~ I f(0, p) ] ~ M , p  m. 

]~ evidentemente ehe~ a parte le limitazioni preeedenti ,  l 'o rd ine  di infinitesimo del diametro 
d~ e della misura j I(0, ~ [ sono indipendenti  6 necessario precisare i] comportamento di dy con 
una condizione quale la (4A). 
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Dal l e m m a  p receden te  segue il t eo rema  

TEOREMA [ 4 . I ]  - S ia  t2 u n  aperto di ~ "  convesso, l imitato e di tipo (A); 
s ia  u u n a  funz ione  di  tipo H~,~(t2) con le derivate p r i m e  in  L(P.°)(t2, 8); 
sia ~(x, y) u n a  metrica verificante le condiz ioni  del n. 1 e in pi i t  la (4.4). 

1 - - 0  1 n - -  [ n_} 1 0 - - 1  1Ira Allora,  se - -  < n + ~ m - -  1, tee C °, ~(t2, 8) con ~ --  ~ m n + ~ - -  
P 

e si  ha  la maggioraz ione:  

n 

(4.5) [U]co, ~ ~-- K E tl D ,u  IlL(V, 0)(a, ~) 

dove la costante K dipende da  n, m, ~, p, A, iV, M~. 

DIM. - Dalle  ipotesi (4.3), (1.1), (1.6) si ha  che 

n 

(4.6) d ~ " < N " ( M ~ A ) - ~ _  [gt(Xo, ~ ) I ~  . 

Da ques ta  re laz ione e dal  l e m m a  [4.I] segue a l lora  

(4.7) [u]£(~,~+~)(a, ~ ) _  K(n,  m, iV, 311, A, p) E I1D,u []r.(p,%~,~). 
i : l  

A questo  punto  basra  appl icare  il t eo rema  [3.I] e si ha  la tesi. 
Cons ider iamo qua lche  caso par t ico lare .  
Se la me t r i ca  ~(x, y) ~ euc l idea  si ha  

d e - -  2~, I(0, ~) - -  ¢o,p" 

cosicch~ con il p r eceden te  t eo rema  si t rova  un  r isul ta to  di )IORRE¥, NIR]~- 
BERG, GRECO... (per la d imost raz ione  cfr. ad esempio [2]) e per  0 - - 0  un  noto 
r i su l ta to  di So]3ozv.v. 

Pi1:l in genera le ,  se 8~(t, s), ~(t, s), ..., ~,,(t, s) sono me t r i che  su 11~ al lora  

(4.8) ~(x,, y) ~ ~ (x~, y~) ~, con :¢~ ~ 1 e :¢ - -  max  a~ 

u n a  me t r i ca  in ~ " .  Se poi le 8~ sono la me t r i ca  euc t idea  su ~ a l lora  la 
me t r i ca  (4.8) ver i f ica  cer~amente  le condizioni  del  n. 1 e ]a (4.4) con ~ - - 1 .  
Si ha  infa t t i  

n 

<_ d e <_ e l l (o ,  = I(o,  1) I. 

Appl icando il t eo rema  [4.I] si t rova in tal  caso un  r ecen te  r i sul ta to  di 
G. BAROZZ  [1]. 
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