
E q u ~ z i o u i  e l l i t t i che  del  I I ° ordine  e spazi  ;(~,~). 

SERGIO GA~IPA~,&TO (a Pisa) 

S u m m a r y . -  Regularity results of Schauder type in the class of H6lderian functions are 
proved for solutions of second order elliptic equations in the variatio~al fo~m. Morrey 
and other authors have obtained results of this kind in certain classes of functions 
L(e, ),). The method of proof foUowed here makes use of the classes of functions ~(2, ~,) which 
generalize the classes considered by Morrey, and whose properties in relation to HSlder 
continuity are studied in some proceeding ~vorks. 

In questo lavoro si s tudia il problema della regolarizzazione negli  spazi 
funzionali  £(2,z~(g2) delle soluzioni di un 'equazione differenziale del secondo 
ordine di tipo ellittico i n  un aperto l imitato ~ dello spazio euclideo 1R n. 

Ricorcliamo ehe una  funzione u(x)~ di quadrato sommabile  in ~, appar- 
t iene allo spazio £(2,;)(H), )~ ~ 0 ,  se 

x0E~2 
~>o I(xo, ~)fl 

dove I(xo,~) ~ la sfera ( x :  I X--Xol  ~ }  e u~ ~ la media  integrale  di u su 
I(xo, ~) N •. 

~] noto che gli spazi £(2,).)(~1 hanno le seguenti  proprieth  (cfr. n. 3 e 
App. I):  a meno di isomorfismi, £(2,o)(~)--L2(~); per  0 ~ k ~ n ,  £(2,).)(H) coin- 
cide con lo spazio di MORn]~¥ L(2,~)(~2); quando n ~ k ~ n ~ 2, £(-~,z)(9) non 

altro ehe lo spazio delle funzioni  holder iane C°'-7-(~) (~); infine, al valore 
) . -  n eorr isponde uno spazio <(limite)> del quale  F: JOHN e L. ~ I R E ~ B E I ~ G  

hanno dato una  precisa caratterizzazione. 
Consideriamo Foperatore differenziale 

a coefficienti  cont inui  in ~ e s immetr ic i  (aij : ai~). Supponiamo che E(u) sia 

(*) H a  parzia lmente  contr ibui to f inanz ia r iamente  alla preparazione di questo lavoro 
l'A.ir ~orce Office of Scientif ic  Research OAR con i |  Gran t  A.F E O A R  65.49. 

(i) Tolto il  caso ~,----~0~ la val idi t~ di queste proprieth r ichiede qualche condizione sul- 
l 'aperto o. 
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ellittico, cio6 ehe esista una costante positiva v tale the  per ogni ~ee ~ e per 
ogni ~ ~]R '~ si abbia 

Sia u(x) ~ H~(f]) una soluzione << debole >> dell 'equazione E(u) -= f ÷ Y, ~fi 
i ~cxi 

con f, fi ~ L~(-Qt; cib significa, come ~ noto, che per ogni ~ e C~(~) 

f f Z aq d~c = ~, f ~  d x - -  f~dx.  
q 3x] 3xj j 

Supponiamo che le funzioni f, fi appartengano ad uno spazio £(2,~)(fl) o 
abbiano le derivate di un certo ordine in uno spazio £(2,~)(f~); ci poniamo il 
problema di studiare la regolariti~ che, di conseguenza~ viene ad assumere 
la soluzione u(x). 

Tenuto conto delle propriet& degli spazi £(2,~)(f]t, questo problema si pre- 
senta come una naturale generalizzazione dei classiei risultati  di SCI{AUDEti 
relativi agli spazi hOlderiani e di aleuni teoremi di MoRlEY relativi agli 
spazi L(~,~)(Q} con k sufficientemente elevate (k ~ n - - 2 ~  [15]. 

Nel capitolo II  ° ci occupiamo della regolarit& (< all' interno )>. Nel capitolo 
I I I°  si suppone che ~ sia la semisfera I * ( r ) - - ( ' x : x e ~ n ,  Ix] < r ,  x+,~O} 
e che u si annnul l i  sulla parte della frontiera the  appartiene al l ' iperpiano 
x , -  0 (in altri termini, che u verifichi su questa parte della frontiera una 
condizione di DIRICI~I~E~) e si studia la regolarit/~ della u nelle semisfere 
I*(~) con ~ <r. 

I r isultati  ottenuti nei capitoli I I  ° e I I [  ° permettono di regolarizzare la 
soluzione de1 problema di DrRIC~LET relativo all 'operatore E(u) quando i dati 
si assumono in spazi di 3IORI~E~ o in spazi di funzioni hiSlderiane ed anche 
in certi spazi (<limiti>> (efr. cap. IV). 

I risultati  che si trovano quando i dati sono h/51deriani, e parte dei risu!- 
tati relativi al dato in spazi di 1VIORREY, s0n0 giit noti nella le t teratura 
matematica.  

3~i limiterb a rinviare il lettore al cap. V della monografia di C. MIRA~D~ 
[14], per le equazioni del secondo ordine,  e, per equazioni e problemi alcon-  
torno pifi generali, ai lavori di DOUGLIS-NIRENBERC~ [9] e A~MOZ~-DouGLIS - 
NIRE~BEa~ [21 che sono corredati di una eompleta bibliografia. 

¥oglio perb sottolineare il fatto che il metodo di dimostrazione seguito 
in questo lavoro non fa uso della teoria del potenziale e della nozione di 
~soluzione fondamentale>>. Quindi, anche quando si ritrovano risultati  gi& 
noti , la dimostrazione mi sembra di tipo nuovo. 
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Aggiungo che senza difficolt~ si possono studiare operatori del secondo 
ordine nei quali figurino auehe termini di grado inferiore e si potrebbero 
assegnare al bordo condizioni diverse da quella di D~O~LET, per es. con- 
dizioni di ~ E U ~ A ~ .  ~[i sono limitato a u n  tipo di operatore e di problema 
ai l imiti  che permettessero, per quanto possibile, una esposizione semplice 
del metodo seguito, anche se questo metodo non sembra per nulia legato ugli 
operatori del secondo ordine. 

Ringrazio E. DE G~on~ per i suoi suggerimenti  che mi hanno permesso 
di superare qualche difficolt~; ringrazio altresi G. S ~ t ~ c c ~ A ,  M.K.V. MVR- 
• ~ ,  U. Mcsco e G. DA PnA~o con i quali ho avuto utili  discussioni su vari 
punti  del lavoro. 

CAP. I. 

Q u e s t i o n i  p r e l i m i n a r i .  

1. - Notaz ion i .  

Indichiamo con ~ un aperto limitato dello spazio euclideo ~ con D0 
la frontiera di ~2 e con ~ la chiusura di ~ : ~  ~ Q LJ $~. 

Se ~2~ e ~2 sono due aperti di iR n diciamo che ~2~ ~ stret tamente conte- 
nuto in ~2, e scriviamo ~2~ C C Q2, se ~ C ~2. 

Le funzioni che consideriamo in questo lavoro sono a valori reali e la 
misura b quella di LEBESGUE. Se u(x) b una funzione sommabile su ~ indi- 
chiamo con ua la media integrale di u su Q 

1 f u(x)dx. (1.1) ua -- mis~2 
t2 

k ~k Useremo inoltre le notazioni D~ ~ - - ,  D i - - - -  e per ogni n-p la  di interi  
~x~ -- ~x~ 

non negativi m - -  (ml, m2, . . ,  m~) intenderemo che [m I ---- m~-~.. .-Jr  mn e 
D ~ = D T ~ D ~  ~ .. .  n ~ o .  

Se A e B sono due spazi di BA~Ac~ scriveremo A c,~ B per indicare che 
sono isomorfi (come spazi di BANAC~); scri, 'eremo A C B se A ~ un sotto- 
spazio l ineare di B e d  ~ munito di ann topologia pifi fine di quelta di B. 

Netle varie maggiorazioni useremo spesso lo stesso simbolo c(..) per indi- 
care delle costanti positive che di volta in volta possono essere diverse. 

C~(~), k intero ~ 0 ,  ~ Io spazio delle funzioni continue in ~ con tutte 
le derivate fino all 'ordine k e con la norton abituale 

{1.2) ilUtick(5) -- Z sup l D'~u(x}l. 
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C~{~) 6 iI sottosp~zio di C~(~) delle fuu~ioni aventi  supporto compatto 
contenuto  in ~. 

C~o(~) ~ l ' ins ieme delle fun~ioni a supporto  compatto e inf in i tamente  
derivabil i  in ~. 

C~,a(~), k intero __~0 e 0 < a ~ t ,  ~ il sottospazio di C~(~) delle funzioni 
le eui der ivate  di ordine k sono ~-hi~lderiane in ~ ;  cib signif iea che 

(1.3) 
D,~u(x) - -  D"u(y) l H]ulllc~,~(h ) =  Z sup I < + ~ .  

C ~, ~(~) ~ uno spazio di BnN~c~-/ con la norma 

.¢) r I /¢ - 

Hk(fl), k intero ~ 0 ,  6 il comple tamento  di Ck(~) rispetto alla norma 

(x.a) II u = { 1D u 115< ) Iml-<~ 

In  modo analogo si definisce H0~(Q) come eomple tamento  di Co~(~) rispetto 
alla norma (1.5). 

2. - Spazi (di Morrey) L(~,),)(Q). 

Ind ieh iamo con I(xo, r) la sfera I x l x 6 ~ " ,  I x - - x o l ~ r l  e con ~(xo, r) 
Finsieme Q N I(xo, r). 

DEF. [2.I] - Una funzione u(x) definita in  ~ appartiene allo spazio L(2,~)(Q), 
dove 0 ~__ ~ ~ n (~), se e soltanto se 

). 
(2.1) t! u ttL(2,~)(a) --" sup r -~  ii u !IL~(~(~o,~)) < + ~ .  

~o~ 

L(2,~-)(~) g uuo spazio di BANACH con la norma [! u ttL(2,z)(n). Si dimostra  
fac i lmente  che per  ogni 0_~_g_~n  ~ L(2,~,)(~)CL2(~) e, in part icolare,  
L(2,°)(~2)- L2(~2) e L(~,')(~2)~ L~(Q) (fuuzioni misurabi l i  e t imitate in ~2) (cfr. 
ad es. [15], [13], [7]). Si ha inoltre l ' inc lus ione  

L(2'~')(9) C L <~'~) se ~ ~ t .  

(~) S i  v e d e  f a e i l m e n t e  e h e  p e r  ). ~ n ,  L(2, ~)(~t  ~ - 1 0  I. 
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3. - Spazi  ~(~,x)(~). 

Usiamo le notazioni del numero precedente e indichiamo, per setup!leith, 
con u,. la media integrale di u s u  Q(xo, r}. 

DEF. [3.I] - £(2,x)(g), ~ ~ 0 ,  ~ il sottospazio lineare di L2(~2) deUe funz ion i  
u per  le quali  

!N u 111£(2,;~)cn) : sap r -~  1[ u - -  u,. ]]L~(~2(wo, r)) <~ + 0<~. 

r>o 

In  altri  termini,  u e £(~,~)(Q) se esiste una costante positiva M(u) tale ehe 
~¢a:oeQ e ~ r >  0 

(3.1) f l u - -  u,  I~dx ~ ~l(u)r). 

£(*,~)(fl) b uno spazio di BA~ACH con la norma, 

(3.2) It u I[~(~,~,)(~) = t] u If-(~) + Itl u [i]~(~,~),~) • 

Elenehiamo le prineipali  proprieti~ degli spazi ~(2,x)(Q) rinviando per te 
dimostrazioni ai lavori [I3], [3], [4] nei quali si fa uno studio approfondito e 
eomparativo non solo di questi  spazi ma anehe di spazi pifi generali. Qualehe 
notizia complementare  ~ eontenuta nel l 'appendice I. 

DEF. [3.II] - Diciamo the un  aperto ~2 ~ di tipo (A) se esiste una  costante 

posi t iva  K tale the ~ w ~ ~ e ~ r > 0 (e ~ del diam. ~2) r isul ta  

mis ~(x, r) ~ K r  ~ 

~2 ~ di tipo {A) so, ad es., gode la pruprietk di eono (3). 

Supponiamo che ~ sia di tipo (A), al lora:  

ii) Pe r  0 __~ ), < n, £(2,~)(0,) ~ L(2.~)(!2). 

i~) Per  n < ), ~ n + 2, £(2,x)~) ~,~ Co,-~-(~). 

ia} Se ). > n  + 2, £(2,~.)(Q) si r iduce al sottospazio di L In) delle fun- 
zioni costanti. Per  questo motivo ei l imiteremo nel seguito a far var iare  il 
parametro Z nell ' intervallo [0, n + 2]. 

(a) Ciob se  e s i s t e  u n  eono  C t a l e  e h e  o g n i  p a n t o  x ~  fi s i a  v e r t i e e  di  u n  eono  C(x) con- 

g r u e n t e  a C e c o n t e n u t o  in  2. 
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i~) Se k = n si ha uno spazio <<limite)) che non ~ isomorfo n(i allo 
spazio di ~Iot~I~EY L¢~,~)(~)(ccL~(~)) n~ allo spaMo Co(~). Si dimostr~ che 
£(~,')(~) ~ c,~ £o,-)(I~) e di questo spazio F. Jo~N e L. N~nE~BEn~ hanno dato 
questa interessante proprieti~ [10]: 

u ~ £(~,")i~2) e f! u I[~(~, ")(a) ~ M impl icano l'esistenzo~ di tre costanti  posi t ive 
H, ~, I ( l < l )  ta l l  the ~ > 0  

(3.3) m i s { t u - - u a [ > a  in ~ 2 } ~ H e - ~ - ' m i s ( l u - - u a t : > l a  in ~2}. 

Da eib segue, in particolare, ehe u e £(~,")(~2) =~ u e L~(~) 
t - ~ p  < + o z .  

Anehe per gli spaM £(~,~0(Q) si ha l ' inclusione evidente:  

per ogni 

X ~ ,  :=> ~(~,~)(~) C ~(~,~)(~). 

4. - 8 p a z i  H~,)-[f~). 

Sia k un intero non negativo e 0 ~  k ~ n  ~ 2. 

DEF. [4.I] - t1~,)~(~t ~ il sottospazio lineare di Hk(gl) delle funz ioni  u 

tall  che 

(4.1) D'~u e £(~,~0(f~) ~ m con  I m I - -  k .  

I n  Hk,)~(~?) si assume come norma la seguente 

(4.2) li u It .~,~(m = 11 u II.~ (m + r. Ill D ~  ill¢(~,~)(.) . 

Con tale norma HU,)-(~) ~ uno spazio di BANACu. 
Se t2 b di tipo (A) la condizione (4.1) equivale a dire ehe (err. n. 3) 

a) Se 0 ~ k ~ n, D " u  e L(~,z)(9) ~ m con I m[ --  k. In  particolare quindi 
Hk, o(Q) ~ ~ R~(Q). 

b) Se k : n, le derivate Dmu, con [ml = k, appartengono allo spaMo 
<< limite ~ di JOHN e NIRENBEI¢~. 

C) Se n < k ~ n ~ 2 ,  le derivate D'~u, con I m ] - - k ,  appartengono a 

C°,-V-(9) e Hk,~(~2) ~ isomorfo a Ck,-V-(~). 

5. - Alcune propriet~ locali delle sohxzioni di un'equazione ell i t t ica,  

Sia ff~ un aperto timitato di 1il". Indichiamo con EIu) un operatore dif- 
ferenziale l ineare del secondo ordine det tipo 

(5. D E(u) = z ~)~ t a~(xt D~u(x) } 
ii 
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definito in t~ e a coefficienti  misur~bili, l imitati  e simmetrici  (a~i ---- a#). 
Supponiamo che E(u) sia ellittico in ~ e chiami~mo v 1~ costante di ellitti- 
citer. Si avrh pertanto 

~4 ,xef i  " e ~4~eYl". 
Siano f, fi, J = 1, 2, ..., n, funzioni appartenenti  a L~(~) e u(~) una fun- 

zione di H~(g2). Diciamo che u ~ soluzione <( debole >>, o pih semplicemente 
soluzione, in ~ delFequazione 

(5.3( E(u) = Z. Dj I% q- f 
I 

se ~ ¢p e Co~(~) r isul ta  

(5.4) ~ f aij(x)Dj~tDi~dx = £  f f i ( x )Di~dx -  f f~&c. 
~2 ~ fl 

Nei lemmi the  seguono indichiamo con l(r) la sfera { , : w e ~ " ,  [~! < r} 
e con I*(r) la semisfera { x : x e ~ " ,  ! x l < r ,  x , > 0 } .  Le ipotesi sui coeffi- 
cienti e sulle f~ sono quelle fatte sopra. Supporremo inoltre, per  sempli- 

cith, f = O. 

LEM~IA [5.I] - Sia u ~ H~o( ~) una soluzione debole dell'equazione E{u)--~Dif i . 
I 

Esiste una costanle positiva c(v) tale che ~ n-pla di humeri reali {a,, a2, ..,, a,) 

J i 

DIM. - Dalla (5.4) segue the  ~ ~eHo~(£2) e ~ n-p la  
. . . ,  

Z j 'a, , iDjuDi~d~c--Z f ( f i - - a i ) D f ~ d x .  
Y~ ~2 

di numeri  reali 

Assumiamo ~ - - u  e sfrut t iamo la ellitticith di E(u); si ottiene 

f ljD+  l:ax.<_ lLfi-- i i 
Dju I!L, 9> _< 

J J 
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Da cui  

t~ 

LE~[~[n [5.II] - Se u ~ H~([(r)) ~ soluzione dell 'equazione E(u) - -  Z D i f l  esisle 

una  costante pos i t i va  c(v) tale che ~ 0 ~ ~ ~ r e per  ogni scelta dei h u m e r i  
reali  (~, a~, ... ,  ~,) 

(5.6} Z f lD~uj2dx~c(v)l(r--e)-~ f f t 
I((~) I(r) I(~) 

DIM. - Dal la  (5.4~ segue che ~z T e/ /~( l ( r ) )  e per  ogni  sceRa dei h u m e r i  
real i  (:¢, a l ,  ..., a.} 

(5.7) v f - - ~ ) D ~ d x  = Z f {fi - - % ) D i ~ d x "  
I(r) l(r) 

Sia 0(x) una  funzione appa r t enen t e  a C~(I(r)) con ques te  proprieti~ 

K 
(5.8) 0 ~ 0(x) ~ 1 ; 0(x) - -  1 su I(~); ! D i O(x) I ~ - - -  ( j - -  1, ..., n). 

Nel la  (5.7) a s sumiamo ~ - - 0 2 ( u - - ~ )  e s f ru t f iamo la ellitticit 'h di E(u);  si 
ott iene, q u a l u n q u e  sia ~ ~ 0, 

f 
v - ~ E  I I D j O ( u - - a )  12dx~_ 

i i 

I(r) 

u - -  ~ i~dx + E ([(fi - -  ~i) 0(~ - -  a)DjO ÷ O(f i -  :~i)DiO(u - -  a}] dx  
i .~ 

l(r) 

c(v) 
t 

) 

~i I ~d~ ÷~ ~ f I D~ o(~ - -  ~) [ ~ dx ÷ 
I z(~.) 

f]ri- ~(~') 

c(K, n) f ~1 ]2 dw + (r - -  ~)-----~ I u - -  ~ [ 2 d x .  

1(r) 

Di qui segue 
,,1-1 

2 

la tesi pur  di scegl iere  ~ su f f i c i en temen te  piccolo, per  
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LEMMA [5.III] - Sia  u e H~(I*(r)) soluzione in F(r )  di E(u) --  Z. D i f  i e u - - 0  
1 

su  F~ - -  ~I*(r) N { x ,  ---- 0 } (4). Esis te  u n a  costante c(v) tale che ~ 0 ~ ~ ~ r e 
per  ogni n - p l a  di n u m e r i  reali  ( ~ ,  .. . ,  ~,) 

f I 1 f f 1 (5.9) E I Diu ]~ dx  ~ c(v) (r ~)~ [ u 12 dx, + ~ i f i  - -  ai J~ dx  . 
J . - -  j 

I*(~) l*(r) l*(r) 

DIM. - Dal la  (5.4) segue che ~ ~ H~II*(r)) 
real i  (:¢~, . . . ,  ~.) 

l*(r) I*(r) 

Sia 0(x) una  funzione di C~ (I(r)) con le propr ie ta  (5.8) e 0*(x) la sua restri- 
zione a l*(r). Ovviamente  O*2u ~ H~(I*(r)) (~). Allora basra assumere  nel la  (5.10) 

--0*2~t e procedere  esa t t amente  come nel la  d imost raz ione  del l emma  pre- 
cedente.  

e per  ogni n - p l a  di numer i  

L E M M A  [ 5 . I V ]  - Per ogn ! funz ione  ~ e H*(I*(r)) nu l la  su F, . - -  ~I*(r)A Ix,,----0} 
si ha  the 

(5.11) l u [ ~ d o c ~  l D ,  u r d x .  
I*(r) I*(r[ 

DI~I. - Basra d imos t ra re  la (5.11} supponendo ueC~(I*(r))  e u - - O  su F,.. 
Sia • - -  (x~, ..., xn_~, 0) e F,. e ~c --  (x~, .. . ,  x ,_~,  x,)  ~ I*(r). Poieh6 u(~) ---- 0 
si pub ser ivere che 

XT~ / *  

u(x) --  j D,u(x~,  ..., x,_~, t) dt 
e.I 

0 

e qu ind i  

0 

E in tegrando  su I*(r) 

f l u(x)15 
I*(r) 

f f  f dx  ~ d~ i D , u ( x l ,  . . . ,  x_~, t) rd t  xnd.~, ~__ ~ ] D , u  I~dx. 

Pr o o *(r) 

(4) Ci6 s i g n i f i c a  che  e s i s t e  u n a  s u c c c s s i o n e  di  f u n z i o n i  u n 

c o n v e r g e  ad  u in  H J ( I * ( r ) ) .  
(5) P e r c h ~  u ~ 0 su  ~ r .  

Ol(I*(r)) ,  n u l l e  su  Fr ,  t h e  

A n n a U  di M a t e m a t i e a  42 
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6. - D u e  l e m m i  f o n d a m e n t a l i .  

L E ~ X  [6.1] - Siano ~(t) una funzione reale, non negaliva, definila per 
t > O, B(t) una funzione reale, non negativa, definita per t > l, A una costante 
~> 1, :¢ un numero :> O. 

Supponiamo the ~ p > 1 esista un t(pi :> 0 tale che per ogni eoppia di 

valori ~, r dell'intervallo (0, t(p)] per i quali 1 < r ~--P risulti  
,a 

(6.1) ~ ( ~ ) ~ A  ~(r) + B(p)~ ~. 

Allora ~ ~ ~ 0 e per ogni coppia di valori ~, r verificanti la relazione 
O ~ ~ ~ r ~ t(A~/~) si ha 

(6.~) / ~,~.-~ Ar ~ 
¢P(~)~A|r|~ I ~(r)+ B(A~I ~} ~ -~ .  

DIM.  - Fissato ~ > 0, poniamo p~--A~I ~. Per  tutti  i valori ~, r ~  (0, t(p~}] 
r 

tali che 1 < - ~ p ~  la (6.2} segue immediatamente  dalla {6.1). Si ha infatti  

~(~) ~ A ~(r) + BIA~/~)9 ~ ~ A ~(r) + B(Am)r~ ~-~ 

< A ~(r) + B(A~/~) A _ ~ - ~ - i r ~  ~-~ . 

Supponiamo allora ehe a, . re(0 ,  t(p~)] e che ~-" ~ p ~ .  Esistertt in tal case 

un intero positive h tale che 

r ~h+ l  (6.3t p~ < ~ < v~ 

e di eonseguenza 

h 

pP~ P 

Scriviamo allora la maggiorazione (6.1), con p =p~.  per le eoppie di valori 
h--1 

I ~P~', r } ,  I ~P~ , ~P~}, ..., (~, ~P~} le quali, come si b visto, verif ieano In 
eondizione the  il lore rapporto resta compreso tra 1 e p~. Avremo 

< A { ~ \  ~ ~h io) ~(~p~l -  ~7) p~ ~(~) + B ( w ) ~ p 2  
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< . 4  h 

h--1 Nella  i~) maggior iamo ~(~p)) median te  io). Nel la  i~) maggior iamo ~(0P~ ) me- 
d iante  i d e eosl via. Si ot t iene in tal modo ehe 

(6.4) ~(~) ~ A~+ ~ ~(r) -{- B(p~)~ ~ Z A¢ 

e di qui,  t enuto  conto del la  (6.3) (% 

+ B(p I 
Ah+ ~ - -  1 ~-- { ~\~ 

(~) ~-~ A r ~ <__ A ~(r) + B(p~) ~ - ~ .  

E ques to  conc lude  la d imostraz ione.  

I1 l emma  e h e  segue  cos t i tu i see  una  p ieeola  va r i an te  del l emma  preee- 
dente  e si d imos t ra  con la s tessa  tecnica.  

LEM~A [6.1I] - Siano ¢~(t), B(t), A come nel lemma precedente. Siano ~ e 
due numeri  reali verificanli la relazione 0 ~ ~ < ~. 

Supponiamo che %t p ~ 1 esista un t(p) ~> 0 tale the, per ogni coppia di 
r 

valori ~, r e (0~ t(p)] per i ffuali 1 < - ~  p, si abbia 

(6.5) 

1 

Allora % t 0 ~ < : ¢ _ ~ t ,  % t r e ( 0 ,  t(A~)] e ~ O ~ p ~ r r isul ta 

/ ~\~--~ A 
(6.6) ~(~) ~ A  ! r )  ~(r) + BIAm) ~ 

A - Y - - -  A 

(s) Dat la  (6,3) si r i cava  che A -t~ 
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DIyL - Fissato ~, 0 ~ . . a ~ ,  poniamo p ~ = A  ~I~. Per  tutti  i valori 
Y 

~, r e ( 0 ,  t(p~)] tall che 1 < - ~ p ~  la (6.6) ~ facile eonseguenza della (6.5) t7). 

r 
Supponiamo allora che ~, r ~  i0, /(p~)] e ~ >  p~. Procedendo esat tamente  

come nella dimostrazione del lemma [6.I] si arriva, invece che alia (6.4), alla 
seguente  maggiorazione 

(6.7) 

dove h ~ un  intero positivo tale che p~ < r  _ ~+~ - ~ p ~  . 

Dalla {6.7) segue faci lmente la (6.6) e 
che, per  le ipotesi fatte, r isul ta  

quindi  la 

< A - - h e  Z < ~_~ 
I=o A - r - - - A  

tes t ;  basra osservare 

CAP. II.  

R e g o l a r l z z a z i o n e  a l l '  i n t e r n o .  

7. - P r o p r i e t ~  de l l e  s o l u z i o n i  d e l l ' e q u a z i o n e  E(~) = 0 a coeff ie ient i  cos tant i .  

In questo paragrafo l 'opera tore  E(u) si suppone  a coefficienti  costanti.  
Si d imostrano due lemmi, molto simili per  il loro contenuto ;  il pr imo lemma 
sara alla base della, regolarizzazione << all' in terno >> negli  spazi di ~fO~RE¥ il 
secondo servirh per  t 'analoga regolarizzazione negli  spazi hiSlderiani. 

L E p t A  [7.I] - Sia  u(x)  una  funzione ~ C~{I(r)) (~) e soluzione, in  I(r),  
dell'equazione E(u) --  O. Esiste una  costante posi t iva Ao(v) tale che ~ 0 < ~ ~ r 

(7.11 
I(p) 

A 
(7) Perch~ r-  ~ 1  e ~_~ ~ 1 .  

A ~ - - A  

(s) P e r  q u e l  che  s e g a e  b a s t e r e b b e  s u p p o r r e  u ~ Ck(S(r)) con  k s u f f i c i e n t e m e n t e  e l e v a t o .  
R i c o r d i a m o  che  I(r) ~ l a  s f e r a  I x "  x e 1R~, I x I ~ r  I. 
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DIM. - Dalla maggiorazione (5.6) del Iemma [5.II], ore si ponga c¢ = ~ / =  
- - f i - "  0, segue che per ogni ~ positivo e minore di r 

(7.2) Z f ' Di~!~dx~_(r~ ( ! u l ~ d x  
I(~) l(r) 

Questa maggiorazione continua a velere s e a l  posto di u mett iamo una qua- 

lunque derivata D'~u, in quanto D'~tt s Cc°(I(r)) ed E(D'~t) --  D'~E(u} --  0 (perch(~ 
i coefficienti a~j sono costanti). 

Dalla (7.2) si pub quindi ottenere una maggiorazione di questo tipo 

F (7.31 II u -<  k)J 12d~ 
I(r) 

dove k ~ un qualunque intero ~ 1. 
Per  un noto teorema di SOBOLE¥ avremo, se k ~ suff icientemente elevato (9), 

(7.4) sup I u(x} I ~ c(n, r)'l u 

e quindi, tenuto conto della (7.3), 

(7.5) 

Sia 9 un numero 

vote che 

£ 
sup I u(x)I ~ ~< c(v, r ) |  I u !~ d x .  

r 
positivo e < ~ ;  tenuto conto della (7.5) possiamo seri- 

j / (7.6) l u r dx ~-- c(v, r)P ~ l u l ~ dx . 

I(~) l(~) 

Con un procedimento <<per omotetia>> si pub precisare la dipendenza 
da r della costaute c(v, r). Sia ~ > 0;  la funzione v(x) = u(),x) appart iene 

a C~(i(-~)) e d ~  soluzione in I ( r )  dell 'equazione E ( v ) - - 0  (perch6 i coeffi- 

cienti aq sono costanti). 

(9) I1 t eo r em a  di SOBOL~V in  questione~ e n u n c i a t o  pe r  la  sfera~ a s s i cu ra  che:  se u ~ Hk( I ( r ) )  

e k >  ~-  a l lo ra  u coincide q u a s i - o v u n q u e  con u n a  funz ione  u, con t inua  in 10% la  qua le  

v e r i f i e a  la magg io raz ione  
N 

sup [ u i < c  [I u l/x~(x(~)) • 
I0- ) 



334 S. CAS[PA:N'ATO: Equozio'M ellittiche gel 1I ° ordin6~ see. 

Fiss iamo ), - -  r e app l i eh iamo la (7.6) al la  funz ione  v(m) "-  u(rx) ; si ottiene, 

p > 0  e ~ ,  

f (:)7 
'(1) '(" 

Di qui, applicando Fomotetia x-~Y- 
r ~ 

(7.7) f (:)7 t ~(m) I = dm ~ c(v) ~ u(~) i* d ~ .  
l(p) I(r) 

~] ehiaro che, pu r  di modi fca re  la eos tan te  c(v), la maggioraz ione  (7.7) 
vale per  tut t i  i p de l l ' in te rva l lo  0 ~ p ~ r  (~°). Si ha qu ind i  la tesi. 

COROLLARIO [7.I] - Sia  u(m) una  funzione ehe verifica le ipolesi del 
lemma precedente. Per ogni p dell'intervallo 0 ~ ~ ~ r e per ogni n -p la  di 
indiei m = (m~, ..., m,)  si ha 

I(p) I(r) 

Basra  osservare  ehe la funzione D ' ~ t  ver i f ica  le ipotes i  del l emma [7.1] 

in quan to  D'~ue  C~(I(r)) ed E ( D " ~ u ) =  DinE(u)"--0, perch~ i c,oeffieienti aii 
sono costant i .  

Ne l  l e m m a  che segue  ind ich iamo con up la media  in tegra le  uz(p>. 

LE~MA [7.II] - Sia u(m)e  C~(I(r)) una  soluzione in I(r) dell' equazione 
E ( ~ ) -  O. Esiste una  eostante positiva Ax(v) tale she per ogni p dell ' intervallo 
O < o ~ r e ~ ~ reale 

(7.9) / [ u - -  Up I ~ d~ ~_~ A~(v) I u - -  ~ ]~ dx .  

p) 109 

DIM. - Per ogni ~ reale,  la funzione  (~ t - -~)  ver i f ica  le ipotesi  del 

(io) P e r  r ~  p :>-~- si ha  infat t i  

/ p \n  

I(p) I(r) I0") I(~') 

v~dX, 
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l emma [7.1]. Si avrh per tanto  (cfr. (7.3)) per  ogni intero k ~  1 

d~c. 
I0') 

Per  k suff ic ientemente  elevate, si appliea il teorema di SOBOLEV ricordato 
nella note~ (2) e si ott iene 

~-v  IDJuL~<--~(,,, r ) i t ~ -  ~ll;,~(,r~t~-< c(v, r) ( I u - ~ i ~ (7. 1 1) Z dx .  

Sia p positive e r ~.  Per  ogni xeI (~)  si ha 

(7.12) u(x) - -  u(0):L ~ __~ o(n)~ "~ Z sup i Diu  ]2. 
J ~(-:) 

r 
Datle (7.t2) e (7.11) segue che ~ 0 ~ ~ ~ 

(7.13) f I ~ -- u~ ]=dx ~ f ] u(x) -- ,~(O) ]2dx <_ c(v, r) ~'÷°" f l u - -  ~ l~dx 
I(~) Iip) I(q') 

h questo punto  si precisa la dipendenza da r della eostante c(v, r) con 
un  procedimento  per  omotet ia  uguale  a quello seguito nel l emma preeedente  
e si ha l~t tesi. 

COROLL)~mO [7.II 1 - Sia u(x) una  funzione che verifioa le ipotesi del 
lemma precedente. Per ogni ~ dell'intervallo 0 ~ ~ ~ r ,  ~ n -p la  di indici  
m - - ( m ~ ,  m2, ..., m,) e per ogni ~ reale, si ha 

I(p) I(r)  

Basta osservare c h e l a  funzione D ~  verif ica le ipotesi del l emma [7.II]. 

8. - P rop r i e tk  delle soluzioni del l 'equazione E ( u ) - - Z  D i f  1 a eoemeient i  
c o n t i n u i .  J 

Sia u(x) eHl(I(r))  una soluzione, nella sfera l(r), dell 'equazione 

(8.1) E(u) --  Z D~ {a~jDiu } - -  Z D:f: 

con fieL~(I(r)) e supponiamo che i coeffieienti  a~(a) siano eont inui  in I(r). 
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P o n i a m o  

(8.2) o)~(r) - -  sup sup]  aq(~) - -  aii(O} l ~ 
q z(~) 

e ind ich iamo con Eo(~,~) l ' ope ra to re  a ooe~ficienti  cos tan t i  

(8.a) Eo(U) = ~ a~(O)D, nju. 

Si d imos t r ano  i seguent i  lemmi.  

LE~v[M~ [8.I] - Se u(~) e gli aq verificano le ipolesi dette sopra, esiste una 
costante positiva c(v) tale che per ogni ~ dell'intervallo 0 < ~ ~ r 

I(?) I(r) I(r) 

DI~vL - L ' ipo tes i  t h e  u(m) sia soluzione di E ( u ) =  Z Difj in I(r) signif ica,  
I 

come abb iamo r i co rda to  a suo tempo, che ~ ~ e H~0(/(r)) 

E f aq{x)D~uDi~dm=~f  f:Dj~dx. q 
I(r) [(r) 

Questa  re laz ione  si pub sc r ive re  nel  seguen te  modo 

f t (8.5j S aq(O) Diz~Di~&c = E [fi q- E {a~j(O) --  aq(x)} D~u]Di~dx. 
i) i ~ ] 

I(r) l(v) 

Siano ora v e w le soluzioni  in I(r) dei seguent i  p rob lemi  di Dn~.Ict~T,E~ (**) 

(s.6) I 
v - u e H~(Ilr)) 

Z f a~j(O) DjvD~dx  
i j  I(r) 

= o ~ ~ s B~(I(r)l 

(ii) :Formalmente 
Eo(v ) : 0 in I(v) 

v = u  s u  ~I(r) 
e 

Eo(w) --~ ZD¢ I f i  4 -  ~' [ai.i(O) - -  a i j ( x ) ] D j u  t in I(r)  

w = 0  su ~I0-). 

Si osservi oh% per le ilaotesi fatte, f i  + ~ [ au (O)~  a u ( x ) J D j u  ~ L'~(rr))  (J ~ 1~ .... n ) .  
i 
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(8.7, Z ~ a~j(O)D'wD'~dz = ~  f [ k ÷  ) ,c~) i 

~ e H~(I(r)). 

noto  (err. ad  es. [11]} che en t r ambi  ques t i  p rob lemi  ammet tono  una  e una  
sola soluzione.  P e r  il modo come v e w sono s tate  cos t ru i t e  r i su l ta  v ÷ w - -  u 
in I(r). 

Stud iamo  s e p a r a t a m e n t e  v e w. 
L a  funzione  v e H~(I(r)) ed 6 soluzione in l(r) de l l ' equaz ione  Eo(v)----O, a 

eoef f ie ien t i  costant i :  ]~ noto a l lora  c h e  v 6 di c lasse  C ~ su  ogni s fe ra  
r I(R) C C l(r) {cfr. ad es. [11]). F i s s i amo  R nell '  in te rva l lo  ~ ~ R < r .  Appli-  

cando il corol lar io  [7.I] si o t t iene  t h e  ~ ~ e (0, R] 

(8.s} f I(?) I(~') t(r) 

Ed ~ chiaro  the ,  pe r  l 'arbi trar iet 'a  di R, la maggioraz ione  (8.8} vale,  in deft- 
nit iva,  pe r  ogni 0 < p ~ r .  

IJa funa ione  w, dal  canto suo, appa r t i ene  ad //~0(I(r)) ed b soluzione del- 
l ' equaz ione  

Eo(w) = Z D, { f~ + Z [a~i(0) - -  nil(m) ] Diu } 
i i 

dove { f~ + Z [aii(0) - -  ai1(x ) ] Dju }, pe r  le ipotesi  fa t te  a p p a r t i e n e  a L2(I(r)). 

Poss i ama  app l iea re  il 1emma [5.I], con ~ j - - 0 ,  e si o t t iene  fae i lmente  ehe 

,8.9) f l D, w ?ax <_ c{v) f { j f, l" ÷  qr) I Diu J' } 
1@ (~) 

Dalle  t8.8~ e (8.9) segue  t h e  per  ogni 0 < p ~ r 

Z f I Diu 12 dz __<_ 
i l(p) 

pn n 
{8.i0) _.~ c(v, { (7) ~i f lDit,~Zdx ÷ (~-] ~ f iD.n.:=dx ÷ ~ f  ,f,l=dx ÷o)=(r)Z(IDiui~dm 1~_ 

• \ r ]  ] J ~  ' ' . ' J d  l(r) I(v) I(~) Hv) 

e qu ind i  ta tesi.  

Annalt di Mattrmattva 43 
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LEhtY*A [8.II] - Nelle stesse ipotesi del lemma preeedente per quanto 
riguarda la u e l e a # ,  esiste una costante positiva c(v) tale che per ogni p 
dell' intervallo O < p < r e ~ % ~ e lR u 

(8.I1) 

Z, ~)[ Diu - -  { Diu }e I ' dx ~ 

! 

DI~. - Come nel lemma precedente deeomponiamo u nella somma 

dove v e w sono soluzioni dei problemi di DIRICI-ILET (8.6) e (8.7} rispettiva- 
mente. La funzione v soddisfa in ogni sfera I (R)C C I(r) le ipotesi del lemma 
[7.II]; applieando il eorollario [7.II] si ottiene che ~ 0 < ~ < r e per ogni 
n -p la  di numer i  reali  [~,  ~2, ..., ~,) 

(8.12) 
I(p) 

Alia funzione w si appliea aneora il lemma [5.I] e si ottiene the  ~ 0 4  p ~ r  
e per ogni n -p la  di numer i  reali (:¢1, :q, ..., ~¢.) 

(8. la) Z ~IDiwl2dx~c(v ) z f z (~){ I f~ - -a i l2+ &(r) lD~u[2} dx" 

Dalle (8.12} e (8.13) si deduce che per ogni p dell ' intervallo 0 < p < r (l~j 

(t2) Si osservi che 

l(p) /(p) 

<_2If IDjv--{DjvI?l~dx+-f :Djw--ID,~lp:~dx I 
1( 0 I(o) 

f 'Z)i~o--tD~wl,J~dw<--f IDDvledx. 
i( 0 l(p) 
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(8.14) 

/(p) 

I (~ )  I 0 " )  

~+~ I ~ dx] 
I(r) I(r) 

• " n-~-2 n + 2  

( \r l  s J L ' r l  ] i J 
I(r) I(r) 

e quindi la test. 

I(~) 

9. - R e g o l a r i t ~  d e l l e  d e r i v a t e  p r i m e .  

Come nei paragrafi  preeedenti  ~Q ~ un aperto ]imitato di 1R n. Conside- 
riamo in ~2 l 'equazione E ( u ) -  E D~f~ e supponiamo ehe le funzioni" f~ appar- 

tengano ad uno spazio £(~,~)(~2). Esaminiamo da prima il caso di X variabile 
nell ' intervallo 0 ~ k ~ n .  Per  quanto si /~ visto a sac tempo, cib equivale a 
sapporre che le f, appartengano allo spazio di MoRnEY L(~,z)(~). 

Per  quanto r iguarda la nomenclatura,  se I(xo, r) ~ una sfera contenuta 
in ~, poniamo 

¢o~(xo, r) --  sup sup ] a q ( x ) -  %(Xo)I ~. 

TEOREMA [9.I] Sia u ~ H~(~ ),) una soluzione debole dell'equazione E(u)--  ZDif~ 

e supponiamo che i coefficienti a~ i ~ C°{~) e le f~ e £(2,~)(~2) con 0 ~ ~ ~ n .  I n  
queste ipotesi u~H~,z(~o), per ogni aperto ~2o C C ~2 e si ha la maggiorazione 

(9.1) 1 2  ~2 2 Z tl D, u ll£(~,x)(m) ~ c(v, X, Oo) t Z 11 D, u t'z,:(~) + Z tt fi tl;(2,x)(n ) 1" 
i i i 

DIM. - Sia ~o la distanza di ~o da C~2. Sia I(xo, r) una sfera con centro 
~o xo e raggio r ~ - 2 - .  I1 lemma [8.I] assicura ehe tutti i ~ del l ' interval lo (0, r) 

{9.2} } o ID,ul~d~c~c(v) + ~o~(xo, r) Z I D, u I ~dw "{- v(v) r)'Z IIf~H~(2,x)(~) 
I(x~, ~) I(r) 

dove c(v) si pub supporre maggiore di uno. 
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Poich6 i eoefficienti  sono eontinui in ~, ¢O(Xo, r)--~O, quando r ~ 0 ,  

uni formemente  rispetto a X o ~ o ;  quindi fissato comunque p > 1 esiste un 
8o r l / ~ ) ~ t a l e  the ~ / 0 < r ~ r ( p )  e V-xoe~o 

1 
m'(Xo, r) < ~ .  

Da]e ib  segue ehe ~ moei~o, e per ogni coppia di valori p, r verif icanti  le 
relazioni 

0 < p <: r ~r(p)  ; 1 < -<__p  
P 

risulta 

(9.3) to~(,o, r)~(~t  '~. 
\ r /  

La maggiorazione (9.2) e le considerazioni precedenti  ei permettono di 
8o formulate  questo risultato : fissato comunque p > 1 esiste r(p) ~ ~ e positivo 

tale ehe ~t Xo¢~o e per ogni eoppia di valori p, r verificanti  le relazioni 
g 

O , < p  < r ~ r ( p )  e l < - ~ p  risulta 
P 

Z i t=dx + Z I{ f ,  ll~2(=,>.)(a) E. { D,u l'dw <_ 2c(v) , D, u c(v)p z = • p~. 

l(a~o, p) , r) 

Vediamo allora ehe sono verifieate le ipotesi del lemma fondamentale [6.II] 

eve si assuma, per ogni fissato x0e ~o, 

f 
~(t)-- ~ |  {D, ul'd,. B(t)--~(v)Z • i i f ,  l i e (= ,~ ) (n )"  t~-, A - -  2~(v ) ,  ~ - -  n ,  ~ - -  ),. 

2 

i t /  ¢ 
I(xo, t) 

n - - ) .  
Dal lemma in questione segue allora che fissato per es. e - -  2 e seelto 

8o p = [2c(v)] 21,~-z esiste un r(v, ) . ) ~ - ~  tale ehe ~ x o ~ o ,  e ~ p, r verificanti  

le relaaioni 0 < p < r ~ r(v, ),) 

X f j B~u I ~dx 
fZo( Xo , p) 

{ D ,u  12dx.<2c(V)[r)-7- . ]Diut=dx2e-v(v, )~) Z, t/f, He(,,).)(a) 
l(xo, p) l(Xo, r) 
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Di eonseguenza, per  ogni xoe~o  e per ogni p del l ' in terval lo  0 < ~  <r(v ,  ~) 

(9.4) if 
• i i 

~(xo, p) 

D'al t ra  parte se p ~_r(v, ),) si ha, banalmente,  

Z 1  f [ D i u l ~ d x < Z  1 f 1 (9.5) 
~2o(Xo, p) flo 

Da (9.4) e (9.5) segue la tesi. 

0SSERVAZIO~E [9.I] - Se nel teorema [9.1] si suppone ehe le fi e L(*.")(~) c~ 
c,zL~(~) (da non eonfondere con £(2, n)(~), spazio (<limite, di JO~IN e .NTREI~- 
BERG) non si ottiene e h e l a  u ha le derivate prime in L(~,")(~), cio~ limitate, 
ma solamente ehe le derivate  D~u, j - -  1, 2, ..., n. appartengono a L(~,"-~)((.]) 
per  ogni • > 0. 

Infat t i  se le fi~L(~,'~)(~) la dimostra~ione del teorema precedente  si ri- 
pete fine alla formulazione di questo risultato: 

8o 
Fissato eomunque p > 1 esiste un r ( p ) ~  e positive tale che ~ x, oe  

e per  ogni coppia di valori p, r verif ieanti  le relazioni O < p < r ~ r ( p )  
r 

e 1 < - ~ p  r isul ta  

,f p., • [D, u [~dx ~ 2e(v) . i D,  u I~dx + c (v)p" Z tt f, ILL(',',)(a) 
, p) l (xo ,  r )  

i "  
E qui si vede, eve si assuma ~(¢) --  Z. / !D, u t 2 dx ,  ehe sono ver i f iea te  le 

, d  
I(xo, t) 

ipotesi del lemma fondamentale  [6.I] (anT, ieh~ [6.1I]) per  eui si pub solo con. 
oludere ehe le D ,u  e L(2,"-~)(~), pe r  ogni e positive. 

Esaminiamo era il ease limite in eui f i e  £(~,~)(0.). 

TEORE~[A [9.II] - Sia u ¢ H~(~) una soluzione in ~ dell' equazione E ( u ) =  
- - Z D ,  f~ e supponiamo ohe f~e£(2,")(Q), i = 1, 2 . . . .  , n, e ohe i ooefficienli all 

siano h6lderiani in ~. In  queste ipotesi u e H~,"(~o) per ogni aperto ~o C C 
e si ha la maggiorazione 

12 2 (9.6) ~ tlt D~u IIl~(~,.)(a°)< c(v, a,j, a,,){ :~ 11Diu IL~(~ ~ ,  + Z t~ t'j II~(,,,,)(a) } Q 
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Sia ~o C C f~, sia 8o la distanza, di ~o da ~Q, sia infine ga~ un aperto verifi- 
cante la condizione ~]oC C f~xC C ~ .  Per  fissare le idee prendiamo ~ in 

~o modo che r isult i  uguale  a ~- la distanza di ~o da ~!~x e la distanza di ~ d a ~ . Q .  

Sia a, 0 ~ ~ < 1, l ' e sponente  di hiJlderianitg dei coefficienti  aq in ~. 
P0ich6 £~2,,)(~)C £(~'"-~){~), se utili~ziamo il risult, ato del teorema [9.I] con 

- - n -  2a, abbiamo the  le derivate Diu appar tengono a £(~,"-~)(f~x) e si ha 
la maggiora~,ione 

2 - -  t 2  2 • (9.7) ZhDjuIi~(~,,_2=)(~,><c.(v,~ , a d f Z N D i u j r : (  m + Z Ii/iIle(~,._~)(n) } 
i 1 1 

~o Sia r un  numero  positivo e ~ - ~ .  I1 lemma [8.I]~], ore si assuma ~ i - - { D i u } ,  

e :¢~ = fi, ~ (~) assicura  che ~ x o ~ o  e per  tutt i  i p de l l ' in te rva l lo  (0, r) 

f [ V + u - - { D i u } o t  ~ax<- 
I 

l(wo, p) 

I(:)'+= f rf (9.8) ~ c(v) Z I D1 u - -  { Dj u }~ t s dx + m = (xo, r) v I D~ u [ = dx + 
i I(~o, r) I(a.o, r) 

Poniamo 

0.9) M - ' -  s u p  [!t a q  iIlco,~(fi) " 
il 

Dalle (9.8) e (9.7) segue allora 

(9.10) 

E" [ Diu  - -  { Diu  }P [~ dx ~ 
,p) 

f C; + r" £ l[ f/]12(~, n)(a,) ~ c(v) 
1 i 

t(xo, r) 

[ Diu-- i Diu},.,~dx + 

2 2 
+c(v ,  M, ~o)r"{ ~llDiUlL~(a ) 1 

¢ i 

(is) l~ i co rd i amo  che con v~ i n d i c h i a m o  la m e d i a  i n t e g r a t e  di  v su l l a  s f e r a  I ( x , ,  r). 
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~o¢~o, e per ogni coppia di valori ~, r the verificano ta relazione 

Posto 

~ ( t ) - - ~ f  {Diu--' lD~u}tt~dx, B(t)=c(v,  • M, ~o)t"{Et[Diuil L'(m -J- 
1 J .  

1(~o , t) I 

--i- 2 {I f¢ {[~(~,-)(,) }. 

dalle (9.10) segue ohe -~ xoe~o e per tutte le coppie p, r verifieanti te rela. 

zioni 0 < p < r < ~ ° ,  l < r ~ p  risulta 

(9.11) ~o(ot ~ ~(v) ~(rt + B(~): .  

Siamo quindi nelle ipotesi esatte del lemma fondamentale [6.II]. 
Fissato s = 1, dalla (6.6} del lemma in ques~ione segue ehe per ogni 

5o O < p < r ~  
t~\~+~ ~(~) 

Da cui 

~ P 3  

0.12) 1(~o,~) 

~ c.(v, M, ~°){ ~. li/)in lib(n) + ~ il f:lt~(.,-)(.) l. 

D'altra parte se xo ~ Qo e p >__~ si ha banalmente 

°f  (9.13) i D ~ - - ( D j u } , l ~ d z ~ o  ~ IDjul2dz. 
~o(Xo, p) ~o 

Dalle (9.12) e (9.13) segue la tesi. 

(14) Osserviamo ehe 

fv:dx  f bv:d  
fl 12 
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LEM~IA [9.I] - S ia  ~eH~(~) u n a  soluzione dell 'equazione E ( u ) :  E D~f, 
i 

con f~ ~ £(~,"+~)1~) e a~ i ~ C°,~(P.i, 0 ~ ~ ~ 1. Al lora u ha le derivale p r i m e  

localmente l imitate  in  0. e per  ogni s fera 9.o C C ~ r isu l ta  

(9.14) 
i rio ~ i 

La dimostrazione di questo lemma ~ analoga a quella del teorema precedente.  
Per  eomoditfi del lettore essa viene esposta ~tella Appendiee II. 

TEOREMA [9.III] - Nelle stesse ipotesi del l emma  precedente per  quanto  
r i g u a r d a  u, f1 e a~i, su  ogni aperto ~o C C ~ r i su l ta  u e H~,~(Do) dove ~ - -  n q- 2~ 
se 0 < ~ < 1  e ~ - -  n -+- 2 - -  e, ~ ~ ~ 0, se ~ - - 1 .  S i  ha  inoltre la maggio.  

raz ione 

0.15) 

Se :¢ ---- 1, c(v, ~, a,i, f~o) ~ q- ~ quando  ~ --~ n q- 2. 

DIM. - Sia ~oCC(d2 e ~o la distanza di ~o da ~ .  I1 lemma [8.II], ore 
si assuma ~ i ' - { D I  u }," e a i - - f j ,  r, assicura ehe ~ xoe~o  e per ogni coppia 

a, r tale che 0 < p ~ , r ~ 2  

(9.16) 

i J 1 - - tDiu 
I(xo, p) 

c(v) E t D~ u - -  { D~ u 1,. I ~ dx  + ¢o~(Xo, r) ! Dj u 12 dx  + 

1(~o, r) 

Poniamo, come si ~ ratio precedentemente,  M --  sup Ill aq l[tc o,2(5) e r ieordiamo 

l ' inclusione £(2,n+2~)(g~)C £(2,,,+~)(£]). Da (9.16) e dal lemma [9.I] segue allora 
the  ~ x o ~ o ,  e per ogni eoppia di humer i  ~, r verifieanti  le retazioni 

~o r p s i  ha 0 < : ~ < r ~ ,  1 <  

{9.17t E f I D i u - - l D j u } P t  2 d x ~ -  
I I(xo,p) 
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Posto 

i o , r )  i 

I 

£ 
= [ - -  { }t rd , x ,  

i 1J((xo, t) 

lu (9.17) si pub anche scr ivere  

(9.18) ¢~(~) ~ c(v) ~(r) ~- Bip)~ n+~ . 

E qui  si vede che se 0 ( ~  ( 1 si pub appl icare  il l emma  fondamenta le  [6.II] 
se invece a----- 1 si appl ica  il l emm~ fondamen ta l e  [6.I], L a  tesi segue al lora  
con un  r ag ionamen to  ugua le  a quel lo con cui si ~ conc lusa  la d imost raz ione  
del teorem~t [9.II] e ehe r i t en iamo di non dover r ipetere.  

10. - Teorema generale.  

I r i su l ta t i  di regolar i th  d imost ra t i  nel  numero  precedente  si possono 
r i a s sumere  nel  seguente  modo :  

Sia  ~2 un  aper to  l imi ta to  di ~ e u(x t~  H~(~) un~ soluzione in ~ dell~equa - 
zione e l l i t t ica  

(10.i) E D~ { a~jDj~t } - -  Z Dif~ 
ii i 

dove f~ ~ £(2,z)(~) per  un un eerto ), dell '  in terval lo  [0, n +  2]. 

Sia  ~)o un  q u a l u n q u e  aper to  s t r e t t amen te  contenuto  in ~.  Al lo ra :  

il) Se i coeff ic ient i  a~j sono eont inui  in ~ e 0 ~  k < n, la soluzione 
u 

i2) Se i eoeff ic ient i  a~ 3 sono hSlder iani  in ~ (non impor ta  con quale  
esponente)  e ) ~ - - n  la soluzione u ~ H~,'(~o). 

) . - - n  
ia) Se n ~ ) ,  ~ n ~ 2 e se i coeff ie ient i  a~j e C °,-~-(~) al lora u e H~,~(~). 

i4) Se, inf ine,  k - -  n ~ 2 e i coeff ic ient i  ai je  C°,~(~) ~llora u ~ H~,~+2-~(~o) 
~ > 0 .  

Annal t  di Matemat toa  44 
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In  tutti quattro i easi si ha la maggiora~ione 

i i i 

dove ~ - - ) .  se 0 ~ ) , < n - [ - 2 ,  e ~ = n - - b 2 - - e  se X - - n - b 2 .  La eostante c 
viene a dipendere anche dal modulo di continuit~ o dal eoefficiente di tt6LDER 
dei eoeffieienti  a~j. 

Questo risultato relative alle derivate prime della u si estende alle deri- 
vate di ordine superiore se si fanno eonvenienti  ipotesi sui eoeffieienti aq 
e sul seeondo membro dell 'equa~ione. 

Si dimostra infatti  il seguente teorema:  

TEO~EMa [10.I] - Sia u(x)~ H~+~(i)), k intero ~ O, una soluzione debole 
in  ~ delt'equazione E(u) = f (1o) e supponiamo che f ~ lt¢,)-(12) con 0 ~ )~ ~_ n -[- 2. 
Sia ~o un qualunque aperto strettamente contenuto in ~. Allora 

a) se i coefficienti a~l e C~+~(~) e 0 ~ ), ~ ~ la soluzione u e H~+~,)'(~o). 

b) Se i coefficienti a~ e C~+~,~(~), per un eerie 0 < ~ ~ 1, e ), = n la 
soluzione u ~ H~:+~,~(~). 

k - - n  

c) S e n  ~ X < n + 2 e i coeffieient~ a~ e C z¢+~, =~-(~) allora ueH~+2,z(~o). 

d) Se infine X - - n + 2  e i cofficienti a~ ~ Ce+~,~(~) allora ~ e 11~+~, ,~+~-~(~o) 
~ 0 .  

In  tutti quattro i casi si ha la maggiorazione 

(10.3) N 11D'~u ![;(¢,~><a0) < ~(v, N, ~?o){ il u llH~+~(a) + II f~tH~,~(a) } 

dove ~ = X  se O ~ ) , < n + 2  e ~ = n + 2 - - ~ ,  ~z ~ > 0 ,  se ) , = n + 2 .  

DI:~I. - I1 teorema si dimostra per induzione. Supponiamo k = 0; possiamo 
supporre anehe ehe £2 e Do siano dei << cubi >> a facee parallele agIi iperpiani 
eoordinafi (baster/~ poi sfrut tare la nora proprieth di copertura  dei compatti). 
Supponiamo, per fissare le idee, ehe a~ e C~(~) e 0 ~ ) .  < n (case a)). Sia h 
il massimo intero non rmgativo tale ehe 2h < X ~ 2 ( h - [ - 1 ) .  Fissiamo dei 

eubi>> ~ ,  D~, ..., D~ verificanti  la relazione 

~o C C ~2h C C ~h-~ C C...  C C ~21C C ~ .  

(~5} Ci6 s ignif ica ,  come abbiamo r icordato  a sue tempo,  ehe ~ ~ C~(~) 

Y f a,.jDjuDic~dx=--f f:;dx. 
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Dalle  ipo tes i :  ~te H2(~) e E(u)=  f in  ~, segue  t h e  

(10.4) E ( D t u ) = D t f - - Z D , ( Y ,  D ta , j .D~u}  ( t = l ,  2, . . . ,  n). 
¢ i 

D ' a l t r a  pa r t e  (err. A p p e n d i e e  I) 

u e H~(~)  ~ D~ u ~ £(2,~>(~), j = 1, . . . ,  n,  

e poich6  le funz ion i  Dtaj~ sono c o n t i n u e  in ~ anche  Dta,:~. Dju e£(z,2)(~) 
(err. App.  I).  Quindi ,  ne l l ' equaz ione  (10.4), i coeff ic ient i  de lFope ra to re  E sono 
in C~(~) e il seeodo m e m b r o  ~ s o m m a  di de r iva te  di funz ion i  appa , r tenent i  a 
£(~,~)(~). Ut i l i zzando  i r i su l ta t i  del  n u m e r o  p r e c e c e n t c  si o t t iene  che D t u ~  

H~,~(~) pe r  t - - 1 ,  .. . ,  n e si ha  la magg io raz ione  

E i[ Dt D~ u If~(~, 2)(a,) ~ c~ ( v. [! Dt D~ ~ [Ii,(a) "4- ,t f 11~(~,2>(~) "4- 

/ I 

U n  sempl i ce  ealcolo p rova  che  

12 ~ a~ 2 E li E Dta,j .  Dj u 112(2,~)(a) ~ c sup  m a x  ID t a,~ i~-~¢ ~ j  u )l~(~,~)(a) ~ c !t u })~r,<a> • 

Da l la  (10.5) segue  in de f in i t iva  (~) 

2 
] 2  ) 2  

E 1[ D'~u )IL-'(a) + [[ fl!z(2,),)(a)}" (10.6) v ,[ D,~ u i1¢(~,2)(a~) <__ c~ ( i,~t=~ 
Im[=2 

A ques to  p u n t o  s app i amo  che u e It~,~(g2,) e qu ind i  (cfr. App.  I) D~ue £~,4)(f2~), 
j : 1, ..., n. Quind i  ora s app i amo  che il secondo m e m b r o  de l l ' equaz ione  (10.4) 

s o m m a  di de r iva te  di funz ioni  e£(2,4)(f2~). A p p l i c h i a m o  ancora  i r i su l t a t i  
del  n u m e r o  p r e c e d e n t e  e o t ten i~mo 

• q~  " 2  

tt D'~u II£(2,4)m.,~ 
Iml=~ 

< C2 ~ l l D m ~ t l  '2 l~el2 e - -  ~ I!L~(a~) -[- it ! i2<2,.>(a~) -[- Eil E Dta~ . D~ u II£(~,~)(ao } 

~ G2 
2 

!mE=a 

(i6) Si  u t i l i zza  anche  l ' i ne lus ione  ~(~,)-) (~) c ~(2,3)(~). 
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Tenuto conto della (10.6) si ha in definit iva (~) 

2 

(lO.7) II { 
'ml=~ I,nl=~ 

I terando questo preeedimento h q-1 volte si arriva alla maggiora~ione (10.3) 
con k - -  0. 

In  mode del turbo analogo si ragiona per easi b), c), d) tenendo conto 
delle ipotesi sui eoefficienti, proprie di questi casi, e de'l fatto the  C0,~(~), 
0 < a ~ 1, 6 uno spazio di moltiplicatori per £(2,,~)(~) e C°,~(~) 6 uno spazio 
di moltiplicatori per £<~,'~+~)(~)c,,~ C0,~(~) (cfr. App. I). II caso d), in partico- 
lure, si r iduee al easo c) r icordando che ~ s > 0 £(~,-+:)(f2)C £t~"~+2-~)(f2). 

Supponiamo ora che il teorema sia vero per un certo k >  2 e dimostriamo 
che esso 6 veto per k + 1. Pe r  fissare le idee mett iamoci nel caso a). Sup- 
poniamo allora 

0 ~ , < n ,  ue / / t :+~(~) ,  a~eO~(~) ,  f e l t~ -~ , ) (~ )  

e inoltre 

(10.8) E(u ) - -  f in ~. 

Poirch6 Hk-~,~-(~)C Hk-~,),(~), avendo suppos~o veto il teorema per k pos- 
siamo dire in tanto  ehe su ogni cubo ~ C C ~  risulta ~ell~,),(g2~) e si ha ]a 
maggiora~ione 

[ml=k 

Sia ~o C C Ox C C ~ .  Dall 'equazione (10.8) r icaviamo che per t = 1, 2, ..., n 

(10.10) E(Dt u) = Dt f - -  ~ { Dt D~ a~ . Dj ~ + Dt ao " Di Dj ~ }. 
ff 

Per  quanto si 6 detto sopra il secondo membro appart iene a Hk-~,~(~2~) 
e si prova faci lmente ehe (~s) 

(10.11) 

, 2  
Y~ t E Dr f - -  ~ DtDia~j.  Dju  --  2 Dta  o • D~Dju II~k-~,),(n,) ~ 
t 0 f f  

(17) Si  u t i l izza  anehe  il  fa t to  che II ft]£(2, 4)(a~) ~ tl f[l£(2,a)(a) e l ' i nc lus ione  £<z, ).) i~ )c  ~(2, ~)(9~). 

(is) EII D t f  - -  v~ D t D i a i . i  . D j u  - -  E Dta~: j .  D i D ~ u  II~k-2,).(~1) 
t ~j ~j • 
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Poieh6  il t eo rema  i~ supposto vero per  k, dal ta  maggioraz ione  (10,9), ser i t ta  
con D t u  al posto di u, si h a :  

~, ~ [[D'*D, ult~(,,),)(a0)~ 
t. I m l = ~  

t ~i ii 

e tenuto  conto del la  (10.l l)  

,2 t2 ]2 2 . 
(10.12) ~ tt D'~u [t~(~,~,)(a0) ~ c { I] ~ t H~+~(a,) + II f t,W:-~,),(a~) + Ii" [Hk,~(a~) } 

l m l = k + l  ' 

Da quest  a maggioraz ione  e dal la  (10.9) segue in def in i t iva  

(10.13) ~ 2  2 2 

$ m l = k + l  

cio~ la tesi. 
In  modo pe r f e t t amen te  analogo si appl ica  l ' induz ione  nei  casi b), c), d). 

CAP. l I I .  

R e g o l a r l z z a z l o n e  a l  b o r d o  c o n  c o n d i z i o n i  d i  D i r i e h l e t .  

Sia I*(r) la semis fe ra  {x:a~el~l" ,  Ix /  < r ,  x , ~ > O } ;  ind ieh iamo con F, 
la par te  del la  sua f ron t i e ra  ehe appar t i ene  all '  iperpiano x ,  = 0 [I',, = ~l*(r)(3 

In  questo eapitolo cons ider iamo soluzioni de l l ' equaz ione  E ( u ) = Z D ~ f ~ ,  

nel la  semis fe ra  I*(r),  le quMi si annu l l ano  su l?,.; per  soluzioni di questo 
tipo s tabi l i remo dei t eoremi  di regolari t~,  sulle semis fe re  I*(9) con 0 ~  9 < r ,  
analoghi  a queIli  d imost ra t i  nel  eapitolo precedente .  

Anche  in questo caso ei p r o e u r e r e m o  p r ima  a lcune  maggioraz ioni  inte- 
gral i  per  soluzioni regolar i  de l l ' equaz ione  E ( u ) =  0 a coeff ic ient i  cos tan t i ;  

-~- ~ E Dm(DtDiaij 'Dfl~'-+-DiaijDcDju) ~(2,)) t 
i , j , t  m = k - - s  ~ • ( rh )  - -  

' 2 <etliftl~/"-~')'(a~)+mlla~':li~ck(5)-- # !' u il~:qa~) + ~' 'i a"J ! i ~ k ( 5 ) ~ ]  " a<_ ~!<_kY' ,,iI D''u ' zl~(~, ).)(a, ) I --< 

~ c  I [I/ll~k-~,x(a~) + I] u tl~e, )~(a~) I . 
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utilizzeremo poi queste maggiorazioni nel case dei coeffieienti  variabili  fa- 
cendo use dell 'artificio di KOR~ e dei lemmi fondamentali  [6.I] e [6.II]. 

Ci l imiteremo a trat teggiare quelle dimostrazioni, o pat t i  di dimostra- 
zioni, che sono una  ripetizione di ragionamenti  gii~ sviluppati  nel eapitolo 
precedente.  

11. - E q u a z i o n e  o m o g e n e a  a eoefl ieienti  costant i .  

In  tutto questo paragrafo i coefficienti  dell 'operatore E(u) si suppongono 
eostanti.  

L E ~ A  [11.t] - Sia  u(x,) una~funzione di C~(l*(r)) soluzione in I*(r) del. 
l' equazione E ( u ) - - 0  e nut la  su F,,. Esiste u n a  costante positiva Ao(v) tale ehe 
~ O ~ p ~ r  

(11.1) ] u t~dx "~ Ao (v) r t u 1"2dx. 
l*(ff) r) 

DIM. - Dal lemma [5.III], eve si ponga aj : fi = 0, segue che per ogni 
dell ' intervallo 0 ~ ~ ~ r 

I Diu  t ~dx ~ -  1 u I 'dx" 
I*(~) 

Questa maggiorazione continua a valere se al posto di u mettiamo una qua- 
lunque derivata (<tangenziale~ della ~t, cio~ una qualunque derivata fatta 
rispetto alle variabili  x~, x2, ..., x~_~, perehd se D~u (~ una derivata  tangen- 
ziale si ha ancora 

D'~u e C~(I*(r)), D"~  = 0 su [',., E(D'*u) = D'~E(u) = O. 

Lo stesso discorso inveoe non vale per  le derivate in cui f igurine derivazioni 
anche rispetto all~ ~ariabile x~ perchd queste derivate non si annul lano 'su  r,.. 

Si supora questa  difficolt~ con un artificio ben note. Si voglia per  es. 
maggiorare l ' integrale della derivata  << normale >> D:u .  Dalla maggiorazione 
(11.2), scrit ta per  una qualunque  derivata tangenziale Dhu, h - - 1 ,  ..., n - - 1 ,  
si ottiene 

(11.3) E 1D~Dh'~12dx~e( v, o, r) Y, ] Dhu, t2dx~e(v ,  o, r) lu[2dx. 
• i=l  h=l J h=l 

I'(~) I * ( ~ )  l'(r) 



S. CAMPANATO: E q u a z i o n i  el l i t t iche del I I  ° ordine~ ecc. 351 

Dal l ' equaz ione  E(**) = 0 ei r icaviamo D ~,,u (~9) 

D~u = - -  ~ aq  D~ D i u .  (t l .4) , 1 y ,  
ann ii 

Nella  sommator ia  Z* gli indioi i e j non assumono eon temporaneamen te  il 
valore  n. Dalle (11.4) e (11.3) segue a l lo ra  che 

I D ~ u ] ~ d x ~ c f i ~  ~ I D~ D i u I ~dx ~ c(v, ~, r) I u l~dx. 

I*(~) I*(z) ) 

In questo modo si r iesce a maggiora re  la norma  in L~(I*(a)) di tu t te  le deri.  
r a t e  seeonde del la  u con la norma  in L~(I*(r))  del la  ~ 

(11.5) ,~=~f lDmuI2dx~°(v' *'r) f [u l2dx"  
I*(z) l*(r) 

Pa r t endo  da ques ta  maggiorazione,  e con ugua le  tecnica,  si maggiora  la 
n o r m a  in L~(I*(~)) delle der iva te  terze e eosi via. In  genera le  ind ica te  con k 

r 
un  q u a t u n q u e  intero ~ 1, e scelto ~ = - 2 ,  si d imos t ra  la seguente  maggio- 

raz ione  

(11.6) Ii u IlHk(1,(~/0)~ C(v, k, r) ~, [ u i2dx. 
) 

A questo punto  si rag iona  osa t tamente  come nel la  d imostrazione 
l emmi  [7.1] e [7.11]. 

Se k ~ su f f i c i en temente  elevato, il teorema di SOBOLEV ass ieura  che 

dei 

(11.7) sup I D i u  1 ~ < v(n, r)I] u H~k(z.(%)) . 
i i.(%)) 

r 
Datle  (11.6) e (11.7) segue al lora  che per  ogni  ~ de l t ' in te rva l lo  0 <: p ~ 

(11.8) 

f £ 
u(O) 

I*(z) I*(p) 
£ 

c(n)~ "+z ~ sup t Dj u 12 ~ c(v, r)p "+~ | 
i i*(~'l~) dz*(r) i u (x) l ~ d x .  

(i~) a~ n :4:0 perch4 E(u) ~ etlittico. 
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Si preeisa la dipendenza di e(v~ r) da r con un discorso per omotetia. 
Si considera la funzione v(ac)= ~z(rx); 

v(m)eC~(l*(t)), v ( m ) = 0  su r , ,  E ( v ) = 0  in I*(1). 

Si serive la maggiorazione (11.8) per la funzione v(x) e le 

I v(x) !~d~ ~ c(v, 1) (~ I v(~) dx. 

A questo punto si applica l 'omotetia x ~ ~ e si ottiene 
r 

semisfere 

(11.9) 

I*(~) l*(r) 

Pur  di modificare la costante c(v) la maggiorazione (11.9) vale per tutti i p 
dell ' intervallo 0 < ~ ~ r .  E il lemma ~ dimostrato. 

COROLLARIO [1 1.I] - Se la funzione ~(x) verifica le ipotesi del lemma pre- 
cedente, per ogni p dell'intervallo O < p ~ r e per h - - t ,  2, ..., n - - l ,  si ha 

(11.1o) 
~ ft~2 

I*(o) I*(r) 

Basra osservare che ogni derivata << tangenziale >> DhU verifica in I*(r) le 
ipotesi del temma [11.I] 

Dhu e C~°(I*(r)), Dhu = 0 su r,., E(Dhu) = O . 

LEMMA [ll . II]  - Sia u(x) una  funzione di C~(I*(r)) soluzione in I*(r) del. 
l'equazione E(u)-= 0 e nulla su P,,. Esisle una  costante posi t ivn Al(v) tale ehe 
~ z O ~ 9 ~ r  

(11.11) 

e 

(11.12) 

~) I*(r) 

f /~ ~n÷2 f 

l*(o) l*(r) 
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D I M . -  Si par te  dalla maggiorazione (11.6); si appt iea 
r 

SOBOLEV e si ottiene, per  ogni ~ del l ' interval lo 0 < ~ ~ ~,  

(11.13) I 1 D n u  [2dx, ~ O(n)~ n s u p  I D~u 12 
i'*(%) 

1"(~) 

I*(r) 

il teorema di 

Poieh4 ~ t - - 0  su P , ,  si applica il l emma [5.IV] e si ott iene 

(11.14) I D ~ u l ' a x ~ ( v , r ) r = ~ "  f t D, u[2dx. 
p) l*(r) 

Di qui, con il solito ragionamento  per  omotetia,  si d imostra  la (11.11). 
Per  quanto  r iguarda  la (11.12) osserviamo che, qua lunque  sia la costante 
reale c, la funzione (u(m)--cx,)  verifica ancora le ipotesi del lemma. Per  
questa  funzione si pub allora scrivere la maggiorazione (11.6) 

(11.15) f 
l*(r) 

Da questa  maggiorazione e dal teorema di SOBOLEV segue the  per  ogni 
r o<o~ 

(1 t. 16) j [ D,u ~ D~u(O) t~dm ~ c ~"+~ sup E t D"'( u - -  cx,) t = <:: 
1.(~) b(%) I-,;=~ 

l*(r) 

D'al tra  parte  il l emma [5.IV] assicura che 

(11.17) f r=f {2 l u - c a .  l dx, <_ :5 t D . u  - -  e i ~ d x .  
/*(el 1"09 

Quindi per  ogni ~ del l ' interval lo 0 < ~ _ ~  

(11.18) f [ - -  D.u(O)[2 ~ c(v, ~ I D, u - - c l ' d x .  
f 

D,,u dx r) r 2 
, I  

t*(p) l*(r) 

~ n a l t  di Matematie~ 4~ 
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Con il solito r~tgionamento per omotetia si prova che 

l*( /a\ u+~ ¢ 

Seelto c - - { D , , u  },. si ha in definit iva 

f~\"+* F 

I*(p) Ii(p) l*(r) 

- -  { D~u }, !=dx. 

12. - E q u a z i o n e  E(u)= P, D~f~ a e o e f l i e i e n t i  e o n t i n u i .  

In  quest0 par~grafo supponiamo the  i eoefficienti  a~ s del l 'operatore  E(u) 

siano eontinui nella semisfera I*(r). Poniamo 

~o2(r) = s u p  s u p  I a~s(z) - -  a,s(0)12 
~i i*(r) 

e indiehiamo con Eo(u) l 'operatore a eoefficienti  costanti 

Re(u) - -  ~ aii(O) D~ D i u .  

LEMMA [12.1] - S ia  u e Hl(I*(r))  u n a  soluzione dell 'equazione E ( u ) =  Y, Djfj 
i 

con fi  e L~(I*(r)) e u - - 0  su  F,.. Esiste  u n a  costante c (v )>  0 tale che ~ p del. 
l ' interval lo 0 < p < r 

(12.1) f 
I*(p) I*(r) l*(r) 

DIM. - La dimostrazione di questo lemma, tenuto conto dei risultati  del 
numero precedente,  ~ del tutto simile a quella del lemma [8.I]. 

Si decompone u nella somma v + w dove v e w sono soluzioni dei 
seguenti  problemi 

02.1) 

e 

(12.3) { 
t v - -  u e H~o(I*(r)) 

Eo(v) "-- 0 in I*(r) 

w ~ H~o(I*(r)) 

Eo(~V) = ~ D, { L + ~' [a~j(O) - -  aq(z)]  Ds u } 
g 

in I*(r) .  
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La  funz ione  v ver i f i ca  in ogni semis fe ra  I*(~) con 0 < p  < r  le ipotes i  dei 
l emmi  [11.1] e [11.II], per  eui dal ta  maggioraz ione  (11.10), se j =  1, ..., n - - I ,  
e dal la  maggioraz ione  (11.11) se j = n, si o t t iene  che ~ 0 < p < r 

(12.4) 
i=:t 

I*(t~) 

f [Div I2dx. 
I*(0 

Alla funzione  w si app l i ea  invece  il l emma [5.1], con g2 ~ I*(r) e ~ = O, e 
si o t t iene  che ~ 0 < ~ ~ r  

(12.5) 

l*(p) I*(r) 

Dalle  (12.4) e (12.5) segue  fae i lmen te  la tesi, 

LE)~t~tA [12.1I] - Nelle stesse ipotesi del lemma precedente esiste u n a  costante 
c(v) > 0 tale the ~ p delI'intervallo 0 ~ p < r e ~ o, = (:¢~, ..., ~ )  ~ 1R ~ risulta 

(12.6) 
1%o) 

f IDjul=d:c+o)2(r)~ I D j u l * d x +  ~ I f i - -~ i l~dx  
j=~ d i 

l*(r) z*(O 

f i D ~ - -  { D~u }pt2dx 
I*(p) 

__< c(v) \r /  j.(r)[ D~u - -  { D,,t~ },. i 2 dx + w2(r) E 
i=1 

I Diul'dx+ f If~--~il~d$ I. 
I*(r) 

DIM. - Si r ag iona  esat taznente  come per  il l e m m a  preceden te .  Si spezza 
u ne l la  somma  v + w con v e w soluzioni  dei p rob lemi  (12.2) e (12.3). Alla 
funzione  w si app l i ea  il l emma  [5.1]; al la  funzione  v si app l i ea  la maggiora-  
zione (11.10), se j = 1, . . . ,  n - -  1, e la maggioraz ione  (11.12), se j = n. L a  tesi 
segue  poi  fae i lmente .  

13. - Rego la r i t k  delle derivate pr ime .  

D imos t r i amo  il s eguen te  t e o r e m a :  

TEOR~MA [13.]i] - Sia  u(x)e HI(I*(1)) una  soluzione dell 'equazione E ( u ) - -  
= ~ Djfi;  supponiamo che u = 0 su F1 e fj  e£(2,~.)(I*(1)). Sia  R u n  numero 
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posit ivo minore  di 1. Al lora 

ix) Se i coefficienti aij ¢ C°(I*(1)) e 0 ~ ? ,  < n, ia soluzione tE e H~,~.(I*(R)). 

i2) Se i coefficienli a~i sono hOlderiani in 1"(1) (no~, impor ta  con qucde 
esponente) e ) , - - ~ ,  la sotuzione u e Hx, '(I*(R)).  

i~) Se n .~. ), < n + 2 e i coefficienti ai t ~ C°,-~-"(1"(1)) al lora u ~ H*.~,(I*(R)). 

i,) Se, infine, )~ - -  n + 2 e i coe~ieienti a q e  C°,~(I*(1)) la soluzione 
u e H a, "+~-,(I*(1)), ~ ~ > 0. 

I n  tutt i  quattro i casi si ha  la maggioraz ione  

(13.1) Z I] D iu  112£~,~)(i.(~))<-- c(v, ~, R){ Y, II D f u  IIL~(Z.(~)) + Z [[ fJ 11~(~,~0(i*(~)) } 
i i i 

dove ~ - - ) ,  se 0 < ~ ) . < n + 2  e ~ = n + 2 - - ,  se ? , - - - n + 2 .  

1 - - R  
DIM. oAso i~)-  Fissato R , O < R < I ,  poniamo ~o-- 2 Sia Xo un 

generico punto di I*(R) e ~ un numero delFintervallo aperto (0, $o). Possiamo 
limitarci  a considerate  due casi:  il caso the  la sfera I(xo, ~) sia in terna a 
I*(1) oppure il easo ehe xo¢i~R e quindi I(xo, ~)O1,*(1)~  I*(xo, ~). 

Nel primo easo si ripete inal terata  la dimostrazione del lemma [9.I] e si 
prova the  

(13.2) 

j=X ~'" I(~eo~ ] j 

Nel secondo easo, X o e F R ,  si ragiona come nella dimostrazione del teo- 
rema [9.I] con Funiea differenza che si utilizza il lemma [12.I], anzich~ il 
lemma [8.I]. Si pone to~(xo, r ) - -  sup sup [a~j(x)-- a~i(xo ) r  ; poich(~ i coeffi- 

~J /.(~o, ~) 
eienti aq sono eontinui  in I*(1), fissato eomunque p > 1 esiste un r ( p ) ~  ~o 

tale ehe per 0 < r <~ r(p)  e ~ ~o¢ I*(R) 

1 
~"(Xo, r) ~ -~. .  p -  

Da questo ratio e dal lemma [12.I] segue allora the,  fissato comunque p > 1, 

esiste ua r ( p ) ~  ~o tale che ~ *vo ¢I*(R) e ~ coppia di valori ~, r verificanti  
le relazioni 

O < ~ . < r  H r ( p ) ;  l < ~ p  
r 
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risult~ 

(13.3) 
i ~ 1  - -  i 

l*(xo, p) I*,xo, r) 

A questo punto si applica il lemma fondamentale [6.1I] assumend6 

~(t) = ~ D,u i2dx, B(t) = ~ v )  t ~- ~, li f ~  2 I1£(~,),)(~.(~)), ~ = n ,  ~ = ), 
i ~ l  j i 

l*(xc, ~) 

e si prova che ~ 0 ~ p . ~  r(v, )~) *~ ~o 

(13.4) --  j I D~u I2dx ~ c(v~ ~, R) ( E II Diu" ~IL:(p(~))-'~ E lt f~ lt~(~,)a(~*(~)) } • 
i=~ ~ i 

I*(x0, p) £1 I*(R) 

Pur  di at terare la costaate  c(v, ),, R) le maggiorazioni (13.2) e (t3.4) val- 
gono qua lunque  sia p ~ 0. Quindi 

n 

/ 2  I2 

• ~ o ~ l - * ( R )  ] /" p>o ] (xo~ ~) f~I*( R) 

1 - - R  
C ~ s o i 2 ) - F i s s a t o  R, 0 ~ R ~ I ,  sia ~o-- 2 , x~ un generico p u n t o d i  

[*(R) e ~ un numero del l ' interval lo (0, ~o). 
Ragioniamo come nel caso i~). Se la sfera I(xo, ~) ~ interna a I*(1) si 

procede come nella dimostrazione del teorema [9.II] e si prova che 

(13.5) I(xo, p) fl/*(R) 

<_ c(~, R){~ II Dju Ii~(~..))+ Z 11 f~ il5(,,*)(..)) }- 
J 

Se invece xo e £ , : •, e quindi I(xo ~)(~1"(1) I*(xo,~ p), si procede in questo 
modo:  sia a l 'esponente di HSLDE]~ di coefficienti  aq. Poich~ £(2,,.)(~)C 
C£(2,,-2~)(~)~L(2,'-2~)(P,) applicando il r isultato del caso i,) con ) ~ - - n - - 2 c z  

si t rova the  le derivate  D j u E L (  ~, - 2 ) I  ---2.--- e si ha la maggiora,zione 

ilL(~, ~--2~)(1.(1)) } 
i=1 • ~2  - J ] 
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A questo punto si utilizza il lemma [12.II] e pifi precisamente la maggiora- 
zione (12.6) so 1 ~ j ~  n - - 1  e la maggiorazione (12.7) so j -  n .  Da queste 
maggiorazioni e della (13.6) si ottiene ehe ~ Xoe rR e ~ 0 < ~ < r _~ 8o 

(13.7) 

o_lf E [ DIu !~d'x 
I*(:¢o, ?) 

<~ o(v, :~) E i D~ u I2d~ -{- r"[  Eil n j  u tiL(~,--~)(N~+'tl "{- 
I*(~,  r) 

+ ~ II fi ]l£(~,")a.((j ~--- c(v, ~, R) E I n iu  dm+ 
i Y=~ 

I (~ ,  r) 

i 

e analogamente,  per j - -  n, 

f ID 'u- -{D~u}e l  ~dx~ '  
I*(zo, p) 

(13.8) <:~ o(v, ~, R) r I D~ u -- l D,,u },. ]~dx + r"[E it Diu JL~a*(x))+ 
I*(xo, r)  i 

+ [I Zi f . J 

Poniamo 

(t) ~=1., tDiul 2dx 
I*(xo, t) 

n 

B(t) = o(v, a, R)( 2] 1[ Dju [I5~(z.o)) -{- E tl h £(2,,*)(~.(1))t 
i ~=1 

~(t) "- . ;  ]D,~u --  [D,<~ }t 12dx. 
1"(~o, t) 

Datte (13.7)e (13.8) si ottiene allora the  fissato comunque p > l per ogni 
coppia di valori (~, r) tali the  

r 
0 < ~ < r ~ o ,  l < - ~ p  
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si ha 

~(~)<:c(v, :¢. R)(~)"+~(r) + B(p)~" 

~b(~) ~ c(v, ~, R) r +(r) q- B(p) ,o", 

i questo punto si appliea il lemma fondamentale  [6.II], come abbiamo fatto 
pareechie volt% e si trova the  ~ x0 e FR e ~t 0 ~ p <~ r(v, ~¢)~ 8o 

(13.9) 

v D i ~ - - { D i u  }p ~dx ~ ~. 1Di u [2dx~  
I*(xo, o) f~l*(R) I*(Xo, ~) 

e per j - -  n 

(13.10) 
if 

J 
I*(xo, g) fl I*(R) 

]=1 

Dalle maggiorazioni (13.5), (13.9), (13.10) segue la tesi per il caso i2). 
Ci r isparmiamo a questo punto di dare per esteso anche la dimostrazione 

dei casi i3) e i~). Ii lettore avrh capito infatti, dagli schemi di dimostrazione 
ehe abbiamo dato per i easi i,) e i2), che [e dimostrazioni di queste proposi- 
zioni non differiscono da un punto di vista logico datle dimostrazioni dei 
teoremi di regolarith all ' inferno che abbiamo dato nel n. 9. L~unica differenza 
sta nel fatto che quando si t rat ta di maggiorare l ' in tegra le  delle derivate 
prime sulle semisfere l*(xo, ~) aventi il eentro xo sul piano x**--0 anzichd 
far uso dei lemmi del n. 8, valevoli per ~sfere>>, si utilizzano i lemmi del 
n. 11 (per i casi i8) e i4) si utilizzerh il lemma [ l l . I I ] )  distinguendo, se neces- 
sario, il caso delle derivate tangenziali  da quello della derivata normale (come 
si ~ fatto nella proposizione is)). 

14. - T e o r e m a  g e n e r a l e .  

I risultati  di regolarit~, relativi alle derivate prime, che abbiamo dimo- 
strato nel n. precedente,  si estendono in opportune ipotesi sui coefficienti e 
sul termine noto dell 'equazione, alle derivate di ordine superiore cosi come 
si ~ fatto nel n. 10 per  la regolari th a l l ' in terne .  
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Ind ich iamo con H~R l ' ins ieme delle funzioni  di HI(I*(R)) che si annul.  
lano su I~R. 

Si dimostr~, il seguente  t eorema:  

TEOREMA [14.I] - Sia  u(a~)e H~(3  H~+~(I*(1)) una  soluzione debole in I*(t) 
dell 'equazione E(u) --  f e supponiamo che f e H~,x(I*(1)) con 0 ~ k ~ n q- 2. 
Sict R u n  quodunque numero posit ivo e minore di I. Allora : 

a) Se i coeffieienti aii e C~+~(I*(I)) e 0_~_)v < n la soluzione u e H~+~,~-(I*(R)). 

b) Se i eoefficienti a # ~  C~+~,.~(I*(1)), per  un  certo 0 < ~ 1 ,  e ) , - - n  
let soluzione u e tt~+~,'(I*(R)). 

~) 8e n < ~, < n + 2 e 
u ~ tIk+~',~.(I*(R)). 

i coeffioienti aq e C k+~, ~- (T* (1)) allora 

d) Se infine ~ "- n + 2 e i coefficienti a q e  Ck+~,~(I*(1)) allora 
u e Hx+~, "+~-~(I*(R)) ~ ~ > O. Tn tut t i  quattro i casi si ha la maggiorazione 

2 12 2 
(14.1) 2 [[ D"u  1;(~ ~)(X*(R))~ e(v, ~, R){!l u Ii,e+~(~.(~)) + l! f ]]H k, ~(I*(a)) } Im[=/~+a 

dove ~ = ~ ,  se O ~ < n - . k 2  e } = , n + 2 - - s  se ~ , = n + 2 .  

Di questo teorema ci l imi teremo a t rat teggiare ]a dimostrazione.  Essa 
differisce dalla dimostrazione del teorema [10.1] solo nelFaccorgimento che 
dovremo usare per  maggiore la norma delle derivate <<non tangen~iali~. 

Supponiamo da pr ima k - - 0 ;  allora 

(14.2) u E H~v~ 0 H"(I*(t)) ed E(u) = f con fe£(~,),)(I*(1)). 

Sia D a ( h - - 1 ,  .... n -  1) una derivata  tangenziale prima. Dalle ipotesi 
(14.2) segue che 

(14.3) Dh ~ E H 1 --" rl ed E(DhU) Dhf --  E D~ E Dha~ i .  D 1~ }. 
i i 

Se 0 <  ), < 2 il secondo membro de t t ' equazione  e somma di der ivate  di fun- 
zioni e £(z,~)(I*(1)) in quanto  l ' ipotesi  u e H=(I*(1)) impl ica  the  Din  e £(a,2)(I*(1)) 
(cfr. App. I). Poss iamo quindi  appl icare  i r isul tat i  di regolarit 'a trovati net 
numero  precedente  e ot teniamo che 

(14.4) E II DiDht~ Ilf~(,,7-)(i*(R)) ~ C(v, R) {{I u ,  .~(I.(,)) -}- ] f l]:e(~.>.)(x*,~)) -'}- 
]=i h = l  

+ 1) ju  } • 
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"~ 2 A questo punto tes ta  da maggiorare la norms  I[ D~u ll£(z,z)(z.(n)) • Dall '  equa- 
zione E ( u ) - - f  si r icava che per quasi ~utti gli x e I*(1) 

" 11 " t (14.5) D~ u = - -  f - -  ~ D # # .  D~u - -  E*a~iD~Diu 
ann 1i=~ i~ 

dove nella sommatoria 21" gli indici i, j non assumono contemporaneamente  
il valore n. 

Di qui si ha 

.2 ~ 1 2 2 (14.6) !l D~u tI£(2,~,)(x.(R))_ c l i  f H£(~,~-)(z*(R)) + ~ tl Diu II£~,~)(z*(R)) + 
( I 

1 X lI DiD~u tt)(,,x)(x*(~)) 

e tenuto conto della maggiorazione (14.4) e del fatto the  

2 ~ 2 _ (14.7) ZI]Diu]]s(2,),)(±,(R))__c Z ]]Dmu]I£(~,x)(2.(R)) e o n ~ = m a x [ X - - 2 , 0 ]  
j [m]=2  

dalls (14.5) si ha in definit iva 

04.8) z _ _  l u  
lI D.u ll£(~,~.)a-<.)> < v(v, R) {H u I!.,~(z.(~>> + it f,t£(~,).)(z.<~)> } • 

La (14.4) e ls (14.7) sssieurano ehe il teorema 6 vero se k - -  0 e 0 ~ k ~-- 2. 
Supponiamo ora, che 2 ~ k ~ 4. Ssppiamo gi/~ che u ~ H ~,2(l*(R~)) per ogni 
0 < R~ < 1 e quindi Din ~ £(2,4)(I*(R~)) per ogni 0 < R~ < 1. 

Nells  (14.3) il seeondo membro delFequazione b somma di derivate di 
funzioni appartenent i  s £(2,z)(I*(R~)) per ogni 0 < R~ < 1. 

I r isultati  di regolarit/~ del rtumero preeedente assicurano allora che per  
ogni 0 < R < R ~ < t  

(14.9) ' ~  Ji Di Dhu I]~<,,~.>(i.(.)> ~ c(v, R) Ill u I]~:a.,n,,) + 1t f tt~(~.>.),z.,.,)) + 
i = 1  h = ~  

i 

Questa maggiorazione insieme alla (14.6) e alia (14.7) ei permette di conclu- 
dere ehe se k = 0  e 2~_~) ,~4  

I 2 
tml=-u 

_< o(v, R){ji ~, li~(i.~))+ II f ti~(2,~)(z..>> + 

Annati di Matematioa 
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--  12 E poich~ 0__~ k -  2 ~ o sappiamo gih c h e l a  quantit'h ~ il Dmb~ J]~(2,).--2)(I*(R~) ) 
i m t ~ - 2  

ehe f igura a secondo membro si pub maggiorare in termini di Ilu i]H~(~*(~)) 
e i I  f11£(2,~.)(~,(~)) e quindi il teorema ~ dimostrato per  k - - - 0  e 0 ~  )~ ~ 4 .  

Procedendo in questo modo si dimostr~ the  il teorema ~ vero per  k - - 0  
e 0 ~ n + 2 .  

II teorema si dimostra poi per  k > 0 qua lunque  con un ragionamento 
per  indnzione, esat tamente come abbiamo fatto per  il teorema [10.1]. 

C~P. IV. 

P r o b l e m a  d i  D i r i c h l e t  p e r  u n  a p e r t o  l i m i t a t o .  

15. - Problema di Dir ichlet  con dato al bordo hullo. 

Siano A e B due aperti  limitati di 1~" e x ~ ( a ~ )  una applicazione di 
A in B di componenti  sealari  ~ ( x ) .  Diciamo che x ~ ~(~c) ~ di classe C k,~, 
k intero ~ 0  e 0 ~ a ~ l ,  se le funzioni ~ i (x)e  Ck,~(.~), i =  1, ..., n. 

Un omeomorfismo x ~ ( x )  di A su B si d i ce  di classe C ~, ~ se ~ e 
~ -~  sono di elasse C k,~. 

Diciamo che un aperto limitato ~ C ~  ~ ~ di classe C k,~ se per  ogni 
punto x o ~ g 2  esiste un intorno aperto £~(~vo) e un omeomorfismo w ~ ( ~ )  
di elasse C~, ~ che muta ~(Xo) nella sfera I(1) e, in particolare,  ~2(xo)n~2 
nella semisfera I*(1) e ~ ( x o ) n  ~ in P~. 

Sia ~2 un aperto limitato di ~ ,  per  semplicith, convesso. Consideriamo 
il problema di DI~C~LE~ 

E ( u ) - -  f + E Di f  ~ in £2 
(15.1) ] 

u = 0 su ~ .  

Supponiamo che i coefficienti  a~ i siano continui in ~, che l 'operatore 
E(u) sia ellittico e che le funzioni f, f ] ( j - -  1, ..., n) appartengano a L2(•). 

Risolvere il problema (15.1) vorrk dire allora trovare una funzione 
u e//~(~) tale the  

~2 

noto (eft. ad es. [11]) che nelle ipotesi ill eui ci siano posti questo 
pr0blema ammette una e una sola soluzione in H~0(~ ).) e la soluzione u(x) 
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verifica 1~ maggiorazione 

(15,3) il uh~(a  ) ~ c ( Z jf~ itL~(a) q- fIIL~(a) } 
i 

~ltresi noto il seguente teorema di regolariti~ 

TEOI~E~ [15.I] - Sia u(x) la soluzione in H~o(g2) dell'equazione E(u)----f  
con f e H~(g2) (k intei'o ~ 0). Se i coefficienti a~i e C~+~(~) e ~ ~ di classe C ~+2 
allora u ~ H~(~2)N H~+~(~) e si ha la maggiorazione 

~2 2 
(15.4) I[ u ll~k+~(a) ~ e(v, k)I[ f II~(a) • 

~Non daremo la dimostrazione di questo risultato ehe ~ ormai classico nella 
teoria dei problemi ai limiti per operatori ellittici. I1 lettore pub consultare 
ad es. il lavoro [11] e [1]. 

Volendo collegare i r isultati  di regolarith che ora daremo con quello 
contenuto nel teorema [15.I] possiamo dire, grosso modo, c h e l a  nostra que- 
stione consiste in questo:  facciamo var iare  il termine noto f in certi  sotto- 
spazi l ineari  di Hk(~), precisamente negli spazi Hk,~(~) con 0 ~)~ ~ n -{- 2, 
e cerchiamo in quali  sottospazi lineari di H~o(~)N Hk+2(~) varia la soluzione 
dell 'equazione E(u)-"  f. Sotto opportune ipotesi per i coefficienti a~ i e Faperto 
~Q noi dimostreremo ehe uEH~o(~)A Hk+2,~(~). 

Tutto si r idurr8 a utilizzare~ con tecnica ormai standard~ i risultati  di 
tipo locale dimostrati  nei capitoli I I e  I I I  e le proprietor di ( ( i nva r i anz~  
degli spa~i H~,z(~) (cfr. App. I, teor. [V]). 

16. - Risul tat i  di regolarit~ negl i  spazi Hk, Z(f~). 

Indichiamo con (Do) il problema di DIRIO~L~ 

(Do) 
E(u) = ~ Dj f~ + f ;  f, f i  e L2(~). 

i 

Questo problema, come si ~ osservato pifi sopra, ammette  una e una sola 
soluzione. Si dimostrano questi teoremi di regolari tS:  

T E O n E ~  [16 . I ] -  Sia u(x) la soluzione del problema (Do); si hanno i 
seguenti risultati  

il) Se f - - O ,  fie£(2'~)(~2) con O ~ ) , ~ n ,  a~j~C°(~) e Q 8 di classe C ~ 
allora u ~ H*o(g2)N H*,z(~) e si ha la maggiorazione 

[2" 2 (16.1) 1[ u ~[R~, ~(a) -~ c EII/ i  II£(~,z)(a ) • 
J 
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i~) Se f s -  O, f e H ~ , x ( ~ )  con k intero ~ 0  e O ~  X < n ,  a i i e  C~+~(~) e ~! 
di classe C ~+~, allora u ~ H~o(~)~ H ~+~', ~(~7) e si ha la maggiora,zione 

(16.2) ,2 ' 2 

TEORE:~A [16.II] - S ia  u(x) la~ soluzione del problema (Do), allora 

i~) Se f - - O ,  fie£<2,'~)(~), a~ie C°,~(~2) e ~ ~ di ctasse C ~,~ (non importa 
con quale ~, 0 < ~ ~ 1) allora u e  H~(~) 7) Ha,'(~2) e si ha la maggiorazione 

2 
(16.3) 1t u llm,-(n> ~ ~ y'/I fs 

i 

i~) Se f i =  0,, f~H~,'~(~)) (k intero ~ 0 ) ,  a~Se Ck+~'~(~) e ~ ~ di classe 
C~+ ~,a (non importa con quale ~, 0=~ ~ .~  1) allora u ~ H~o(~) N tt~+~,,(~) e si 
ha la maggiorazione 

(16.4) 2 2 

TEOEE~A [ 1 6 . I I I ] -  Sia  u(z¢) la soluzione del problema (Do); si hanno i 
seguenti  r i su l ta l i  : 

i5) Se f - - O ,  f/E£(~,),)(~)) con n < X ~ n - t - 2 ,  a # e  C ° , T ( ~ )  e ~ ~ di elasse 
J ~ n  

C ~, :Y-  allora u ~ tt~o(g2) (3 t l  ~, ~(~7) e si ha la maggiorazione 

2 r2 

(16.5) I1 u II fs ti£<=, 
i 

dove ~"-X se n ~ < n + 2  e ~ - - n + 2 - - e ,  ~ e > O ,  se X = n + 2 .  
- - ~  

io) Se f j = 0 ,  feHe,~.(~),  con k intero ~_~0 e n < k ~ n - p - 2 ,  a~jeC~+~,~-(Q) 
k ~ n  

e ~ ~ di classe Ck+~,--~ allora u ~  tl~(f~)NHk+2,~(~)) e si ha la ma99iorazione 

(16.6) 

dove ~ --  X se n < Jt <~ n -l- 2 e ~ -~ n -i- 2 - -  e , ~ ~ > 0, se X -~ n -{-- 2. 

II pr imo di questi  t eoremi  ~ un t eo rema  di regolariti~ negl i  <<spazi di 
MORREY>>. I1 secondo, relat ivo al caso X - - n ,  ~ un t eo rema  di regolar i th  in 
cert i  <<spa~i limite>> di cui  abbiamo par la to  nei  n. 3 e 4. In f ine  il terzo 
teorema ~ a n  t eo rema  di regolarit~t negli  << spazi h ( i lde r ian i , .  Se si t ien conto 
di quan to  si ~ detto nei  n. 3 e 4 esso si pub e a u n c i a r e  anehe  nel seguente  
mode  : 
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i'~) Se f = O ,  f i e C  o , ~.(~) con 0 < ~ 1 ,  a~ i ~ C  o,~(~) e ~2 ~ di  classe 

C ~,~ al lora ueC~,~(~) ,  dove ~ - - ~  se ~ < i  e ~ - - - - 1 - - ~  ~ > 0  se ~¢=1,  

e si  ha  la maggioraz ione  

(16.7) ] u i!c~,~(5) ~ c ~ II h i!c°'~(d) • 
1 

i'~) Se fi= O, fe  C~,~(~), k intero ~ 0  e 0 < a ~  1, a ~ e  C~+~,~(~) e ~ 

di  classe C~+~-, ~ allora u e  C ~+~,~(~), dove .~ - ~ se a < 1 e ~ - - 1 - - ~ ,  ~ ~ > O, 

se a = 1, e si ha la maggiorazione 

(16.8) 

I n  entrambi  questi  casi u si a n n u l l a  su  8D.. nel <(senso classico~ cio~ la restri- 
zione di  u a 8~ ~ uguale  a zero (~o). 

Dimostriamo, a titolo illustrativo, il teorema [16.I] (gli altri due teoremi 
si dimostrano con ragionamenti  perfet tamente  analoghi). Per  fissare te idee 
mett iamoei  helle ipotesi del easo i~). 

L 'aper to  ~ ~ limitato e di elasse C ~ quindi esiste un numero finito di 
~ 4  

apert i  Do,, D.~, ..., ~)m tali ehe ~oC C ~, ~ = U ~i  e per ogni ~i ,  1 _~j  ~ m, 
]=o 

esiste un omeomorfismo ~(~) di classe C ~ che muta Qi (5 ~ nella semisfera 

I*(1) U l:x e, in particolare,  ~1 (~ 8~ in F~. 

La funzione u(x)  b soluzione in g2 dell 'equazione E ( u ) - ' E D i f  i con 

fje£(2,x)(12) e a¢ie C°(O); quindi, per  il teorema [9.I], ~ee ~Y~'x(Oo) e si ha la 
maggiorazione 

(16.9) 2 i2 2 

i i 

Fissato ora j ,  1 ~ j  ~ m, indichiamo aneora con u ]a restrizione di u a 
Q~ A 9 e con y il generico punto di I*(1). Si dimostra c h e l a  funzione v(y)'-- 

- - ( ~ o ~ ) ( y )  appar t iene  ad H~,(I*(1)) e verifiea, in senso debole, i n  I * ( t ) u n a  
equazione del tipo (cfr. App. III) 

E(i ) (v )  = Z D~b~i (y )D~v(y )  = ~, DjFj (y)  
i i 

dove b~i(y)eC°(I*(1)), F~(y)~¢~(2,~)(I*(l)) e l 'operatore E(j) ~ ellittieo in I*(1) 
con una costante di ellitticit~ Kv. 

(20) P e r  ques t 'u l t ima affermaziorm cfr. ad e~. il  temma [9,1] di [1]. 
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Allora il teorema [13.I] ass ieura  ehe, per ogni 0 < R <  1, v ( y ) e  tt~,)'(I*(R)) 

e si ha la maggiorazione 

(16.10) ; ii l il. + II I. 

Applieando nella (16.10) l 'omeomorfismo ~(:) si ottiene (2~) 

(16.11) 

2 2 i~ 
1 : 

--< c{lt u I1~, ( ~ ) +  ~ II fj ~ 
I 

dove con ~2f, R si ~ indieato l 'aperto ~ [ I * ( R ) ] .  

Per  l'arbitrarieti~ di R, si pub supporre R cosl vicino a 1 che gii aperti  
~o, ~ , R ,  ..., ~n,R costi tuiseano ancora un r ieoprimento di ~. Dalle (16.9) e 
(16.11) si ha allora 

(16.12) 
: 

E poich6, per  quanto si ~ osservato nel n. 15~ vale la maggiorazione 

2 2 

I 1 

dalta (16.12) segue in definitiva 

u HHI,~ (a)  ~ (n)  
J 

eio~ la maggiorazione (16.2). 

In modo analogo si ragiona se siamo nolle ipotesi dot easo i2). 

17. - P r o b l e m a  di D i r i c h l e t  con dato al bordo non nul lo .  

I1 problema di DIRICttLET con dato al bordo non nullo si pone formal- 
monte nel segnente modo: 

Assegnamo in ~ le funzioni g, f ed f j ( j - -  i ,  2, . . . ,  n) e supponiamo che 
g e Hi(g2) ed f~ f: ~ L~(g2). Si ehiede di t rovare una funzione u ~ HI(~) tale ehe 

(/)g) 
E(u) = y, Dsf  j + f 

: 
in ~ 

(~i) Cir. il teorema [V] della App. I e la formula (III.~) della App. III. 
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Supponiamo i coefficienti continui in ~. I1 problema (Da) equivale al 
problema omogeneo (Do) nella funzione incognita w - - u - - g .  Infattti ,  se u 
soluzione det problema (Da) la funzione w risolve il problema di D~R~C~LE~ 

(17.1) 
E(w) - -  f +  ~ D~f~-- E(g) - -  ~ D , [ f ~ -  E a~iDcg] -~ t 

e viceversa. E il problema (17.1) b u n  problema del tipo (Do) perchi~ le fun- 
zioni f e d  [f~--~. a~1Dig ], i - -  1, . . . ,  n, appartengono a L~(~). 

Poniamo 

F~ -- f ~ -  ~ a~iD~g 
1 

e indichiamo con ~--~() , )  la funzione cosi definitu 

~().) --  0 se 0 ~ ), ~ n 

) . - - n  
~()')-- 2 se n ~ ) , ~ _ _ n + 2  

~t(k)- a, :¢ fissato nell ' intervatlo (0, t], se ) . -  n. 

Dalle proprieth degli spazi £(~,z)(~) [cfr. App. I] segue immediatamente  che 

b) Se f~--O, g e  H~:+z,)~(P,), k intero ~ 0 ,  e a~ie C~,~(~) allora F~eH~,)-(~). 

Queste considerazioni e i risultati  di regolariti~ dimostrati nel numero 
precedente per il problema (< omogeneo )) (Do) ci permettono allora di enun- 
ciare il seguente teorema: 

TEOI~E~A [17.I] - Sia  u ~ H~(g2) la soluzione del problema di Dirichlet (Dg). 

i~) Se g~H~,~(~) ,  f - ' O ,  fie£(2'~)(~), a i i e C  °,~(~) e l'aperto ~ ~ di 

classe C~,e, la funzione u e H~,~(O) e si ha la maggiorazione 

(17.2) [I ~t i1~,~ (a) ~ c { ~ I1 fi 11}(2~ ~)(m + tig it~,), (a) }" 

i2) Se ge//k+2,~(~), f~ = O, f e / / k , ~ ( ~ ) ,  a~je Ck+~,~(~) e l'aperto ~ ~ di 
classe C ~+~, ~, con k intero ~ O, la funzione u ~ H~+2,~(g2) e si ha la maggio- 

razione 

(17.3) l] u tl~+2,s (a)--~ ~ t Ilf ll~k,z~a) -~ I] g/l~:+2,~(a) }" 

Nelle (17.2) e (17.3) ~----), se O ~ )~ ~ n T 2 e ~ --  n ~ 2 - -  ~, ~ ~ ~ 0, se ~ - -  n + 2. 
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I1 problema di DIRICHL:Ee con dati al bordo non nulli si potrebbe porre 
in un modo meno formale se si fosse risolto il problema di earatterizzare io 
spazio di BASTAGtt delle funzioni g su ~ che sono (<traccia~ di funzioni di 
H~,~(~). 

Questo problema non presenta difficolt~ per i vatori del parametro  
che appartengono al l ' intervallo n < ~ ~ n ~ 2 perch6 in tal caso H~,~(~) 

~ , - - n  

isomorfo a C~,-V-(~2). 

Per  0 ~ k  < n  il problema ~ risolto in un mio lavoro del 1960 ([7]) ma 
solo per gli spa~i H~,~(~). In  tutti gli altri  easi il problema si pub eonside- 
rare  aperto. 

APPEI~DICE I. 

Ulter ior i  proprieti~ deg l i  spazi  £(~,~)(~2). Spazi  £~'~)(~). 

Nel n. 3 abbiamo definito gli spazi £(2,z)(~). Nel lavoro [4] ho introdotto 

delle famiglie di spazi pifi generali, ehe ho indieato con £~z')~)(~)(z2), netle 
quali r ientrano come caso particolare gli spazi £(2,z((~) qualora si assuma 
k - - 0 .  

Voglio r ichiamare,  in questa appendice, la definizione e qualche pro- 
prieth degli spazi £(k2'))(~). Questo mi darh l 'oceasione di r icordare qualche 
al ter iore proprieti~ degti spazi £~2,~)(~), proprieth che abbiamo sfruttato nel 
corso del lavoro e che, per brevith, non ho ri tenuto di ineludere nel n. 3. 

Enunciamo una schematizzazione astrat ta del procedimento mediante il 
quale, a part ire dallo spazio L2(~), si possono defini te  sia gli spazi di ~IORREY, 
sia gli spazi £(2,z)(~) ed £(k2'~)(~)~ sia altre famiglie di spazi (gli spazi di 
LORE~z ad es.). 

Sia ~ un aperto limitato di 11~ ~. Sia J - - { E }  una famiglia di sottoinsiemi 
misurabili  (z3) di ~, contenente ~. Sia V un sottospazio di L~(~) di dimen- 
sione finita. 

Pe r  ogni E ~  J poniamo 

~ ( E ) =  iv :v = [ uIF, . e  V} 

V(E) ~ un sottospazio di dimensione finita di L2(E). 

{'~e) Nel lavoro in questiono ho d~finito gli spazi ~P'Z)(P~) pet' un qualunque p > l .  Per 
gli scopi di questo lavoro il easo the interessa ~ p ~ 2. 

(~3) Di misura positiva. 
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Indiehiamo con P(V, E) l 'operatore di proiezione (ortogonale) di L2(E) 
s u  V(E). 

DEF. [I] - Ind i ch iamo  con £(0, 17, J), 0 ~ O, il  sottospazio l ineare di  L2(~) 
delle f u n z i o n i  u tali  ehe 

Ill u Ili~(o,v,j) - -  sup (mis E) -°  ( I u - -  P(V, E)u  I2dx < + c~ (2,) (I.1) 
E ~ J  J 

E 

normal izzato  nel  seguente mode 

(L2) I1 u ll <0, - [I I]v + f[l 111 (0, 

Si dimostra facilmente che £(0, V, J ) 6  complete e quindi 6 uno spazio di 
BAIVACH. 

Sia {u,, } una sueeessione di CAUCH¥ in £(0, V~ J). Allora 

a) esiste una eostante positiva M tale che sup II U,,[I£(0, F,j! ~ M. 

b) {u ,  } ~ una sueoessione di CAuol:I¥ in L2(~). 

Da b) segue ehe esiste una funzione u,e L2(~) tale ehe u , , ~  u in L2(~), 
Verifichiamo ehe u e £(0, V, J). Per  ogni E e J 

(I.3) f t 2 (mis E) o < M(mis E) 0. l u , - -  P(V ,  E ) ~ ,  t2dx ~ l[l u ,  ll £(o,v,j) 
E 

D'altra parte se u , - - ~ u  in L2(~) anehe U, IZ--~UIE in L~(E) e quindi 
P(V,  E)u,, ~ P(V,  E)u  fn L2(E), ~z E e J, Dalla (I.3) segue allora ebe 

E e g ; f i - P( V, E)u  12dx ~ M (mis E)  ° . 

E 

Quindi u ~ £(0, IT, J). Resta da far vedere che u .  ~ u in £(0, V, J). 
Poich6 { u , , - - u }  6 una suecessione di CAucH¥ in £(0, 17, J), tutto si 

r iduee a dimostrare questo fatto:  

S i a  { u .  } u n a  successione di  Cauchy in  ~.(0, V, J) e suppon iamo  the  u .  ~ 0 
in  L2(~)), a l lora u .  ~ 0 in  ~(0, V, J). 

(~4) Pii~ cor re t t amente  si dov rebbe  ser ivere  P(V~ 1~)(UlE ) anziehd P(V,  E ) u .  P e r  sem. 
plieit~t eoa t inue remo a ind ica re  con u anche la res t r iz ione  di u q L e (~) a uno qua lunque  dei 
~ottoinsiemi E. 

Osserv iamo the  u - +  tlluttI£(o,v,j) ~ in genera le ,  una  seminorma  in  ~(0, V~ J)  perchd 

]Huill£(o,v,j)--~ 0 equ iva le  a d i re  ehe u e V. 

~tnnali di Matemattva 47 
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Basta far  vedere che ll] u .  tl£(0,r, Jt ~ 0. 
Fissato e > 0, b possibile trovare u n n ( , )  the  ~ / n ,  m > n(s) 

(1.4) 

D'altra parte, fissato E ¢ J ,  ~ possibile trovare un n(~, E)  tale 
m > n(~, E) (~) 

(1.5) ~t U~ - -  P(V,  E)U., 12dw ~ • (mis E) ° . 

t he  per 

Allora ~ n > n ( C  e ~ m > m a x / n ( z ) ,  n(¢,E)} si ha 

(mis E) ° ] un - -  P(  IT, E)u~ [2d~ 

t 2 (mis E) ° [ u., - -  P( V, E)u. ,  [2dx ~ 20 ~. 

E quindi, per l 'arbitrarieth di E, 

Z $ 

E la tesi ~ dimostrata. 

Un 'a l t ra  propriet~ di verifica immediata  ~ questa :  

Due spazi di BA~AOH £(0, V, J~) e £(0, F, J2), relativi alte famiglie di sottoin- 
siemi ,/1--=-{E~} ed J , :  {E2}, sono equivalenti  ('26) se ~ verif icata una 
eondizione di questo tipo: 

Esiste un  numero reale ~ >__ 1 tale the 

i~) ~ E1 ~ J~ si possono trovare due ins iemi  E~, E~'~ J,  verifieanti le 
relazioni 

E~ C E~ C E;' 
(I.6) 

mis E;' 
rots E2 

('25) Questo perchd I un -- zo(V, E)un f ~ 0 in L~(E). 
(~) Equivalenti nel senso degli spazi di ]3ANACH. 
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i,) ~ E~ e J~ si possono trovare due insiemi E~, E~' e J~ tali the 

(I.7) 
E; C ~.~ C E;' 

mis El' 
mls E; 

Supponiamo ud esempio che u e 2(0, V, J~). Sia E~ e Jx, Eg ed E~' gli insiemi 
di J2 che verif icano la condizione (I.6). Poichd El C E~', V(E~) si pub definire 
nel  seguente  mode 

V(E~) = I v : v = u 1~, ~ e V(Eg') 1. 

Quindi 

Da cib segue che 

Quindi 

P ( V ,  E';)u IL~ e V(E, ) .  

f lu - -  P( V, E~)u ]~d~c ~ f ] u  - -  P( V, Eg')u 12dx _~ 
E1 E1 

F 

J i u - -  P(V, E~')u [~dx ~ }1[ ul!l~(o, v, g~)(mis E~') ° 
~,' 

~ ~to (mis El) ° . ][] u []1£(0, v, J~) ~0 (mis Eo') ° < ][] u DJ£~0, v, J~) 

u e £(0, V, J~) e 

I} u I)£(o, v, J,) <-- ( t  + ~o/~)tl u 1f£(o, v. J,,. 

In  mode analogo si dimostra,  s f rut tando la (I.7), che 
allora u e £(0, V, J,) e vale la maggiorazione 

t] u I)~<o, v, J,) ~ (1 + ~0/,) [] u t1£(o, v, .~,). 

se  u e £(0, V, J~) 

Qualche esompio di spazi £(0, V, J). 

Come J p rendiamo la famiglia  di insiemi ( ~(x, r) ; z e ~, 0 < r ~ diam Q }. 

Es. L -  Assumiamo V - - I 0 1 ;  £(0, V, J) ~ eq,aivalente allo spazio di 
Mo~a~Y L~, 0")(~). 

Es. II.  - Assumiamo come V il sottospazio di LZ(~) delle funzioni eo- 
stanti  su ~ ;  al lora £(0, V, J )  ~ equivalente  a £(2,o**)(~). 

Es. I I I . -  Ind ich iamo con ~k l ' ins ieme delle restrizioni ad ~ dei poli- 
nomi di grado ~ k  (k intero ~ 0 )  e assumiamo V - - ~ k .  Lo spazio £(0, V, J) 
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~ '~ ' ° ' ) ' "  (efr. [4]) eio~ alto spazio delle funzioni equivaleute allo spazio ~ ~a) 
u e  L~(~) tall ehe 

,,lullt~,0~)(a ) = sup l~  -~° inf f [u -- pl2d~c I ~ + c,z 

normalizzato nel seguente modo 

(I.8) 

Per k -  0 si ritrova Fesempio I I ;  in altri termini gli spazi 2(~,~)(~) si iden- 
tifieano con gli spazi £~' x)(~). 

Proprieth degli spazi £(k2')~)(~2). 
c(2"~)(~) la norma (I.8) e supponiamo Per fissare ]e idee, assumiamo in ~k 

ehe ~2 sia di tipo (A). In aceordo con quanto si ~ fatto nel corso del lavoro 
continueremo a indicare con £(2,)~)(~) lo spazio £~2,~.)(~). 

Innanzitutto si dimostra (cfr. [4]) c h e s e  ), > 2(k + 1) + n 

Per  questo motivo ci l imiteremo a far variare il parametro )~ 
[0, 2 (k + i) + hi.  

Poniamo 

0() 0 - 0  se 0 ~ ) ~ n  

0 ( ~ ) - - [ ~  -h I  se n ~ ) ~ n + 2 ( k + l ) ( 2 ~ )  

00~) = k se ~ = n + 2(k + 1). 

nell~intervallo 

Si hanno questi teoremi 

TEOREMA [I] - £(k~'~)(~) ~ i s o m o r f o  a ~0(~)~-~. 

Per ta dimostrazione si veda [4]. 

TEORE~A [II] - S e n  + 2k ~ ), ~ n + 2(k + 1) r i su l ta  £~'~)(~) C C k' ~(~), 

dove a =- 2 k .  Se ~ ~ convesso a l lora  £(~ x)(~) ~ i somorfo  a C k, ~(~). 

Per la dimostrazione si veda [4]. 

(~7) ~ la  par te  in te ra  di 2 
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Da questi teoremi si r icava il seguente quadro di proprietY: 

_ _  £(~,~)r~ ~ isomorfo allo spazio £(~,z)(~) e quindi allo a) per 0 ~ Z < n ,  ~ ~ 
spazio di ~onm~Y L(2,z)(~). 

b) Pe r  n < ~. < n  + 2, £~'x)(~) 6 isomorfo allo spazio Co,~(~) con 
k - -  n 

2 

In generale 

c) Se n + 2r < Z < n + 2(r + 1), r = 0, 1, ..., k, £~'x)(~) ~ isomorfo allo 
). -- n 

spazio C~,~(~) con ~ -  2 r. 

d) Se infine k = n + 2(k -{- 1), £~')~)(~) ~ isomorfo a C ~, ~(~). 

Ai valori n, n + 2~ ..., n -{-2k del parametro k, corrispondono altrettanti  
<<spazi limite>> dei quali quello relativo a Z = n ~ lo spazio di 3OH~ e 
~IRENBERG. 

TEORE~IA [III] - Se ~ ~ convesso, per ogni ~ dell'intervaUo O ~  ~ ~ n  + 2 
si ha l'inclusione 

C 

D I M . -  Per  ogni ~oe~2 ed r > O, ~2(Xo, r) ~ convesso. Fissato ~(xo, r) 
eonsideriamo il polinomio 

P ( x )  = { D , u  },, - -  Xo, 
i 

Per  una nora disuguaglianza di POINCAR¢, si ha the  

f [ [u(x)--  P(x)] - - [ur - -P(x) , . ]L~dw~c[mis  g2(xo, r)]2/"~f, ,[D,u--{Diu},.t2dx. 
(Xo, ~) g (Xo) r) 

Quindi 

f ] u(x) - -  Q(@ I~dvc ~ c r 2+~ ~ I11Diu t]t~£1~,~)(n). inf 
Qe~i  ~(xo, r) 

Di eonseguenT, a 

~t 

ed anche 

(1.9) l}u ll£~,~,x+2)(a ) ~ el} u llB,,~.(nl. 
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COROLLARIO [ I ]  - Nelle slesse ipotesi del teorema predenle,  se 0 ~ ~ < n 
a l lora  

H ~' ~(~) C £(~' ~,+~)(~2). 

S e g u e  f a e i l m e n t e  da l  t e o r e m a ~ p r e c e d e n t e  e da l  t e o r e m a  [I]. 

D ] ~ .  [II] - Dcdi due spaz i  di B a n a e h  A e B, cost i tui t i  di f unz ion i  defi- 
nite su  ~, die iamo che A ~ uno spazio di molt ipl icatori  per  B se ~ ~ e A 
e ~ u e B  si ha  

~ u e B  e l}¢¢~l[B~c!l~lla{lu!l~. 

Si  ha  i l  s e g u e n t e  teorema,  

T~oa~ [IV] - i~) C°(~) 
0 ~ ) ~  < n .  

i2) C°,~(~), 0 < ~ < 1, ~ uno spazio di mol l ipl icatori  per  £(2,~)(~). 

is) C° ,~ (~)~  uno spazio di molt ipl icatori  per  .~(2,~,+2~)(~). 

uno  spazio di moll ipl icatori  per  £(~,)-)(~) se 

DIM. CASO i~) - P e r  0 ~ ~, < n r i s u l t a  ~(z,~,)(~) c,z L(~,~-)(~). S ia  
e u ~ L ( ~ , x ) ( ~ ) ;  si ha  

f f ! ~u/~d~_< sup I~ I ~ I u J~dz, 
~(~ ,  r) a (~¢o,'r) 

Q u i n d i  

CASO i2) - S ia  ~ e C  O ,~(~)  (per  un  ce r to  0 < ~ 1 )  e ue£ (z ,n ) (~ ) .  
ogni  Xo ~ ~ e r > 0 r i s u l t a  

f lu~--{u~}~d,~= 
~3 (~¢o, r) 

-f i u ( x )  ~(Xo)  - -  ~ ( x )  [ ~ ( x )  - -  ~ (Zo) ]  - -  ~(Xo)U, .  - -  u ( z )  ( ~ ( ~ )  - ~(Zo) 1,, rdz <_ 

¢?i2f  l u(x ) u,. l~ d x  .i_ r2a ilI , 2 f I 
~(xo, r) ~t (xo, r) 

a (zo, r) 

- - ~ c { s u p  I 
5 

P e r  

(is)  S i  s f r u t t a  it  f a t t o  e h e  ~ s  > 0 

£(~,,)(~) = 2(2, ~-~)(~) ~ L(~, ~-~)(~). 
Q u i n d i ,  s c e l t o  s = 2~, 

l u l*dx<__r~-2~ j! u IIL(~, ~-2~)(a ) ~ r " - ~  Ilu 2 H£(~,,,,) (a) • 
~1 ( xo, r) 
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Quindi 

E cib prova the  ucp e £(2,~)(~) e ehe 

CAso is) - Questo caso ~ banale perch , ,  essendo f~ di tipo (A), £(~,~+2~)(f~) 
isomorfo a C°,~(~). 

COnOLLARIO [ I I ] -  Sia  k un  intero positivo ; allora 

i~) C~(~) ~ uno spazio di moltiplicatori  per  Hk,~(f2) se 0~_). ( n .  

i2) C k, ~(~), 0 ~ ~ ~ l, ~ uno spazio di moltiplicatori per  H~:,'~(f~). 

i~) C~,~(~) ~ uno spazio di moltiplicatori  per  H~,'+~(f~). 

Siano ~2~ e f~ due aperti  l imitat i  di /R ". Ind ich iamo con w il gererico 
pan to  in ~ e con y il generieo punto  in ~ .  

TEOaE~A IV] - Sew--~-¢g(x) ~ un  omeomorfismo di classe C ~, k intero 

1, di ~ su ~ ,  l 'applicazione ~ : u(y) - - .  v(w) = (u o ¢g)(x) ~ un  isomorfismo 
tra Hh,).(f2~) e H~,~(f~), per  ogni intero O ~_ h ~_ k --  1 e per 0 ~_ )~ ~ n + 2 .  

D ] ~ . -  Ind ich iamo con J(w) e J-~(y) gii Jacobiani  delle t rasformazioni  
y = ~(x) e x : ~-~(y). Poieh~ questi  Jacobiani  sono l imitat i  esistono due 
costant, i posit ive c~ e c2 tali che per  ogni coppi~ di punt i  ~c~ e aa~ di ~ si ha 

Da eib segue che per  ogni w e ~  e ~ ? :> 0 (~) 

(I.10) fl~(~(x), c~e) C ~(f~(x), ~) C fi~(Cg(x), c~) 

e, s imilment% per  ogni ye~]~ e ~ ) 0  

(Lax) !2~( ~-~(y)' c~) C ~-~(~(Y'  ~))C ~Q~( ~-~(y)' v~)" 

(~) Rieordiamo che ~t(x~ p) = I(x~ p) ~ l]~ e ~e(y, p) = I(y~ ,o) N Q~. 
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Ricordiamo inoltre the  se ~ - ~ ( x )  ~ un omeomorfismo di classe C ~, 
l 'applicazione ~ : u ( y ) ~ v ( x ) - - ( u o ~ ) ( x )  ~ un isomorfismo di H a ( ~ )  su a ~ ( ~ )  
per ogni intero 0 < h  ~ k .  

Supponiamo h- - -0 .  Sia u ( y ) e £ ( ~ , z ) ( ~ )  e v ( x ) =  u(Cg(x)). Per  quanto si 
detto sopra, v ( x ) e L ~ ( ~ x )  e per ogni xo~t~  e ~ > 0  

f ~ dx <_,f I~v(os) -- [u(y)],,~(,;(~0),~)[~dx = i v ( x , )  - -  v o  ; 

£ f 

~7(~(~o), ~) a~(~7(xo), e~) 

)~ 2 ~ I 2 

~ 2 ~  Qaindi v(x) ~ .~( , o ( ~ )  e 

(I.12) 

In modo perfet tamente  analogo si dimostra la maggiorazione contraria. 
I1 teorema ~ quindi dimostrato per h - - 0 .  

Sia, in generale,  k > 1 e h u n  intero verificante la retazione l ~ . h  ~-- 
~ k - -  1. Sia ~t(y)e/Ih,~.(~2) e v ( x ) - -  u(~(x)).  Per  quanto si ~ detto sopra, 
v e H h ( ~ )  e si ha la maggiorazione 

(I.13) 

Inoltre  le derivate D~t~, con l s l - - h ,  appartengono a £(z,).'(~), quindi, per 
quanto si g dimostrato precedentemente,  Dsu o ~(x)~£(2,~-)(~) e si ha la mag- 
giorazione 

(I. 14) 

D'altra parte, una qualunque derivata Dmv(x), con Ira l - - h ,  t~ una combina- 
zione l ineare di funzioni D'u  o ~(x,) 

D~v(x)  - -  Y~ D~u o ¢g(x) . a~(w) 
!~i<_h 

nella quale i coefficienti a~($) appartengono a C~(~) (,o). Ne segae (cfr teor. 
[IV]) che D~v(x)e£(:,~)(~2~) e si ha la maggiorazione 

(I.15) llD'~vil~(~,).)(n,) <--.'v {[] ~1].~,(~) + ~ IID~ o~;(x){l£(,,).)(a,) ). 
is = h  

(~0) Q u e s t o  p e r  l ' i p o t e s i  t h e  l ' o m e o m o r f i s m o  x ~ ~ ( x )  s i a  d i  c l a s s e  C z'. 
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Dalle (I.13), (I.15) e (I.14) si deduce che 

In  modo analogo si d imostra  la maggiorazione inversa. I1 teorema ~ comple- 
tamente  dimostrato.  

APPEI ,  TDICE I I .  

D i m o s t r a z i o n e  d e l  l e m m a  [9.I]. 

Sia Qo una  sfera s t re t tamente  eontenuta  in ~2, ~0 la distanza di ~o da 
C~2 e Q~ un aperto verif ieante  la condizione QoC C Q~C C Q e dist [~o, C~2x] = 

~o - - d i s t  [ ~ ,  ~ ] - - ~ .  Dal teorema [9.I] segue ehe 

i 

2 ° 

c(v, ~, P.~) ( ~ [I Dju  I ~ (m -1- ~, t]fi [Ir.(2,~'-~)(a) } 
i i 

I1 l emma [s.II],  ove si assuma ~i = I Df~, }r e a i = fj, r~ M - -  sup I]}aq[lico,~(5), 
ii 

(II.2) Z [ Diu - -  ( Dfl~ }e ]~dx ~ c(v) Z t D:u - -  { Diu  }~ [~dx + 
i i 

/(x-0, p) I(x0, r) 

+ Mr'+~ Y" IiDJull~(2"-~)(a~) + r"+~ Y~ ]1] fill[~(2''+a)(a) f" 
J i 

Da (II.1) e (II.2) segue ehe ~ xoe~o  e per  ogni eoppia ~, r tale che 

O < p < r ~ , ~ ,  l < r < p - _  
P 

f /a\u+2 ~I(xo 
(II.3) ) 

] I(Xo, p) ] ,r) 

Nello stabilire questa  maggiorazione si /~ tenuto conto de l l ' ine lus ione  
~(2, -+~)(~2) C L (~' ~-~)(~2). 

A questo punto  appl icando il l emma fondamenta le  [6.II] e un tipo di 
rag ionamento  ormai s tandard  (vedi ad es. la dimostrazione del teor. [9.II]) 
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si o t t i ene  che  

Quindi ,  pe r  le p r o p r i e t g  degl i  spazi  £(2,),)(f~), D~u~C°,~(f~o) ( j = l  . . . .  , n). 
D 'a lgra  pa r t e  (~) 

(11.5) 
5o 

(j = 1, 2, . . . ,  n). 

Da l i e  (II.4) e (II.5) s egue  la  tesi  del  l e m m a .  

A P P E N D I C E  I I l .  

C o m p l e m e l a t i  r e l a t i v i  a l  n. 16. 

Siano  ~ e ~2 due  ape r t i  l im i t a t i  di ]tl '~. I n d i c h i a m o  con ~ il gene r i co  
p tmto  di ~ e con y il gene r i co  p u n m  di gl~. I n d i c h i a m o  con  ~- -~ t (k )  la 
fun~,ione cosi d e f i n i t a  

~ ( ~ ) - - 0  se 0 < _ ) , - - n  

- -  n 
~(~)- -  2 s e n < ) , < _ n + 2  

~(k) - -  :¢, a f i ssa to  n e l l ' i n t e r w l l o  (0, 1], se k - -  n.  

S ia  u(x) u n a  fun~,ione di H ~ ( ~ )  la  qua le ,  ~ ?(x )eH~(~) ,  v e r i f i c a  

(3t) S ia  v ~  C o ,~(~), 0 ~ _ _ _ 1 ,  e p ~ l .  P e r o g n i  coppia  di punt i  x,  y ~  

2P I L. II U ]i PCO, ~ (~-1) i X - -  y IPf~ + I u ( y )  [P I "~ C [diam. ~],~ t 1]] u I IIP0, ~ (5) + i u ty )  [p 

I n t e g r a n d o  r ispet to  a y su ~2 

I u(~) ? ~ c(U, ~, p) t rH u tire0, ~ (~) + J u r JL,(a) I, ¥ x e 

Da questo discorso segue~ in par t ieo lare ,  il fatto ben noto ehe in C °,~(~) sono eqmva len t i  
tut te  le norme 

[i "tl, ltLp (fl) q--IIlit]llC0,~(~), p ~ l .  
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la relazione 

(III.1) 
~j 

dove /~ e £¢~,).)(s2~) e a~s(x) e C O, ~(f21). 

Sia x ~ ( x )  un omeomorfismo di classe CL ~ di ~ su ~z. Indiehiamo 
con J(x) e J-*(y) gli Jacobiani  delle trasformazioni y----~(0~) e x - - ~ - ~ ( y ) .  
~3 note che, netle ipotesi fatte sull 'omeomorfismo c~, l 'applicazione ~ ' v ( y ) - - *  

v o ~;(x) ~ un isomorfismo di H~(O~) su H~(f2,) e di H*o(~s) su H*,(~z). 
Poniamo 

v(y) = u o ~;-*(y) 

v ~ Hi(g22) e dalla (III.1) si r ieava ehe, ~ ~, e H*o(~), la funzione v(y) verifiea 
la relazione 

h k  h 
9.e ~2 ~ 

dove 

(111.2) 

e 

Fh(y) : ~ (f~ o ~ - ~ ) ( y ) .  ( D ~  o ¢g-~)(y). d-~(y) 
i 

(111.3) 

Verifichiamo ehe bhk ~ C°,~(~2) ed Fh e £(2,z)(f~2). 

Le funzioni a~ i appartengono a C°,~(~1), ~ -~  ¢~ di elasse 

a~j o ¢g-~¢ C°,~(~). D'al tra parte  

C~,~ - e quindi 

(DsCg~ o g-*)(y)  . (Djg~ o g -* ) ( y ) .  J-*(y) e 0 o, ~ (~) .  

Da cib segue the  bh~ ~ C°,e(~) .  
Per  quanto r iguarda la funzione F~(y) si ragiona in modo analogo:  

/~(0~) e £(2,~)(f21) e ~;-~ ~ di elasse C 1, ~(~2) quindi (App. I, teor. IV]) (fi 0 ~-l)(y) 
e £(2,~0(Q2). D'al tra parte 

(Dfgh o "g-IXy ) • j - l ( y )  ¢ C o, E~. 

Per  il teorema [IV] della App. I si conclude allora the  Fh(y)e£(~,~)(Q~). Sere- 
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pre per  i teoremi [IV] e [V] della App. 1 si ha la seguente maggiorazione 

(III.4) 

fJ(x)Dfgh(x)J[o~) £(~, ~,)(a,) j 

Similmente,  se la funzione u(oo) e H~(~2~) verifiea ~ ~ s H~(~2~) la relazione 

f a,i(~)D, u D,~dx = -- f f~d~. 

con f e H k ,  Z(Q~) e aii(~c)~ Ck+~,,~(~) e se l 'omeomorfismo w - - ~ ( x )  6 di classe 
Ck+2,~ allora la funzione 

v(y) -- u o ~;-~(y) 

appart iene ad H~(Q2) e verifica, ~ ~ eH~0(~), la relazione 

f b~i(y)D,v D,,  dy = -- f F ( y ) * ( y ) d y  

dove i coefficienti bq, dati dalla ([II.3), appartengono a C~+~,~(~) e la funzione 
F ( y ) - - ( f o c g - ~ ) ( y )  • J-~(y), in virtfi dei teoremi IV] e [IV] della App. I, appar- 
tiene ad H~.z(~). Anehe in in questo caso si ha la maggiorazione 

fJ-(x) .~,~,¢~) - (III.5) lI F(y)It .~,  ~(a~)<-- (~)c (] F o ~(y)I1.~, ~(a,) = c < (~) 
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