Equazioni ellittiche del I1I° ordine e spazi ¢**.

Serelo CAMPANATO (a Pisa)

Summary. - Regularity results of Schauder iype in the class of Holderian functions are
proved for solutions of second order elliptic equations in the variational form. Morrey
and other authors have obtained resulls of this kind in certain classes of functions
IA22). The method of proof followed here makes use of the classes of functions (2,2 which
generalize the classes considered by Morrey, and whose properties in relation to Hélder
continuity are studied in some proceeding works.

In questo lavoro si studia il problema della regolarizzazione negli spazi
funzionali £@M(Q) delle soluzioni di un’equazione differenziale del secondo
ordine di tipo ellittico in-un aperto limitato Q dello spazio euclideo MR".

Ricordiamo che una funzione ulx),

, di quadrato sommabile in Q, appar-
tiene allo spazio £(M(Q), 1 =0, se

sap § o~ f [u—u, |'de; < + oo
x € N

o>0 o, p) A 2

dove Ijxo, p) & la sfera {@:|x —a | <p] e u, & la media integrale di u su
I(zo, ) N Q.

E noto che gli spazi £(™(Q) hanno le seguenti proprieta (cfr. n. 3 e
App. I): a meno di isomorfismi, £&9(Q) = LX(Q); per 0 <X < n, £=MQ) coin-
cide con lo spazio di MorrEY LZMQ); quando n < A<<n -+ 2, £=2(Q) non
¢ altro che lo spazio delle funzioni holderiane 00’12—7‘(8—2) (*); infine, al valore
X = n corrisponde uno spazio «limite» del quale F. JouN e L. NIRENBERG
hanno dato una precisa caratterizzazione.

Consideriamo Voperatore differenziale

0 ou
" B = 235 %42

a coeffieienti continui in O e simmetrici (a;; = a;;). Supponiamo che E{u) sia
(*) Ha parzialmente contribuito finanziariamente alla preparazione di questo lavoro
PAir Force Office of Scientific Research OAR con il Grant AF EOAR 65-42.

(1) Tolto il caso A =0, la validitd di queste proprieta richiede qualche condizione sul-
Paperto Q.
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q )

ellittico, cioé che esista una costante positiva v tale che per ogni x €l e per
ogni £€R™ si abbia

vTHE P Xyl << v | E A

Sia u(x)e HYQ) una soluzione «debole» dell’equazione E(u) = f - E%&
i ¢%;

con f, fie L}Q); cid significa, come & noto, che per ogni ¢ e 3 (Q)

ou dyp o
S a2 =3 1% ge— )
ij f i 3w; B, de j f fi dac; e f fode
Q O O

Supponiamo che le funzioni f, f; appartengano ad uno spazio £=M(Q) o
abbiano le derivate di un certo ordine in uno spazio £&M(Q); ci poniamo il
problema di studiare la regolarith che, di conseguenza, viene ad assumere
la soluzione wu(x).

Tenuto conto delle proprietd degli spazi £&M(Q), questo problema si pre-
senta come una naturale generalizzazione dei classiei risultati di ScHAUDER
relativi agli spazi holderiani e di alcuni teoremi di MoRkEY relativi agli
spazi L»MQ) con A sufficientemente elevato (A > n — 2) [15].

Nel capitolo II° ci occupiamo della regolarita «all’interno». Nel capitolo
III° si suppone che Q sia la semisfera I*(r)={x.xeR", |x|<r, x,>0]
e che u si annnulli sulla parte della frontiera che appartiene all’iperpiano
2, = 0 (in altri termini, che u verifichi su questa parte della frontiera una
condizione di DIrIcHLET) e si studia la regolarith della u nelle semisfere
I#(p) con p < .

I risultati ottenuti nei capitoli I1I° e III° permettono di regolarizzare la
soluzione del problema di DIRICHLET relativo all’operatore E(u)} quando i dati
si assumono in spazi di MORREY o in spazi di funzioni holderiane ed anche
in certi spazi «limiti» (ofr. cap. IV).

I risultati che si trovano quando i dati sono hélderiani, e parte dei risul-
tati relativi al dato in spazi di MORREY, sono gia noti nella letteratura
matematica.

Mi limiterd a rinviare il lettore al cap. V della monografia di C. MIRANDA
[14], per le equazioni del secondo ordine, e, per equazioni e problemi al con-
torno pitt generali, ai lavori di DouGrLisS-NIRENBERG [9] ¢ AeMoN-DovaLIs-
NIRENBERG [2] che sono corredati di una completa bibliografia.

Voglio perd sottolineare il fatto che il metodo di dimostrazione seguito
in questo lavoro non fa uso della teoria del potenziale e della nozione di
«soluzione fondamentales. Quindi, anche quando si ritrovano risultati gia
noti, la dimostrazione mi sembra di tipo nuovo.
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Aggiungo che senza difficoltd si possono studiare operatori del secondo
ordine nei quali figurino anche termini di grado inferiore e si potrebbero
assegnare al bordo condizioni diverse da quejla di DIRICHLET, per es. con-
dizioni di Ngumaxy. Mi sono limitato a un tipo di operatore e di problema
ai limiti che permetfessero, per quanto possibile, una esposizione semplice
del metodo seguito, anche se questo metodo non sembra per nulla legato agli
operatori del secondo ordine.

Ringrazio B. DE GIoRGI per i suoi suggerimenti che mi hanno permesso
di superare qualche difficoltd; ringrazio altresi G. SaMpaccHIA, M.K.V. MUR-
tHY, U. Musco e G. DA PraTo con i quali ho avuto utili diseussioni su vari
punti del lavoro.

Car. 1.

Questioni preliminari,

1. - Notazioni.

Indichiamo con £ un aperto limitato dello spazio euclideo 1R"”, con °Q
la frontiera di € e con 4 la chiusura di Q:0 =0U Q.

Se Q, e Q, sono due aperti di R* diciamo che &, & strettamente conte-
nuto in Q,, e seriviamo @, C CQ,, se {; CQ,.

Le funzioni che consideriamo in questo lavoro sono a valori reali e la
misura & quella di LEBESGUE. Se u{x) & una funzione sommabile su Q indi-
chiamo con #, la media integrale di » su Q

1

(1.1 U = o u(xldex .
g
. - ) e oF . s .
Useremo inolire le notazioni D; = —, Di = e per ogni n-pla di interi
e duct °

non negativi m = (M, m,, .., m,) intenderemo che |m|=m, + .. +m, e
D™ = DDy ... Dy».

Se 4 e B sono due spazi di BANACH scriveremo 4 oo B per indicare che
sono isomorfi (come spazi di BaNacH); seriveremo A C B se 4 & un sotto-
spazio lineare di B ed & munito di nna topologia pit fine di quella di B.

Nelle varie maggiorazioni useremo spesso lo stesso simbolo ¢(.) per indi-
care delle costanfi positive che di volta in volta possono essere diverse.

C¥(), k intero =0, & lo spazio delle funzioni continue in { con tutte
le derivate fino all’ordine k£ e con la norma abituale

{1.2) Jullck@ = X sup|D"ulw)].

M=k zen
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C¥Q) o il sottospazio di C¥(Q) delle funzioni aventi supporto compatto
contenuto in €.

C(Q) @ Vinsieme delle funzioni a supporto compatto e infinitamente
derivabili in Q.

Ck o((}), k intero =0 e 0 <a=C1, & il sottospazio di C¥Q) delle funzioni
le cui derivate di ordine % sono a-hdlderiane in &J; cid significa che

| Dmufoc) — D™uly) |

(1.3 wllickag = & su '« oo,
) 119 [licx = @y ik ﬁxg z—y +
C* %) & uno spazio di BANACH con la norma
(1.4 % ek 2@ = | uilor @ + [l % [llo% 2@ -

H¥Q), k intero =>0, & il completamento di C*¥(Q) rispetto alla norma

(1.5) |wllak@ ={ 2 | D™|fisq |*.
- |m <k

In modo analogo si definisce HEQ) come completamento di C§(©) rispetto
alla norma (1.5).

2. - Spazi (di Morrey) L=V(Q),

Indichiamo con I{x,, r) la sfera {x|xeR", [ — x| <r} e con Qx,, r)
Pinsieme Q N I{x,, 7).

Drr. [2.1] - Una funzione u(x) definita in Q appartiene allo spazio L*V(Q),
dove 0 <A <<n (%), se e soltanto se

L

(2.1) | u @) = sup r—s | 4 | pyg @, < + 0.
o:ogﬂ
Fom(

LM} & uno spazio di BANACH con la norma | u |z q). Si dimostra
facilmente che per ogni O=<<i<<wn & L&MQ)CL*Q) e, in particolare,

LEoQ) = LAQ) e L&"(Q) = L*Q) (funzioni misurabili e limitate in Q) (cfr.
ad es. [15], [13], [7]). Si ha inoltre I’inclusione

LY@ C Lsw  se p="A.

(?) Si vede facilmente che per A >>n, L(2,)(Q) ={0}.
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3. - Spazi £&N(Q).

Usiamo le notazioni del numero precedente e indichiamo, per semplicita,
con u, la media integrale di u su Q(x,, 7).

DEr. [3.1) - £&M(Q), A =0, ¢ il soffospazio lineare di L*RQ) delle funzioni
u per le quali

s
Il w190 @) = sap r—3 || w — . | Ly, m < =+ o0.
b3y

In altri termini, u e £(2)Q) se esiste una costante positiva M{u) tale che
Ma,eR@ e ¥r>0

(3.1) f lu — u, Pde << Mup.

Oy #)
£&MQ) & uno spazio di BANACH con la norma
(3-2) [ (e @) = | o lze@) 111 % Do g -

Elenchiamo le principali proprietd degli spazi £@M(Q) rinviando per le
dimostrazioni ai lavori [13], [3], [4] nei quali si fa uno studio approfondito e
comparativo non solo di questi spazi ma anche di spazi pilt generali, Qualche
notizia complementare & contenuta nell’appendice I.

Dxr. [8.1I] - Diciamo che un aperto Q@ é di tipo (4) se esiste una costante
positiva K tale che fxeQ e Nr >0 (e << del diam. Q) risulla

mis Qx, r) =K
Q & di tipo (4) se, ad es., gode la prupriety di cono (%)

Supponiamo che Q sia di tipo (4), allora:
i) Per 0 <X < n, £&0Q)co LEVQ).

hoett
i) Per n <<k <<n + 2, $&BHQ)co 002 (Q).
is) Se A>n+ 2, £&VQ) si riduce al sottospazio di L(Q) delle fun-
zioni costanti. Per questo motivo ci limiteremo nel seguito a far variare il
parametro A nell’intervallo [0, » + 2].

(3) Cioe se esiste un cono C tale che ogni punto x€Q sia vertice di un cono C(x) con-
gruente a C e contenuto in Q.
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i) Se A=mn si ha uno spazio «limite»> che non & isomorfo né allo
spazio di MORREY L="(Q) (o LX(Q)) né allo spazio C°0). Si dimostra che
LEmQ) & oo £0:M(Q) e di questo spazio F. JoHN e L. NIRENBERG hanno dato
questa interessante proprieta [10]:

ue L™} e ||u|gu.mg << M implicano Pesistenza di ire costanti positive
H, B, 1 (1<) tali che o >0

(33) mis{|u—uq|>0c in Q} << HePM ' mis{|u—uqg|>loin Q}.

Da cid segue, in particolare, che wuef®"(Q)=>ueLP(Q) per ogni
l<=p<Hoo.
Anche per gli spazi $=M(Q) si ha Vinclusione evidente :

A= p=> LENQ) C L r(Q).

4. - Spazi H*Q).

Sia % un intero non negativo e 0 << A <n 4 2.

Der. [41] - B%*Q) ¢ 4l softospazio lineare di H*(Q) delle funzioni u
tali che

(4.1) Dmy e SBDQ) NMm con |m|=Ek.
In H5YQ) si assume come norma la sequente

(4.2) i [l = || v llm* (@) +‘|m|§ikm D™y |2 ) () -

Con tale norma H%*(Q) & uno spazio di BANAcCH.
Se @ & di tipo (4) la condizione (4.1) equivale a dire che (cfr. n. 3)
a) Se 0= <m, D"ye L®HQ) \¥ym con |m|=EFk. In particolare quindi
H%0Q) & oo HH(Q).
b) Se X =mn, le derivate D™y, con |m ' =k, appartengono allo spazio
«limite» di JOHN e NIRENBERG.

¢) Se n<r<<n-+ 2, le derivate D"y, con |m|=1Fk, appartengono a
A—n A—n
2

0z (Q) e I%*(Q) & isomorfo a C% 2z (Q).

5. ~ Alcune proprietd locali delle soluzioni di un’equazione ellittica.

Sia Q un aperto limitato di " Indichiamo con E({u} un operatore dif-
ferenziale lineare del secondo ordine del tipo

(b.1) Elu) = 53 D { aijfae) Djul) |



8. Caviraxaro: Hquazioni ellittiche del II° ordine, ece. 327

definito in @ e a coefficienti misurabili, limitati e simmetrici (ay = azu}.
Supponiamo che E(u) sia ellittico in @ e chiamiamo v la costante di ellitti-
cith. Si avrad pertanto

(5.2) v"‘liﬁé?j%;%ﬁ;évlﬂz

MreQ e VEeR".

Siano f, f;, =1, 2, ..., n, funzioni appartenenti a L*Q) e u(x) una fun-
zione di HYQ). Diciamo che 2 & soluzione «debole», o pilt semplicemente
goluzione, in Q dell’equazione

(5.3( Bfw) = ?Df fi+f

se Vo€ 0o(Q) risulta

(65.4) z j aij(e) D Dipdae =}§; ffj(w)D,-cpdm — f fodex.
Q Q

i
2

Nei lemmi che seguono indichiamo con I(r) la sfera {x:xeR", |x|<r}
e con I*r) la semisfera {w:x€eM", |x| <r, 2, > 0}. Le ipotesi sui coeffi.

cienti e sulle f; sono quelle fatte sopra. Supporremo inoltre, per sempli-
citd, f=0.

LeMMA [5.I] - Sia v e By ) una soluzione debole dell’equazione E{(u)=2ZD.f;.
q -4 4] §

Esiste una costanle positiva c(v) tale che N n-pla di numeri realé (a,, a,, ] s On)
(5.5) Z fi Dju [P dac << c{v) Z fi fi—a; Fdx.
i i
Q Q

Dim. - Dalla (5.4) segue che % ¢ € Ho(Q) e % n-pla di numeri reali

(Oly, Gz, vy i)
= ai;Dju Dijodo =% j(fj—ocj)Dj:pdx.
if i
o

Assumiamo ¢ = u e sfruttiamo la ellitticitd di E{u); si ottiene

vThE f§ Dju [ dae < I || f; — o5 |ize o | Dyt |[ze 10y <
7 i
0

$§H fi— a;ilLe )+ 72 | Dju ||zea) -
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Da cui

VT f D [2die < o(m) 2 || i — ;s o) -
1
Q

LemMa [5.II] - Se we HYIr)) é soluzione dell’equazione BE(u)= X D;f; esiste

' P . 7 4 ,
una costante positiva cv) tale che N 0 <o <r e per ogni scelia dei numeri
reali (o, oy, .., %)

.6) = f{D,-ujzdwgc(v) (T—P)“zflu”“izdm+z,flfy’"“i
7

2du §
i
I(p) I} Kr)

Diu. - Dalla (5.4) segue che 3/ @& Hi(Ir) e per ogni scelta dei numeri
reali {&, oy, ..., %)

6.7) 3 f aif{e)Diju — a)Di g doe = % f(f,- — aj) Do dic.
if i
Itr) Kr)

Sia 6(x) una funzione appartenente a C;’(I{r)) con queste proprietd

(5.8) 0<<Om)<<1; b)) =1 su Ifp); D]-G(mng_I_{_p»

j=1, .., n).
Nella (5.7) assumiamo ¢ = 0* (1 — «) e sfruttiamo la ellitticitd di E{uj}; si
ottiene, qualunque sia ¢ > 0,

vrE | Dby — ) fde <

! I{r)

=X faijDieD]e' |1 — o Pdoe + X f[(fi — o) O(2c — ) D0 4 O(f; — at;)D;6(v — o)} dow <
i i

I(r) Lir)

c(v)

gm ffu«-oc]zdw-ke—l?f ]f,-—~oc,|2dw+st | DiO(y — a) |* dee +

1ir) i) )

; K, .
+2f]ff”“i]zdw+(?:% I{L|u—-—a|dm.

! Itry

Di qui segue la tesi pur di scegliere ¢ sufficientemente piccolo, per
e &,
88, &= ~5—.

2
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Lumyma [5.II1) - Sia we HI*(r)) soluzione in I*(r) di E(u)=ZD;f; e u=0

su I', = I*r) N {w, =01} (*). Esiste una costante c(v) tale che lvz O<eo<r ¢
per ogni n-pla di numeri reali (o, ..., %)

- ‘ 1 :
(5.9 )f. f]D,'uFolacgc(v).(V_P)2 f[u]zdm—l—? f;f,-—~ocj[2da:2.

™0 1% 1(7)

DiM. - Dalla (5.4) segue che ¥ ¢e H,(I*(r)) e per ogni n-pla di numeri
reali (ay, .., o)

(5.10) Z faij DjuD;pde = X f(f,- —aj)Djpdx .

e gG
Sia O(x) una funzione di O7° (I{r)) con le proprietd (5.8) e 6%@) la sua restri-
zione a I*r). Ovviamente 6**y e H}(I*(r)) (°). Allora basta assumere nella (5.10)
9 = 0**1y e procedere esattamente come nella dimostrazione del lemma pre-
cedente.

LemMA [5.IV] - Per ogni funzione u € H'(I*(r) nulla su T, = 3I*r)N{x,=0}
si ha che

(5.11) ufrdo =" fDnuPdw.
I*(r) I¥(r)

Dim. - Basta dimostrare la (5.11) supponendo u e C{I*r)) e u=0 su T',.
Sia = (21, w., Tn—y, 0)€l, © © = (21, ..., ®y_1, ®y) € I*(r). Poiché u(z) =0
si pud secrivere che

X
n

u(x) =f Dyu(x,, o, oy, )dt

e quindi

v
l u(w) |2£“’"f |Dnu(m1, vy Ly, t) Pdt-

E integrando su I*(r)
\/fr?—m? Vr?—%]”
ﬁ w(x) |* de gfd:%f | Dpwe (s, ooy g, t) |2dtf Ay, <<
Ixr) T, 0

| Dy [Pdac .

ol %,

0 I*r)

(4) Oid significa che esiste una successione di funzioni u, € C4{I*#)), nulle su T,, che
converge ad w in HI(I*(r)).
(®) Perché v =0 su I,.

Anneali di Matematica 42
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6. - Due lemmi fondamentali.

Lemma [6.I) - Siano ¢(t) una funzione reale, non negativa, definita per
>0, B(t) una funzione reale, non negativa, definita per > 1, A una costante
> 1, o un numero > 0.

Supponiamo che % p > 1 esista un (p) >0 tale che per ogni coppia di

valori g, r dell’intervallo (0, {(p)] per ¢ quali 1 < g < p risulti

6.) sle) = A( £ oir) + Blvie.
Allora % ¢ >0 e per ogni coppia di valori p, v verificanti la relazione
0 <o <r <45 8¢ ha

Ars
44- h— .1.

62 ole)= A (&) et + Bl ;1 .

Dim. - Fissato ¢ > 0, poniamo p, = AYs. Per tutti i valori p, € (0, #{p.)]
tali che 1 < ;igpa la {6.2) segue immediatamente dalla (6.1). Si ha infatti

ol < A ([ otr) + Bl = 4(£) gt + Blar g <

<4 (;)“_ipm + B4

e n At
[rer

4=

Supponiamo allora che p, #€(0, ¢ p.)] e che ;—'>p=.. Esisterd in tal caso

un intero positivo  tale che
6.3) o <§ <pit

e di conseguenza

h
o =D e 1 <= =p

Scriviamo allora la maggiorazione (6.1), con p = p,. per le coppie di valori
{ppf, 7, {pp?‘l, pp?}, vy Loy ep.} le quali, come si & visto, verificano la
condizione che il loro rapporto resta compreso tra 1 e p.. Avremo

) wlepl) <4 (—f;)ap?" () + B(p) e*p2"
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. .4 e
L) elept ™) <= elep!) + Bip) orpt"

-4

) el 4; olep:) -+ B(pe*.

Nella i,) maggioriamo w(op?) mediante i,). Nella i,) maggioriamo qo(pp?“l) me-
diante i,) e cosi via. Si ottiene in tal modo che

e\ ¥ 1
(6:4 ole) = 4+ () o) + Blpopr 4

=0

e di qui, tenuto conto della (6.3) (%),

Ple) = A (;) <—;)“—E¢(V} + B(p.) éjl—__i—l rigr (E) =

AN 4 e gos
= A(;) Cp(’l’) + B(pe)A — 1T e .

E questo conclude la dimostrazione.

Il lemma ‘che segue costituisce una piccola variante del lemma prece-
dente e si dimostra con la stessa tecnica.

Lemma [6.11] - Siano ¢(t), B(¢), 4 come nel lemma precedente. Siano o e
B due numeri reali verificanti la relazione 0 < < a.

Supponiamo che 4+ p > 1 esista un Hp) >0 tale che, per ogni coppia di
valori p, r€{0, {(p)] per i quali 1 <—;£p, si abbia

(6.5) ole)< A (—3)1“@(«} + Bip)e®.

1
Allora M0 <e<a—8, M re(0,{4y)] e ¥ 0<p<r risulta

o—8
(6.5 de)=A(£) "ol + Blav) —Z— .

A5 —4

() Dalla (6.3) si ricava che (—i—)&< A-*,
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Dim. - Fissato ¢, 0 <e < oo — B, poniamo p, = 4Y:. Per futti i valori

o, r€(0, {p.)] tali che 1 <g£ps la (6.6) & facile conseguenza della (6.5} (7).

Supponiamo allora che p, r&(0, {(p])] e £>p5' Procedendo esattamente

come nella dimostrazione del lemma [6.1] si arriva, invece che alla (6.4), alla
seguenfe maggiorazione

% h 1
6.7 olel < 40 (Ef ) + Brpger 3 (-2,
=0} P

dove h & un intero positivo tale che pP <§gp?+1.

Dalla (6.7) segue facilmente la (6.6) e quindi la tesi; basta osservare
che, per le ipotesi fatte, risulfa

a—B
B h j :
(9) <4 e 2| ‘f~6>’< 4:
4 =0\ P¢ A — A
Cap. 1L

Regolarizzazione all’interno.

7. -~ Proprieta delle soluzioni delVequazione E(i) =0 a coefficienti costanti.

In questo paragrafo 1’operatore FE(u) si suppone a coefficienti costanti.
Si dimostrano due lemmi, molto simili per il loro contenuto; il primo lemma
sard alla base della regolarizzazione «all’interno» negli spazi di MorrEY il
secondo servird per l'analoga regolarizzazione negli spazi holderiani.

Levmma [7.I] - Sia u(x) una funzione € C*(I(r)) (*) e soluzione, in I(r),
dellequazione E(u) = 0. Esiste una costante positiva Av) tale che 0 < p<r

(7.1) f\u |zdw§_Ao(v)(;>%f ) s
(7}

1(p)

2—p
Ad =

{7} Perché %<1 e H—g > 1.
4 —4

(®) Per quel che segue basterebbe supporre u € C#(I(r)) con k sufficientemente elevato.
Ricordiamo che I(r) & la sfera {x.x € R, |a| <1}
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Dim. - Dalla maggiorazione (5.6) del lemma [B.II}, ove si ponga o =o;=
= f; =0, segue che per ogni ¢ positivo e minore di »

(7.2 Zf ' Djue 52dmg-—9@«- [iu]zd'x.
i

(r— o)

(o) 1(r)

Questa maggiorazione confinua a velere se al posto di » mettiamo una qua-
lunque derivata D™u, in quanto D™u e C®(I(r)) ed E(D™u)= D"E(u)=0 (perché
i coefficienti a;; sono costanti).

Dalla (7.2) si pud quindi ottenere una maggiorazione di questo tipo

(7.3) i) < ooy v, B[ e
Lir)
dove k & un qualunque intero = 1.
Per un noto teorema di SOBOLEV avremo, se k & sufficientemente elevato (°),

(7.4) S_IE}.'; | wle) | < c(n, )| u Hiik(,(f’é)
Tz

e quindi, tenuto conto della (7.3),

(7.5) sup | wlx) " <<efv, )| |ulPde.
() Tor)
Sia ¢ un numero positivo e ££5 tenuto conto della (7.5) possiamo scri-
vere che
(7.6) J | w | do << ¢(v, r)p”f_] u[Pda .

Ite) b )

Con un procedimento «per omotetia» si pud precisare la dipendenza
da r della costante ¢(v, #). Sia A >0; la funzione v(x)= u(ix) appartiene
a GOO(f (;—1» ed & soluzione in I(r

)) dell’ equazione E{v) =0 (perché i coeffi-
cienti q;; sono costanti).

{°} Il teorema di SoBOLEV in questione, enuneiato per la sfera, assioura che: se uw € H¥I{r})
n ~ -
e k> allora u coincide quasi-ovunque con una funzione u, continua in I(r), la quale
verifica la maggiorazione

sup [u | =¢ || || gk -
Hry
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Fissiamo A =1 e applichiamo la (7.6) alla funzione v{x) = u(rx); si ottiene,

VP>095’.—=2,

flvw)lzdmgo ; f x) "da .

) i

Di qui, applicando omotetia m-——»‘g,

7.0 f}u(m) lzdmgo(v}(gyf ' ufee) 2 doc.

I(p) I(r)

B chiaro che, pur di modifcare la costante c(v), la maggiorazione (7.7)
vale per tutti i p dellintervallo O < p<<# (*). Si ha quindi la tesi.

CoroLrARrIO [7.1] - Sia u(x) una funzione che verifica le ipotesi del
lemma precedente. Per ogwi o dellintervallo 0 < p<"v e per ogni n-pla di

by

indici m = (M, ..., M,) 8¢ ha

(1.8) f|D'"u Pdae << Aolv )f}Dmu ?dx.
I(p) I(r)

Basta osservare che la funzione D™y verifica le ipotesi del lemma [7.I]
in quanto D" e C°(I(r) ed E(D"u)= D"E(u) =0, perché i coefficienti ay;
sono costanti.

Nel lemma che segue indichiamo con w, la media integrale uy,, .

LemMa [7.II] - Sia w(x)e C°(I(r) una soluzione in I(r) dell equazione
E{u) = 0. Hsiste una costante positiva A.(v) lale che per ogni ¢ dell intervallo
O<o<r e N o reole

r . e n-t2 )
(7.9) J U — U, dez:;Adv)(;) Ly — a*dw .
I(p) I(r)
Dim. - Per ogni o reale, la funzione (u — o) verifica le ipotesi del

{4} Per r=¢ > % si ha infatti

A\ n 3 n o~
w2 da Sf uide = <?> ('Z—) f uidog << 2n (—:—) j uidax .
Ip) I(r) Kr) I(r)
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lemma [7.1]. Si avra pertanto (cfr. (7.3)) per ogni intero £=>1
(7. 10) | —a @)= ct,n B | [u—alde.
I(r)

Per k sufficientemente elevato, si applica il teorema di SoBOLEV ricordato
nella nota {°) e si oftiene

{7.11) I sup [Djuf*<c(n, r) ;}z/&—a{}gk&(g»ga{v} r}f{ u—alide.
'3 : fin)
Sia p positivo e gg Per ogni x e I{p) si ha

(7.12) () — 1(0) << c(n)e® Zsup | Djuf®.

')

Dalle (7.12) o (7.11) segue che ¥ 0< p=< 5

{(7.13) j{ w— U, |*dx gfi ulxe) — 1(0) PFda < cfv, 1) p“‘”fi u— o |*dec .
L) I(p) I(r)

A questo punto si precisa la dipendenza da r della costante c(v, r} con
un procedimento per omotetia uguale a quello segnifo nel lemma precedente
e si ha la tesi.

OoroLLARIO [7.II) - Sia u(x) una funzione che verifica le ipotesi del
lemma precedente. Per ogni p dellintervallo 0 < p<<r, N n-pla di indici
o= (Mg, Mz, ..., My) € per ogni « reale, si ha

#n+2
(7.14) f} Dmy — { Dy, | doe << Al(v)(—;) f! Dry — o *de .
Kp) I(r)
Basta osservare che la funzione D™y verifica le ipotesi del lemma [7.I1].
8. - Proprieth delle soluzioni dell’equazione Z(uw) =X D;f; a coefficienti
continui. i

Sia u(x) e HY(I(r)) una soluzione, nella sfera I(r), dell’equazione
(8.1) E(v) = Z Di{asj Dju} = X Dy f;
4 7

con f;e L*I{r)) e supponiamo che i coefficienti a;(x) siano continui in I(r).
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Poniamo

(82) w'(r) = sup sup | ayle) — ai{0) |*
T

e indichiamo con FE,(u) 'operatore a coefficienti costanti
(8.3) E‘,(u) = Ea,j(O)D@D,u .
if

Si dimostrano i seguenti lemmi.

LeMma [8.1I] - Se u(x) e gli a;; verificano le ipotesi dette sopra, esiste una
costante positiva cfv) tale che per ogni p dell’intervallo O < p <<r

(8.4) :Zj[)l Dy [ dac << c(v) % [(g)”_;_ wﬂ’(r)} ;‘JIL[ Dju *dac + ?J‘] fi|Pdec

i(r)

Dim. - I/ipotesi che u(x) sia soluzione di E{u)= X D;f; in Iir) significa,

come abbiamo ricordato a suo fempo, che %/ cpEHf,(I(;‘)}
;faij{m)l)juDétpdm:fo;D,-godw.
7 1) "t

Questa relazione si pud scrivere nel seguente modo

83 3 [ a0 D Digdn =S [ [ 2 fasl0) — o) Dy Digde.
LY N, [
Hr) Ky

Siano ora v e w le soluzioni in I(r) dei seguenti problemi di DIrIcHLET (‘')

v—ue Hilr)

(8.6) t 3 f aij0) D Dipde =0 N g Hi(Iir))
9 I
{(#!} Formalmente
Byv)=0 in I{r)
V=u su 81(7)
5]

Byw) =2IDy | fi + Z[ay(0) —ay(@)]Dm|  in I(r)
4 7
w=0 su gl{z}.
Si osservi che, per le ipotesi fatte, /; + Z[a;(0) — oy(x)]Dju € LEI 7)) (j=1, .., n).
i
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e
we Hy(I(r)
(8.7) % f ai{0)DjwDspde = = f [£: 4 = {@4(0) — auj(@) } D;u] Dig ot
ij i 7
I(r) I(ry
\ ¥ o€ Hy(Ip)).

E noto (cfr. ad es. [11]) che entrambi questi problemi ammettono una e una
sola soluzione. Per il modo come v ¢ w sono state costruite risulta v+ w=1wu
in I{r}).

Studiamo separatamente v e .

La funzione ve HYI{r)) ed & soluzione in I{r) dell’equazione Ev)=0, a
coefficienti costanti: B noto allora che v & di classe C® su ogni sfera
IRy C C Ifr) (ofr. ad es. [11]). Fissiamo R nell’intervallo T<R<vr. Appli-

2
cando il corollario [7.I] si ottiene che %/ p€(0, R]

88 Z f} Dy Pda << A,(v) (%)” ZJ | Do [Pdoec << 2" A,(v) (g)” s f{ Dy |*dx.
" T R "ty

Ed & chiaro che, per V'arbitrarietd di E, la maggiorazione (8.8) vale, in defi-
nitiva, per ogni 0 < p<r.

La funzione w, dal canto suo, appartiene ad H:(I(r)) ed & soluzione del-
Pequazione

Eofow) = Z Di { fi + Z [a4j(0) — atsjlo) | Dy |
dove {fi+ Z[ay(0) — ay(x)]Dju}, per le ipotesi fatte appartiene a L*(I{r)).
Possiamo applicare il lemma [5.I], con «; =0, e si ottiene facilmente che
(8.9 Zf}l);w {Pde < c{v) 2[{”, I+ w*r)| Dju ? | de.
! Kp) ! (r)
Dalle (8.8) e (8.9) segue che per ogni 0 < p<<r

z_f| D |* de <
71(,0)

(8.10) < ¢{v) i (—?)”? f \D;udx + (g)“}z f |Djvidae + Z | |fiPde + aﬂy}%f}ﬁiugzdc& }S
. i

Iir) I(r) L(r) I(r)

< o] (& 11+ wir) o' 2 J Dptas (e +1|= [iras].

Fity)

e quindi la tesi.

Annali di Matematico 43
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LeMma [8.II] - Nelle stesse ipotesi del lemma precedente per quanto
riguorda la 1 e le a;, esisle una costante positiva c(v) tale che per ogni o
dell intervallo 0 <p <rv e N a, BeR"

| D — {Dju), P <
! (o)
(8.11)

<l (272 [ 1D — gy do+ o) 2 [ (Do 2 [ 11— o]

T(p) () ! T
Dim. - Come nel lemma precedente decomponiamo w nella somma
U=v-4w
dove v e w sono soluzioni dei problemi di DiricHLET (8.6) e (8.7} rispettiva-
mente. La funzione v soddisfa in ogni sfera I{E)C C I{r) le ipotesi del lemma

[7.11}; applicando il corollario [7.II] si ottiene che 3 0 < p <7 e per ogni
n~pla di numeri reali (8;, Bz, ..., Bu)

(8.12) f\Dm— D}, Pda << 202 4yfv ( fi Dw — B; Pdx.
I(p) £(r)

Alla funzione w si applica ancora il lemma [D.I] e si ottiene che Y 0 < p<<r

e per ogni n-pla di numeri reali (@, %z, ..., @)
(8.13) f\Dw|2dw<c( f{lfz—ailz—{-w( | Diul|? | da
: ) it

Dalle (8.12) e (8.13) si deduce che per ogni p dell’intervallo 0 <p <r (*)

(*®) Si osservi che

[ 1D —iDpuilrde=[ | Dpu— Dyl — 1 Dy fopraes
I(p) 1(p)

SQU Dy —Diyfras- [ Dao— Dl 2de
ip) Ko

| Djw ~— | Djw {P]“’dmff | Dyw |2dz .
() Lp)
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Zleju—-— {Djul, Pde <
’ I{p)

gc(v)[(:;)wmEjlf{ﬂ;v—-ﬁfizdw +;Ef]1)iwjzdm1£

(8.14) I(T) i
gc(v)Kg)M ﬂ\ Dju— 8 P do + H;)Mz—i—l} Ej)f}Dm; g dw}g
I(r) I(r)

= o) (&) 2 [+ (€] 1]z e+ 21— e

j
Ir) I(r} Iry

e guindi la tesi.

9. - Regolarith delle derivate prime.

Come nei paragrafi precedenti & & un aperto limitato di 1R*. Conside-
riamo in Q lequazione E(u) = X D;f; e supponiamo che le funzioni f; appar-
tengano ad uno spazio (1 (Q) .z Esaminiamo da prima il caso di A variabile
nell’intervallo 0 << X <n. Per quanto si & visto a suo tempo, cid equivale a
supporre che le f; appartengano allo spazio di MorrEY L{»M(Qj).

Per quanto riguarda la nomenclatura, se I{x,, r) & una sfera contenuta
in Q, poniamo

(o, 1) = sup Sup | ay(a) — i) *-
] Hxg, 1)

TrorEMA [9.1] Sia v e HY(Q) una soluzione debole dell’equazione E(u)=ZDif,

e supponiamo che i coefficienti a;;€ C°(Q) e le [;€ Q) con 0 <X < n. In
queste ipolesi u e HYYL,), per ogni aperto Qo CCQ e si ha la maggiorazione

(91} b “ Di u il/?,’(zﬁ)(go) = G{V? }‘§ Qﬂ} { pX ” Diu ﬁ}zf,z(g) + z “ fi ”%(23)\)(3) }'
i i i

Dim. - Sia 8, la distanza di @, da (Q. Sia Ijx,, ) una sfera con centro
8o

2

x, e raggio r << . Il lemma [8.I] assicura che tutti i p dell’intervallo (0, r)

92 2 [ (Dardo=on]| 2+ oo, n| S [ 1Dastde -+ obb 2 fllny
Hags p) Hr)

dove ¢(v) si pud supporre maggiore di uno.
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Poiché i coefficienti sono continui in &, o(x,,7)— 0, quando r—0,
uniformemente rispettc a x,€Q,; quindi fissato comunque p > 1 esiste un

r(p)g%ftale che M 0<r<r(p) e ¥ 2,€Q,

o’ (. r)<~}—
0 P

Dajcid segue che / ®,€Q,, e per ogni coppia di valori g, » verificanti le
relazioni
r
O<e<r=rp): l<-=<p

risulta

(9.3) wia,, 1)< (9%

La maggiorazione (9.2) e le considerazioni precedenti ci permettono di

formulare questo risultato: fissato comunque p > 1 esiste »(p) g%ﬂ e positivo

tale che %/ ®w,€Q, e per ogni coppia di valori p, » verificanti le relazioni
O<p<r<=r(ipel <§gp risulta

i

Ef [ D [Pde < 20(\1)(;) Eif { Diw Pdac + c(v)p* Z || f; ng,”m) . ph.
oy p) (mﬂs r)

Vediamo allora che sono verificate le ipetesi del lemma fondamentale [6.11]
ove si assuma, per ogni fissato x,€ (o,

i

cp(é) = 2){ EDqudx’ B(t) = O(V) 12 ”fi“i’(z,l) o tl} 4= 2C{V), & =7, @ =2x.
(%0, 1)

e socelto

Dal lemma in questione segue allora che fissato per es. e :_-n;

p = [2¢(v)]?*—* esiste un r(v, l)géf tale che M w,€Qy, e M p, r verificanti
le relazioni 0 < p <r<C7(v, })
b f [ Do [P dae <<

4
o(o , p)

nc
<§f *Dtufde?c(v)(;)z f;f Dy ldos oy, WE | fo e, - -
4 %
X, p) Ha,, )
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Di conseguenza, per ogni x,€Q, e per ogni p dellintervallo 0 < p < #(v, })

1 1 2 ;
(9.4) ?;7 f | Dy [*dis < 20(");,7(;;;“’;5? | Ditellps g+ v, ) Z\f, 182020 -
QO(“/'O:P)

D’altra parte se p =>r{v, A) si ha, banalmente,

(9.5) %ﬁf | D;u

3 1 2 1 1 2
o <3 s [ 1Dy < s B Dy

Qofao, P) Qo

Da (9.4) e (9.5) segue la fesi.

OssBrRVAZIONE [9.1] - Se nel teorema [9.1] si suppone che le f;e L&"{Q}co
o L®(Q) (da non confondere con £(:%(Q), spazio «limite» di JOHN e NIREN-
BERG) non si oftiene che la « ha le derivate prime in L®*(Q), cios¢ limitate,
ma solamente che le derivate D;u, j=1, 2, ..., n, appartengono a L&"—:(Q)
per ogni € > 0.

Infatti se le f;€ L(>™(Q) la dimostrazione del teorema precedente si ri-
pete fino alla formulazione di questo risultato:

Figsato comunque p > 1 esiste un 7(p) g%—“ e positivo tale che  x,€Q

e per ogni coppia di valori p, r verificanti le relazioni O <p <r<r(p

e 1 <ggp rigulta

? f [ D;u *da << 2c(v) (;)” ? f | Dyu |Pde + ¢ (v) p* 5;‘, (1 e H;}g,m @ 0"

Ky, p) Ko, 7)
-
E qui si vede, ove si assuma ¢(f) = Z {D;u*dx, che sono verificate le
i
Iy, t)

ipotesi del lemma fondamentale [6.I] (anziché [6.1I}) per cui si pud solo con-
cludere che le D,ue L®"—9(L), per ogni ¢ positivo.

Esaminiamo ora il caso limite in cui f;e £&™(Q).

TrorEMA [9.IT} - Sia v e HYQ) una soluzione in Q dell’ equazione E(u) =
=2 D, f; e supponiamo che f;€ S="(Q), i =1, 2, ..., n, e che i coefficienti o

siano holderiani in Q. In queste ipotesi ue H>" ) per ogni aperto Q, C C Q
e st ha lo maggiorazione

(9.6) E}Hlpju 12@m)a, =< €(¥; @5, Qo) { ? Il Dj 4 {700y + ? i Fi e mey |-



342 8. Campanaro: Equezioni ellittiche del I1° ordine, ecc.

Sia Q, C CQ, sia &, la distanza. di Q, da GQ, sia infine Q, un aperto verifi-
cante la condizione Q,CCQ, CCQ. Per fissare le idee prendiamo Q, in

modo che risulti ngunale a %" la distanza di , da 0 Q, e la distanza di @,dal(Q.

- Sia @, 0 <a <1, Iesponente di holderianitad dei coefficienti a;; in Q.
Poiché £2m(Q) C L@ (Q), se utilizziamo il risultato del teorema [9.I] con
» = n — 2a, abbiamo che le derivate D;u appartengono a £(%—22)(Q,) e si ha
la maggiorazione

(97) zl: %? Dfu H%(Z,%-—Za)(giy = G{V, %, Ql) { ‘? H Diu N;;(g) + IE ” ff ”%(2,”—-2&)(52) ; .

8o
2

e o;=f; . (*’) assicura che ¥ 2,€Q, e per tutti i o dell’intervallo {0, r)
3

Sia r un numero positivo e <5 . Il lemma [8.1I], ove si assuma §;={D;u},

3 f | Dju— { Dyu), [Fde <

! I(%,P)
-2
{9.8) go(v}%(%) Ef | Dju — { Djul, Fde 4+ w?(x,, r}Z}f | Dyu | dee +
! (o, 7) 11(%,4‘)
+3{{ ffi“‘ffarlzdw}-

! {20, 73
Poniamo
(9.9) M= sup I ais leo,m(ﬁ) .

“

Dalle (9.8) e (9.7) segue allora

p | Djv— { Dju }, [* das <
! I(zg, p)
P‘ o 2 2
gc{v)%(;) ?[ | Dju — {Dju},| dw‘*‘M?‘”?ffD;‘“”Q(z,n—-%)(gi)+
9.10)

I("”O: )
=+ Vnz;_‘ l fi 1[22(2; o)

-2 '
éc(v)(?} Zf | Djuw — { Djul, *da +

H
Ko, 1)

00, M Qe (3 D1 0y + 217 frsmi |

{(#3) Ricordiamo che con v, indichiamo la media integrale di v sulla sfera I{x,, 7).
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3 2,€Q,, e per ogni coppia di valori p, r che verificano la relazione
8o

O<p<r£2

Posto

(p(t)zi;; | Dju —{D;ul,|*dw, B(t)=c(v, M, Qgtﬂ?” D,-uu;(m +

I(wo, £)

+ ? I¥E, Hi’(z)ﬂ)gm -

dalle (9.10) segne che 3/ x,€Q, e per tutte le coppie p, r verificanti le rela.

zioni O<p<rg—5§°, 1<£gp risulta

¢ -2
©.11) sle) <o) (£) o) + Bloler.

Siamo quindi nelle ipotesi esatte del lemma fondamentale [6.1I].
Fissato ¢ =1, dalla (6.6) del lemma in questione segue ehe per ogni

5
O<p<r=v

sle) = o) (E) ™ ) + Blow 7 g e

r

Da cui
1 .
pr | Djw — { Dju }, |*dee <
! QO(WO)P)
2nc(y 2 2 2
= ayf ) ? f l Diu”— { Diu }ﬁ‘ de + O(V7 M, QO) { ? H Df““m(m"‘" 2;‘ H f‘f“f(&%)(m }S(“)
0 2

3y
012 3
< ofv, M, o) { 2| Dyju Zsa) + z 1 Fillg,miqy }-

D’altra parte se z,eQ, e 92%3 si ha banalmente

9.13) zif §D,~aé—{Dju}9§2dm§,5%2f§Djul2dm.

"
o 7
Qo 5 P) (o)

Dalle (9.12) e (9.13) segue la tesi.

(*4) Osserviamo che

[vg‘»?dwg f}v [Fda.
Q Q
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LemMA [9.1] - Sia weHYQ) una solugione dell’equazione E(u) =% D;f;

con f;efent2aQ) e ae C0%Q), 0 <a =1. Allora u ha le derivate prime
localinente limitate in Q e per ogni sfera Qo C C Q risulta

(9.14) 2;1 sup | Dju [* < elv, @i, Qo { 3;* | Dy |y + ‘? |77 ez nt2ariqy |-
y

La dimostrazione di questo lemma & analoga a quella del teorema precedente.
Per comoditd del lettore essa viene esposta mella Appendice IL

TeoreEMA [9.I1I]) - Nelle stesse ipotesi del lemma precedente per quanio
riguarda u, [; e ai;, su ogni aperto Qg C C Q risulta we HH8Qy) dove §=mn + 2u
se 0<a<l e B=n+2—e Ye>0, se a=1. 8 ha inollre la maggio-
razione

(9'15) 2‘; H[ Di U “'22(2,3)(_%) = C(V’ B’ ij QO) { Z;. || Diu Hi,z(g) + E “fiuf,?(% n+2a)(0) } .
7

Se o = 1, ¢(v, B, aij, Qo) — + oo quando §— n + 2.

DIM. - Sia 0,CCQ e 3, la distanza di €, da (Q. Il lemma [8.II], ove
si assuma §; = {D,u}, e a;=f;,, assicura che % x,€i) e per ogni coppia
¢, r tale che O<p<r~=_;,%‘2

z_j | Dju— {Dyu ), Fde <
! I(“'O:(/)
p n-+2
{9.16) gc{v)%(;) Ef | Dju — { Dyul, |*die + o, r)Z}f | Do P dee +

i 7
I, 3 {f) Ly, v}

+2f [y fir o,

(o, )

Poniamo, come si & fatto precedentemente, M = sup ||| a;; mzo,a(ﬁ) e ricordiamo

]
Pinelusione £&#+2a)(Q) C £&n+a(Q), Da (9.16) e dal lemma (9.1} segue allora
che 3 x,€ll;, e per ogni coppia di numeri p, r verificanti le relazioni

0<p<7‘£%, 1<§_,<__,p si ha

9.17) = | Diu— { Djul,|*de <
! I(”Ona)
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n-t? )
< 0(V)H 2‘_{ | Djw — { Djuly [ de + ofv, M, Qojp"+*{ ? i Djtt || 1a0q) +
i
Koy 1)

+ Z | f;’“fé{z, L)) Fpn e,
i
Posto

wn=i[10m—wmumw%
(w()) t)

7

B(t) = C(Vﬁ M} ’("‘20) {?‘ “ D] (2 HZLQ(Q) + ? H fi HE’(Z,M-I-ZOL)(Q) } tﬂ—l—%c

la (9.17) si pud anche scrivere

[ w2
.18 el <t (£ %)+ Bip)or.

E qui si vede che se 0 <a <1 si pud applicare il lemma fondamentale [6.11]
se invece « = 1 si applica il lemma fondamentale [6.1]. La tesi segue allora
con un ragionamento uguale a quello con eui si & conclusa la dimostrazione
del teorema [9.II] e che riteniamo di non dover ripetere.

10. - Teorema generale.

I risultati di regolarith dimostrati nel numero precedente si possono
riassumere nel seguente modo:

Sia Q un aperto limitato di R" e u(x)e H'(Q) una soluzione in Q dell’equa-
zione ellittica

(10.1) ZD&{“@ijM}ZED@f,;
if i

dove [; € =M(Q) per un un certo 1 dell’intervallo [0, n-+ 2].

Sia Q, un qualunque aperto strettamente contenuto in Q. Allora:

i,) Se i coefficienti @, sono continui in @ e 0<<A < n, la soluzione
ue HY )‘(Qo).

i,) Se i coefficienti @,; sono holderiani in @ (non importa con quale
esponente) e A = n la soluzione ue H"{Q,).

Dbl
i) Se n <A< n+2 e seicoefficienti a;;e 0> 2 (Q) allora ue HMQ).

i) Se, infine, A =n 42 e i coefficienti a,,& C»*(RQ) allora » e Hbv"Hi—(Q,)
Me> 0.

Annali di Matematica 44
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In tutti quatéiro i casi si ha la maggiorazione
(10.2) ?H Dy [[fa, pygy <= o1, B, Qo) { 2] Dyt |2y + 2} 175 22, qy |
H

dove f=lse O<A<n+4+2 ef=n+2—¢ se A=n-42. La costante ¢
viene a dipendere anche dal modulo di continuitd o dal coefficiente di HSLDER
dei coefficienti a,,.

Questo risultato relativo alle derivate prime della » si estende alle deri-
vate di ordine smperiore se si fanno convenienti ipotesi sui coefficienti a
e sul secondo membro dell’equazione.

Si dimostra infatti il seguente teorema :

TeorEMA [10.I] - Sia uix)e H*t3Q), k intero =0, una soluzione debole
in Q dellequasione E(u)="{f (**) e supponiamo che fe HHXQ) con O<<i<<n-2.
Sia Qy un qualungue aperto stretlamente conlenulo in Q. Allora

a) se i coefficienti a, € C*+4(Q) e 0=k < n la soluzione we H2HQy).

b) Se i coefficienti a;; € C*+14(Q), per un certo 0 <a<<1l, e A=n la
soluzione we HET%(Q),

e
0) Se n< i< n+ 2 e i coefficienti a;;e OF+> 72 (Q) allora we HEHMQ,).

d) Seinfine A=n-+2 e i cofficienti a,; € C*+"Q) allora ue H¥+2r+i—Q)
M e>0.

In tutti quattro i casi si ha la maggiorazione

{10 3} ;m]§k+2H Dy Mf}(?, By ae) = 0{\’7 5; QO} { H 22 “;{’H*?(Q) + H f“;ﬂ?,?\(m }

dove B=X se 0<<Ai<n-+2eB=n+2—e, Me>0 s A=n-+2

Dim. - Il teorema si dimostra per induzione. Supponiamo % = 0; possiamo
supporre anche che Q e (), siano dei «cubi» a facce parallele agli iperpiani
coordinati (basterd poi sfruttare la nota proprietd di copertura dei compafti).
Supponiamo, per fissare le idee, che a,,€ (°(Q) e 0 << A <n (caso a)). Sia h
il massimo intero non negativo tale che 2k <A << 2(h 4 1). Fissiamo dei
ccubi» Q,, Q,, ..., €y verificanti la relazione

QCCUCCH CC..CCCcCh.

{45} Clid significa, come abbiamo ricordate a suo tempo, che ¥ € C0(Q)

z /al-ijuD,;cpdw::——/ [ dec .
) 0
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Dalle ipotesi: ue H*Q) e E(u)=f in Q, segue che
(10.4) E{Dyw) = D,f — ?Di { ? Dia;;-Dyu)l (t=1, 2, .., n)
Daltra parte (cfr. Appendice I)

ue H{Q)=> D,uef&3Q), j=1, .., n,

e poiché le funzioni D,a,; sono continue in Q anche D,a,, - D,u e £@2(Q)
(cfr. App. I). Quindi, nell’equazione (10.4), i coefficienti dell’operatore E sono
in CYQ) e il secodo membro & somma di derivate di funzioni appartenenti a
2=2(Q), Utilizzando i risultati del numero prececente si ottiene che D,ue
€ H%*(,) per £t =1, ..., n e si ha la maggiorazione

(10.5) 2 DDy [, 210 = &1 { 2 | De Dy 7300y + | £l 20, +
7
+ 212 Deays » Dy foes, 10y |-
i
Un semplice calcolo prova che

bR i—‘ Dia; - Dyu ffi’@
1

o) = OSUP max | D ay %?-' | Dy oz, 21 gy < | [l (o) -

Dalla (10.5) segue in definitiva (*)

106 % (D" ulbng, =l 3 D"+ o]
A questo punto sappiamo che ue H**({}) e quindi (cfr. App. I) D;u e $>9(Q,),
j=1,..,n Quindi ora sappiamo che il secondo membro dell’equazione (10.4)
& somma di derivate di funzioni e £&9(Q,). Applichiamo ancora i risultati
del numero precedente e otteniamo

Z || D™y ”?3(2, O(q,) =

e

{ 112 1 112 H 2
<6| 3 [ D"ul,, +i7lgeon, T § I ? Diais+ Dt [[pz, 0, | <

fmef=2

2
=0 { 2 “ D™ u Hj’_ﬂ(gl; + H f1|§z(z,4)(ni) + 3 H Dmu H;Z(% () } .
lm|=2

==l

(*%) Si utilizza anche Pinclusione £(2,2)(Q) < £(2,2)(Q).
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{17\

Tenuto conto della (10.6) si ha in definitiva (%)

2
W07 2 1D gy =cal 3 1070l + 1 fna

Iterando questo precedimento h + 1 volte si arriva alla maggiorazione (10.3)
con k£ =0.

In modo del tutto analogo si ragiona per casi b), ¢), d) tenendo conto
delle ipotesi sui coefficienti, proprie di questi casi, e del fatto che C°%(Q),
0 < o<1, & uno spazio di moltiplicatori per £"(Q) e C%%Q) & uno spazio
di moltiplicatori per £@&7t2(Q)yco Co#(Q) (efr. App. I). Il caso d), in partico-
lare, si riduce al caso ¢) ricordando che %/ e > 0 S&#+2(Q) C Siznta—a(Q),

Supponiamo ora che il teorema sia vero per un certo k>2 e dimostriamo
che esso & vero per k- 1. Per fissare le idee meftiamoci nel caso a). Sup-
poniamo allora

O0<i<n, ue HYQ), a,eC¥Q), fe H—1Q)
e inolfre
(10.8) Ew)=f in Q.

Poirché H*-1XQ)C H*-»X.), avendo supposto vero il teorema per k pos-
siamo dire ‘intanto che su ogni cubo Q, CCQ risulta weH%*Q,) e si ha la
maggiorazione

(10.9) 2| D™y “;’,(217\)(91) <o u”;ﬂf(g) + It f ”125{/6"*211(9) fo

Sia Q, C C Q, CCQ. Dall’equazione (10.8) ricaviamo che per ¢t =1, 2, ..., n
(10.10) _E(Dt u) = th"" E { Dt Di a/U . D} U + Dt CI/” . Di Dj U }.
if

Per quanto si & detto sopra il secondo membro appartiene a HFE—23(Q)
e si prova facilmente che (*¥)

2}5 iﬁ th*- 2 Dt Dia’ij - Qj% —_ Z Dz arej . .D,; Dgu Hi’-}""2:?-{n,)£
(10.11) ’ f
<c{|f szq""‘ﬁ«(n,) + |l u“;i’”’l(ﬂl)} ’

{7} Bi utilizza anche il fatto che | flloe, 900 =\ fl9iz,4)(q) © linclusione Q2,0 Q)= 22 9(Q),

{19 }é || Dif — %;DtDz‘“sif « Dju — th“ﬁ « D;Dyw |[ggr—2, 0,y =
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Poiché il teorema & supposto vero per k, dalla maggiorazione (10.9), seritta
con D,u al posto di u, si ha:

X X ||D"D,u “523(2, Vi) =
t. lm|=k

<c| % 1 Dy e, + tz | Def — 5 D, D;aij - Diu _5 Dyai;+ D; Dju “;1"“2:1(01) }

e tenuto conto della (10.11)

(10.12)  E {1 D™u|[pea,ayn, < 04 10 Ity T 1 F llzpe=1,00, 112 [gtoan |-

[ |==k1

Da questa maggiorazione e dalla (10.9) segue in definitiva

NI , 2 2 2
1013) 3 D% u by <o {1l + 1 s
ciod la tesi.

In modo perfettamente analogo si applica V'induzione nei casi b), ¢), d).

Cap. 1II1.

Regolarizzazione al bordo con condizioni di Dirichlet.

Sia I*r) la semisfera {x:axeMR" |x| <7 @, >0}; indichiamo con T,
la parte della sua frontiera che appartiene all’iperpiano x, =0 [I', =I*») N
N @ =0]].

In questo capitolo consideriamo soluzioni dell’equazione KE(u)=2% D,f;,
nella semisfera I*(r), le quali si annullano su I',; per soluzioni di auesto
tipo stabiliremo dei feoremi di regolaritd, sulle semisfere 7%(p) con O<p <7,
analoghi a quelli dimostrati nel capitolo precedente.

Anche in questo caso ci procureremo prima alcune maggiorazioni inte-
grali per soluzioni regolari dell’equazione E(u)= 0 a coefficienti costanti;

=<c % ? “ th“?ak'“z,',\(ﬂl) +,£ ? g” .DtDiaij . DJ% -+ D,-a,“- . DrDJ’Mr H;:Ik_—?(ﬂi) -+
2 % || D#(DDwy D+ DyayD,Diu)| 2 =
it im}:k——2H {D:Dogj- Dyu sQij g Ju)“g(z’}‘)(&'h) =

i 12 2, 12 o 1 - i .
=cbiflia—yq, +i2jH ailick @y Lo ilato) +fj Gogj !l%’ﬂ(g) . 1<‘£‘<k5} Dy, ‘]E(z, Wion) |=

=cl[filE=1u0,) + 110 Hr 20,1
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utilizzeremo poi queste maggiorazioni nel caso dei coefficienti variabili fa-
cendo uso dell’artificio di KorN e dei lemmi fondamentali [6.I] e [6.11].

i limiteremo a tratteggiare quelle dimostrazioni, o parti di dimostra-
zioni, che sono una ripetizione di ragionamenti gid sviluppati nel capitolo
precedente.

11+ - Equazione omogenea a coefficienti costanti.

In tutto questo paragrafo i coefficienti dell’operatore FE(u) si suppongono
costanti.

Lemuma [11.0I] - Sia w(x) una_ funzione di C=I*r)) soluzione in I*@r) del-
U equazione E(u) =0 e nulla su T',. Esiste una costante positiva A.v) tale che
MO<p<r

(L1 [ 1urae<am(E)™ f | s

(p) *(r)

Dim. - Dal lemma [5.III], ove si ponga a; = f; = 0, segue che per ogni
o dell’intervallo 0 <o <7

j=1
I¥o)

(11.2) 3 f 1D-u}2dm5;.wc—@—~f | |'dec.
7 (’I" s 0')2
I*r)
Questa maggiorazione continua a valere se al posto di % mettiamo una qua-
lanque derivata «tangenziale» della u, ciod una qualunque derivata fatta
rispetto alle variabili @, @, ..., ®u—1, perché se D"y & una derivata tangen-
ziale si ha ancora

Dmye CoI*r)y, D"u=0 su I[,, BD™) = D"Eu)=0.

Lo stesso discorso invece non vale per le derivate in cui figurino derivazioni
anche rispetto alla variabile x, perché queste derivate non si annullanosu I',.

Si supera questa difficoltd con un artificio ben noto. Si voglia per es.
maggiorare l'integrale della derivata «normale> Dju. Dalla maggiorazione
(11.2), scritta per una qualunque derivata tangenziale Dyu, k=1, ..., n—1,
si otfiene

n—1 el

(11.3) .n?. 2 f | D Dyu Pdee << ¢(v, o, ) & f | Dy [Pdae << ¢(v, o, r}f | u [*da.
= he=
)

14-(?%’) ()

i 1
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Dall’equagzione E(u)=0 ci ricaviamo Dy (29

(11.4) Diw = — - S*a, D, D;u.

Qyn if

Nella sommatoria £* gli indici ¢ e j non assumono contemporaneamente il
valore n. Dalle (11.4) e (11.3) segue allora che

o L e

f | Dypu|*da<<c Z .211 | D Dju |*dae << c(v, o, r)f | v fPde.
=1 o=

(o) i) %)

In questo modo si riesce a maggiorare la norma in LI*(g)) di tutte le deri-
vaté seconde della % con la norma in LXI*¥(r)) della u«

(11.5) 2 f | Dy P << e(v, o, 1) | | *de.
[m|=2
o) I%(r)

Partendo da questa maggiorazione, e con uguale tecnica, si maggiora la
norma in L*I*s)) delle derivate terze e cosi via. In generale indieato con k

un qualunque intero =1, e scelto c:—g, si dimostra la seguente maggio-
razione
(11.6) [} 2 sz(p(%)) <c(v, k, r)j; | u *dee.

™)

A questo punto si ragiona esattamente come nella dimostrazione dei
lemmi [7.I] e [7.II].

Se k & sufficientemente elevato, il teorema di SOBOLEV assicura che

(11.7) 2 sup | Dju << e, 1) || |k iper) -
i) ’ )
Dalle (11.6) e (11.7) segue allora che per ogni p dell’intervallo 0 < pgg
| u(x) *de = Fu(ae) — u(0) Pde <
(11.8) ) B
< olme™+* S sup | Dyu [ < ov, N+ | | u@) | deo.
1 Ie("/s) To(r)

{9 @,, =0 perché E(u) & ellittico,
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Si precisa la dipendenza di ¢(v,r) da r con un discorso per omotetia.
Si considera la funzione v(x) = u(re);

vy e O=(I*L), vw)=0 su T., Ew)=0 in I%I).

Si serive la maggiorazione (11.8) per la funzione wv(x) e le semisfere
I*(E) o I*1)

e n+2 .
f | o) Pl << v, 1)(;) f o) [ de.
},(.e) )

T

A questo punto si applica 'omotetia m»»% e si oftiene

{ ] w2
(11.9) J yu<m)(2dmgo(v)<;) f]d(w)izdw.

™*(p) I*(r)

Pur di modificare la costante ¢(v) la maggiorazione (11.9) vale per tutti i ¢
dell’ intervallo 0 << p <= #. K il lemma & dimostrato.

CororLARIO [11.I] - Se la funzione u{x) verifica le spotesi del lemma pre-
cedente, per ogni ¢ dell’intervallo O <p<<r e per h=1, 2, ..., n—1, 8 ha

(11.10) J ;Dhurdstom(;)”*f | Dt .
I*(p) I

Basta osservare che ogni derivata «tangenziale» Dju verifica in I*(r) le
ipotesi del lemma [11.I]

Dyne Co(I*ry), Dhuu=0 su I, EDyu)=0.

LeMMA [11.I0) - Sio u(x) una funzione di O°I*1r)) soluzione in I*@r) del-
Vequazione Flu) =0 ¢ nulla su T',. Esisle una costante positivn A.(v) fale che
MO<p<r

(11.11) f | Dy [Pd < A,(v) (;)" f | Dt e
(o) )
e

[ -
(11.12) f | Dutt — { Dyt |*dac gAl(v)(;J f | Dyt — | Dyt },.|*doe.

) Ixr)
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DmmM. - Si parte dalla maggiorazione (11.6); si applica il teorema di

SOBOLEV e si ottiene, per ogni p dell’intervallo 0 < pgz,

(11.13) f | Dyt [Pdae << e(n) p* sup | Duu |* <<
o (/s

< ¢(n, r)p* || u iigk(p{,~f2}}g e(v, 1) p”f | uPde.
I%r)

Poiché « =0 su I',, si applica il lemma [5.IV] e si oftiene

(11.14) f | Dy Pdae << (v, 1)r? p"f | Dyu Pdexc.
I8(p) 1*r)

Di qui, con il solito ragionamento per omotetia, si dimostra la (11.11).
Per quanto riguarda la (11.12) osserviamo che, qualunque sia la costante
reale ¢, la funzione (u(x) — cx,) verifica ancora le ipotesi del lemma. Per
questa funzione si pud allora scrivere la maggiorazione (11.6)

(11.15) | w — oy “;k(l.{rfz)) < ¢n, k, T)f | v — ca, |*de.

r)

Da questa maggiorazione e dal fteorema di SOBOLEV segue che per ogni

0<p£%

-

(11.16) j | Dyte — Duef0) Pdc << ¢ o™ sup I | D™y — o) |° <<

Fei7/ (=2
) »{"/s) [}

<oy, r) p"+?f | w0 — ca, [Pdex.
1%r)

D’altra parte il lemma [5.IV] assicura che

2

(11.17) j o — cwnﬁzdm_g%j | Dy — ¢ |*dec.

I%v) I*r)

Quindi per ogni p dell’intervallo 0 < ¢ g—g

(11.18) f | Dutt — Dy ue(0) * do << (v, r)r*e"+* | | Dpu—c|*dec.
*(p) )

Annali @i Matematica 45
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Con il solito ragionamento per omotetia si prova che

‘ p W2
| Dyt — D(0) [Pdoe < c(v)( ;) f | Dytt — ¢ *dex.

%) o)

Scelto ¢ = { Dyu }, si ha in definitiva

| Dpts —{ Dyt |, |*dac g[ [ Dyt — Dypu(0)|Pdae < o(v) (;)n ’ f | Dyt — | Dy}, [dec.
I*(p) I%(p) I%r)

12. - Equazione E(u)=Z D.f; a coefficienti continui.

In questo paragrafo supponiamo che i coefficienti a;; dell’operatore E(w)
siano continui nella semisfera I*(r). Poniamo

w¥r) = sup sup [ i) — a(0) |?
R T

e indichiamo con Ky u) 'operatore a coefficienti costanti

Eyfu) =2 a’ii(O)Di D;u.

i
LemMa [12.1] - Sia ue H(I*(r)) una soluzione dell’equazione E(u)= Z D;f;

con fie L*(I*r)) e w=20 su I',.. Esiste una costante c(v) >0 tale che A ’p del-
Pintervallo 0 < o < r

(12.1) 3 f (D {Wxgc(v)%l(g)”jt m?m}z‘ f | D P+ 2 f 7 12dw.§

13 K
I¥a) I¥(r) 1%(r)
Dim, - La dimostrazione di questo lemma, tenuto conto dei risultati del
numero precedente, & del tutto simile a quella del lemma [8.I).
Si decompone % nella somma v 4w dove v e w sono soluzioni dei
seguenti problemi

v — u € Hi{I*r)
(12.1)
% Ewy=0 in I*r

e

we HYI*w)
(12.3) ‘ .

Eow) = 2 Dy {fi + Z [0if0) — aujl@)] Dju} in I*(r).

i i
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La funzione v verifica in ogni semisfera I*(g) con 0 <p <<r le ipotesi dei
lemmi {11.I} e [11.I1], per cui dalla maggiorazione (11.10), se j =1, .., n—1,
e dalla maggiorazione (11.11) se j = n, si oftiene che ¥ 0 < p <7

(12.4) 5 f mj@macga(v)(g)"% f [ D, [d.

f: fumd

T8¢z Ior)

Alla funzione w si applica invece il lemma [5.I], con Q=TI*r) e a; =0, e
si ottiene che WY 0 <p <17

{12.5) f tlezdw<cv)Zf {112+ 0’| Dju |} de
I*p) I*r)

Dalle (12.4) e (12.5) segue facilmente la tesi,

Lemua {12.11] - Nelle stesse épotesi del lemma precedente esiste una costante
c(v) > 0 tale che N p dellintervallo 0 < p < r e N @ = (&, .., oy) € R* risulia

| Djul*de <
T i)
(12.6)
-2 n-—1 n
<c(v)g ) f |Du|‘dw+wr2f [Dul"’dm—{—“f {fjwailzdm%
=1 It(,r) 1'(,«)
e
| Dyte — { Dyt }, [Pdec <<
I%(p)
n--2 4
M{(E) f | Das — { Dyts } Pl + 03(r) 3 f | D |2dm+3f | fi—a lzdm%.
Ty = fuir) " o)

Diy. - Si ragiona esattamente come per il lemma precedente. Si spezza
u nella somma v+ w con v e w soluzioni dei problemi (12.2) e (12.3). Alla
funzione v si applica il lemma [5.I]; alla funzione v si applica la maggiora-
zione (11.10), se j=1,..,»— 1, e la maggiorazione (11.12), se j = n. La tesi
segue poi facilmente.

13. - Regolarith delle derivate prime.
Dimostriamo il seguente teorema:

TrorEMA [13.1] - Sia w(x)e H(I*(1)) una soluzione dell’ equazione E(u)=
= 2 Dyf;; supponiamo che u =0 su I) e f; eS&V(I¥1). Sia R un numero
7
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positivo minore di 1. Allora
iy) Se i coefficienti ;€ CoI*(1) e Ok <n, la soluzione ue H-I*R).

i,) Se i coefficienti ai; sono holderiawi in I*(1) (non importa con quale

esponente) e A = n, la soluzione ue H"(I*(R).
Ae—n
i) Se n <k <n+2 e i coefficienti a;;€ Co2 (I*(1)) allora ue H-NI*R)).

i) Se, infine, X\ =mn-+2 e i coefficienti a;e C>*(I*1)) la soluzione
we HY nhe—(I¥(1)), % ¢ > 0.

In tutti quattro i casi si ha la maggiorazione
(13'1) ? H Dlu “5?:3(2:13)'(1"(3)) = C(V, ﬁ; R) { ? ” Dfu H;ﬂ(p(n) + ‘\5‘ H f.” ”E(Z:l)(]*(]_))}

dove B=X% se O0<A<n+2 ¢ f=n-+4+2—¢c se A=n-+2

DiM. caso i) - Fissato E, 0 < E < 1, poniamo 3, :—1-:2:-1—2. Sia @, un
generico punto di I*(R) e p un numero dell’intervallo aperto (0, 3,). Possiamo
limitarci a considerare due casi: il caso che la sfera I(x,, p) sia interna a
I*(1) oppure il caso che x,€l'r e quindi I(x,, p) N I¥(1) = I*x,, o).

Nel primo caso si ripete inalterata la dimostrazione del lemma [9.I] o si
prova che

(13.2) = = | Dyu
Iz, ) (VI%(E)

tdax = G(VJ )‘z R) { ? H Di U Hiﬂ(l'(l)) + ? “ f?' “,2(3(2,1.)<l-(1)> } f

Nel secondo caso, x,€'g, si ragiona come nella dimostrazione del teo-
rema [9.I] con l'unica differenza che si utilizza il lemma [12.I], anziché il
lemma [8.I). Si pone w*(w,, r)=sup sup |a;x) — ai®o)|"; poiché i coeffi-

4 P(“’o, "“)

cienti @;; sono continui in T*(1), tissato comungue p > 1 esiste un #(p)< 3,

tale che per O <r <<r(p) e ¥ w,€ I¥H)
. 1
w(wm(")gl‘;ﬁ‘

Da questo fatto e dal lemma [12.I} segue allora che, fissato comunque p > 1,

esiste ua #(p) << 8, tale che % w,€ I*(R) e M coppia di valori g, r verificanti
le relazioni

D<p=r<rp); 1<§Sp
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risulta

(13.3) 2 f | D |Pdoc << c(v) <1€") z f | D [dac - o(v)p" T || [ HEWM'A@)) . oh.

i=1 - i=1
I*(x, o) I* g, 1)

A questo punto si applica il lemma fondamentale [6.1I] assumendo

E

9(t) = 2 | Diu [P, B(t)= ¢ I i [y * =1 B=1

I*(wo, £)

1

e si prova che ¥ 0 < p<<r(v, A)<< 3,

2

. LY 1 2
(13-4) .21 ;9_1 f i D;u tzdm = ¢y, A R> { % H Df i Hparray + Ej H fj !52(2»1)(1*(1))} .

Pz

Lo, )N IX(ER)

Pur di alterare la costante c(v, A, B) le maggiorazioni (13.2) e (13.4) val-
gono qualunque sia p > 0. Quindi

#

o 2112 —
:‘lii D [y e0gwpy =

14

— - 12 < L4, 12 DRI 3
...? sup o 2 f | Dy Pdae < o(v, A, B){ 2 1 Do | agayy + 31 Fi ot gay |-
mENE  fenonr®) !

Caso i;) - Fissato B, 0 < B <1, sia &, = 1_?2;2? , €, un generico punto di
I*R) e ¢ un numero dell’intervallo (0, 3,).

Ragioniamo come nel caso i,). Se la sfera I(x,, p) & interna a I*(1) si
procede come nella dimostrazione del teorema [9.II] e si prova che

3 > | Dju— | Dyul, e <
(18.5) #=1P o, ) A TR

=y, B) { ? H D}'u Hzm(p(l)) + ‘:"‘ H f?' 2@(2,”)(1‘(1)) }

Se invece xoe'g, e quindi I(we, p) N I*1) = I¥w,, p), si procede in questo
modo: sia « Pesponente di HOLDER di coefficienti a;;. Poiché £ #(Q)C
C Sten—2ay(Q) ~ L& "—22(Q) applicando il risultato del caso i) con A =n —2a

si trova che le derivate D,-ueﬂz’”“”(l*(l—jzi—g» e si ha la maggiorazione

(13.6) jzlu Dju %[{21,(2: 13—2@)(10(%}?)) =, o, B) { ? ¥; Dfu H;(p(l)) + ? “ fi if;(zs n—20)(I%(1)) } :
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A questo punto si ufilizza il lemma [12.II] e pilt precisamente la maggiora-
zione (12.6) se 1<<j<<n -1 e la maggiorazione (12.7) se j =n. Da queste
maggiorazioni e della (13.6) si oftiene che ¥ a,€lp e ¥ O <p <Cr<3,

El | Dju P doe <
= feia )
p 12 g1 ) , ‘ .
=0 %) i (;) ;‘.31 f I D:;i.l, g dx + rn{ ? f[ Diu UL(z, n—za)(dl‘g‘_}) -+
I‘(%, r)
(13.7)
2 e n+2 p—1 .
2 )| <o 2 BYE T [ Duran
¥z, )

+r*[Z] Dju HzLﬁ(I'm) + ’E ifi Hé(z, ”><1*<:>>] §

e analogamente, per j = n,

| Dt — [ Dyu }, [P die <<
i‘(”()y P)
-2 )

(13‘8) '—<«:—— 0("'7 OC: R) {(5‘) f I D‘nu’ - { Dﬂu }?' !2 dw + r” {2 H Dlu 542‘2(1‘(1)) +

I¥zy, 1) !

+ EIJ | fi ”53(2’")(1'(1))]$ '

Poniamo

WO=EWnImqu

= ot
B(i) = G(V, &% R> { ? ” Dfu H;(I‘(x)) +7§1“ fi HE’(?; ")(1‘(1))}6n
b(t) = | Dyt — { Dyt )¢ |Pdec .

To@y, t)

Dalle (18.7) e (13.8) si otfiene allora che fissato comunque p > 1 per ogni
coppia di valori (g, #) tali che

0<P<r£%,1<gﬂp
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gi ha

eyt
wer <o, = BE g+ Boyer

e n+2
o =ot, 5 B(E) b+ Bpyer.

A questo punto si applica il lemma fondamentale [6.II}, come abbiamo fatto
parecchie volte, e si trova che Y x,€Tp e ¥ 0 <p<<rlyv, a)<< 3

Pl I
.E P~ leu—{D,-u}‘azdwg.E;”f {Diuizdwg
. T 0L = I%z,, o)

(13.9)

< (v, %, R) {’EIH Dju 122(1*(1)) +]§1*? fi ”22(25 BY(IH(1)) }

e per j=n

L | Dput — { Dy}, |*d << c(v, a, R){Z || Dju
i

2
‘LZ(I"(U) +

(3

(13.10) ° %@y, pNINE)

+ §1H ff H%(Z, Y (1%(1)) } .

Dalle maggiorazioni (18.5), (13.9), (13.10) segue la tesi per il caso iy).

Ci risparmiamo a questo punto di dare per esteso anche la dimostrazione
dei casi i5) e 1,). Il lettore avrd capito infatti, dagli schemi di dimostrazione
che abbiamo dato per i casi i,) e i), che le dimostrazioni di queste proposi-
zioni non differiscono da un punto di vista logico dalle dimostrazioni dei
teoremi di regolarith all’interno che abbiamo dato nel n. 9. L’unica differenza
sta nel fatto che quando si fratta di maggiorare I’integrale delle derivate
prime sulle semisfere I*@,, p) aventi il centro @, sul piano x, =0 anziché
far uso dei lemmi del n. 8, valevoli per «sfere», si utilizzano i lemmi del
n. 11 (per i casi i) e i,) si untilizzerd il lemma [11.1I]) distinguendo, se neces-
sario, il caso delle derivate tangenziali da quello della derivata normale (come
si & fatto nella proposizione i,)).

14. - Teorema generale.

I risultati di regolarita, relativi alle derivate prime, che abbiamo dimo-
strato nel n. precedente, si estendono in opportune ipotesi sui coefficienti e
sul termine noto dell’equazione, alle derivate di ordine superiore cosi come
si & fatto nel n. 10 per la regolaritd all’ interno.
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Indichiamo con H%\R I’insieme delle funzioni di H'(I*R)) che si annul-
lano su I'p.

Si dimostra il seguente teorema :

TrorREMA [14.1] - Sia w(x)e Hp, N H*I%1)) una soluzione debole in I*(1)
dellequazione FE(u) = f e supponiamo che fe H5NT*1) com 0 <A <n 4 2.
Sia B un qualunque numero positivo ¢ minore di 1. Allora:

a) Se i coefficienti a;; € C¥+(I*1)) e 0=<X <n la soluzione u € H*+*{I*R)).

b) Se i coefficienti a;e CF+H«(I¥1)), per un cerfo 0 <a=<<1, e A =n
la soluzione ue H*+*"(I*R)).

r—n _
) Se n<i<n+42 e i coefficienti a;eC¥H72 (I*(1)) allora
we H 53 I%R).

d) Se infine LA=n-+2 e i -coefficienti a;;eC*LYI¥1)) allora
u€ Herthnt2=(J¥R) N > 0. In tullti quatiro i casi si ha lo maggiorazione

(14.1) ,nL[EkJrzH D \oge, ooy < 005 By B) Ll flgpitnigogeyy + 1l rzmgay

dove 3=X se O<<A<n+4+2 e f=n-+2—c s¢ A=n-+2

Di questo teorema ci limiteremo a tratteggiare la dimostrazione. Essa
differisce dalla dimostrazione del teorema [10.1] solo nell’accorgimento che
dovremo usare per maggiore la norma delle derivate «non tangenziali».

Supponiamo da prima k= 0; allora

(14.2) we Ho NHXI*1) ed Ew)=f con feS&NI¥1).

Sia Dyh =1, ..., n — 1) una derivata tangenziale prima. Dalle ipotesi
(14.2) segue che
(14.3) Dyue H%l ed HE(Dyu) = Dpf — 2 D; { Z Dpasj« Djui.
i i
Se 0 << <2 il secondo membro dell’equazione & somma di derivate di fun-
zioni € £@&A(J#(1)) in quanto Vipotesi we HYI*1)) implica che Dj;ue £=3(J*(1))

(cfr. App. I). Possiamo quindi applicare i risulfati di regolaritys frovati nel
namero precedente e ofteniamo che

H—1

(14.4) I X H D?’ Dy “23(2;1)&‘{3)) <y, B) i ” # ”2[12(1'(1}) + ] fii§3(2:7~)(l‘u)} +

j=1 h=1

+ 31 Dy [z gy ) -
7
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A questo punto resta da maggiorare la norma | D;uﬂzg(z wawry - Dall’ equa-
zione K(u) = f si ricava che per quasi tutti gli xe I*1)

(14.5) Dpu=

D

f"— y D(l” DM—X(MJDDM
dj=1

dove nella sommatoria 2* gli indici ¢, j non assumono contemporaneamente
il valore =.
Di qui si ha

(14.6) xl "u’ Hﬁ(%l)(p(ﬁ)) % H f Hi(%’)(p‘(}z)) + % H D U Hﬁ(z,l)(p(fg)) +

+ 3 i I| D; Dpu éiﬁ:{z,l)(I'(R))

J==1

e tenuto counto della maggiorazione (14.4) e del fatto che

con A = max [A—2, 0]

(2 DR))

(14.7) ‘7‘-“ | Dy [[ee, gamy = © leZZH Dmu g

dalla (14.5) si ha in definitiva
(148} H Dzu HE(%?\)a‘t(R}) = G(V, R) { M U I[HJ(I*(Q) + H f l(’(z?l}(l‘{l)} }

La (14.4) e la (14.7) assicurano che il teorema & verose k=0 e O<<A<C2.
Supponiamo ora che 2 <X ="4. Sappiamo gid che we H**I*R,) per ogni
0 <R, <1 e quindi D;ue {@&9(I*R,)) per ogni 0 <R, < 1.

Nella (14.3) il secondo membro dell’equazione & somma di derivate di
funzioni appartenenti a SGMIHER,)) per ogni 0 < B, <1.

I risultati di regolaritd del numero precedente assicurano allora che per
ogni O<R<ER, <1

Pl

(14.9 z X J‘ Dj Dyu [@(2,1)(1‘(3)) =y, B) {H u H;Z(I‘(Rﬂ) + il f Hzﬂ(z’u(l'(l?l)) +

j=1 h==l
+ 31 D [, 70z |-
7

Questa maggiorazione insieme alla (14.6) e alla (14.7) ci permette di conclu-
dere che se k=0 e 2<CA<4

<

3 ED Mni(z’}')(l‘(ﬂ))“'“

jm|=2

< c(v, B) { H u Hgﬂ(p(l)) + H fnzﬁ(?-,l)([*(x)) +;m2=2H Dy HZS,(% A2} I%(R))) ; .

Annali di Matematica 46
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E poiché 0 <X — 2 << 2 sappiamo gid che la quantity X || D™u |50,
==z -~
che figura a secondo membro si pud maggiorare in termini di || lmra)

e || fllgenaray e quindi il teorema é dimostrato per k=0 e O0<<A<4.
Procedendo in questo modo si dimostra che il feorema & vero per k=0
e 0<i<n-42
Il teorema si dimostra poi per k>0 qualunque con un ragionamento
per induzione, esattamente come abbiamo fatto per il teorema [10.1].

IR

Cap. IV.

Problema di Dirichlet per un aperto limitato.

15. - Problema di Dirichlet con dato al bordo nullo.

Siano 4 e B due apertfi limitati di R* e x— G(x) una applicazione di
4 in B di componenti scalari G (x). Diciamo che x— @) ¢ di classe CF: 2,
k intero >0 e 0 <a <1, se le funzioni Gw)e CH+4), i=1, .., n.

Un omeomorfismo & Gx) di 4 su B si-dice di classe C%2 ge G o
%" sono di classe C% =,

Diciamo che un aperto limitato QCTMR" & di classe C%* se per ogni
punto @, €3Q esiste un intorno aperto £(x,) e un omeomorfismo x— G(x)
di classe C% < che muta Q(x,) nella sfera I(1) e, in particolare, Q) N Q
nella semisfera I*(1) e Q(x,) N9 in I,.

Sia Q un aperto limitato di 1R", per semplicita, convesso. Consideriamo
il problema di DiricHLET

Ewy=f+4+2D;f; in Q
(15.1) i
w=0 sn 23Q.

Supponiamo che i coefficienti a; siano continui in @, che loperatore
E(u) sia ellittico e che le funzioni f, f;(j =1, .., n) appartengano a L*Q).

Risolvere il problema (15.1) vorra dire allora frovare una funzione
w € H}(Q) tale che

if

(15.2) = faij(x)Dju»Dicpdmz-—ff@dw-i— Efij,-godw, N e HiL),
i
o Q

E noto (cfr. ad es, {11]) che nelle ipotesi in cui ci siano posti questo
problema ammette una e una sola soluzione in HYQ) e la soluzione u(x)
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verifica la maggiorazione

(15;8) H 2 Iézgx(a) =0 ‘\ 2 E fj‘ %t;‘z(n} + H f”;}(ﬂ) } .
!

E altresi noto il seguente teorema di regolarita

TroreMA [15.01] - Sia u(x) la soluzione in Hﬁ(QLdell’ equazione B{u)=f
con [ € H¥Q) (k intero =0). Se i coefficienti a;;e C*+'(Q) e Q & di classe CF+*
allora v € Hy Q) N H*+Q) e si ha la maggiorazione

(15'4) I u’“;ﬂﬂ*z(m <c(v, k) H f HZH'I‘(Q) .

Non daremo la dimostrazione di questo risultato che & ormai classico nella
teoria dei problemi ai limiti per operatori ellittici. Il lettore pud consultare
ad es. il lavoro [11] e [1].

Volendo collegare i risultati di regolaritd che ora daremo con quello
contenuto nel teorema [15.I] possiamo dire, grosso modo, che la nostra que-
stione consiste in questo: facciamo variare il fermine nofo f in certi sotfo-
spazi lineari di H*{), precisamente negli spazi H**Q) con O0<i<n 4 2,
e cerchiamo in quali sottospazi lineari di HQ)N H**Q) varia la soluzione
dell’equazione E(u)=f. Sotto opportune ipotesi per i coefficienti a;; e I'aperto
Q noi dimostreremo che ue HYQ) N H*t24Q).

Tutto si ridurrd a utilizzare, con tecnica ormai standard, i risultati di
tipo locale dimostrati nei capitoli II e IIl e le proprietd di «invarianza»
degli spazi H®XQ) (cfr. App. I, teor. [V]).

16. - Risultati di regolarity negli spazi H*XQ).
Indichiamo con (D) il problema di DiricHLET
uwe HiL)
Ew)y=3D;f; +1; f fieL(Q).
7

(Do)

Questo problema, come si & osservato pitt sopra, ammette una e una sola
soluzione. Si dimostrano questi teoremi di regolarita:

TrorEMA [16.0] - Sia u(x) la soluzione del problema (D,); si hanno i
sequenti risullati
i) Se f=0, f;ef=NQ) con 02 <n, a;€C°Q) e Q ¢ di classe C*
allora v e H{Q)N H-YQ) e si ha la maggiorazione

(16.1) I Hgl, ey < 2 H fjll:f{(z,l)(g) .
3
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i) Se f;=0, fe H-XL) con k intero =0 e 0<% <n, a;;€ C¥ Q) ¢ Q
¢ di classe C*¥**, allora we HYQ)N HXQ) e si ha la maggiorazione

(16.2) U fgeta,n gy < € 11 F lzgiesngy -

TrorEMa [16.11] ~ Sia ui(x) la soluzione del problema (D), allora

is) Se f=0, f;€L&m™(Q), aye C>2(Q) e Q & di classe O+ (non importa
con quale o, 0 <o <<1) allora vwe H{Q) N H“*(Q) e si ha lo maggiorazione

(16.3) I e “;11,"(9) =¢ ? i ”253(2’ ") *

i) Se f;=0, fe H-™Q) (k intero =), aije C¥+1o4Q) ¢ Q ¢ di classe
O*+20 (won importa con quale «, 0<<a<C1) allora we HY{Q)N H+2MQ) e si
ha la maggiorazione

(16'4) H 2 HZH"C—{-2,M(Q) g c “ fHZHk, "(Q) .

TgoreMaA [16.I1I] -~ Sia w(x) la soluzione del problema (Dy); si hanno i
sequenti risullali:
At
i) Se f=0, f;€5Q) con n<r==n-+2, a;;eC% 2 (Q) ¢ Q ¢ diclasse
Kt

C-72 allora we H{Q)N H-HQ) e si ha la maggiorazione
(16.5) 1 s,y < € B 1115 (g0, 1200
1

dove B=2A se n<i<n+2 e f=n+2—c, Ye>0, s¢ A=n-+2.
A—n _
i) Se f;=0, fe H*), con k intero =0 e n<h<<n-+2, a;e CF+H 2 (Q)
A

-
e Q ¢ di classe C¥+%72 allora we HYQNH*%KQ) ¢ si ha la maggiorazione
(16.6) lu H;k—i-z,s(ﬂ) <ol fif;ic,:x(m

dove B=X se n<i<n-4+2 e B=n-+2—e Y>>0, s6 A=n-+2

Il primo di questi teoremi & un teorema di regolaritd negli «spazi di
MoRrgreY ». Il secondo, relativo al caso X =, & un teorema di regolaritd in
certi «spazi limite»> di cui abbiamo parlato nei n. 3 e 4. Infine il terzo
feorema & un teorema di regolaritd negli «spazi holderiani». Se si tien conto
di quanto si & detto nei n. 3 e 4 esso si pud enunciare anche nel seguente
modo :
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i) Se f=0, f;e60%2(Q) con 0<a<<l, a;eC>+Q) e Q & di classe
Cvo gllora ue Cv8(Q), dove f=o se <<l e f=1—¢ MYe>0 sea=1,
e 8t ha la maggiorazione

(16.7) [ ullevBEy < cZ | fi i@ -
1

i) Se f;=0, fe O+Q), k intero =0 e 0 <a <1, aye 0¥+1voQ) ¢ Q &
di classe Ck+%e allora we C*+28Q), dove B=a se a <1 e B=1—¢, 3 >0,
se « =1, e si ha la maggiorazione

(16.8) | uilc2Ba <c |l fild®*g)-

In entrambi questi casi v si annulla su 90 nel «senso classico» ciod la restri-
zione di u a IQ ¢ uguale a zero (*°).

Dimostriamo, a titelo illustrativo, il teorema [16.I] (gli altri due teoremi
si dimostrano con ragionamenti perfettamente analoghi). Per fissare le idee
mettiamoci nelle ipotesi del caso i,).

I’aperto 2 & limitato e di classe C' quindi esiste un numero finito di
aperti Qg, .y, ..., Q, tali che QC CQ, Q= U Q; e per ogni Q;, 1 <j<m,

=0 .
esiste un omeomorfismo G(; di classe C* che mauta Q,MNQ nella semisfera
I*1)UT, e, in particolare, Q; N 3Q in I\.
La funzione wu(x) & soluzione in Q dell’equazione E(u) =X D;f; con
— 7
fi€£@M(Q) e az e C°L); quindi, per il teorema [9.I], we H“* L) e si ha la
maggiorazione

(16.9) 2| Dju i!?g(z,x)(go)éﬁﬁﬂ ey + SN 7 112£<2,x>(m b
7 i
Fissato ora j, 1 <<j << m, indichiamo ancora con u la restrizione di u a
Q;NQ e con y il generico punto di I*(1). Si dimostra che la funzione v(y)=

= (uo%() (9) appartiene ad Hp(I*1)) e verifica, in senso debole, in. I*(1) una
equazione del tipo (cfr. App. III)

Ej(v) = 2 D;bij(y) Djv(y) = = D; F;(y)
i 7

dove bi(y) e C°(I*(1)), Fj(y)e L=NI*1)) e loperatore E;, @& ellittico in I*1)
con una costante di ellitticitah Kv.

(2%} Per questultima affermazione cfr. ad es. il lemma {9.1] di [1].
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Allora il teorema [13.1] assicura che, per ogni 0 <R <1, vly)e H-MI*R))
e si ha la maggiorazione

(16.10) ;? i Dj?) st(g,l)(l.(m) =c { 1K va.ll(_p(l)) -+ ? I Fj‘ “2(2,1)(1—(1)) }.

Applicando nella (16.10) Vomeomorfismo %; si ottiene (*)

21 Dju e m=cl ! limene + 271 [ filgemgng | <
7
(16.11)
=¢ ( H U H;]x (o) + 12 H f] Hf(j(z,x) ) }

dove con Q; r si & indicato I'aperto G [I*(R)].

Per arbitrarietd di E, si pud supporre B cosi vicino a 1 che gli aperti
Qo, Q4 kR, vy Qm,r costituiscano ancora un ricoprimento di Q. Dalle (16.9) e
(16.11) si ha allora

(16.12) Ll < el ¢l @+ 11 fsee o -
K poiché, per quanto si & osservato nel n. 15, vale la maggiorazione
Il 0y = ¢ ?; Vil oy =¢ 15 | fillee, n
dalla (16.12) segue in definitiva
| % [ gy = ¢ § I fileem g
ciod la maggiorazione (16.2).

In modo analogo si ragiona se siamo nelle ipotesi del caso i,).

17. - Problema di Dirichlet con dato al bordo mon nullo.

Il problema di DIrRicHLET con dato al bordo non nullo si pone formal-
mente nel seguente modo:

Assegnamo in Q le funzioni g, f ed f;( =1, 2, .., n) e supponiamo che
ge HYQ) ed f, f;€ L ). Si chiede di trovare una funzione u e H*L) tale che

u — g€ Hi)

(Dg)
Buwy=3D;f; +f in Q
7

(*4) Cfr. il teorema [V] della App. I e la formula (ITL.4) della App. IIL,
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Supponiamo i coefficienti continui in Q. Il problema (D,) equivale al
problema omogeneo (D) nella funzione incognita w = u — g. Infaitti, se « &
soluzione del problema (D,) la funzione w risolve il problema di DIRICHLET

we Hy Q)
(17.1)
Ba) = [+ 72 D;f;— Elg) =X Dilf: — ;“-: @iiDigl + f

e viceversa. E il problema (17.1) & un problema del tipo (D,) perché le fun-
zioni f ed [f; — T ayDjg], ¢ =1, ..., n, appartengono a L*Q).
7

Poniamo

F;=f;— 2aiD;g
i

e indichiamo con y = w(A) la funzione cosi definita

p(d) =0 se O A< n

P(A)=X—2—n gen<<Ai<n-4+2

uA) = «, « fissato nell’intervallo (0, 1}, se A = n.

Dalle proprieta degli spazi £&M(Q) [efr. App. I] segne immediatamente che
a) se ;e L»NQ), ge HYMQ) e a;e 0% #Q) allora F;e@0(Q).
b) Se f;=0, ge H*+*XQ), k intero =0, e a;; & % ¥Q) allora F,e H*XQ).
Queste considerazioni e i risultati di regolarith dimostrati nel numero

precedente per il problema «omogeneo» (Do) ci permettono allora di enun-
ciare il segnente teorema:

TEOREMA [17.1] - Sia v e HYQ) la soluzione del problema di Dirichlet (D).
i) Se ge H¥Q), =0, [;€2&MQ), a;e C%e(Q) e Paperto Q & di
classe Cv, la funzione vwe H“B(Q) e si ha la maggiorazione

(17.2) |l oy = {21 fecra + 191 o) )

i,) Se ge HE*NQ), [, =0, fe H:MQ), a;e Ck+4v(Q) e Vaperto Q & di
classe Ck+%u, con k intero =0, la funzione uwe H5¥Q) e si ha la maggio-
ragione

(17.3) | et [reta,8 @ =¢ {“flﬁ{k,l@ + ”9“;1"*—2’*@ e

Nelle (17.2) e (17.3) =2 se 0 <i<n42eBf=n+2—¢, Ve>0,s6 h=n+2.
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Il problema di DiricHLET con dati al bordo non nulli si potrebbe porre
in un modo meno formale se si fosse risolto il problema di carafterizzare lo
spazio di BANACH delle funzioni g su 2L che sono «traccia» di funzioni di
H%NQ).

Questo problema non presenfa difficoltd per i valori del parametro A

che appartengono all’intervallo n << A <<n + 2 perché in tal caso H®*(Q) &
A—n

isomorfo a O% z (Q).

Per 0 << X < n il problema & risolto in un mio lavoro del 1960 ([7]) ma
solo per gli spazi H»YQ). In tufti gli altri casi il problema si pud conside-
rare aperto.

AppENDICE 1.

Ulteriori proprieta degli spazi £=V(Q). Spazi ££V(Q).

Nel n. 3 abbiamo definito gli spazi £®%(Q). Nel lavoro {4] ho introdotto
delle famiglie di spazi piu generali, che ho indicato con ££"(Q) (**), nelle
quali rientrano come caso particolare gli spazi £%4(Q) qualora si assuma
k=0.

Voglio richiamare, in questa appendice, la definizione e qualche pro-
prieta degli spazi $¢"™(Q). Questo mi dara V'occasione di ricordare qualche
ulteriore proprieta degli spazi $V(Q), proprietd che abbiamo sfruttato nel
corso del lavoro e che, per brevitd, non ho ritenuto di includere nel n. 3.

Enunciamo una schematizzazione astratta del procedimento mediante il
quale, a partire dallo spazio L*L), si possono definire sia gli spazi di MORREY,
sia gli spazi £ZN(Q) ed .sﬁf’”(g), sia altre famiglie di spazi (gli spazi di
LorexTZ ad es.).

Sia { un aperto limitato di " Sia J={FE} una famiglia di sottoinsiemi
misurabili (**) di Q, contenente Q. Sia V un sottospazio di L*Q) di dimen-
sione finita.

Per ogni FeJ poniamo

VE)={v:v=|ulg, ue V)

V(E) & un sottospazio di dimensione finita di L*E).

(22) Nel lavoro in questione ho definito gli spazi 2%" 2(@) per un qualunque p=1. Per
gli seopi di questo lavoro il ecaso che interessa & p=2.
(#8) Di misura positiva,
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Indichiamo con P(V, E) loperatore di proiezione (ortogonale) di L*E)
su V(E)

Drr. [1] - Indichiamo con £(9, V, J), 0 =0, il sottospazio lineare di L*(Q)
delle funzioni u tali che
(L.1) 1,7, = Sup (mis B)® J | — P(V, By Pdw < + oo ()
€
E
normalizzato nel seguente modo

(1.2) lw|So, 7.0 = 1]z @ + | % liSe, 70 -

Si dimostra facilmente che £(8, V,J) & completo e quindi & uno spazio di

Bawaocs.,
Sia {u,} una successione di CAucHY in £(6, V, J). Allora

a) esiste una costante positiva M tale che sup | v, [, v, < M.
y )
b) {us} & una successione di CAavcHY in L*Q).

Da b) segue che esiste una funzione u e L*(Q) tale che u, — u in L*(Q).
Verifichiamo che we £, V, J). Per ogni EeJ

(L3 f { tew — P(V, Byt Pdie << || 140 ﬁi_zg(e’ 7, g, (mis B)® <X M(mis By,
%

D’altra parte se u,——u in L*(Q) anche wu,|g— u|g in LAE) e quindi
PV, Eyu,— P(V, BEyu tn LA E), & Ee€dJ, Dalla (1.3) segue allora che

N EeJ;f] i — P(V, E)u *de << M (mis E)°.
£

Quindi we £(0, V, J). Resta da far vedere che u,— u in £(8, V, J).
Poiché {u, —wu] ¢ una successione di CAvcHY in £, V,J), tutto si
riduce a dimostrare questo fatto:

Sia {u,} una successione di Cauchy in £(8, V, J) e supponiamo che w,— 0
in L*Q), allora u,—0 in £(6,V, J).

(24) Pitt correttamente si dovrebbe scrivere P(V, K)(«|g) anziché P(V, E)u. Per sem-
plicitdh continueremo a indicare con u anche la restrizione di w € L?(2) a uno qualungue dei
sottoinsiemi K.

Osserviamo che u — |||u{[[gq v, s, & in generale, una seminorma in £(8, V,J) perché
Hl®illg v,y =0 equivale a dire che u €V.

Annaeli di Matematics 4
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Basta far vedere che [ u,!$w, v, — 0.
Fissato ¢ > 0, & possibile trovare un 7n(s) che 3 n, wm > n(e)

(1.4) o — vt H@:«;, v <&

D’altra parte, fissato EeJ, & possibile frovare un n(e, E) tale che per
m > n(e, B) ()

(1.5) f% Um — P(V, EYu, ["doc < e (mis E)°.
E

Allora % n > n(e) e ¥ m > max{n(e), n(e, E)| si ha

1 2
@KWﬁM”HKWMMg
¥

! 1
gc{m Uy — Um HI?(G,V,J) + (mis E)e fl Up — P(V; E’)?/lmlzd'l' < 20 g.
E

E quindi, per l'arbitrarieta di E,

l unﬂlé(e’ pny =208, N 1> n(e).

E la tesi & dimostrata.
Un’altra proprieta di verifica immediata & questa:
Due spazi di Baxace £(0, V, J)) e £, V, J,), relativi alle famiglie di sottoin-

siemi Jy={E,} ed Jy={E,;}, sono equivalenti (**) se & verificata una
condizione di questo tipo:

EHsiste un numero reale B =1 fale che

i,) M L,ed, si possono lrovare due insiemi E;, E)/eJ, verificanti le
relazioni

E,CE, CEy
(1.6

mis E,’

mis B, =3

(25} Questo perché |u, — P(V, Elu, | — 0 in L¥}E).
(2%} Bquivalenti nel senso degli spazi di Bavacs.
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i) & E,ed, si possono trovare due insiemi E;, Ei €, tali che

E.CE,CE/
(L.7)

mis B,

mis B

Supponiamo ad esempio che we (b, V, J,). Sia E,ed,, E; ed E; gli insiemi
di J; che verificano la condizione (I.6). Poiché E, C B, V(E,) si pud definire
nel seguenfe modo

ViB)y={v:iv=ulg, ue V(E])}.
Quindi
PV, B)yu |5, € V(E).

Da cid segue che

f{ u — P(V, B)u [*dx gf] u — P(V, E)u |Pde <
B By

6, 7, dn (mis E;)® <

= [ 1u—P(7, B pam <l

E]
<)%, v, 5B (mis B2 < |ju e, 5, B° (mis By
Quindi #ef0, V,J,) e
L[S, 7,0 << (L + B®) | u |86, 7, g -

In modo analogo si dimostra, sfruttando la (I1.7), che se uel(®, V,J,)
allora we £(8, V, J;) e vale la maggiorazione

1 lgio, v, o << (1 + 89 [ wlge,v, 1)

Qualche esempio di spazi (6, V, J).
Come J prendiamo la famiglia di insiemi {Qx, 7); €@, 0 <r<diam Q}.

BEs. I - Assumiamo V = {0}; £, V,J) & equivalente allo spazio di
Morrry L&(Q).

Es. II. ~ Assumiamo come V il sottospazio di L*Q) delle funzioni co-
stanti su Q; allora £(6, V, J) & equivalente a £20m(Q),

Es. I1I. - Indichiamo con &; 1'insieme delle restrizioni ad Q dei poli-
nomi di grado <<k (k intero = 0) e assumiamo V= 8x. Lo spazio £, V, )
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& equivalente allo spazio "°Y(Q) (cfr. [4]) cioé allo spazio delle funzioni

u € L*(Q) tali che

ul|b@on, .. =su —u6 inf u-— Plde; < 4 oo
uligpom =suple it [ Ju—Praaf<+
>0 Q{s, )

normalizzato nel seguente modo
1.8) fulg@om g =l ] + lulig@on g

Per k = 0 si ritrova lesempio II; in altri termini gli spazi £@Y(Q) si iden-
tificano con gli spazi £ M(Q).

Proprieth degli spazi <PV (Q).

Per fissare le idee, assumiamo in $Y(Q) la norma (I.8) e supponiamo
che Q sia di tipo (4). In accordo con quanto si & fatto nel corso del lavoro
continueremo a indicare con £®M(Q) lo spazio $5M(Q).

Innanzitutto si dimostra (cfr. [4]) che se 2 > 2k + 1)+ n

ue e NQ)=>ued:.

Per questo motivo c¢i limiteremo a far variare il paramefro A nell’intervallo

[0, 2(k + 1)+ 7).

Poniamo
BA) =0 se 0<<Ai<n
B(A) = [%ﬁ] se n< h<n- 24 1) (F)
BA) =k se A== 5+ 2(k - 1).

Si hanno guesti teoremi

TrorEMA [I] - $PM(Q) ¢ isomorfo a 53)(Q).

Per la dimostrazione si veda [4].

TEoREMA [I1] - Se n + 2k < A << n -+ 2k + 1) visulla $7(Q) C CH%Q),
A—n

2
Per la dimostrazione si veda [4].

dove & = — k. Se Q ¢ convesso allora $EM(Q) ¢ isomorfo a C%*Q).

A—mn

T

A—n
(27 [—2—} & la parte intera di
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Da questi teoremi si ricava il seguente quadro di proprieta:

@) per 0 <<\ < n, $8M(Q) ¢ isomorfo allo spazio £&(Q) e quindi allo
spazio di MorrEY L®&M(Q).

b) Per n <i<n+42 £2YQ) ¢ isomorfo allo spazio C%#(Q) ocon
” = A —2— n
In generale
) Sen+2r<A<n4+2r+1), r=01, .., k $&MQ) & isomorfo allo

_ % —
spazio C"*(Q) eon o = 5 "

d) Se infine A =n + 2(k + 1), $EM(Q) o isomorfo a O 1(Q).

Ai valori #n, n -2, ..., 1 4 2k del parametro A, corrispondono altrettanti
«spazi limite» dei quali quello relativo a A== & lo spazio di JoHN e
NIRENBERG.

TeorEMA [III} - Se Q é convesso, per ogni & dell’intervallo 0<") <n 2
st ha Vinclusione
HYMQ) C £ ().

Dim. - Per ogni w,€Q ed +>0, Q,, ) & convesso. Fissato Qw,, 7)
consideriamo il polinomio

Py =X { D}, (%6, — %o, ).

Per una nota disuguaglianza di POINCARE si ha che
| (o) — Pe)] — [, — Pl),] Pdec < ¢[mis Qo )" B | Dy — { D}, [P de.,

i
Q (309 ) (@0, 7)

Quindi

inf | u(x) — Q) Pde << e r*+* X || Diwe |32, @

0e8; )

Q(%) ?’)

Di conseguenza

llee 13@9! M2 g =€ % | D,u ;}i,zﬁ(% )
ed anche

(1.9 Lo lgeita o) < ellufgun g -
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CoroLLARIO [I] - Nelle siesse ipotesi del teorema predenle, se 0<% < n
allora
HY X(Q) C Sz H—z)(Q).

Segue facilmente dal teoremalprecedente e dal teorema [l}.

Dur. [I1] - Dati due spazi di Banach A e B, costituiti di funzioni defi-
nite su Q, diciamo che A ¢ uno spazio di wmoltiplicatori per B se N o€ 4d
e N ue B s ha

oueB e |oulp<cl

Si ha il seguenie teorema
TroreMA [IV] - i) CUQ) ¢é uno spazio di wmoltiplicatori per $Z1(Q) se
0<< Xk < 9.
i) Co#Q), 0 < a < 1, é uno spazio di molliplicatori per $2m(Q).
is) 0%%(Q) ¢ uno spazio di moltiplicatori per 20)(0)),
DiM. 0as80 iy) - Per 0 <<% < n risulta £&0(Q)co L&M(Q). Sia pe Q)
e u€L®M(Q); si ha
| pu [*de << sup |¢ |* | u|*da .
(o, 7) o €2 (4,7
Quindi

e [gena) < o uelnenm < el ¢ lo@) | lueng <o |elod | ©]gena.

CAs0 i) - Sia e C»%(Q) (per un certo 0 <au=-1) e uwel>"Q). Per
ogni 2, €Q e > 0 risulta

| up — {up |, *de =

Q (%o, )

= f | 4loe) plavo) — 1() [plo0) — @lawo)] — P(@o)tty — wlae) { Pla) — P(ato) },. ["dee <
Q({®, 7}

¢

(]

sup | o [? f | u@) — vy Pz A+ 12 [ 9 [h,0,5 - f lu%“‘d‘xiéizﬂ

Q{®, 7) Q (@, 7)

(*3) Si sfrutta il fattoc che ¥e >0
262, 1)(Q) = L2, n—e)(Q) co L2, n—:){Q) .
Quindi, scelto = = 2a,
[P =] w (|G, nzm () ST 1] 3,
G (‘”07 'r)

H) (o *
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=c{supip 7" Jullgemg + ol am % e me, | <
a

< or* | 9fpoaa | %2 mq) -
Quindi

| e mfﬁ(% wgy =C| P Ué% a@ ¢ Nfﬂ:(z, %) (q) *

E cid prova che uge £®%(Q) e che

Lug e may = lug |z + [l ue ligena) < cloleag | wlge nag,) -

CA80 is) = Questo caso & banale perché, essendo Q di tipo (4), L&n+2a)(Q)
& isomorfo a C°2(Q).

CororvraRIO [II] - Sia k un inlero positivo; allora
i) CX(Q) é uno spazio di moltiplicatori per H*¥Q) se 0<X < n.
i) O%2(Q), 0 < a <1, & uno spazio di moltiplicatori per HE5:™Q).

i) 0% 2(Q) & uno spazio di molliplicatori per H*n+2a(Q).

Siano €, e Q, due aperti limitati di R”. Indichiamo con x il gererico
puanto in Q; e con y il generico punto in Q,.

TrOREMA [V] - Se w— Glx) & un omeomorfismo di classe C*, k intero
=1, di @, su D, Uapplicazione @ : u(y)— v(@) = (uoT)(x) & un isomorfismo
tra H»"Qp) e HM~Q,), per ogni intero 0 < h=<k —1 e per 0 <X <n -} 2.

Diy. - Indichiamo con J() e J'(y) gli Jacobiani delle trasformazioni
Yy =G e x="TF"y). Poiché questi Jacobiani sono limitati esistono due
costanti positive ¢, e ¢, tali che per ogni coppia di punti «, e ©, di Q, si ha

Cltey — | = | Bloey) — Bloes) | < 62| @0 — 22|
Da cib segue che per ogni xe€Q; e 3 p >0 ()
(1.10) 2(T@), e,p) C (), p)) C Ru(T(), €2p)

e, similmente, per ogni y&Q, e o >0

(L1 91(%"(@1), 5—2 )C Ty, 0) C 91(%‘1(?!), (%) .

(*%) Ricordiamo che Q) =T, ) NQ e Qy,p)=1Iy,po) Ne.
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Ricordiamo inoltre che se x— G(x) & un omeomorfismo di classe CF,
Papplicazione ¢ :u(y)— v(®) = (voT)(x) & un isomorfismo di H¥Q,) su HMQ,)
per ogni intero 0 <h <k.

Supponiamo h =0. Sia u(y)e L2N(Q,) e v(x) == u(T(x). Per quanto si &
detto sopra, v(x)e L*(Q,) e per ogni x,€%, ¢ p >0

| v(a) — v, *da < f P(oe) — [4®)] ou i@, cp) A2 =

O1{®oy 0) 1(&o, 0)
= | w(g) — [“]aug@ ap P17 | dy=c J | uy) — (¥ axg, oo 7y =
(i@, ) Do), e20)

<0650 | e, -
Quindi vx)e L&H(Q,) e
(L.12) lvlgenn) = clule v, .

In modo perfettamente analogo si dimostra la maggiorazione contraria.
Il teorema & quindi dimostrato per kb = 0.

Sia, in generale, k>1 e h un intero verificante la relazione 1 <h <
<k—1. Sia u(y)e B (Q,) e vx) = u(G(x). Per quanto si & detto sopra,
ve HMQy) e si ha la maggiorazione

(I1.13) 1o late) = cf ularq, -

Inoltre le derivate D¢u, con [s|=h, appartengono a £®(Q,), quindi, per
quanto si & dimostrato precedentemente, D% o G(x)e £24(Q,) e si ha la mag-
giorazione

(I.14) | DPu o Glx) UX(Q’K)(QI) <¢ [[ Déu ”2(2, M)

D’altra parte, una qualunque derivata D"™o(x), con |m|=h, & una combina-
zione lineare di funzioni Dsu o Glx)

Do(x) = X DPu o Blw) « asx)

isi<h

nella quale i coefficienti a,(x) appartengono a CY(Q) (). Ne segue {cfr teor.
[IV]) che D™u(x)e £2M(Q,) e si ha la maggiorazione

8 =Hh

(L15) [ D™l ) <o {fulaion + E | Do T@) s, |-

(3%} Questo per Pipotesi che 'omeomorfismo x — %(x) sia di classe &
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Dalle (1.13), (1.15) e (1.14) si deduce che
(E.16) lvlatnay = cf wlahray-

In modo analogo si dimostra la maggiorazione inversa. Il teorema & comple-
tamente dimostrato.

ArpENDICE II.

Dimostrazione del lemma [9.1].

Sia Q, una sfera strettamente contenuta in Q, 5, la distanza di Q, da
0Q e @, un aperto verificante la condizione @, C CQ,CCQ e dist [5_20, [}91] e

= dist [@,, (Q) = 2)3 Dal teorema [9.I] segue che
(IL.1) Z ” D]'U’ “;;(2, n—2)(0,) = oy, @, ) { ‘7‘-‘ “ D]‘M H;;z () + Z]: “ f] ”L(Z,”—O‘) ) } .
i

Il lemma [8.11], ove si assuma ;= { D}, e a; =/}, M= sup ||ai|ge.q g,
if ’

assicura che ;c,,e@o e per tutti i p dell’intervallo (0, #) ('r = %)

(11.2) E f l Di?/{/ -— { Dj?/t ;P ]2dw = ¢(v) % (;)""‘2 2 f ] Dju . {D]u }r de +
S " T

+ Mynta ? I D,uH;(z,n—aml) + rrte ? 7ill%ce, nta)(q)

Da (IL1) e (I1.2) segue che 3 x,€Q, e per ogni coppia p, r tale che
0<p <rs|§2£, 1<§£p

IL3) = f | Dju — { Dyu }, | dac < c(v) (g)zﬂ_z 2 f | Dju — { Dyu ), [*dae -+
" i, i

4 c(v, M, Q) pnte | 72[1 Dju “_ZD?(Q) + %} | 73 ”ft(z, nda) () Jopntae,

Nello stabilire questa maggiorazione si & tenuto conto dell’inclusione
}:(29 %—'—d)(Q) C L(27 "_“)(Q)_

A questo punto applicando il lemma fondamentale [6.II] ¢ un tipo di
ragionamento ormai standard (vedi ad es. la dimostrazione del teor. [9.II])
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si ottiene che
(IL4) S D llgea,ntargy 00V % @i, Q) LS| Djte [y + B Filocenta gy |-
] ] 7

Quindi, per le proprietd degli spazi S(M(Q), D,-ueC":%(ﬁo) Gj=1,..,n).
D’altra parte (*

(IL5) sup | Djus [* < oo, L) {| Dl -+ 1 Djte o, 25,0} <
Qo
< (e, Q) { H Diu HZ?(QO) + ]H Dju mi’,(Z, n-+6)(0,) } s (,7 = 17 27 ey T

Dalle (IL.4) e (I1.5) segue la tesi del lemma.

AppPENDICE III.

Complementi relativi al n. 16.

Siano @, e Q, due aperti limitati di 1R*. Indichiamo con = il generico
punto di @, e con y il generico punto di @,. Indichiamo con p = p(A) la
funzione cosi definita

n(d) =0 se 0 < A=n

_7\—-—72

WAy = 5 sen <<A=n+42

uw(h) =, o fissato nell’intervallo (0, 1], se X = n.

Sia w(x) una funzione di H'(Q,) la quale, / ()€ HYQ,), verifica

(3Y) Sia v € C%B(R), 0<3=<1, e p==1. Per ogni coppia di punti x, y € @
[ui@) [P =27 | | u(ex) —uly) i? + [ uly) |7 | =
=27 | uliBopGg) |@—yrB+|uly) 1| = c[dinm. Q1B |{u|Es, 8 + uly) 7 ].
Integrando rispetto a y su
ul) [P =e@ 8 p){|llu H’%":B(ﬁ) +ulffpq) YrEQ.

Da questo discorso segue, in particolare, il fatto ben noto che in C%B(Q) sono equivalenti

tutte le morme
Hwllze ) + 1l wlllene@y, P=1.
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la relazione

(IIL1 p> f a2} DjuD pdc = Xf fiDjeda
K id
dove fje L=N(Qy) e ax) e CoHQ,).

Sia & — B(x) un omeomorfismo di classe C%¢ di @, su Q,. Indichiamo
con Jx) e JHy) gli Jacobiani delle trasformazioni y = G(x) e x = T Y (y)
E noto che, nelle ipotesi fatte sull’omeomorfismo G, Papplicazione ¢ :v(y)—
—voG(x) & un isomorfismo di HY(Q,) su HYQ,) e di HI(Q,) su HYQ,).

Poniamo

vYy) = 1o G Hy)

ve H'(Q,) e dalla (I1I.1) si ricava che, %/ $ e H;(Q,), la funzione o(y) verifica
la relazione

th:c f bur(¥)Drv Dypbdy = S f FyDuddy
Qy h Q2
dove

(IIL.2) Fuly) = ?(f 10 SNy + (Dfn o NY) - I )

(IL3)  baxly) = 2 (a5 0 T7)Y) « (DjGn o T7)) + (DiTr © T™)(y) - J ().

7

Verifichiamo che by, e 0%#(Q,) ed Fy e £&0(Q,).
Le funzioni a; appartengono a C%»(Q,), G~ & di classe C%* e quindi
0%t e 0o #(Q,). Daltra parte

(DB o THY) - (DfTr o B H() » I (y) € O% Q).

Da cid segue che by € Co v (Q,).

Per quanto riguarda la funzione Fp(y) si ragiona in modo analogo:
fix)e £2M(Qy) e G & di classe C»¥Q,) quindi (App. I, teor. [V]) (fio G Ny) €
€ £2M(Q,). D’altra parte

(DyGn o T Ny) « J 7 (y) € Co .

Per il teorema [IV] della App. I si conclude allora che Fyly)e $=M(Q,). Sem-
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pre per i teoremi [IV] e [V] della App. 1 si ha la seguente maggiorazione

1 Fn(y) |8@ay = ¢ Fr o B(@) o,y =
(ITL.4)
7

<ec2lfileenr )
J(x) “,Wv 20, o j Ifilse

Similmente, se la funzione u(x)e HYQ,) verifica % ¢ € HY(Q,) la relazione

i

)] f ai{(@) Dy Dypdae = — f fedx.
121

con fe H5YRQ,) e ayx)e OF+H Q) e se Vomeomorfismo o -— Glx) & di classe
Ck+2 v allora la funzione

oY) = 1o TT(Y)

appartiene ad HYQ,) e verifica, % ¢ e HYQ,), la relazione

47
Qs

3 f bif(y)Dyw D;§ dy = — f F(y)d(y) dy
Q2

dove i coefficienti b;;, dati dalla (I11.3), appartengono a C*+%-#Q,) e la funzione
Fy) =(fo T (y) J ), in virti dei teoremi [V] e [IV] della App. I, appar-
tiene ad H** ;). Anche in in questo caso si ha la maggiorazione

32 1
(IIL5) 1 Fy) ﬂHM(m)S( Yo 1 F o G laknay = ¢ Hf i) =(*

0y

<c|flatnay-

BIBLIOGRAFIA

11] 8. AemonN, Lectures on elliptic boundary value problems, Van Nostrand Mathematical
Studies, Princeton, New Jersey.

[2] 8. Agmon . A. Dovaris - L. NIRENBERG, Estimates near the boundary for solutions of
elliptic partial differential eguations satisfying general boundary conditions. I, Comm.
on Pure and Appl. Mathem. vol, X1I, 1959.
Idem. II, Comm. pure and appl. Mathem., vol. XVII, 1964.

(32) Cfr. App. 1, teorema [V].
(3%) Cfr. App. I, Corollario [II].



8. Campanaro: Equazioni ellittiche del II° ordine, ecc. 381

[8] S. Campawaro, Proprietd di hélderianita di aleuwne classi di funzioni, Ann. S.N. Sup.
Pisa vol XVII, 1963,

[4] 8. CampavaTo, Proprieta di una famiglia di spazi funzionali, Ann. S.N. Sup. Pisa
vol. XVIII, 1964.

6] 8. Campanaro, Teoremi di inferpolazione per trasformazioni che applicano Lr in Cha,
Ann. 8. N. Sup. Pisa, vol. XVIII, 1964.

[6] 8. CampanaTo - M.K.V. MurtHY, Una generalizzazione del teorema di Riese - Thorin,
Ann. 8. N. Sup. Pisa, vol. XIX, 1966.

[7] 8. Campanaro, Caratierizzazione delle tracce di funzioni appartenenti ad una classe di
Morrey insieme con le loro derivate prime, Ann. S.N. Sup. Pisa, vol. XV, 1961,

[8] S. CampaNATO, Proprietd di inclusione per spazi di Morrey, Ricerche di Matem., vol.

. XTI, 1963.

9] A. DouaLis - L. N1RENBERG, Inierior estimates for elliptic systems of partial differen-
tial equations, Comm. Pure and Appl. Mathem vol. VIII, 1955.

{10] P. JouN - L. NIRENBERG, On functions of bounded mean oscillation, Comm. Pure and
Appl. Mathem , vol XTIV, 1961.

[11} B. MacexEs - G. StaMprACCHIA, I problemi al conforno per le equazioni differenziali di
tipo ellittico, Ann. S.N. Sup. Pisa, vel. XTI, 1958.

[12] N.G. M=vers, Mean oscillation over cubes and hilder continuity, Proceedings Amer.
Math. Society, vol. 15, 1964.

{13] O. Miranpa, Sui sistemi di tipo ellitéico di equazioni lineari a derivate parziali del
primo ordine, in n variabili indipendenti, Memorie Acc. Inncei, vol. 111, 1952.

[14] C. MiraNDA, Equazioni alle derivaie parziali di tipo ellittico, Springer-Verlag, Berlin,
1955.

[15] G.B. MorrEY, Second order elliptic system of differential equations, Coniributions to
the theory of Partial Differential Equations, Ann, of Math. Sludies No 33, Princeton
University Press, 1954.

[16] G. STaMPACCHIA, 2(0,%) spaces and interpolation, Comm, pure and appl. Math., vol. XV1I,
1964.

{17] L. Bers - F. Jou~ - M. ScHECHTER, Parlial differential equations, Liectures in Applied
Math., vol. 11T, New York . Publ. Wiley, 1964,




