
Anwendung linearer Integralgleichungen 

a,uf Probleme der Statik. 

V o n  L.  ~[OLZER 111l(:] ]~. MELAN (in Wien). 

Die libliche Theorie statisch unbest immter Systeme setzt die unbeschr'~nkte 
Gtiltigkeit des Hook ~ schen Gesetzes voraus. Die Erfahrung lehrt aber, dass der 
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen bei einem einachsigen 
System in a]lerdings noch immer idealisierter, aber bedeutend zutreffenderer 
Weise dureh das in Abb. 1 dargestellte Diagram gegeben ist. Unter Zugrun- 
delegung dieses funktionellen Zusammenhanges wurde yon dem zweitgenannten 
der Verfasser eine Theorie statisch unbest immter Faehwerke entwickelt. Fttr 
die Praxis ist abet die Untersuchung yon Systemen, die aus biegungssteifen 
Staben bestehen, viel wichtiger als jene yon Fachwerken. In der Tat haben 
einige Lander  wie z. B. Oesterreich 
und Deutschland in den einschl~tgigen 
Best immungen die Berechnung solcher 
Systeme im t tochbau unter  Annahme 
plas t isch-elas t ischen Verhaltens des 
Materiales vorzunehmen gestattet. Es 
mug aber nicht unerwiihnt bleiben~ dass 
es an einer exakten Begrilndung der 
Theorie ftir biegungssteife Systeme, die 
in einigen Punkten  yon jener  der •ach- 
werke abweieht, bisher gefehlt hat. 

Wir  tibertragen wie iiblich den in 
Abb. 1 darges~ellten Zusammenhang 
zwisehen Dehnung and Spannung ftir 
den einaehsigen Spannunszustand auch 
auf den Zusammenhang zw~sehen der 

~cr 

Abb. 1 

Aenderung k des Winkels zweier be. 
nachbarter Quersehnitte des gebogenen Stabes und dem Biegungsmoment u. 
Wi t  k0nnen also in Abb. 1 an Stelle yon s und o . . .k  und u setzen~ und 
erhalten demnach ftir einen Punkt  x der Stabachse, in welchem u(~c) innerhalb 
des Intervalls 

I,(~) + c(~)~(x) < u(~) < l~(~) + ~(x)~(x) 
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mit l,(x} ~ l.~(x) liegt, die Beziehung 

k(~) = ~u(x) + z(~), 

wobei l,~ l~, ~ und c Gr0ssen sind~ welche yon der Formgebung des betref- 
[enden Querschnit tes und den Materialkonstanten, nieht abet  yon der Belastung 
abhlingen. Die Aenderung des Winkels  zweier benaehbar ter  Querschnitte,  im 

folgenden kurz als Biegung bezeichnet, besteht demnach aus zwei Tei len:  
eiItem elastischen Anteil, welcher  dem biegenden Moment 'proportional ist, ~tu, 
und einem bleibenden Tell z. c and ~ sind stets positive GrSssen. 

Betra.chten wir nun  s~mtliche GrSssen u, z als Funkt ion  nicht  nur  yon x, 

sondern auch yon einem Parameter~ etwa der Zeit l, sehreiben also genauer 

u(x, t), z(x, t), so gilt ftir h inreiehend kleine h 

~,(~} + c(x)z(x, t + h) < u(x, t -4 h) < l~(x) + s(x)z(x, t + h), 

k(x, t + h) ---- ~u(x, t + h) + z(x, t h) 

mit der  Bedingung z(x, t + h) -=- z(x, t}, d. h. c~t - -  0. Bemerkt  sei~ dass unter  

den part iel len Ableitungen nach t immer  die voruar t s  genommenen partiellen 
Differentia.lquotienten zu verstehen sind. Die bleibende Winkel~.nderung bleibt 

~u 
demnach in diesem Fatle, unabhlingig ob ~ 0  ist, unveri~ndert. 

Erreicht  aber u eine der beiden Grenzen des Intervalls,  ist also entweder 
l,(x) ~- c(x)Z(x, t) ---~ u(x,  t) oder u(x,  t) = 12(x ) + c(x)z(x, t), so gilt, wenn an der 

~u ~u ~z 
untern Grenze ~ - > 0  oder an der obern Grenze ~ < 0  ist, wiederum ~ 0 .  

~u 3u 
Ist jedoch an der untern  Grenze ~ < 0 oder an der obern ~ >  0, so wird 

~t ~t " 

Nut1 sei aagenommen,  dass die Biegungsmomente in einem statiseh nn- 

best immten Systeme bet einer gegebenen ausseren Bela.stung durch y(x, t) 
gegeben seien, wenn nach tier tiblichen Theorie die unbeset~rankte Gtiltigkeit 

des Hook ~ schen Gesetzes vorausgesetzt wird. Unter  Annahme des oben beschrie- 

benen Zusammenhanges  zwisehen Biegung und bic-gendem Moment mSgen bet 
derselben aussern Belastung die 31omente u(x, t) ~uftreten. Liegen dann im 

Augenblicke bereits bleibende Biegungen z(x, t) vor, so gilt 

(1) ]a(x, ~)z({, t)d~ d- u(x,  t) -~- y(x, t) 
g 
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ftlr j eden  P u n k t  der Stabachse. a{x, ~) stellt sonach das Biegungsmoment  an 
der Stelle x vor, wenn ]ediglich an der Stelle ~ die bleibende Biegung 1 aufge- 
treten ist. Wir  bemerken,  dass sich unschwer  beweisen litsst, dass 

t °) der Kern a!x, ~) symmetr isch  ist, d. h. a(~, ~ ) =  a(~, x,) ist. 
2 °) dot Kern positiv semidefini t  isL demnach  ftir jede integrierbare 

Funk t ion  f(x) 

0 

gilt. 
Wir  setzen ferner  noch voraus, dass y(x, t~ eine ftir ~ _ < x ~  und jedes t 

definier te  Funk t ion  ist, die ~orti~ufig nur  der  Bedingung  zu gentigen braucht ,  
dass sie fiir jedes x und t naeh t einseit ig differenzierbar ist. Dieselben Eigen- 
sclmften postul ieren wir h ins icht l ich  tier Differenzierbarkei t  yon z(x, t) und  u(x, t}. 

Unter  ~y ~z ~u sind immer  die vorw~i,rts g e n o m m e n e n  Different ia lquot ienten 

yon y, z, u nach t zu vers tehen . ,Von  z postul ieren wir noch, dass diese einsei- 
tige Different ia t ion nach t in x gleichmi~ssig erfolgt. 

Wir  wollen sagen, da~ss u(x, t) bei festgehal~enem x in Zeit intervalleu,  
~u 

wo c ~ : 0  ist., zur Klasse A, in j enen  mit  c(x) Sz~t__~u~t zur Klasse B 

gehSrt. 

Es ist nati ir l ich nicht  m(iglich, die tats~.chlich auf t re tenden Biegungsmo- 
mente  u(x, t) in einem bes t immten  Augenbl ick zu best immen,  wenn  nu t  der  
Wer t  y(x, l) im Augenbl ick t u n d  nicht  tier ganze Ver lauf  der y(x, t) bis zu 
dem bet ref feaden Augenbl ick bekannt  ist. Nimmt  man  unbeschr~tnkte Gilt igkeit  
des Hook ~ scheu Gesetzes an, so ist diese Vorgeschichte  irrelevant.  Entsprechend  
tier Wil lki i r t ichkei t ,  mit  der  in der  Praxis  verschiedene m(fgliche Belas tungen 
auf e inander  folgen, l~tsst sich aber im al lgemeinen tiber die Funk t ion  y(x, t) 
niehts aussagen.  Es erscheint  daher  nachfolgender  Sa, tz, dessen exakter  Beweis 
das Hauptziel  der vor l iegenden Arbeit  bildet, yon besonder~r Bedeutung  fiir 
die Dimens ion ie rung  statisch unbes t immter  Systeme. deren Material die oben 
formul ier ten  Eigenschaf ten  besitzt. Wir  sprechen diesen Satz wie folgt aus :  
Bei einem Syslem, dessen Material den in Abb. 1 dargestellten Zusammenhang 
zn:ischen Biegung und Biegungsmoment besitzt, we.rden sich naeh einer hinrei- 
chend grossen 2nzahl yon Belaslm.tgs(~,nderungen schliesslich solche bleibende 
Biegungen einsteilen~ die sieh bei weiteren Belaslungsweehseln nieht mehr ~ndern 
werden~ soferne nur die Funktion fi~r jedes x, t stets zn'ischen den Grenzen 

mi(x) <= y(x, t) < m~(x) 
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e ingeschlossen  i s t  u n d  

gil l .  Es werden also nach ether hinreichend grossen Zahl yon Wechseln der 

Belastung, demnach nach Ablauf ether h inre ichenden Zeit nu t  mehr  rein ela- 

stische Formanderungen  auflreten. Die schliesslich eingetretenen bleibenden 

Biegungen liegen dabei unter  ether endliehen Schranke.  
Das vorerwahnte  Problem tier technischen Mechanik flihrt somit auf die 

l ineare Integralgleichung erster  Art (1) mit symmetr isehem positiv semide- 

finiten Kern. Hiebei ist u(x, t) an die Bedingung gebunden 

(21 ~,(x) + ~(x)z(x, t) g u(x, t~ ~ l~(x) + c(x)~(x, t) 

mit gegebenen stetigen Funkt ionen l~(x), l~(x~), c(~v), wo l~(~)~l:,{x) und c ( x ) ~ 0  

im ganzen Grund in te rwl l  [~, ~] gilt. 
Wit  erw~hnten schon:  z soll nach t einseitig differenzierbar sein und 

zwar gleichm~tssig in x, d. h. es soil 

~z 
z(x, t + h) - -  z(x, t) = h ~ + h~(h, t, x) 

(h ~ 0) mit folgendem Gesetz fa r  ,a(h, t, x) gel ten:  Bet vorgegebenem z ~ 0 
kann !~(h, t, x) l ~ e du tch  h ~ ~(t~ ~) erreicht  werden, wo ~ yon x nieht a'bh~ngt. 

I. 

Ersetzt man in (1) das Argument  t in y, z, u dureh t ÷ h, subtrahiert  

man (1) und setzt man 
y(~, t +  h) - y ( ~ ,  t )=  ~(~,  t), 

analog Az, 5u~ so bleibt : 

(3) Ia(x, ~)~z(~, t)d~ + ~u(x, t) = ~y(x, t). 

Postul ieren wir ausser den bereits erwlthnten Bedingungen noch die Ste- 
tigkeit yon z(x., t) nach beiden Verii.nderlichen zugleieh, dann kSnnen wir 

behaupten :  die Gleichung (3) hat nur  eine L(isung. 
Dies scheint sehr auffallend, da zwei unbekannte  Funkt ionen 5z(x,  t) 

und Au(x,  t) auftreten.  
Wir  zeigen, dass bet Annahme zweier Funk~ionensvsteme 

(4) ~z  ~ 5% ~ u  =. ~ 'u  ; ~z  := 5'% 5 u  ~ A"u, 
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sieh 5'z = h"z ergibt. Daraus  folgt dann  

A'u ---- A"u. 

(5) 

Einsetzung der beiden Systeme (4) in (3) und Subt rak t ion  gibt :  

j a ( x ,  ~)(a'z - -  :~"z)d~ + ~ ' u  - -  A"u = O. 

Division yon (5) du tch  h und  Grenzfibergang h ~ + 0 gibt, wenn  analog 
wie fri iher : 

51zl _~ z'~x, t + h) - -  z'(x, t) l ~z' 
h I,~-+o- h [~_+o ---= 

ebenso 
A'+z [ --__~z" 

gesetzt wird, ~hn l i ch  
~U' ~U" 
3t ' 3t 

definier t  werden : 

(6) ~+' a S +  o. 
(x, ~) ~ i  ~t ~t ~t - -  ,J 

i f ,  

Mit den Abktirzungen 

~z' ~z" 8u' ~u" 
~ t  S t '  X - -  St ~t 

sehreibt  sieh (6) kilrzer:  

(6~) ]a(~, ~)~(~ t)~ + ×(~, t ) =  o. 

Die einseit ige Different ia t ion naeh dem Paramete r  t un te r  dem Integral-  
zeichen rechtfer t igt  sich naeh der obigen Annahme  fiber gleichmi~ssige einsei. 
tige Differentiat ion.  

3Iultiplika,tion yon (6a) mit  ~(~c, t) und Integrat ion i]ber [~]  gibt :  

(7} 

oder in sofort versti~ndlicher Sehre ibung 

(7a) I '  + I "  = 0. 
1 °) Nun gili 

(8) r >~ 0. 
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Beweis :  a(x, ~) ist positiv, semidefinit.  

2 °) ~(x, t) :4:0 k~nnte nu t  in zwei Fi~Ilen eintreten:  

~) wenn h'u(x, t) und A"u(x~ t) beide zur Klasse B gehi~rten. Daml wi~re 

~(x, t)x(x, t) = c(xK~(z, t) > 0 
wegen c(x) ) O. 

~) Wenn  z. g.  h'u zur Klasse A, aber A"u zur Klasse B gehSrte. Dann 

w~re 

8z' ~u " ~z" 
8-7 --~ O, sgn. -~-F, = sgn. ~t 

Es bleibt  

(9) 
somit 

(9a) 

~(~, t) x(x, t) > o, 

r '  ~_ o. 

Aus (9a)~ (8) und (ta) folgt sofort :  

[ '  --=- [ "  = O. 

Aus [ " ~  0, wo der Integrand nach (9) nicht nega t i v i s t ,  darf  nicht ohne 

weiters  geschlossen werden:  ~(~, t)x(x, t)~---0, du diese Funkt ion  im allgemeinen 

unstet ig ist. 
Erwltgen wi t  die Sache z. B., wenn ftlr x - - x ,  die Funkt ion u'(x, t) die 

obere Grenze erreicht  ttnd gleichzeitig u' yon der Klasse B ist. Dnnn ist 

Sei ftlr ein h ~> 0 
A'z(x,, t) : h y  + h ~ ,  

wo ~i der vorhin gegebenen Bedingung ftir a gentlgt, also fttr hinreichend 

kleines h 

7 (lOa) a'z(x,,  t) > h 

ist. 
YVeiter gilt ftir hinreichend kleine h und jedes  x mit :¢ ~ x ~ ~ wegen 

der gleichmassigen einseitigen Differenzierbarkeit  yon z nach t in x, da 
3z" 
- - ~  0 ~uf Grund unserer  Voraussetzungen is t :  

(lOb) A'z(x, t) ~ 2h ~ .  

Wir  nehmen h yon vornherein so klein an, dass sowohl (lOa) a.ls auch (lOb) 

erftillt ist, halten abe t  dieses h fest. 
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Die Ungle ichnng  (lOa) mit x start x~ gilt dann  wegen  der  S te t igke i t  yon z, 

in e inem ganzen In te rva l l  ~ ~ x = <  }, mi t  % < }~ nnd % ~ m t =< ~:. 

In  dem In te rva l l e  [%, }~] gilt also bei  dem n u n m e h r  f e s tgeha l t enen  h > O: 

oder  

2h ~z' -;h ~ / > ~ -  

~z' 
a-7> > o .  

In  den ande ren  F~.tllen ist die Reohnung  ganz ahnlich.  

W i r  kt innen sagen : tri t t  ~-  :~= 0 ftir x - -  x, ein, so gilt dies bei festge- 

ha l t enem t ftir ein ganzes In te rva l l  [%, ~,] yon ac mit x l als E lement  u. zw. so, 

dass ~-  i n  [7%, ~] naeh  un t en  besehr~tnkt ist. 

e X  Darans  folgt sofort  : gibt es t iberhaupt  W e r t e  x mit  ~(, , l) 4= 0, dann  auch  
mindes tens  ein In te rva l l  ~' <~ x ~< }' mit  

t ~ ( z , t ] >  ~ >o .  

Nun  fl lhren wir  de~t Bewe i s  zu Ende,  indem wir  ze igen:  da  I . . . .  0 ist~ 
so ist ~(x, t ) : :  0. 

W i t  f i ihren die Gr~sse lP~ die un t e r e  Grenze yon c(x) in [% ~8] ein. Es  

ist P > 0, da  c(x) im Gesamt in te rva l I  posi t iv  und  stet ig ist. Im  Tei l in ter-  
val le  [£}'] b le ib t  : 

~(x, t)x(x, t) - -  ~(x)~(x, t) > ~ r  > o. 
Sofor t  folgt  : 

I" >=f~(x, t)×(< t)dx ~ ~:h~'-  o:') > 0 
66 r 

im W i d e r s p r u c h  zu (10). 

Es folgt 

also wegen  

~Z' c~z" 
~t  - -  ~ t  

h 

= J  N (x,, t + s)ds 
0 

und  der  ana logen  Fo rme l  ftir A"z@, t}: 

{11) A'z : A"z, 
was zu bewe i sen  war.  

A t ~ n a l i  r2i Matemc~tiva+ Serie~ IV~ ~omo XVI.  35 
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Bleibt die Punkt ion 

Grenzen 
(12) 
wobei die Bedingung 

II. 

y(x, t) immer  zwisehen den yon t unabh~tngigen 

. ~ ( x )  <__ y (x ,  t) < ,..~(x), 

~n,(x) - ~n~(~) = z~(x) - ~(~)  

geniigt, so gibt es eine Funkt ion )(x), so dass fiir 

z(~, t,) = ~(x) 
~z 

sich ~ ~ 0 ergibt. 

Dariiber hinaus ergibt sich" z(x, T ) =  z(x) ftir T >  to, d. h. ftir t >  t o ~ndert 

sich z nieht  mehr.  

Wi t  setzen 

t +/ a(x~, ~)z(~, + mgx) = l~(x) + c(x)~(~) t)d~ v(~, t), 

Setzt man in (12) ftir y(•, l) den Wer t  aus (1), hingegen ftir m~(x) und m2{x ) 

den Wert  aus (14} ein, so bleibt:  

(15) l~(~c) +- c(x)z(x, t) + v(x, t) ~ u(x, t )G l~(x) + c(x)z~x, t) + v(x, t}. 

Vergleieh yon (15) mit [2) lehrt, dass u(x, t) bei positivem v(x, t) nut  die 

obere Grenze des Bereiches (2) annehmen kann, bei negativem v(~c, t) nur  die 

untere  Grenze. 
~z < 0 ist, Also an der  unteren  Grenze ist sicher v(x, t)<__ 0, da aber dort ~-~ 

~z so folgt v(x, t)~} >= 0. Analog beweist sieh dieselbe Ungleichung aueh fttr die 

~z 
obere Gremze. Gilt in (2) kein Gleiehheitszeichen, so ist ~ = 0 ,  also gilt 

al lgemein : 
~z 

(16) v(x, t) ~ / >  o. 

Sei v(x, t )~O fttr jedes x. Identiti~tszeichen sollen yon jetzt ab Gleichheit 

ftir jedes x bei festgehal tenem t bedeuten. 
Wir  setzen dies in die erste der Gleichungen (14) ein. Statt  ,m~(x)-  l~(x) 
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sehreiben wir q~(x). Da der Parameter  t dann nur  mehr 
sehreiben wir  dafttr z(x). 

in z(x, t) vorkommt, 

Es bleibt die l ineare Integr~lgleichnng drifter Art :  

(17) c(x)z(x) ÷ ]a(x, ~)z(~)d~ = ~(x). 
9~ 

Im folgenden sei unter  V C(X), Vc(x,)c(~) die positive Quadratwurzel ver- 

standen. Wir  dividieren (17) dutch  Vc(m). Hier  wird die Voraussetzung c(x) > 0 
angewendet.  3lit 

a(z, %(x) v(z) 

geht (17) in die l ineare Integra,lgleiehung zweiter Art :  

(18) 

iiber. 
Der Kern b(x, ~) is t :  

f 

O; 

1 °) symmetriseh. Dies ist tr ivial;  
2 °) positiv semidefinit. 

Beweis zu 2°). Mit f(x)-= f~(x)Vc(~c) wird aus 

we f(x) eine beliebige integrierbare Funktion bedeutet : 

}( [(f) - . i  _ >= o. 
9; O; 

Als symmetrischer positiv semidefiniter Kern hat b(x, ~) nur  positive Eigen- 
werte, daher ist - t  kein Eigenwert.  Also ist naeh dem Grundtheorem tiber 

Integralgleichungen die Gleichung (18) somit auclh (17) eindeutig lifsbar, z(x) 
sei die I,Ssung yon (17). 

Damit ist zun~ehs~ z(x) eingeftihrt. 
Nun zeigen wir, dass die Punkt ion z(x, t) bei Verlauf yon y(x, t) gem~,ss 

G1. (12) jedenfalls z(x) nahezukommen strebt. 

W i t  ersetzen in (17) z(x) dureh seinen Wert  z(m) and addieren die erste 
Gleichung (14). Nit  der Abktirzung 

w(x, t ) = - ~ ( x ) -  z(x, t) 
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ble ib t  : 

Aus  v(x~, t) ~- 0 folgt w(x, t) ~ O~ da b(x, ~) nicht  den E i g e n w e r t  --- t hat. 

Also z(x, t) =---z(x) hat  ~v(x, t) := 0 zur Folge.  Umgekeh r t  folgt aus ~v(x, t) -~ O, 

dass  z(x, l ) ~  z(x) ist.. 

Nit 

d. h, 

oder  en t sp rechend  

I = f v ( x ,  t)w(x, t)dx, 
o; 

fo lg t :  

I =: L~ -t- L 2 

1 °) Es ist I>_~0. Denn  es g i l t :  
L, ~ 0 ,  da a(x, ~) posi t iv  semidef in i t  ist und 

L 2 >~ 0 wegen  c(m) > 0. 
2 °) I-----0 hat  L~ = Le = 0 zur Folge.  

Aus  L. 2 =;c(m)~v~(x, t)dx--= 0 folgt, da c ( x ) >  0 und w(a~, t) s tet ig ist" 3 ° ) 

w(x, l) = O, also v(x, t) .=_ O, d. h. z(x, l) -= z(x). 
Aender t  slob v um hv, also w um 

(20) ~,v = -  ~z(x, t), 

so ergibt  s ieh eine A e n d e r a n g  yon I u m  A/, wobei  

(21) 

oder  kurz  

ist. 
:Nun ist a b e t :  

(23) 

M = K, + K~ + K,  
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Einsetzen yon v aus (19) in das Integral  K~, yon hv aus (23) in das 
Integral K. 2 von (22} zeigt, dass K~ ~ K 2 ist, und gibt:  

f* 

(24) AI ~--j(2v + Av)Awdx. 

Division yon (24) dutch h und Grenztiberganz h ~ - k 0 ,  gibt, da 'wegen (20) 

~w 3z ist : 
~ - -  ~t 

' "~t - -  ~ dx, 

also wegen (16): 

(26) -aI < 0. 
3t--~ 

~Ian sieht, dass mit waehsender  Zeit [ nicht zunimmt. Im al]gemeinen 

wird also z(x, t) gegen ~(x) zustreben. 

Ist I sehliesslieh, etwa. ftlr t ---:- t~, Null geworden, so gilt z(x, t¢,) ~ z(x). 

Fiir ein t ~ t,> ist welter  I ~  0, somit w(x, t)~---0 oder z(x, t )~z(x) ,  es ist 

3z 
damit die letzte aufgestellte Behauptung bewiesen, dass dann 3~ ~ 0  und 

5z----0 ist. Ist dieser Grenzfall erreieht, so treten weitere bleibende FormEn- 
derungen nieht mehr  hinzu. 


