Anwendung linearer Integralgleichungen
auf Probleme der Statik.

Von L. Horzer und BE. MELAN (in Wien),

Die iibliche Theorie statisch unbestimmter Systeme setzt die unbeschriinkte
Giiltigkeit des Hook’schen Gesetzes voraus. Die Erfahrung lehrt aber, dass der
Zusammenhang zwischen Spannungen und Dehnungen bei einem einachsigen
System in- allerdings noch immer idealisierter, aber bedeutend zutreffenderer
‘Weise durch das in Abb. 1 dargestellte Diagram gegeben ist. Unter Zugrun-
delegung dieses funktionellen Zusammenhanges wurde von dem zweitgenannten
der Verfasser eine Theorie statisch unbestimmter Fachwerke entwickelf. Fir
die Praxis ist aber die Untersuchung von Systemen, die ans biegungssteifen
Stiben bestehen, viel wichtiger als jene von Fachwerken. In der Tat haben
einige Liander wie z. B. Oesierreich
und Deutschland in den einschligigen g
Bestimmungen die Berechnung solcher
Systeme im Hochbau unter Annahme
plastisch - elastischen Verhaltens des
Materiales vorzunebmen gestattet. HEs
mag aber nicht unerwithnt bleiben, dass
es an einer exakten Begriindung der

Theorie fiir biegungssteife Systeme, die
in einigen Punkten von jener der Fach-
werke abweicht, bisher gefehlt hat.

Wir tibertragen wie tiblich den in
Abb. 1 dargestellten Zusammenhang / [/ /f——-"7
zwischen Dehnung und Spannung fiir
den einachsigen Spannunszustand auch
auf den Zusammenhang zwischen der Aenderung % des Winkels zweier be-
nachbarter Querschnitte des gebogenen Stabes und dem Biegungsmoment u.
Wir konnen also in Abb. 1 an Stelle von s und o..% und @ setzen, und
erhalten demnach fiir einen Punkt « der Stabachse, in welchem u(x) innerhalb
des Intervalls

Abb. 1

I (o) = c(x)e() < ule) < I,(x) + cfx)e(x)
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mit 7 (x) < l,{x} liegt, die Beziehung
klw) = pufe) 4 2(x),

wobei £,, I,, p und ¢ Grossen sind, welche von der Formgebung des betref-
fenden Querschnittes und den Materialkonstanten, nicht aber von der Belastung
abhiingen. Die Aenderung des Winkels zweier benachbarter Querschnitte, im
folgenden kurz als Biegung bezeichnef, besteht demnach aus zwei Teilen:
einem elastischen Anteil, welcher dem biegenden Moment proportional ist, nu,
und einem bleibenden Teil 2. ¢ und p sind stets positive Grossen.

Betrachten wir nun s#mtliche Grossen #, 2 als Funktion nicht nur von «,
sondern auch von einem Parameter, etwa der Zeit {, schreiben also genauer
ufee, t), 2(x, f), so gilt tir hinreichend kleine &

L (x) + clx)z(x, ¢+ h) < ule, t + h) < (@) + cfx)e(x, -+ R),
Elx, t+ B) = pufee, ¢+ h) + 2lx, £+ B)
. . : B
mit der Bedingung 2(x, { -+ k) = 2z, {), d. h. 5—_-0. Bemerkt sei, dass unter
den partiellen Ableitungen nach ¢ immer die vorwirts genommenen partiellen
Ditferentialquotienten zu verstehen sind. Die bleibende Winkeldnderung bleibt

demnach in diesem Falle, unabhingig ob a.,—?ZO ist, unverindert,
v

Erreicht aber # eine der beiden Grenzen des Intervalls, ist also entweder
Liz) + e(x)e(o, 1) = ulz, f) oder wulx, t) = I(x) + ofw)lw, t), so gilt, wenn an der

) /
untern Grenze §1§>0 oder an der obern Grenze %%{-<0 ist, wiederum g—'::O.
¢
. y n u .
Ist jedoch an der untern Grenze ETA 0 oder an der obern Fri 0, so wird
¢

L ou
w5 =%

Nun sei angenommen, dass die Biegungsmomente in einem sfatisch an-
bestimmten Systeme bei einer gegebenen Husseren Belastung durch y(x, f)
gegeben seien, wenn nach der itblichen Theorie die unbeschriankte Giultigkeit
des Hook’ schen Gesetzes vorausgesetzt wird. Unter Annahme des oben beschrie-
benen Zusammenhanges zwischen Biegung und biegendem Moment mogen bei
derselben #ussern Belastung die Momente wu(x, f) auftreten. Liegen dann im
Augenblicke bereits bleibende Biegungen z(x, f) vor, so gilt

¢
(1) Jaee, E)2(E, A5 + ulx, §) = ylx, h

&
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ftir jeden Punkt der Stabachse. a(x, ) stellt sonach das Biegungsmoment an
der Stelle x vor, wenn lediglich an der Stelle § die bleibende Biegung 1 aufge-
treten ist. Wir bemerken, dass sich unschwer beweisen lidsst, dass
19} der Kern alx, &) symmetrisch ist, d. h. afx, §) = a(§, x} ist.
20) der Kern positiv semidefinit ist, demnach fiir jede integrierbare
Funktion f(x)
| Jatee, Bftwf(E)dnde = 0
xh
gilt.

Wir setzen ferner noch voraus, dass g(x, {) eine fiir « < < und jedes ¢
definierte Funktion ist, die vorliufig nur der Bedingung zu gentigen braucht,
dass sie fiir jedes « und ¢ nach { einseitig differenzierbar ist. Dieselben Eigen-
schaften postulieren wir hinsichtlich der Differenzierbarkeit von #(x, {) und u(x, #).
dy o2 ou
At
von ¥, #, « nach ¢ zu verstehen. Von z postulieren wir noch, dass diese einsei-
tige Differentiation nach ¢ in x gleichmiissig erfolgt.

Unter sind immer die vorwirts genommenen Differentialquotienten

Wir wollen sagen, dass wu(x, f) bei festgehaltenem z in Zeitintervallen,

2 L . o2  ou

wo X —0 ist, zur Klasse A, in jenen mit c(m)-—:o—w zur Klasse B
ot ’ o ot

gehort.

Es ist natiirlich nicht moglich, die tatsichlich auftretenden Biegungsmo-
mente u(x, {) in einem bestimmten Augenblick zu bestimmen, wenn nur der
Wert y(x, ) im Augenblick ¢ und nicht der ganze Verlauf der y(x, ) bis zu
dem betreffenden Augenblick bekannt ist. Nimmt man unbeschrinkte Giltigkeit
des Hook’ schen Gesetzes an, so ist diese Vorgeschichte irrelevant, Entsprechend
der Willkuirlichkeit, mit der in der Praxis verschiedene mogliche Belastungen
auf einander folgen, lisst sich aber im allgemeinen tiber die Funktion Yl ?)
nichts aussagen. HEs erscheint daher nachfolgender Satz, dessen exakter Beweis
das Hauptziel der vorliegenden Arbeit bildet, von besonderer Bedeutung fiir
die Dimensionierung statisch unbestimmter Systeme, deren Material die oben
formulierten Eigenschaften besitzt. Wir sprechen diesen Satz wie folgt aus:
Bei einemn System, dessen Material dewn in Abb. 1 dargestellten Zusamwmenhang
awischen Biegung und Biegungsmoment besitzl, werden sich nach einer hinyei-
chend grossen Aweahl von Belastungsinderungen schliesslich solche bleibende
Biegungen einsieilen, die sich bei weiteren Belastungswechseln nicht mehr dndern
werden, soferne nur die Punktion fir jedes x, t stets zwischen den Grenzen

m () < ylo, ) < mfw)
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eingeschiossen ist und
/m’a(w) - 9“2(%) é lz(x) _ li(q;)

gilt. Bs werden also nach einer hinreichend grossen Zahl von Wechseln der
Belastung, demnach nach Ablauf einer hinreichenden Zeit nur mehr rein ela-
stische Forminderungen auftreten. Die schliesslich eingetretenen bleibenden
Biegungen liegen dabei unter einer endlichen Schranke.

Das vorerwihnte Problem der technischen Mechanik fithrt somit auf die
lineare Integralgleichung erster Art (1) mit symmetrischem positiv semide-
finiten Kern. Hiebei ist u(x, {) an die Bedingung gebunden

2) 1 () + clx)z(x, 1) < ulx, §) < 1 x) + clxjz(x, 1)

mit gegebenen stetigen Funktionen 7 (x), I,(x), c(x), wo I (x) <l,(x) und cfx) -0
im ganzen Grundintervall [«, §] gilt.

Wir erwihnten schon: z soll mach ¢ einseitig differenzierbar sein und
zwar gleichmiissig in «, d. h. es soll

Zoe, t+h)—sloe, t) = h %

3 -+ holh, ¢, x)

(> 0) mit folgendem Gesetz fiir p(h, £, @) gelten: Bel vorgegebenem e >0
kann |p(h, ¢, x)| < e durch h < 3(f, ¢) erreicht werden, wo & von « nicht abhiingt.

1.

Ersetzt man in (1) das Argument ¢ in y, 2, w durch 7+ &, subtrahiert
man (1) und setzt man
Yle, t-+h) — g, 1) = Ayle, 1),
analog Az, Aw, so bleibt:
g
3) Jue, EARE, H7IE + Aule, 8) = Syl 1)

Postulieren wir ausser den bereits erwihnten Bedingungen noch die Ste-
tigkeit von #(x, f) nach beiden Verénderlichen zugleich, dann kOnnen wir
behaupten : die Gleichung (3) hat nur eine Lisung.

Dies scheint sehr auffallend, da zwei unbekannte Funktionen Az, f)
und Au(x, {) auftreten.

Wir zeigen, dass bei Annahme zweier Funktionensysteme

(4) Ag =A%z, Au=Au; Az = Az, Au=—A"u,



[
=7}
-3

auf Probleme der Statik

sich A’z = A"z ergibt. Daraus folgt dann
ANu=A"u.
Einsetzung der beiden Systeme (4) in (3) und Subtraktion gibt:
8
(5) J‘a(oo, EfA's — A"2)dE + A'u — Ay = 0.

[+4

Division von (5) durch % und Grenziibergang s — + 0 gibt, wenn analog
wie friiher:

_A_’z[ A, t+h)— d(x, )| o
Bojhesto h heeyo O
ebenso
Me) ¥
holn—eqo 0f
o4 ye o W du” .
gesetzt wird, dhnlich A definiert werden:
B a 4 a /! a 4 a i
/ % £ " %
(6) {Q@,aQﬁ_n?i%ﬁ-F§?-§?::a

Mit den Abkiirzungen
(e % % _ou 3w’
Ta W AT o
schreibt sich (6) kitrzer :
¢
(6a) Jafew, B O + xfe, f =0,

%

Die einseitige Differentiation nach dem Parameter / unter dem Integral-
zeichen rechtfertigt sich nach der obigen Annahme iiber gleichmissige einsei-
tige Differentiation.

Multiplikation von (6a) mit {(x, #) und Integration iiber [«8] gibt:

¥ s
g | fate, &, 056, e + felo, e, i =0

oder in sofort verstindlicher Schreibung

(7a) I'+1"=0.
1°) Nun gilt

(8) I'=0.
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Beweis : alx, £) ist positiv. semidefinit.
29 G, ) £ 0 konnte nur in zwei Killen eintreten :
o) wenn A'u(z, {) und A"u(x, f) beide zur Klasse B gehorten. Dann wire

Slee, By, 1) == c(@)C*(, 1) > 0
wegen c(x) > 0.
B) Wenn z B. A'w zur Klasse 4, aber A"uw zur Klasse B gehorte. Dann

wire
ii, =0, sgn. gu_” = son. ?f{ = — sgn. -aﬁi sgn. {y == — sgm. ai” giﬁl = 4 1.
ot ? ot = #’ o ot
Bs Dbleibt
(9) Sloe, 8) xloe, 1) 20,
somit
{9a) I"=0.
Aus (9a), (8) und (¢a) folgt sofort:
o= =0.

Aus I” = 0, wo der Integrand nach (9) nicht negativ ist, darf nicht ohne
weiters geschlossen werden: ((w, fjy(x, ) =0, da diese Funktion im allgemeinen
unstetig ist.

Brwiigen wir die Sache z B., wenn fiir x =, die Funktion u'(x, {) die
obere Grenze erreicht und gleichzeitig ' von der Klasse B ist. Dann ist

o7 o’

7 =1>0 = = O

Sei fiir ein A >0
Az, ) =hy + hp,,
wo p, der vorhin gegebenen Bedingung fiir o geniigt, also fiir hinreichend
kleines &

(10a) Nz, , ) > hg
ist.

Weiter gilt fir hinreichend kleine » und jedes x mit « <o < wegen
der gleichmissigen einseitigen Differenzierbarkeit von z nach ¢ in x, da

" .
~a-t—g() auf Grund unserer Voraussetzungen ist:

i

, 0z
(10b) AN, 1) < 2R T

Wir nehmen % von vornherein so klein an, dass sowohl (10a) als auch (10b)
erfiillt ist, halten aber dieses A fest.
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Die Ungleichung (10a) mit x statt o, gilt dann wegen der Stetigkeit von 2,

In dem Intervalle [a,, B,] gilt also bei dem nunmehr festgehaltenen % > 0:

%2 _ vh
ap 2 TP
h5>3

oder

% v
ﬁ>4>0’

In den anderen Fillen ist die Rechnung ganz #hnlich.
‘Wir kionnen sagen : tritt %_theo fir @ =, ein, so gilt dies bei festge-

haltenem ¢ fiir ein ganzes Intervall [a,, §,] von « mit «, als Element u. zw. so,

/

dass %? in [«,, B,] nach unten beschrinkt ist.

Daraus folgt sofort: gibt es tiberhaupt Werte % mit {(x, ) &= 0, dann auch

mindestens ein Intervall o' < <’ mit
|Cz, ] >4 > 0.

Nun fithren wir den Beweis zu Ende, indem wir zeigen: da I” =0 ist,
so ist Lz, §) = 0.

Wir fithren die Grosse I', die untere Grenze von ¢(x) in [o, 8] ein. Hs
ist ' -0, da cfx) im Gesamtintervall positiv und stetig ist. Im Teilinter-
valle [o'8"] bleibt :

e, tx(@, 1) = o), ) = 77T > .

Sofort folgt:

g
I' = [dfe, trfe, hdw = 77T — o) > 0

im Widerspruch zu (10).

Es folgt
o %"
a3
also wegen
b
Nefw, §) = / %—i (w, t+s)ds
0

und der analogen Formel fiir A"z, #)

{(11) Az = A,
was zu beweisen war.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo XVI. 35
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1L
Bleibt die Funktion y(x, f) immer zwischen den von ¢ unabhingigen
Grenzen
(12) () = yl, 1) = m,(w),

wobei die Bedingung
(o) — m, () = 1 (oc) — L, ()
geniigt, so gibt es eine Funktion z(x), so dass fiir
sle, t,) = 2(x)
sich z—j: 0 ergibt.
Dariiber hinaus ergibt sich: zlx, T)=z(x) fur T >1,, d. h. tir £ > ¢, dndert
sich # nicht mehr.

Wir setzen
3

(mi(m) = [,(2) + clx)z(x) + jaz{x, £)2(8, HdE + vz, 1),
(14) e

( m, (o) = (i) -+ c(w)el) + ja(m, EW(E, 1)dE -+ via, 1).
Setzt man in (12) fiir y(x, §) den Wert aus (1), hingegen fitr m {x) und m,(x)
den Wert aus (14) ein, so bleibt:

(15) L) +- claje(x, &) +vix, 1) < ulx, 1) < 1,(x) -+ clx)pie, ) + v, i)

Vergleich von (15) mit (2) lehrt, dass ufx, {) bei positivem v(x, f) nur die
obere Grenze des Bereiches (2) annehmen kann, bei negativem v(x, {) nur die
untere Grenze.

Also an der unteren Grenze ist sicher w(x, §) <0, da aber dort %%;0 ist,

so folgt v{x, t)-aa%go. Analog beweist sich dieselbe Ungleichung auch fur die

obere Grenze. Gilt in (2) kein Gleichheitszeichen, so ist g; =0, also gilt

allgemein :

QI

2
>
(16) vz, 1) 3 = 0.
Sei vfw, ) =0 fiir jedes x. Identititszeichen sollen von jetzt ab Gleichheit

fiir jedes x bei festgehaltenem ¢ bedeuten.
Wir setzen dies in die erste der Gleichungen (14) ein. Statt e, (x) — ¢,(x)
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schreiben wir ¢(x). Da der Parameter ¢ dann nur mehr in 2z, {) vorkommt,
schreiben wir dafilr z(x).
Es bleibt die lineare Integralgleichung dritter Art:

2
(17) clw)e(e) + ale, Ee(E)dE = vl
Im folgenden sei unter Ve(x), Ve(@)ef) die positive Quadratwurzel ver-
standen, Wir dividieren (17) durch Ve(x). Hier wird die Voraussetzung cf) > 0
angewendet. Mit

v e alz, ) ()
L) == . b Py N f e
st} = #(x)Ve(w),  b(,.§) Ve () Vi)
geht (17) in die lineare Integralgleichung zweiter Art:
(13) s(e) = 7,le) — v, EIsE)E
iiber. ’

Der Kern b{x, &) ist:
1°) symmetrisch. Dies ist trivial;
20) positiv semidefinit.
Beweis zu 2°). Mit f(x) = f,(x)Ve(x) wird aus

e g
1) = fote, Z)f(ef Qs

wo [(x) eine beliebige integrierbare Funktion bedeutet :
FE
1) = fate, B (@if (Bded = 0.
e 2
Als symmetrischer positiv semidefiniter Kern hat b(x, £} nur positive Bigen-
werte, daher ist —1 kein Eigenwert. Also ist nach dem Grundtheorem iiber
Integralgleichungen die Gleichung (18) somit auch (17) eindeutig losbar. z(x)
sei die Losung von (17).
Damit ist zuniichst #() eingefiihrt.
Nun zeigen wir, dass die Funktion #(x, {) bel Verlauf von ylx, {) gemiiss

Gl (12} jedenfalls z(x) nahezukommen strebt.

Wir ersetzen in (17) #(x) durch seinen Wert 2{x) und addieren die erste
Gleichung (14). Mit der Abkiirzung

w(e, 1) = 2(ax) — &, 1)
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bleibt :
{19) v, 8 = clwlee, 1) -+ ale, Il )z

Aus v(e, £ =0 folgt n(x, §) =0, da b(x, £) nicht den Bigenwert —1 hat.
Also #(x, t) = #(x) hat wix, {j=0 zur Folge. Umgekehrt folgt auns wix, fj =0,

dass z(x, {) = #(x) ist.

Mis
B
I= fu(oc, Hwlx, t)de,
d. h.
BE £
1 == |a{z, EwE, Hdxdt 4 jo{w)wg(x, tidx
oder entsprechend
I=L,+1L,

folgt :
1°) Es ist I =0. Denn es gilt:
L, =0, da a(x, §) positiv semidefinit ist und
L, = 0 wegen c(x} > 0.
20y =0 hat L, = L, =0 zur Folge.

-8
39 Aus L, = /c(ac}w?(w, Hdx = 0 folgt, da cfx) > 0 und wlx, {) stetig ist:

wz, §) =0, also vfx, ) =0, d. h. #(z, ) = ().
Aendert sich v um Av, also w um

(20) Aw = — Az(x, 1),
so ergibt sich eine Aenderung von I um Al wobei
4 4 8
(21) AT = {vAwde + j‘wdfvdx + [Avawdm
oder kurz
(22) AI=K, + K, + K,
ist.

Nun ist aber:
B

(23) Nofa, 1) = cfe)Anfa, 1) + jd(m, B)An(E, tde.
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Einsetzen von v aus (19) in das Integral K,, von Av aus (23) in das

Integral K, von (22} zeigt, dass K, = K, ist, und gibt:

2

(24) AT = (20 + Av)Awda.

Division von (24) durch /& und Grenziitberganz hi—+ 0, gibt, da wegen (20)
ow oz

=Ty ist: 3

(25) i—f —_ 2 j@(a« g ‘g%' i,
also wegen (16): ’

(26) <o,

Man sieht, dass mif wachsender Zeit I nicht zunimmt. Im allgemeinen
wird also z(x, f) gegen #(x) zustreben.

Ist I schliesslich, etwa fir {=1¢,, Null geworden, so gilt z(x, #,)= z(x).
Fir ein ¢>>{, ist weiter 7=0, somit wix, {) =0 oder zx, f)=2x). es ist
damit die letzte aufgestellte Behauptung bewiesen, dass dann g-«f::() und
Az =0 ist. Ist dieser Grenzfall erreicht, so treten weitere bleibende Formiin-
dernngen nicht mehr hinzu.




