
Sur ia dimension des espaces topologiques. 

Memoria di R. G. I~INTZ ~fl Satvado]', Brasil)  

|{itsum~. On donne ici une methode nouvelle d"int~'oduire des inw~riants  topologiques 
appellds dimensions, On demo~#re plusieurs propvietds de ces invar ia~ts  que just i f ient  
qu 'on les appelle dimensions. 

§ 1. I n t r o d u c t i o n .  

1. Le probl~me de la dimension des ensembles a 6td ~tudi~ par des nom- 
breux auteurs,  parmis lesquels nous rappelons t t .  POI~CA~E, M. FR]~CI~ET, 
L. E. BROUWER, H.  LEBESGUE, K.  MENGER, P. URYSOHN, P .  S.  ALEXANDROFF,  

qui ont abord~ la question par des voles diverses. :4 ce propos la memoire 
de P. S. ALEXA~DROFF [1] en fournit  un  exeellente vision panoramique.  

Ces d~[init;ons sont tr~s g~n~rales, ~ mais on trouvre des complications 
serieuses torsqu 'on sorte des espace m~triques sdparabIes (~) [2, O. 153]. Ainsi 
nous irons cousiderer une ~utre voie pour ~tudier le probl~me, en partant  
de la notion d~irredutibilit~ entre deux points {§ 2-2}. Ensuite nous definis- 
sons, par induction, une famille des classes d 'espaces topologiques D, qui 
seront utilis~is comme des (< dtalons ~> pour la dimension d ' u n  espace topolo- 
gique E qui sera definie par la possibilit~ de plonger un certain ensemble 
classe D,  dans E. 

Pour  ~claircir la question donnons maintenant  les id les  intuitives qui 
de nous ont guid~es. 

D~j~ Poincar~ dans ces << Derniers Pens~es >) a analys~ le concept de 
dimension. Du point de vud philosophique ce concept est ~troitement li~ ~t 
la notion d' espace, extension, etc. Avec KAnT nous pouvons dire que le travail  
du math~maticien i c i e s t  celui de voire jusqu'i~ quel point un jugement ,  en 
apparence, synth~tique << a priori >>, peut ~tre r~duit h u n  jugement  analytique.  
Ainsi, le point de d~part d ' une  th~orie math~matique est une ee~taine donnd 
primitive, ou comme on dit une connaissance imnl~diate. 

Dans le cas de la th~orie de )IENGER-UR¥SO:[~:N,. par ex.,  on parte de 
l ' id~e intuit ive d ' i soler  un point de l 'espace par une surface sph~rique. 

0) Quoique r6cemment une bonne par t ie  de la thdorie de )'~ENGER fur 6tendue aux 
espaces mdtriques non s6parables (volt, par  ex., ~AaATA, ~, Fund.  :Math. ,, X L ¥ .  2 (1958), 
pp. 143-181). 
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Analoguement  un point du plan peut  @tre isol6 par une ligne, etc. 
Nous avons choisi pour point de d~part une antre idle  intuit i~e:  ]a 

possibitit6 d ' u n  observateur  se mcuvoir  duns une ou plusieurs  directions. Ainsi, 
d' un point de 1 ~espace ont peut  cheminer  avec plus de libert~ que duns un 
plan ou dans une droite. 

Un espace off l 'on ne peut  pas cheminer  nous semble impregn~ d~un 
caract~re tr~s marquant  de dimension zero. De eette mani~re, un point, un 
ensemble de points isol@s, l~ensemble K~ de K~AS~Ea [3, p. 275], enfin tous 
les ensembles qui ne contiennent  pas aucune courbe ouverle (d6finie duns le 
§ 2) seront consider~s comme zero dimensionels.  Par  contre, << la grille ~> de- 
finie par  routes les 'd ro i tes  parall6les aux axes eoordonn~s d ' u n  plan en les 
eoupant  dan les points rat ionnels  sera consider~e comme bi-dimensionnel le .  
parce q u ' u n  observateur  dans cet espace pent  se mouvoir  avec une libert6 
(< presque 6guale ~> ~ celle du plan. 

Soit maintenant ,  E l ' ensemble  des segments du p lan :  

l x = i /n  (n = 1, 2 , . . . )  
O ~ y ~ l  

plus F origine. Or, un observateur  duns F origine ne peut  pas cheminer  et 
alors nous atr ibouns la dimension zero ~ ce point duns E, contra i rement  i~ la 
dimension de M~GER-URYSO~N qui donne dimension 1 ~t l 'or igine duns E. 
Cependant du point de rue  intuitif  je  ne pense pus que ma d6[inition soit 
inferiet~r h celle de MENGER-URYSOHN.  

~Nous avons appliqu~ notre th~orie duns une nouvelle thgorie des vari@- 
t~s topologiques en ~lsboration (~) et les r~sultats nous sembtent  bien plus int~- 
ressants  que ceux obtenus par  la th4orie de MENGER-URYSOKST (v0 i r  pour  
quelques  notices le § 8-3 de ce travail). 

2. Le travail  es~ divis~ en deux part ies:  la premiere comprenant  les 
paragraFhes 2, 3 et 4 contient t o u s l e s  d~finitions et la demontrat ion des 
propri~t~s essentielles h une dimension queleonqne, c ' es t  fi dire:  

1 °) La dimension est invariant  topologique. 

2 °) La  dimension est une funct ion monotonique d 'ensemble.  

3 °) Les  espaces euclidiens E ,  out dimension n. 

La deuxi~me partie comprenant  les paragraphes,  5~ 6, 7, 8 contient la 
discussion et les applicat ions de diverses propriet@s de ta dimension. 

3. L'@laborotion de ce travail doi t beaucoup au professeur  J. P. CECCO~ 
qui~ avec un soin r~ellemen paternel,  m ' a  guid@ les pus pans la direction des 

(2) Qui sera publi@ sous le t i t re:  ,, General ized Manifolds  ~. 
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raisonnemeuts sftrs de ia science d~s le d~but de ma h,:Lmble carri~re seien, 
~ifiqtte. I1 a ~t~ aussi d' une grande utilit~ le contact avec mon cher ami G. 
F. LOIBEr~ dont 1 ~esprit cri t ique a montr6 les nombreuses fautes qui surgis- 
saient pen~]ant F41aboration de ce travail. Aussi mes remerciements ~t mes 
amis R P~C0[NIN~ et U. D'A~,[BaOSlO par leurs nombr~uses critiques et sug- 
gestions. 

Je dolt aussi remercie h )'[. C. KVR~OWSK~ qui a bien voulu m'adress4 
h M. R. E~-GELKI~G qui m ' a  attir~e l 'a tent ion,  par des utiles et interessantes 
lettres, sur les fautes des rues d6finitions primitives. 

§ 2. D 6 f i n i t i o n s  e t  c o n c e p t s  f o n d a m e n t a u x .  

1. Gdn~ralitds - Une thSorie de dimension cousiste, eu derni6re~analyse,  
daus l 'assooiation de uombres cutlers ~ des espaees topologiques. Pour  que 
cet te-fonct ion d 'ensemble <<m~rite)> le nom de dimension elle dolt satisfaire 
aux conditions cit ies duns le § 1. On n~gtudiera pas les dimensions non 
enti~res comme le fair HAUSDOtC~T [4]. 

L~ carac~Srisation axiomatique de ta dimension propos6e par ~]~ENGER 
[5] est la su ivante :  

Soit dim une fonction d 'ensembles  h valeurs entiers satisfaisant aux 
conditions : 

=~.) dim est invariant  topotogique. 

B) dim est une fonction monotonique. 

C) Si E,~ est t 'espace euelidien n-dimensionuel ,  on a dim E,~ = n. 

D) Si X est rguuiou d6nombrable d 'ensembles  ferm6s X,~ et si dim 
X~: ~ n, alors dim X ~ n. 

E) Si dim X :-: ~ on peut trouver un espaee compact Y contenant une 
partie X' homeomorphe h X, avec dim X ' :  dim Y :  n. 

Lorsqu 'on  consid(~se lu classe de tons les sous ensembles du plan, fur 
demoastr6 par 5~NGER [5] qui seulement sa dimension satisfait  h A), B), C), 
D), E}. Cependant comme on verr,L plus tard on peut construire une classe 

d 'espaces qui peuvent ~ r e  plong~s duns l 'espace euclidien E,~ et tels que 
d imX,  avee X e ~ ,  satisfait aux cinq conditions de ~[~X~Ea, citges plus 
hunt, et cependent il y a des X e ~  avec 

dim X :~= dim + X,  

off dim + est la dimension de SilEnCER. Cette question sera 6claircie plus tard. 

2. 5iaintenant  nous donnerons un r~sum6 de la nomenclature  pour aider 
te lecteur. 
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B~pc~ce topologi~ee est ml  ensemble E oIi est d~fini une classe d 'ensem- 
bles, appel6s ouverts satisfaisan aux ax iomes :  

I) La  r6union d ' u n  nombre quelconque d ' ouve r t s  est ouvert.  

II} L ' in t e r see t ion  d ' u u  hombre fini d 'ouver t s  est ouvel't. 

En par t icu l ie r  l ' ensemble  vide et t ' e spaee  ent ie r  sent ouverts.  
Voisinage d ' u n  point P e E  est un ouvert  de E qui contient  P. 
On di q u ' u n e  propriet6 A est valable pour des voisinages arbitrairement 

pelites, et l ' o a  indique avec v. a. p., si donn~, un v~isinage V{P) queleonque 
de P, il y a un autre  voisinage W(P) de P a v e c  W(P) c VIP)e t  A est rula- 
ble en W(P}. 

Pour  les termes, fermeture, dense, fermd fronti~re, interieur, exlerie~tr, 
eon.nexe, loeatement connexe, com~osant~ compact, voir [6] et [7]. 

Un espace E est totalement deseonnexe lorsque ehaque point est un com- 
posant de l ' espace .  

Un espace E est s@arable s ' i l  y a u n  ensemb!e A c E denombrable  

avec A =  E. 
Un espace E possbde base ddnombrable s ' i[  y a u n  syst~me S d6nombra- 

ble d 'ouver t s  de E tel que chaque ouvert  de E contient  un ouver de S. 
Un continu est un espace connbxe et compact.  
Un espace E est localement compact si chaque point P e E  poss~de un 

voisinage V{P) de f e rmetu re  eompacte.  
Un cspace E est bicompaet si donn6 une couvertur(~ ~2 quelconque de 

E par des ensembles ouverts, ou p e n t  ext ra i re  de sl) une famile finie dont 
la r6union contient  E. 

Un espace E est I. p. c. (locally per iphera l ly  countable compact) si chaque 
P e E  poss6de des v. a. p. avec fronti~re eompaete  [8; p. 29]. 

Un espaee de Baire est un espaee qui n ' e s t  pas rdunion d ' une  infinit6 
d6nombrable d ' ensembles  ferm6s avee in te r ieur  vide. 

Un espace de Hausdorff on espace I'2 est un espace o~:1 donn6s deux 
points differents  il y a des voisinages de ces points disjointes. 

Un espace T~ bieompact  est un espaee de BAIRE 
Un ensemble eonn/~xe ~ est irredutible par rappor t  h la connexion entre 

deux  points di f ferent  P~ et P~ de = si un ensemble conu~xe quelconque  A c 7: 
contenant  1°1 et P2 coincide avee re. Nous dirons seulement  dans la suite 
ensemble i r redut ible .  

Pseudo eourbe ouverte (p. c. o.) est nn ensemble conn~xe tel qne :  

1 o) 7: est i r redut ib le  ent re  deax  points ses extremitds appar t enan t s  ~ ~:. 

2 o) r: est localement  connbxe. 

Un espace E est eonn~xe par p.c.o,  si donnt~s deux points P~ et P~ de 
E it y a darts E une p. c. o. d ' ex t remi t6s  /)1 et P~. 



1~.. G. LINTZ: Sur  la dimension des esp~wes topologiques 213 

Un  espaee  E est loealement co~m~xe par p. c. o. si c h a q u e  poin t  P poss~de 
v. a. p. conn~xes  par  p. c. o. 

3. Dans  nos t r a v a u x  [9] et [10] nous  avons  donn6 lu d0f in i t ion  de courbe  
ouve r t e  (c. o.) et dans  [9] la d6[ in i t ion  des espaces  de classe  J. Nous  montre-  
rons  ensu i t e  que  les concep t s  de c .o .  et p. c. o. co inc iden t  dans  les espaces  
de c lasse  J. 

PROPOSITION I . -  Si P ~ r : ,  off = est une  p . c . o . ,  pour  V(P)quelconque il 
y a darts 17(P) une  p . o . o .  ~ c o n t e n a n t  P non  com me exlremitd, si P n ' e s t  
pus ex t r emi t0  de 7:. Si P e s t  d6jh ex t r emi t0  de re, a lors  il en sera  aussi  de ~. 

D E M O N S T R A T I O N .  - D ' a b o r d  adme tons  l ' a x i o m e :  tout  poin t  est ferm0.  

Soi t  P~ et P~ les ex t r emi t0 s  de =. Voyons  que  si / ) e r e  est  d i f f e r en t  de 
/)1 et  /)2, a lors  

off % et rc~ sont  d e u x  p. e. o. d' ex t r emi t0 s  {P~, Pt et {P~, P) et aussi  rq ;~ r~2 = P.  
En  effet ,  d ' a p r ~ s  [8; p, 23] ~ et u2 sont  d e u x  ensemble s  i r r e d u t i b l e s  

en t r e  (P1, P) et (P",  P). I1 suf f i t  de vo i re  que  r:l et r:2 sont  l oca l emen t  conngxes .  
Soit  Q e  r~ d i f f e r e n t  de P.  Comme r~2 est  fermd dans  r: [8; p. 28: th. 11.7], 

il y u V(Q) avee  F(Q) f / r : 2 - -  0 et V(Q) con t i en t  W ( Q t c ~  conn~xe.  
A n a l o g u e m e n t  on fe ra  pou r  r:2. R e g a r d o n s  le poin t  P. Comme 7: est con- 

nbxe,  un  V(P)connexe  q u e l c o n q u e  r e n c o n t r e  soit  % que  r:2 en des poin ts  
d i f f e r e n t s  de P. Nous  pouvons  suppose r  que  V(P)  rl =t ne soit  pas  conn~xe.  
I1 ex i s t en t  a lors  d e u x  ouver t s  duns ~ ,  A e t  B a v e c :  

A U B = V{P) n rc~ 

r l B = A  N B - - 0  ( f e r m e t u r e d a n s  V(P) fl ~1). 

Soit  A l ' o u v e r t  qui  ne con t i en t  pas  P.  Comme A c r ~ - - P ,  A est ouve r t  
duns  .~: et ~'(A) dans  la topologie  de V(P) est vide, p u i s q u e  

V(P)  = V(P j  n r:~ u A U B. 

Alors  V(P) n' est pa r  eonn~xe,  c o n t r a i r e m e n t  h l ' hypo th~se .  Ainsi  V(t  )) ~ 7:1 
est conn~xe  et  a lors  la c o n n e x i o n  locale  de r~l ex is te  aussi  em P. Alors 7rl 
est  une  p. e. o. et a n a l o g u e m e n t  pou r  7:2. 

Soi t  m a i n t e n a n t  P e r :  d i f f e r en t  des  ex t r emi t0s  /:)1 et / 2 .  Comme ,~ est 
l o c a l e m e n t  conn~xe  il ex i s t en t  des vo i s inages  V(P)  a r b i t r a i r e m e n t  pet i tes ,  
conn~xes.  Soit  Qe V(P) d i f f e r en t  de P.  Comme P divise  r: en d e u x  p. c. o. 
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~ et r~, d ' e x t r e m i t 6 s  r e s p e c t i v e m e n t  (P~, .P] et {P=, P), c ' e s t  h d i r e :  

;% N r:~-- P, 

a lors  ou Q ~ r ~  ou Q e r ~ .  Supposons  Qer:~,  Si Q 6 d i f f e ren t  de P ~ i l y a u n e  
p. c. o. a r c  ~ d ' e x t r e m i t 6 s  Q et P. I1 y a deux  hypo theses ,  [8; p.  27; ih. 11.3]: 

lo) ~ c g( I ' )  n r:~ 

20) ~ = V ( P )  a ~ .  

Comme V(P) N rc~ est eonn~xe  et con t i en t  P e t  Q dans  l ' h y p o t h ~ s e  2°), 
ou dol t  avo i r  ~ - -  V(P)  N r:~, imposs ib le  pa r ee  que  ~ est fe rm4 dans  rc~ et 
V(P)  fi rc~ est ouve r t  sens 6~re ferm4.  Alors Ia 1 °) hypoth~se  est vraie .  Ainsi  
il y a dans  V(Pi  ~ r:~ une  p . c . o .  ~ et  a n a l o g u e m e n t  ~2 p o u r  r~2. P o u r t a n t  
v~ U =~ est une  p. c. o. c o n t e n a n t  P ~wn comme extremitd. N a t u r e I l e m e n t  si P 
est e x t r e m i t 4  de r: il y a dans  V(P)  une  p. c. o. ~ e o n t e n a n t  P comme extremitY. 

L a  p ropos i t ion  est d4montr6e .  

PROPOSITION II .  - Dans  un  espaee  de classe J les concep t s  de p. c. o. et 

e. o. co inc iden t .  
En  effet ,  d ' ap r~s  [8; p.29-34] une  p . e . o ,  q u e t e o n q u e  das un  espace  T~ 

est un  ensemb le  b i c o m p a c t  et a ins i  si ~ est  p. e. o . ' dans  X e / ,  ~ est  b icompae t .  
D~aut re  c6t6, d ' a p r S s  [ I1 ;  p . '91]  a est  ferm~ darts X. P o u r  d e m o n t r e r  

que  ~ est  ensemble  f ron t i~re  il suff i t  d ' o b s e r v e r  que  d ' ap r~s  l ' a x i o n e  I I I  [10; 
p. 360] si I ( z )  ~= 0 il y a dans  I(~) des c .o .  que  seront  des ensembles  fron- 
f ibres dans  ~, ce qui  est imposs ib le  [8; p. 28;  th. 11.7]. P o u r t a n t  o sa t i s fa i t  
a u x  cond i t ions  qui  de f in i s sen t  une  e .o .  dans  X. Comme une  c .o .  dans  X en 
est auss i  une  p. c. o. la p ropos i t ion  est demont r4e .  

§ 3. L e s  c l a s s e s  D,, e t  l a  d i m e n s i o n  n. 

1. Soit  D,, (n : 0, 1, 2 , . . )  une  fami l le  de classes  d ' e s p a e e s  topo log iques  
et 4Pe une  fone t ion  qu i  a ssocie 'h e h a q u e  point  P de l ' e s p a e e  topo log ique  X 

un  n o m b r e  en t i e r  de la manigre  s u i v a n t e :  

DEFINITIO~ I. - ( I )p(X)--~n dans  P e X ,  s i :  

1 °) I1 y a un  ensemble  A e D ,  c o n t e n a n t  P e t  A c X .  

2 °) II n ' y  a pas  aueun  ensemble  A c X ,  c o n t e n a n t  P,  avee  A e D ~  et 

p > n .  
Si pou r  I ) e  X q u e l e o n q u e  m a x  Op(XI  est n on  de f i n i r a  • {X~-" n. 

P 
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Si p o u r  n q u e l c o n q u e  il y a u n  poin t  P e  X et un  ensemble  A e D , ( p  > n) 
avec  P e A c X out  di t  que  (I)(X)___ co. 

Si X ~ 0 alors  et s e u l e m e n t  dans  ce cas ( I ) (0)__--  1. 

2. Une  fami l le  D,, est  appel6,  famitle ddlalons p o u r  une  th~orie  d e d i m e n -  
sion, et q) sera  une  dimension s i :  

i °) q)(x) est  i n v a r i a n t  topologique .  

2 o) Si A c B a lors  (D(A) ~ q)(B). 

3 °) Si E~ est  l ' e s p a c e  euc l i d i en  de d imens ion  n on a (D(E,d = n. 

Darts ce eas  nons  i n d i q u e r o n s  ~ e  e • respec t ivement~ :par  dim~, et dim. 

T g E O R ~ E  1. - Un  espace  topo log ique  q u e l c o n q u e  a u n e  d imens ion  f in ie  
ou  in f in i e  q u e l q u ' i l s  so ient  les c lasses  d '~ ta ldns  D,,. 

En  effet,  si X n ' e s t  pas  vide, X poss~de au moins  un  point  P e t  p o u r t a n t  
chaque  poit~t est con t enu  dans  un  ensemble  de c lasse  Do et s ' i l  n ' y  a pas  
a u c u n  ensemb le  A e DI~ avee  p > 0 dans  X, a lors  X a d imens ion  zero. 

Supposons  alors  q u ' i l  y a un  n tel que  pou r  P e X  q u e l c o n q u e  il n ' y  a 
pas  P e A e D p  avec  p > n ~  alors  dim X - - n ,  s, il y a dans  X un  ensemble  
A ~ D,,. 

Si pour  n q u e l e o n q u e  it y a A ~ D ;  c o n t e n u  dans  X avec  p > n  alors  
dim X =  co. Le  th6or~me est d6montr6 .  

On peu t  obse rve r  que  d~aprbs la d~f in i t ion  I, Ia 2 °) condi t ion  an  dessus  
est i n d e p e n d a n t e  du eho ix  classes  D,,. 

3. Cet te  idde de c lasses  d' ~ ta lons  sugg~re  b e a u c o u p  de prob l~mes  ; voyons  
q u e l c o n q u e s  d ' e n t r e  eux.  

1 ° ) Soit  T un~ th6or ie  de d imens ion  d~jg connue ,  pa r  ex . ,  cel le  de 
M*aSTGER-URYsoI~. S e r a - t - i l  possible  dtolonner la  lh6or ie  T?  Une  th~orie  est  
dlalonnable si l ' o n  pen t  d6f in i r  une  fami l le  de classes d ' 6 t a lons  D .  de sor te  
qne  si Yon d6fine la d imens ion  d ' u n  espace  X d ' ap r~s  I, on a 

dim X --  d i m T X  

p o u r  X q u e l e o n q u e  d imens ionab l e  su ivan t  T, en soiant  d im T X la d imens ion  
de X dans  1~ th~orie  T. E v i d e m m e n t  une  th~orie  T q u e l e o n q u e  poss~de un  
6 ta lonnage  t r ivial ,  c ' e s t  h dire,  les ensembles  de classe D .  sont les ensembles  
avee  d im ~" X - -  n. 

Ainsi  si une  th~orie  admise  p lu s i eu r s  ~ to lonnages  ~;(D,d, ~*  (D,**)etc, on 
sera  in te ress6  darts un  6 to lonnage  min ima l  s ' e l l e  exis te .  P o u r  6c la i rc i r  la 
ques t i on  posons  
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et l ' on  dit que l '6 to lonnage ~ est mineur  que l '6 to lonnage ~* (~ > ~* est 
d6fini analoguement)  si pour n quelconque 

Dn c: D* 

C61i~ fair on voit imm~idiatement que si ~ < ~* alors pour  un espace X 
quelconque,  

d i m T X _ ~  dim T* X 

off T et T* sent les th6ories d6finies par  G e t  ~*. Na ture l l ement  si G et G* 
sent des 6talonnages d ' u n e  m~me th4orie on a 

d i m T X  = dim T* X.  

5fais d'apr/~s ta d6finition d '6 ta lonnage  rien n ' ex ige  que pour  P e X  
quelconque, on a i t :  

dim T X = dimp T* X.  

Cependent  si ~ > ~*  

dim T X ~ _  dim T* X,  

ce qui montre  que les dimension locales n'aument  pas et de c61/~ il vient  
l ' int6r~t  des 6talonnages minimaux,  dent  la tendance est celle d ' a u m e n t e r  
le nombre de points eft la dimension est fini¢. 

De cdlh on pose:  
Une th6orie T coincide globalement avec une autre  th6orie T* si pour  X 

quelconque,  

dim T X --  dim T* X 

e nous 6crivons T - - T * .  

Une th6orie T coincide loczlement avec une autre  th6orie T* si pour 

quelconque et P e  X quelconque,  

X 

dim T X = dim T* X 

et nous 6crivons T ~ T*. 
Les notat ions se jus t i f ien t  parce  que si T ~  T* alors T - - T *  mais non 

le contraire,  comme on ver ra  plus tard. 
Alors dlalonner globalement une th6orie T c ' es t  d6finir un 6talonnage 

~*(D*),  tclle que T - -  T*. Analoguement  pour  un dlalonnage locale on exige 

que T ~ T*. 
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P R O B L ~ E  J[. - P o s s b d e - t - i l  la  th6or ie  de ~E~GER-URYSOttN un  d t a l o n n a g e  

g loba l  (local) m i n i m a l  ? 

2 °) So ien t  D ~°) les  c l a s ses  d ' d t a l o n s  d '  u n e  thdor ie  T 0. ~ o u s  c o n s t r u i r o n t  
/)(t) 

les  c l a s se s  ,~,, a ins i  : 
n<~) s e u l e m e n t  si, ou X e D~ °) ou dimTo X " - n ,  X e ~. 

Avec  ces n o u v e l l e s  c lasses  on p e u t  d6 f in i r  u n e  n o u v e l l e  th4or ie  /'1. A ins i  
si l ' o n  a d4f in i r  les  c l a s ses  D~ ) on f e r a  X e D ~  +~) s e u l e m e n t  si, ou X e D ( ~  ), 
ou d i m  T* X - -  n. 

Alors  : 

TE1~OI~M1~ 2. - L e s  th4or ies  Ti co inc iden t  g loba l emen t .  
E n  effet,  soi t  E un  e s p a c e  t opo log ique  avec  

d i m ~  E - -  n. 

1 °) I1 ex i s t e  un  e s p a c e  X e D ~  ~) avec  P E X c E .  

2 °) P e Y e D ( p  ~) avec  p > n  est  f a u x  si Y c X .  

C o m m e  la c lasse  D~) D D(, °), 

d i m p  E -< d im~  ~ 

et p a r  i n d u c t i o n  

et auss i  

D ' a u t r e  cOt~i si 

d i m e  E < d i m  E ;  

d u m  ~'* E ~ d i m ~ +  ~ E.  

d im T*+~ E ---~ n 

il y a dans  E un  e space  X E D ~  +~) et 

1 ° ) X e D ~  ) a lors  d im  T ~ E ~ n .  

2 ° ) d i m  7~ X ~ n e t  auss i  d im T~ E ~  n et p o u r t a a t  

d i m  T~ E ~--- d i m  T~+I E 

P l u s  t a r d  on v e r r a  (§ 8-2)  q u ' i l  p e u t  6 t re  v r a i e  la  r e l a t i o n  

c. q . d .  

d i m  T~ E < d i m  Ti+I E.  

Anna~t g$ Matematic, a 28 
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4. M a i n t e n a n t  nous  i rons  d~f in i r  une  c e r t a i n e  f ami l l e  de c lasse  D ,  et  

c o n s t r u i r e  une  th~orie  de  d i m e n s i o n  qui  s a t i s f a i t  h l ' i n t u i t i o n  p a r  r a p p o r t  
ce q a i  a ~t~ d i scu t6  duns  le § 1. 

N o t r e  t r a v a i l  duns  la  su i t e  s e r a  l ' ~ t u d e  et les a p p l i c a t i o n s  de ce t t e  

th~orie .  

Df~FI~I~ION I I .  - U n  e s p a c e  t o p o l o g i q u e  X a p p a r t i e n t  ~ la  c t a s se  Do s ~il 

n ' y  a pus  a u c u n e  p. c. o. c o n t e n u e  darts X. 

D]~FINI¢IO~ I I I . -  Un  e~pace  t o p o l o g i q u e  X a p p a r t i e n t  h la c lasse  D~ 

si X es t  une  p. c. o. 

I m m ~ d i a t e m e n t  on voi t  que  p o u r  la  c a r a c t d r i s a t i o n  de ]a m~me  th6or ie  T, 
g l o b a l e m e n t  et l oca l emen t ,  on peu t  auss i  d~f in i r  la c lasse  D, ans i :  

<<Un e s p a c e  t opo log ique  X a p p a r t i e n t  ~ la  c l a s se  D1 si p o u r  P e X  
q u e l c o n q u e  il  y a des  vo i s inages  de P a r b i t r a i r e m e n t  pe t i t e s  d e n t  tes  f e rme-  

t u r e s  sont  des  p. c. c. >> 

D]~FINITION IV.  - Un  e space  topo log ique  X a p p a r t i e n t  "~ la  c tasse  D2 

s ' i l  con t i en t  des  p. c. o. e t  ~de p. c. f. (3t s a t i s f a i s a n t  a u x  c o n d i t i o n s :  

I*) Donn~s  une  p. c. o. 7: et un  po in t  P il y - a  dans  X une  p. c. f. 

e o n t e n a n t  P e t  n. 

I I*)  Donn(ie u n e  p. e. f. u ii y a d a n s  X s e u l e m e n t  d e u x  o u v e r t s  Q 

et X - - ~ ,  qui  ont 7: c o m m e  f ron t i~ re  comune .  

I I I* )  X es t  l o c a t e m e n t  conn(~xe p a r  p. c. o. 

D]~FINI~ION V. - U n  e s p a c e  t opo log ique  X a p p a r t i e n t  h~ la  c lasse  

D.(n>2}  si: 

1 o) P o u r  P e X  q u e l e o n q u e  il y a des  v. a. p. V(P) avec  

g [  V(P)] e D , _ I .  

2°t X e D~ avec  p ~ n - -  1 es t  f aux .  

3 °) X est  l o c a l e m e n t  conn6xe  p a r  p. c. o. 

4 °) Si X es t  e o n t e n u  duns  un  e s p a c e  euc l id i en  il e x i s t e n t  d a n s  X n + l  
po in t s  l i n e a i r e m e n t  i nd6pendan t s .  

(~) Is. e. f. veut dir pseudo eourbe ferme6 et b definie de manibre analogue ~ c. f. On 
voir 1' analogie entre les espaees definies dans (7) et les esisaces de classe -/)v On demoutre 
que se AE~J alors AE D~ mais il y a des espaces BEDs, B~J. 
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THI~OR~NIE 3. - Si X e D ,  et X '  est homeomorphe  h X alors X ' + D , .  
Imm~diat.  
Aussi d'apr~s la d6finition I on voit que dim X est invariant  topologique. 

5. Observation.  - La connexion locale par  p. c. o. des classes D ,  fur 
intvoduite pour  conserver  t 'idCe pr imi t ive  par  l aque t le  dans un espaee de 
dimension positive c'est possible ]e mouvement  &un observateur .  Cette 3 a) 
condit ion est ind~pendant  des autres  trois, comme le montre  l ' exemple  

• suivant :  soit E~ l 'espace ordinnai re  du quel on soustrai t  les surfaces sphdri- 
ques de centre  ~ |%rigine et rayon 1/n (n--~ l, 2, ...). On voit que clans E8 
sour valables 1°), 2 °) et 4oj mais pus 3°). 

PROBL:~lgE II. - P e u t - t - i l  un ensemble localement conn~xe satisfaire aux 
condit ions 1°), 2 °) et 4 ° ) mais pas 3°)? 

6. ~[onotonie des classes D~:. 

I~'apr~s notre d~finition IV si nous r6ussions demont rer  que les classes 
Dn sont monotoniques,  c'est ~t dire, se A ED,~ et B e D , ~  avec B c A, alors 
m ~ n ,  nous pouvons el imiuer  la condit ion 4 ° ) puisque alors si X e D ~  on a 
dim X - - n .  Gette 4 ° condit ion rut in t rodui te  pour  6viter la diffieult~ q u ' o n  
aurai t  pour  demont re r  que dimE,~ ---- n. Nous ne savons pas si cette mono- 
tonic existe ou non, ainsi on a. 

PROBLEME I I I . -  Seront - i l s  les classes D,, monotoniques?  
Cependant  on a une r~ponse aff i rmat ive  pour  n - - 0 ,  ] ,  2, eomme le 

montre  les th~or~mes qui suivent. 
Aetuel lement  ll0us connaissons des  classes D,~ qui sont monotoniques  

pour  n quetconque.  Elles s~appliquent ~t une nouvelle  th~orie des vari6t~s 
topologiques et la dimension di E~ est obtenue d i rec tement  sans faire  usage 
de la th~orie de MENC~ER-URYSHO~. Tout  c¢lh appara i t ra  dans notre travail:  
,, General ized Manifolds )>. 

TH~OREME 4. - Si A ~ D~ et B ~ A avec B + D~ alors p ~ 1. 
En effet, soit B ~ D~ avec p ~ 1. I1 exis tent  alors, pour  P c  B quelconque,  

des voisinages V(P} a. p. avee 

~[ v(P) e D~_~. 

Analoguement  nous pouvons considerer  duns la topologie relat ive 
~[V(Pi]  pour  Q ~ [ V i P ) ]  que |eonque,  des voisinages V(Q) a. p. avec 

~[ V(Q)] e D~_~ 

tout c~l~ duns la topologie de ~[V{P)]. 
Ainsi nous pouvons eons t ru i re  des ensembles fronti~res et ferm~fs clans A 

de elasse D~. I1 suffit  demont re r  que cette conclusion est en contradic t ion 
avec les hypotheses.  
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E n  effet ,  si EeD~ est  f ron t i~ re  d a n s  A p o u r  P e  E q u e l e o n q u e  il e x i s t e n t  
des  v o i s i n a g e s  a. p. te l les  que  V(P) ~ E est  p. c. o. d a n s  E et auss i  dans  A. 

Or, c o m m e  A eD~ nous  p o u v o n s  s u p p o s e r  que  auss i  VtP) est  une  p. e. o. 
dans  A. Mais  a lors  VIP)(~ E n e  p e n t  pas  ~tre f ron t i~ re  d a n s  A d ' a p r ~ s  

(8; p. 28;  th. 11.7). 

Ttt]~ORNME 5. - Si A c D2 et B c A avec  B e D~ a lors  p ~ 2 (~). 

S u p p o s o n s  q u ' i l  y air un  e n s e m b l e  B c A avee  B e D ~ .  On n o t e r a  que  

en 6 rad i an t  le eas  p = 3 on ne fair  pas  a u e u n e  r e s t r i c t i o n  r6el le  h la  ques t ion .  
P o u r  P c B  q u e l c o n q u e  il e x i s t e n t  des  v. a. p. V(P)  a v e c  

~=B[V(P) fl B] e D~, 

0fi 9"B i n d i q u e  f ron t i~ re  r e l a t i v e  h B.  I l  y a a ins i  dans  ~B une  c. f. ~' et 

soi t  ~2B un  des  o u v e r t s  de ~=B don  la  f ron t i~ re  est  y. C o m m e  7 es t  auss i  c . f .  
d a n s  A il y a d e u x  ouve r t s  ~ et A - - ~  den t  la  f ron t i~ re  est  y. 

Cons ide rons  d e u x  cas :  

1 ° ) I1 y a u n e  c. f. 7 te l le  que  

P~B--t2 n ~S .  

C o m m e  ~ es t  f ron t i~ re  et f e rm~  d a n s  A, on a ~BC~.  
L ' e n s e m b l e  ~ - -9 "B  est  l o c a l e m e n t  connbxe  et ouver t ,  et  p o u r t a n t  se g '  

est  u n e  de ses  c o m p o n a n t s ,  ~2' est  ouver t ,  et  anss i  l o c a l e m e n t  conn~xe  et 

auss i  l o c a l e m e n t  p a r  p. c. o. 
C o m m e  la  f ronf i~ re  de Q d a n s  A est  ?, la  f ron t i~ re  da  9.' est  f o rm~e  

des  po in t s  de  ~" et des  po in t s  de  ~ s "  Mais  ~ [ f f ]  f~ Qs  eon t i en t  p lu s  d ' u n  po in t  
p u i s q u e  a lors  la  c o n n e x i o n  de Q se r a i t  d~ t rn i t e  p a r  la  s u p p r e s s i o n  d ' u n  seul  

point ,  ce  qui  es t  i m p o s s i b l e  (9: p. 346; th. 5). 
So ien t  P~ et /)2 des  po in t s  de ~[Q'] fl ~B. I l s  ex i s t en t  des  vo i s inages  

V(P~) et  V(P~) c o n n ~ x e s  p a r  e. o., te l les  q u e :  

I v(P ) n n y --  v(P2) n n v - o 

v (Pd  n v(P ) = o. 

Cons ide rons  dans  [7(P1) d e u x  po in t s  Q l c  ~ '  et Q2 q ~ ' .  C o m m e  V{P1) est  
conn~xe  p a r  c. o. il y a u n e  e. o. 7:1c V(P~) d ' e x t r e m i t ~ s  Q~ et Q,. C o m m e  ~ '  
est  o u v e r t  il y a dans  V(P1) fl 7h f~ Q' une  c. o. avec  u n e  e x t r e m i t ~  en Q~. 

(a) La demonstration suppose A 6 J pour utilisdr les resMtats de (7) e (16). Mais, en 
rappellan¢ les propositions I o I I  dtt § 2-3, or~ voir qae la m~me demonstration est valable 
pour A 6 D~ on ehangeant c. o. e e. f. par p. c. o. e p. e. f.. 
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I n t r o d u i s o n s  ma in t enan t ,  d 'aprbs  (8; p. 28), une  r e l a t ion  d 'o rd re  dans  ~ ,  
en  p r e n a n t  Q~ comme m i n i m u m  de r~. Soi t  ~ l ' e n s e m b l e  des poin ts  de 
VtP~) N ~ N ~2' d4fini  de ]a mani~re  s u i v a n t e :  P ~ a  si la c. o. ~:p d ' ex t r emi t4 s  
(Q~, P} est  c o n t e n u e  dans  ViP~) f~ ~ ~ ~'. Soit  P l ' e x t r S m e  su10erieur de 
(qui ex i s t e  e v i d e m m e n t  pa r  la r e l a t i on  e n t r e  ce t te  o rd re  et la to10ologie de r%). 
L a  c. o. r~/~ d ' e x t r e m i t 4 s  (Q~, P )  r e n c o n t r e  ~[~']  s e u l e m e n t  en z V e t  ~:~--_P 
est c o n t e n u e  dans  ~'. En  effet ,  si :Pe~2' il y a une  ~¢oisinage V(P - ) c  ~'  et 
pa r  la d~f in i t ion  m~me de c. o. il y a dans  V(P) fl ~ des po in ts  de ~ p lus  
g rands  que  P c e  qu i  con t r ed i t  la d4f in i t ion  de ~V. 

Ainsi  on a c o n s t r u i r e  une  c. o. v c 9.' qui  r e n c o n t r e  $2 B s e u l e m e n t  dans  
un  po in t  P e V{P~}. De ce t te  mani/~re on peu t  c o n s t r u i r e  une  c. o. v c ~  qu i  
r e n c o n t r e  ~ s  s e u l e m e n t  en Q e V(P~). 

Comme P et ~) sont d i f f e r en t s  on 10eut c o n s t r u i r e  une  c. o. u c ~ s  U ~, 
qui  r e n c o n t r e  7 s e u l e m e n t  en d e u x  poin ts  S e t  T ses ext remit~s ,  s~paran t  P 
et Q en  ~ s ,  c 'es t  ~t dire,  

i g l  a Q,~=O 

avec  /~e  ~2~ et Q e ~2 (9; 1 o. 344). 
D 'apr~s  ce q u ' o n  a fa i t  j u squ ' a lo r s ,  il y a une  e. o. a c ~', avec  ex t re -  

mit4s  (P~ Q) et a -  t P ,  Q l c Q ' -  
D ' au t r e  cSte la c. o. r: d ivise  aussi  ~ en d e u x  pa r t i e s  fl'~ et Q'2. Or, 

comme  f[fl'~]=~=y et ~:[~'2]@=y on peu t  sup10oser P e f l ' ~  et Q e f l ' 2  et a lors  
la c. o. e con t r ed i t  la d6f in i t ion  de Q'I et Q'2 t9; p. 346). 

]Dassons au  2 ° ,2as. 

2 ° ) Q u e t q u ' i l  soit  y c ~  s et ~Qs, pou r  un  des  ouve r t s  de A d4finis  p a r  y, 
pa r  ex. ~, on a 

I ts  ~F Q fl ~s (c~ eq. c et =~=), 

pu i sque  QB ne peu t  pas  avo i r  des  po in ts  dans  ~2 et A - - ~ .  
Avec les m~mes  no t a t i ons  du  1 ° cas  soient  M1 et M~ d e u x  poin ts  avec  

Ms e Q'~ n [ $ s -  (~B u ~)] 

p u i s q u e  ~ 1 =1- Q1 et  Q 2 =I- Q~ 
I1 y a a lors  une  c. o. 
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lian~ M~ et M2 sens  c o u p e r  ~ U ~,. C ' e s t  i m p o s s i b l e  et le t h6orbme  est  

d6mont r6 .  
On n o t e r a  que  de ce t h6o rbme  on conc lu t  auss i  qu~un e space  de c lasse  

D~ ne p e n t  pas  c o n t e n i r  a u c u n  e n s e m b l e  fronli~re et fermd c o n t e n a n t  u n  
espac~  de c l a s se  D2. N o u s  ne  savons  p a s  si c~lh es t  v r a i e  p o u r  n > 2 et 

a lors  on a :  

PUOBL~ME IV.  - Si X eD,, (n > 2} e x i s t e n t - i l s  dans  X des  e space s  

frontii~res et  f e r m 6 s  c o n t e n a n t  des  e s p a c e s  de c lasse  D,~ ? 

C ' e s t  i m m 6 d i a t  la  r e l a t i on  e n t r e  les  p r o b l b m e s  I I I  et IV.  
Des t h 6 o r b m e s  3 et 4 on conc lu t  auss i  q a e  si X eDv ( p - - 1 ,  2) a lors  

d im  X - -  p.  

§ 4. - D i m e n s i o n s  d e s  e s p a e e s  e u c l i d l e n s .  

1. D a n s  ce p a r a g r a p h e  nous  vou lons  d e m o n t r e r  que  si E~, est  l ' e s p a c e  
e u c l i d i e n  de d i m e n s i o n  n on a auss i  d im  E~, = n. D a n s  la  su i te  on i n d i q u e r a  
la  d i m e n s i o n  de MEIqGER-URYsOItlq p a r  d im +. Ains i  on dolt  d e m o n t r e r  que  

d im + En --- d im E~, --- n. 

2. T ~ o ~ M E  6 - Si A e D ~  est  un  e s p a c e  topo tog ique  off c h a q u e  po in t  

est  f e r m 6  a lors  d i m + A  ~ 1. 
E n  effet ,  c o m m e  A cQntient  des  e n s e m b l e s  c o n n b x e s  avec  p lu s  d~un 

po in t  on a d im  + A  > 0. D ' a u t r e  c6t6 p o u r  P e A  q u e l c o n q u e  ils e x i s t e n t  de  

v. a. p. V(P} off V(P) est  u n e  p. e. o. D ' a p r 6 s  (8; p. 28) on a 

d i m  + ff[V(P)] - -  0, 

et a lors  d im + A - -  1. 

OBsrmvA~mz¢. - Ce t h f o r b m e  n ' e s t  p lus  v r a i e  p o u r  les e s p a c e s  de 
d i m e n s i o n  i .  En  effet ,  c o m m e  on v e r a  d a n s  le § 7 - 2  p o u r  t ' e n s e m b l e  

K~ ° X R on a 

d im  K~ ° X R = I  et  d im  + K s° X R - ' c ~ .  

T~]~OR]~ME 7 . -  Si A eD,, (n > 0) et A es t  c o m p a c t  a lo r s  d i m  + A ~ n. 

D ' a p r ~ s  les  p rop r i e t~s  des  e s p a c e s  de c lasse  J (9), on a p o u r  d e u x  po in t s  
q u e l e o n q u e s  de B e J  une  c . f .  7: qu i  les s e p a r e  dans  B et  c o m m e  d i m + z : = l  
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on a (2; p. 36) que  dim + B ~ 2 et  pa r  i nduc t i on  

d im + A ~_ n, c. q. d. 

O B S E R V A T I O N S  - 1 °) S i  • ~ 0 le th~ori~me 7 est f a u x  comme le m o n t r e  
l ' e n s e m b l e  K 3 de K~AS~ER q3; p. 275). 

2 °) I1 y a e f f ec t ivemen i  des cas oh A e D ~  et d im + A  < n  comme le 
mon t r e  l ' e x e m p l e  de la <(grille >> cons ide r6e  dans  le § 1. L~t on a A eD2 
et d im + A - - -  1. 

3. TH~OR~ME 8. - L~espace eue l id i en  E,~ a d imens ion  n. 

D ' abord  nous  fe rons  voi re  que  E , , e D , ~ .  P a r  i nduc t ion  on ver i f i e  imm~- 
d i a t e m e n t  la 1 a cond i t ion  de la d6f in i t ion  IV, p u i s q u e  la c i r eon f~ rence  
a p p a r t i e n t  h la c lasse  D1, le poin t  a p p a r t i e n t  h Do et le p lan  et la s u r f a c e  
sph~r ique ,  ~ Dz. 

P a r  r a p p o r t  ~ la cond i t ion  2 a supposons  que  E,,~Dp avee  p < n. Alors  
p o u r  P eEa  q u e l c o n q u e  il y a des v. a. p. V(P) avec  

off ~p-1 i nd ique  la f ron t i6 re  de V(P) r e l a t i v e m e n t  ~t E n .  h u s s i  

d im + 9"~_1[ F(P)] ~ p -- 1, 

comme on a vu et p o u r t a n t  d im + E,~ ~ n, ce qui  con t r ed i t  la th~orie  de 
~/[ERGER-UR¥soI: I :N,  e t  a l o r s  /9 z n .  

Les  condi t ions  3 e e 4 e sont  imm6dia t s  et ils m o n t r e n t  aussi  q u ' i l  n ' y  a 
pas  dans  E,~ a u c u n  A e D ~  avec  p > n. 

P o u r t a n t  d im En = n. 

§ 5. - T h 6 o r ~ m e s  d e  l a  s o m m e .  

1. Nous  d tud ie rons  m a i n t e n a n t  les r e l a t i ons  qni  e x i s t e n t  en t r e  les d imen-  
sions des  e spaces  El et l e u r  r( iunion.  

Les  espaces  consid~r~s dans  ce n u m e r o  sont  des  espaces  T2. 

Tm~OR~ME 9. - Si un  espace  E est  r~un ion  d~nombrab le  d ' e s p a c e s  
ferm~is Ei de d imens ions  zero, a lors  d im E - - 0 .  

Soit  

00 
E =  ( i=1 ,  2,...). 

/ 



224 R. G. L ~ z :  Sur la dimension des cspaces topologiques 

Si d imE2e:0  alors E contiendra au moins une p. c. o. ~:~ en soiant par 
les conditions du problbme 

QO 

~ - -  U E~ fI ~ .  
1 

]~]tudions Ies ensembles E~ fl T:. Pour  c61~ observons que la topologie 
induite sur 7: par E est ~quivalente h celle qu'on obtient en consid~rant 
eomme des voisinages de Per~ les p. c. o. (extr~mit~s exelues) contenues 
duns rc et contenant  P ;  pour les extremit~s (P~, P2} de rc on exelut naturelte- 
ment seulement l 'extremit6 different de P,  ou P2. En r~sumd, la topologie 
induite par E est ~quivalente ~ ta topologie induite par l~ordre de r: d~ijh 
consider~e (8; p. 28). 

Soit P eE~ fl = et I/(P) un voisinage quelconque de P duns la topologie 

de r~. Demontrons que la fermeture  de Ei fl = d a n s  ~:, Ei fl % ne contient pas 

aucun point interieur.  En effet, soit W ( P ) c  E i ~ u .  Comme la topologie in. 
duite par l 'ordre de r: est 6quivalente h celle induite par E et Ei est ferm~ 
duns E, on a 

Mais alors E~ contenant  W(P),  contient aussi une p. e. o., ce qui est 
absurde puisque par hypoth~se Ei est zero dimensionnel.  

D'autre cOt~ W(P) est par ddfiniticn 1. p. c. (locally peripheral ly coun- 
tably compact) et ~x est compact et aussi bicompact (8; pp. 29-34). Alors 7: est 

un espace d e  BAIRE et pourtant  un au moins des ensembles Ei flT: dolt conte- 
ni t  un point in ter ieur  ce qui est impossible. Le th~or~me est demontr~. 

2. De ce th~or~me on peut en t irer plusieurs cons~iquences: 

1 o) Un espace de HAUSDORFF denombrable a dimension zero. En effet, 
chaque point est zero dimensionnel  et fermi .  

Ainsi l 'espace defini par U n Y s o l ~  (12; p. 277) a dimension zero. 
Cet exemple est un point crit ique pour l 'extension de la th~orie de 

)IE~GER-URYsoR~ puisque le th4or~me de In, somme ne peut pas ~tre vraie 
sur cette espace, c'est /~ dire, d~j/~ pour un espace T2de base d(inombrable 
ta th~orie de I~:[ENG-ER-URYSOHiN n ' a  p~s le th~or~me de ta somme qui est 
un de ses plus frappants resultats.  

2 ° ) Une p. c. o. duns un espace T2 a certainemv.~t une infinit~i 

denombrable de points. 
Cet une imm6diate consequence du th~or~me 9. 

non 
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3. Pour  la dimension zero notre th6orie fourni  des resultats  plus g6n6- 
raux que celle de ~ENGER-URYsttON. ) i a i s  pour les espaces de dimension 
positive c61i~ n ' av ien t  pas. Ainsi la << grille >> d6j~t eonsider6e dans le § 1 
dimension deux et est r6union d4nombrable d'espaces ferm6s de dimension 1. 

On a obtenu quelques resultats en considerant une elasse d '4 ta lons  
lfig~rement different  de celle consider4e jusqu'alors .  

Ainsi si D* est la nouvelle classe on a l e  th6orbme: 

<<Si X e D ~  est un  espace de BAIR.E r~union denombrable d~espaees Xi, 
ferm6s et de dimension n, alors p - - n  >>. 

On ne sait pas ci ce th4or~me est vraie pour nos 4talons Da. 

§ 6. - P r o d u i t s  c a r t e s i e n s .  

1. Nous 6tudierons maintenant  les relations entre les dimensions des 
espaces E~ et la dimension de leur produit  cartesien muni  de la topologie 
produit  (6; p. 218). 

Nous ferons usage des lemmes suivants:  

LElVI:ME I. - L 'appl icat ion continue d 'un espace de HAUSDORF~, continu, 
loealement conn6xe dans un espace de HAUSDORFiF est aussi un continu 
localement conn6xe. 

Voir (8; p. 70; th. 1.6). 

LE)~ME I[. - Si Z e s t  un  espace m4trique de base denombrable, eontinu, 
localement conn~xe, deux point quelconques de X peuvent ~tre li(is par  une 
p. c. o. contenue dans X. 

La  demonstrat ion est analogue h eelle de {13; p. 36) pu i squ 'on  voit 
imm4diatement  qn' une p. c. o. est~ dans les hypoth6ses admises, un arc dans 
le sens lh consider6. 

T~:[EOI~E~IE 10. - Si Ei sent des espaces de HKUSDORFF de base denom- 
brable et de dimension zero, alors, en faisant  

~4 

E :  I IE~ ,  

on a: 

d i m E - - d i m  II E ~ = 0  
i ' : l  

(n entier queleonque). 

Soit, par impossible, u une p. c. o. contenue dans E. Comme sa projection 
dans E~ est continue et au moins, pour un i - - i 0 ,  n ' - -p ro jE i J :  ne se reduit  
pas h an  seul point, on a que 7:' est un eontinu, et appartenant  i~ un espace 
de t{AUSDO]~FF de base denombrable il est un espace m~trique. Ainsi d~apri~s 

Anna~ d{ Matematica 29 



226 R. G. LIN~z: Sur la dimension des espaces topologiqucs 

les lemmes I e t  I I  on eonelut  qu ' i l  y a dans Eio une p. c. o. ee qui est 
absurde. 

TIt]~OR]~ME 11. - Si E~, i e I ,  ( I  un ensemble quelconque d ' indices)  est 
une famille d~espaces de I-IAusDoRFF de base denombrable  et dimension 
zero, alors on a: 

d i m E : d i m  H E~--O.  

Pa r  des ra isonnements  analogues ~ eeux  du th6or6me an te r ieur  et en 
appl iquant  les lemmes I et l I  on demontre  l ' ex i s t ence  dans un E~, d ' u n e  
p. c. o. ce qui est contra i re  h l 'hypoth~se.  

Un resul ta t  analogue pour  la th6orie de ME]~GER-UR¥sO]~N n ~existe pas. 
Seulement  si I e s t  denombrable .  

OBSER~c~ATIONS. - 1 °) ~o tons  que pour  la demonst ra t ion des th~or~mes t0  
et 11 la topologie de Fespace  produi t  est utilis~e seulement  par  rappor t  
la continuit6 des project ions;  ainsi ees th~or+mes seront vraie pour  une 
autre  topologie quelconque dont les project ions sont continues.  

Si X est compact  et [Y mdtrique l 'espace des applicat ions cont inues de X 
dans Y est c o n t e n u  dans 1 ~espace produit  ]zx.  Maintenant  si dim ]r : 0 on 
a, d ' apr~s  (7; p. 476} que deux  fonctions f e t  g de X darts :Y ne sont pas 
homotopiques.  Par.  ex., comme nous verons plus tard F ensemble K8 a 
dimension zero et alors les classes d~homotopie des applicat ions cont inues 
d ~un espace X dans K8 se reduissent  h des points. 

2 °} Un espace X est universel pour  la dimension n dans la classe ~(:, si: 

a) dim X --  n, 

b) Un espace A e ~  quelconque avec d i m A  ~ n  peut  ~tre plong6 

dans X. 
Dans la elasse des e s p a c e s  m~triques separables ee sont bien connus 

des espaces universaux.  D ~autre c8t6 pour  notre th~orie on salt que :  

dim K~, - -  0 

et it vient  la quest ion que nous ne savons pas r~soudre:  

PRO]3r,~E V. - Se r a - t - i l  F ensemble K8 s0 universel  
zero dans la classe des espaces m~triques s epa rab l e s?  

pour  la dimension 

~. Voyons main tenan t  les espaces de dimension positive. 

Tin,  OttO, ME 12 - Soient  E et E deux espaces de ]~AUSDOR~ ~ h base 
denombrable  et dim E = 0, dim F - -  n. Alors dim E X F : n. 
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Soit  1' ensemble  

F~ --  t ix, y)x = x~ e E; y e F ! . 

On voit  i m m 6 d i a t e m e n t  que  F~I est fe rm6 dans  E X F h o m e o m o r p h e  i~ F 
p o u r  xl e E que l conque .  

Comme le cas off E se r edu i t  h un  seul  po in t  est t r ivial ,  soient  P l e F ~  
et P ~ e F ~ .  I1 n ' y  a pas  dans  .E X F a u c u n e  p. c o. 7: c o n t e n a n t  (xx, yl) 
et (x~, yz) quoi  q u ' i l s  soient  y~ et  Y2 de F,  pn is  dans  le cas  con t ra i re ,  d 'apr~s  
les l e m m e s  I e t  I I ,  il y a u r a i t  dans  E une  p. o. o. 

7:' = p ro j~  

c o n t r a i r e  h l ' b y p o t h b s e .  
Soi t  m a i n t e n a n t  P(x,  y ) e E X  F. Comme F~ est h o m e o m o r p h e  ~ F, 

on a d i m F x - -  n. 
S u p p o s o n s  il y a un  ensemble  B e D  v avee  p > n  et B ~ E X  F. Consi- 

de rons  d e u x  cas :  

1 °) P o u r  P e B  q u e l c o n q u e  il y a un  V(PJ a. p. e o n t e n u  dans  un  
ensemb le  F~t pou r  un  ce r t a i n  xl  e E. Alors  

~ [V(P)  c F ~  

et un  Q e B fl F~, q u e l e o n q u e  poss~de des vo is inages  a. p. avec  

et au  moins  p o u r  un  W e E  e M e  B N F5 il n ' y  a pas  

avec  

SJ[ V(M)] e Dq (q <1)  - -  1). 

Mais a lors  d im F~ > n c o n t r a i r e  /~ l ' hypo th~se .  

2 ° ) I1 y a un  P e B  tel  q u ' a u c u n  vo i s inage  V { P ) n ' e s t  pas c o n t e n u  
dans  / 7  pou r  x que l conque .  

So ien t  P ~ F x ~ f l  V(P) et Q ~ F ~ f l  V(P), avec x~=4=x~. Comme V(P) est 
conn~xe  pa r  p. c. o. il y a une  p. e. o. d ' e x t r e m i t 6 s  P e t  Q ee qui  est  
absurde ,  comme  on a d~jh vu. Ainsi  it n ' y  a pas  a u c u n  B ~ D ~  avec  p > n 
et B ~ E X F.  P o u r t a n t  

d i m e  X / r _  n. 
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Ce d e m o n t r a t i o n  ne  s ' a p p l i q u e  pas au  c a s n  = 1, mais  ce cas  est imm~- 

dia t  d ' a p r S s  te th~or~me 4. 

0BSERVATIONS. - Notons  que  si la d imens ion  de MENGER-U:RYSOtt~ de E 
est zero, c 'es t  h dire,  dim + E  = 0, a lors  pou r  F avec d i m / 7 ' =  n, on a:  

d i m E X  F - - n  

mSme si E n ' a  pas  une  base  denombrab le .  
C~I~ peu t  ~tre appl iqu~ i~ un  r e su l t a t  de NAQA~A 

(1958}; p 169). En  effet ,  
(Fund.  Math. X L V  2 

d im X(~2) X E ~ + ~  = dim N(~) @ d im E~n+~ - -  2n -~ 1. 

P o u r t a n t  un  espaee  m~t r ique  q u e l c o n q u e  avec  d imens ion  de M]~GER-  
U R Y S O ~  n, p e u t - ~ t r e  plong6 dans  un espace  h d imens ion  2n-{-1 dans  

no t re  sens, 

§ 7. - I m m e r s i o n  d a n s  l e s  e s p a c e s  e u c l i d l e n s .  

C'es$ un  r e su l t a t  e l a s s ique  de la th4or ie  de M E ~ o ] ~ R - U ~ ¥ s o ~  q u ' u n  
espace  m~t r ique  s epa rab l e  avec  d imens ion  n p e u t - ~ t r e  plong~ dans  un  espaco 
euc l id i en  de d imens ion  2 n - ~  1. ¥ o y o n s  q u ' e s t - c e  qu ' i l  a dans  no t re  d imens ion .  

1. D imens ion  zero.  - D e t e r m i n o n s  d ' abord  la d imens ion  de l ' en semble  Ks:  

T~]~On~ME 13. - d im Ks : 0. 
Imm~d ia t  p u i s q u e  /(8 ne  con t i en t  pas  a u c u n  p. c. o. 

Tw~OR~]~ 14. - d im + Ks - -  1. 

Imm~dia t .  

Ma in t enan t  nous  i rons  cons t ru i r e  un  ensemble  de d imens ion  zero que  
ne  p e u t  pas  8tre  immerg~ dans  En p o u r  n f in i  que l conque .  Cet ensemble  es t :  

1 

(E~ - -  K8 pou r  i : 1, 2, ...). 

En  effet ,  comme  K3 est compac t  et  dim + / ( 8  = 1 on a (6; p. 227): 

et  pa r  i nduc t i on  

d im + Ks X Ks : d im + Ks ~- 1 - -  2, 

d im + K~o = ~ .  
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~ a i s  d 'apr~s § 6, th. 11 on a d i m K ~ o - - 0  et notre exemple est vrai. 

2. Dimension positive. - En faisant usage des resultats  du § 6 on a 

dim KsS0 X An -- n 

off An est le cube n-dimensionel .  
On volt que les ensembles de dimension n dans notre sens ne peuvent 

pas en g~n~ral Otre dtudids eomme des sous ensembles des espaces euclidiens 
et ainsi on pent classifier un plus grand nombre d'ensembles m6triques 
n-dimensionnel  que ee qui permette la th6orie d'ALEXANDnOF]~ (13). 

§ 8. - A p p l i c a t i o n s  e t  e x e m p l e s  

1. Le problbme de Menger. - Comme nous avons vu anter ieurement  si 
nous eonsiderons la classe de t o u s l e s  sous ensembles du plan le problbme 
de )~[ENGER a solution positive, e 'es t  h dire, seulement la dimension de 
I~IENGER satisfait  aux conditions A) j u squ '~  E) (§ 2-1). 

Le problbme g6n6ral, que je  sache, est ouvert, c 'es t  ~ dire si on consi- 
dbre t o u s l e s  ensembles de E~, (n > 2) et une dimension satisfaisant aux 
conditions A), B), C), Dt, E) on ne peut pas dire s 'el le est ou non differente 
de celle de ~/~ENGER. 

Proposons un problbme un peu different,  c 'est  ~ dire s i d  est une 
dimension definie pour tous les espaces topologiques (finie ou infinie) 
sat isfaisant  les conditions A), B) et C), exist- i l  une classe ~(~ d 'ensembles  
dimensionables suivant d, off sont valables les conditions D) et E) en y 
soiant d differente de la dimension de )/~ENC-ER? 

Montrons que notre dimension, permette definir  une classe ~ dans ces 
conditions. En effet, soit ~C la classe form6e par l ' ensemble  Ks et tons ses 
sous-ensembles.  Comme on salt dim Ka ~ 0 et aussi pour A c / ( 3  quelconque 
dim A ~ 0. Dans cette elasse sont vraies les conditions D) et E) mais 
d im/(3  =~= dim + K~. 

2. Dimension de quelques ensembles. 

a) Ensemble de Mazurkiewicz - Nous appelons ainsi les ensembles 
definis par MAZURKIEWlCZ en (14). Ce sont des ensembles totalement descon 
n~xes avec d i m + >  0. Or, d 'apr~s nos idles  ta dimension de ees ensembles 
est zero ce que nous semble plus intui t i f  que le resul tat  de la th~orie de 
i~ENGER-URYs O:IIN. 

Un cas analogue on a pour l ' ensemble  d~fini par KNASTER et KURA- 
TOWSKI (15). 
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b) Courbe universelle de Sierpinski.  - Cet ensemble  a 4t~ d~fini par  
SIERPI:~sKI (7; p. 202). Si  E est ce t te  cou rbe  nous  avons  i m m ~ d i a t e m e n t  
d im E ~  2. D ' a u t r e  c6td d ' a p r 6 s  (16; p. 106) el le  con t i en t  la (< gri l le  ~> consi- 
der~e dans  le § 1 et a lors  d i m E ~  2. P o u r t a n t  d i m E - - 2 .  

e) Soit  ~*  a n  ~ to lonnage  d~.fini p a r  les c lasses  D2: 

I) Do*, D~* sont  i den t iques  h Do et D~. 

II)  P o u r  n ~ 2  posons :  X e D 2  si p o u r  P e X  q u e l c o n q u e  il y a v . a . p .  
h o m e o m o r p h e s  ~ F i n t e r i e u r  de 1"  off I "  est  le cube  n - d i m e n s i o n n e h  

D ' a p r ~ s  le § 4 on a ~ * ~  ~ et a lors  p o u r  X q u e l c o n q u e  

dim T* X ~ d imp X. 

Mont rons  q u ' e n  e f fe t  p e n t  ~tre va lab le  le s ignal  ~ .  Soi t  P l e  c6t~i d ' un  
carr~i; on a 

d im T* X - -  1 et d i m p X  ~ 2. 

C~lh peu t  aven i r  m~me si les d ta lonnages  sont  re la t ion~es  comme dans  
le § 3-3-2 a. Soit  alors  ~ *  F d ta lonnage  d~finie  a ins i :  

X e D ~  s e u l e m e n t  si, ou X e D n  ou d i m X - - n .  

Cons iderons  l ' e n s e m b l e  d~fini  pa r  la  courbe  

1 
y - -  sen - x ~ 0 

et  le poin t  P(0,  0). On a ~ ~ ~ *  et e e p e n d a n t  

d imp X - -  0 e t  d im T* X - -  1. 

C~lh donne  la so lu t ion  de ce qui  a ~t~ propos~ dans  (§ 3-3). 

3. Varidtt!s bi.dimensionnelles. 

R e c e m m e n t  nous  avons  propos~ (9), ]e concep t  de var idtd  b i -d imens ion -  
ne l le  (~) dans  un  espace  T2. Ma in t enan t  nous  j u s t i f i e r o n s  la  n o m e n c l a t u r e .  

TI4]~OR~ME 15. - Une  vari~t~ 1~ b i - d i m e n s i o n n e l l e  a d imens ion  deux .  
En  effet ,  c6mme chaque  point  de J: poss~de des v. a. p. qu i  sont des 

b i - c e l l n l e s  et p o u r t a n t  des  espaces  de c lasse  ])2 on a 

dim l: ~ 2. 

[t) Daus notre travail << Generalized Manifolds % on a modifig lggi~rement la definition 
de bi-cellule ferrule et aussi celle de varigt~t bi-dimensionnelle. 
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D ' a u t r e  cSt~ soit  B ~ I~ avec  B eD~.  Soit  P e B  et g] une  b i - c e l l u l e  
de  l~ c o n t e n a n t  P. Nous  p o u v o n s  cho i s i r  un  vo i s inage  V{P) de P te l le  que  

~ g v ( F )  n B] e D= 

et auss i  V ( P ) c  ~Q, p u i s q u e  I~ est  r e g u l i e r  (9; p. 347). Alors  

~ B c Q  et ~s~D2 

ce qu i  con t r~d i t  le th~or~me 5. 

P o u r  la  d i m e n s i o n  de MENGER-URYsoltN ee thdor~me es t  f aux ,  p u i s q u e  
la  << gr i l le  >> (§ 1) a d i m e n s i o n  de M E ~ E a - U R Y s o H N  t et e l le  est  u n e  var i~t~ 

b i - d i m e n s i o n n e ! l e  d a n s  no t r e  sens.  Or, c o m m e  les var id t6s  dans  no t r e  sens  
e o n t i e n n e n t  les var i~ t~s  c l a s s i q u e s  et d a n s  ce cas d i m + J ~ - - d i m  l : - - 2 ,  on' 
voi t  que  :notre th~orie  est  p lus  a v a n t a j e u s e  que  eel le  de £~/[ENGER~ au  mo ins  

p o u r  une  g~n~ra l i s a t i0n  des  var i~ t~s  c l a s s iques .  

4. Espace de classe M.. 

Soi t  X u n  e s p a c e  t o p o t o g i q u e  de d i m X _ _ - n .  I1 s e r a  i n t e r ~ s s a n t  s avo i r  
si p o u r  P e X  q u e l c o n q u e  il y a des  v. a. p. avec  

d im ~[V(P) ]  ~ n - -  1 

E n  g6ngra l  ce t te  a f f i r m a t i o n  est  f ausse .  

D ' a u t r e  c6td, il y a des  e s p a c e s  ol:t no t r e  a f f i r m a t i o n  est  v ra ie ,  p a r  ex.  
les  e s p a c e s  eue t id i ens .  On ne c o n n a i t  pa s  une  cond i t i on  s u f f i s a n t e  p o u r  
que  E e M~,. 
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