
F u n z i o n i  c o n t i n u e  d a  una, p a r t e  con p a r t i c o l a r e  r i g u a r d o  

a l l a  loro der ivabi l i t /~  u n i l a t e r M e .  

M e m o r i a  d i  T. VIOLA (a B o l o g n a ) .  

S a n t o .  - S i  estende alte f u ~ z i o n i  cont inue  da  u n a  p a r t e  u n  teorema fondamen ta l e  di  DB~3"o¥ 

su i  h u m e r i  der i va t i  e se ne traggono notevol i  conseguez+ze. S i  d imos t ra  che l 'aggregato 
dei p u n t i  d i  d i s c o n t i n u i t 4  ~ numerqbile~ che so,to deter'rain ate condiz ioni  pub  essere denso 
e i n  q~,es~'ul~in~a ipotesi  se no s t u d i a  la s t ru t tura .  S i  d4nno  inf i~e degli esempi di  

f u n z i o n i  cont inue  verso destva. 

In  una  p icco la  Nora  c o m p a r s a  nel n. ° 1, anno  X (1931), del ,, Bol le t t ino 

de lVUnione  Matematict~ I t a l i ana  >> col titolo Stdle f~tnzioni cont inue  da una 

pav te  e sulla de~qvazione unilate~'ale, ho p romesso  di p u b b l i c a r e  pe r  es teso  

la mia  tesi di l au rea ,  p r e s e n t a t a  n e l l ' a u t u n n o  1930 edla Reg ia  Un ive r s i t~  di 

Bologna.  M an t engo  o ra  la p r o m e s s a  pe r  la p r i m a  pa r t e  del la  m i a  tesi o r e  

t r ovans i  d i m o s t r a t e  le propos iz ioni  enunc ia t e  ai n. i 2, 3, di que l la  ~Tota. 

Rivo lgo  un pens i e ro  di d e v o t a  r i e o n o s c e n z a  al mio Maes t ro  BEPPo LEVI 

che  con t an t a  in te l l igenza  e con tanto a m o r e  mi ha  assis t i to  il~ ques t a  fat ica .  

§ 1. E s t e n s i o n e  d i  u n  t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  d i  D e n j o y .  

1. l)eflnizioni. - -  Una  funzione  F(x)  del la  va r i ab i i e  r ea t e  x ,  da ta  in un 

in te rva l lo  a b, 4 con t inua  ve r so  des t r a  in un punto  x o di a b  se~ a s segna to  

c o m u n q u e  un n u m e r o  ~ :> 0, es is te  s e m p r e  un n u m e r o  ~ ~ 0  ta le  che~ se 

0 < x - -  x o  < 5, ~ I F ( x )  - -  F(x0) ] ~ ~. 
P e r  una funzione  F ( x )  con t inua  verso  des t r a  in un punto  x o segui r5  ta  

t e r m i n o l o g i a  ab i tua l e  ed ado t t e r5  notazioni  in uso presso  v a r i  autor i .  Dir5  

dunque  : 

,, R a p p o r t o  i nc reme l l t a l e  des t ro  >, di F(x)  in xo il r a p p o r t o  

F(x) -- F(Xo) 
X - -  ~ o  

per  x ~ x o e suf f ic ien temente  p ros s imo  ad x0; 
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,~ N u m e r o  d e r i v a t o  supe r io re  des t ro  ~ di F(x) in x o i l  n u m e r o  

D+F(xo)  - -  l imite  m a s s i m o  F(x)  --- F ( x o ) ,  
x ~ x o ~  0 x ~ x o  

cio6 il m a s s i m o  dei valor i  l imiti  del r a p p o r t o  i n e r e m e n t a l e  des t ro  di F (x )  

in xo quando  x tende  a t v o ;  ana tog ' amen te  

,~ N u m e r o  d e r i v a t o  in fe r io re  d e s t r o ,  di F ( x )  in x o il n u m e r o  

D+F(xo)--- limite min imo  F ( x ) - -  F(xo) 
- -  x ~ *  x o + O  X - -  9 9 0  

ciofi it m in imo  dei va lor i  l imiti  del  r a p p o r t o  i n c r e m e n t a l e  des t ro  di F(x)  

in xo quando  x tende  a x o. 

Se una funzione  F(x)  6 con t inua  ve r so  de s t r a  in tut to un in te rva l lo  a b  

(cio6 in tutti i punt i  di un in te rva l lo  a b), si pub i m m a g i n a r e  x o va r i ab i l e  in 

a b  (dopoch6 per  ogni suo va lo re  siano suppos te  ef fe t tuate  le det te  operaz ion i  

di l imite) e, sos t i tuendogl i  a sua vol ta  pe r  sempl i c i tg  e c h i a r e z z a  il s imbolo  

di va r i ab i l e  i nd ipenden te  x ,  si v iene  a l la  cons ide raz ione  delle fi~nzioni 

D+F(x),  D+F(x) ,  

det te  r i s p e t t i v a m e n t e  ~ D e r i v a t a  supe r io re  d e s t r ~ ,  e ~ D e r i v a t a  in ie r iore  

de s t r a  ,, di F(x). Si ha, pe r  ogni va lo re  di x, 

D+F(x) ~ D+F(x).  

Se, p e r  un va lo re  xo di x, 6 D + F ( x o ) = D + F ( x o ) ,  Ia funzione  F ( x ) d i e e s i  

d e r i v a b i l e  ve r so  de s t r a  ,, in x o e si se r ive  D+F(xo) = D + g ( x  o)--~ D+F(xo). 

In tal  caso  

F(x)  - -  F(Xo) 
D+F(xo) - -  lira 

X ~ X o + 0  X - -  X o 

Se ei6 a v v i e n e  in tutto a b, r e s t a  defiuit~ la fnnzione  D+F(x) ~( D e r i v a t a  

de s t r a  ~ di F(x) .  
Ana loghe  definizioni va lgono  pe r  una funzione con t inua  ve rso  s inis tra .  

Se, pe r  un va to r e  x o di x,  6 D + F ( x o ) - ~ D + F ( x o ) - ~ D - F ( X o ) ~ - D - F ( x o ) ,  

la funzione  F(x)  dicesi  (( d e r i v a b i l e  ~) in x0 e si s c r ive  

Z)+F(xo) --~ D+I (xo) -~ D+F(xo) - -  

D _ F ( x  o) ~ D_F(xo)  ~- D _ F ( x  o) ~--- DF(xo) -~ F'(xo). 



co~ '~ ,  particolare riguardo alla loro derivabiIitd u4tilaterale 

In  tal ca so  6 

Se ei5 a v v i e n e  in 

r a t a ,  di F(x) .  
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? Dt  (xo) --~ F ' ( x  o) = tim Fix)  F ( x  o) 
, s  ~ oe o X - -  X o 

tu t to  a b, r e s t a  def in i ta  Ia f u n z i o n e  D F ( x ) =  F ' (x )  • deri-  

I o  e o n s i d e r e r 5 ,  s e m p r e  ne t  p r e s e n t e  l avo ro ,  g e n e r i e h e  funz ioni  F(x )  con-  

t inue  d a  una  s t e s sa  p a r t e  in tu t to  un i n t e r v a l l o  a b. P e r  f i ssare  le idee  sup-  

p o r r 6  s e m p r e  t h e  la, eon t inu i t~  in tu t to  l ' interw~,l lo a b suss i s ta  da l l a  p a r t e  

de s t r a .  

2. Si pub e s t e n d e r e ,  eoi d o v u t i  a c e o r g i m e n t i ,  t~d tma f u n z i o n e  F(x) o v u n q u e  

c o n t i n u a  ve r so  d e s t r a  in a b il teor .  f o n d a m e n t a l e  di DEN JOY sui h u m e r i  

d e r i v a t i  de l le  fm~zioni c o n t i n u e  e d~ lui e h i a m a t o  ~, p r i m o  teorema,  ,, o ~< teo- 

r e m a  d e s c r i t t i v o ,  (~). Ne  d e d u r r 5  del le  apptic~lzioni ana log 'he  ad  app l i eaz ion i  

d e d o t t e  dal  DEN JOY pet" le funz ioni  con t i nue .  R ipo r to  le d i m o s t r a z i o n i  del  

DENJOY p u n t o  pe r  punto ,  me~ cou le n e e e s s a r i e  l e g g e r e  va r i an t i .  

TEOREMA FONDAMENTALE. Se esis~e un ' in f in i tA d ' i n t e rw~t l i  

8~, S~, Sa,... , S , , . . .  

(q~,c,, ~ c ,  d , ) ,  la cui  l u n g h e z z a  t ende  a 0 pet" n t e n d e n t e  ad ~ ,  i eui e s t r e m i  

s in is t r i  c~, c.2,... , c,~,.., form~mo un i n s i e m e  o v u n q u e  denso  in a b; se, d ' M t r a  

par te ,  il r a p p o r t o  i n e r e m e n t a t e  I ,  de l la  funz ione  F(x )  SU S~ 

a) r e s t a  eos tm~temen te  s u p e r i o r e  a un n u m e r o  fisso h, 

b) o p p u r e  r e s t a  e o s t a a t e m e n t e  i n f e r i o r e  a un n u m e r o  fisso h, 

c) o p p u r e  t eude  v e r s o  un l imi te  un ieo  finito od infinito l, 

a l lora ,  i nd i ea to  con  E l ' i n s i e m e  dei pun t i  di a b in cui  6 r i s p e t t i v a m e n t e  

a) > h, 
b) o p p u r e  D + F ( x )  ~ h~ 

c) o p p u r e  il n u m e r o  l ~ un der iva . to  m e d i a n o  (.2) od e s t r e m o  destro~ 

l ' i n s i e m e  E eosi  def ini to  ~ o v u n q u e  denso  in a b  ed  anzi  ~ un r e s i d u a l s  (3) 

di ab .  

(l) AR.NAUD DENJOY~ Mdmoire sur les hombres ddrivds des fo,nctions continue% in ,, Journal 
de Math~matiques pnres et appliquTes ~>~ annge 1915~ tome I~ pag. 149. 

(~) ~ Derivato mediano destro ~ ~ uno qualunque dei valori limiti del rapporto incre- 

mentale destro, the non sia n~ D-, n~ D+ (DE~JOY, loc. cir.: pag. 145). 
(3) Secondo il DE,JoY (loc. cir, pag. 123) si chiama << residuale >> di un ~ggregato per- 

fetto g' (continuo o no) il subaggregato di 3 che rimane quando si eschdano da 3 succes- 
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DIM. Sia %, % , _ . ,  s,~,.., una sueeess ione  di humer i  posi t ivi  t enden te  a,O. 

A v e n d o  posto 

F(d,~) - -  F(cn)  
I n - -  

dn  - -  Cn 

cons ide ro  it r a p p o r t o  i n e r e m e n t a l e  F ( d , d - - F ( x )  con x va r i ab i l e  nelle vici- 
du - -  x 

nanze  di c,~ p e r  va lor i  m agg i o r i  di c,~. Poieh6,  pe r  ipotesi~ F ( x )  ~ con t inua  

verso  d e s t r a  in on, esis te  un in torno des t ro  di cn ( s egmen to  a v e n t e  cn p e r  

e s t r e m o  sinistro)  ehe  indieo con an ~-~ Cn C 'n  ~ m i n o r e  d i e  n ~ a v e n t e  pe r  e s t r e m o  

des t ro  c',, c o m p r e s o  f ra  c n e  dn~ e tale the ,  pa r  ogni suo punto  x ,  il quo- 

z iente  cons ide ra to  6 e o m p r e s o  f ra  I n - - -e  n e d  In + en.  

Dico che  ogni punto  ~ a p p a r t e n e n t e  a un ' in f in i th  di ~,~ a p p a r t i e n e  ad E. 

Inflttti, anzi tu t to ,  se % con t iene  ~ l ' e s t r e m i t h  de s t r a  d,~ d e l l ' i n t e r v M l o  &~ 

a v e n t e  lo s tesso indice  di z,~, s u p e r a  ~ e ne dis ta  p e r  meno  di &~. Dunque ,  

pe r  la suceess ione  delle ~ e o n t e n e n t e  ~, d,, tende  a ~ dal la  des t ra .  In secondo  

luogo il r a p p o r t o  i n c r e m e n t a l e  F ( d , ) - - F ( ~ )  , d ~ - - ~  e, per  la s t e s sa  suecess ione  di 

valor i  di n, e o m p r e s o  f ra  t , , -  an ed lu + ~,~. D u n q u e  tutt i  i suoi va lor i  limiti 

elm sono dei de r iva t i  des t r i  median i  od e s t r emi  di F(9~) in {, sono eompres i  

n e l l ' i n s i e m e  dei va lor i  l imiti  del la  sueeess ione  l,~. 88 dunque  a) I,, s u p e r a  h~ 

F ( x )  poss iede  in { un de r i v a to  med i ano  o e s t r e m o  a lmeno  ugua le  a h e 

perei6  si ha  D + F ( { ) . ~ h ;  se b) l , < h ,  D + F ( { ) ~ h ,  e se c) lira l u = l  finito 
~ t ~ o o  

od infinito, D + F ( { ) ~ I ~  D+F({) ,  e p r e e i s a m e n t e  l 6 un de r i va to  med iano  o 

e s t r e m o  dest ro .  

L '  a g g r e g a t o  dei punt i  in te rn i  a un ' in f in i tg  d ' i n t e r v a l l i  %, 6 o v u n q u e  denso 

su a b. In fa t t i :  sia m n un qua lunque  s e g m e n t o  pa r z i a l e  di a b. Sia c,,, il 

p r imo  punto  del la  sueeess ione  c~, c.2~...~ cu~.., i n t e rne  ad m n  e ta le  ehe  %~, 

sia i n t e r a m e n t e  eon tenu to  in m n. S i a c , , ,  il p r imo punto  del la  m e d e s i m a  sue- 

eess ione  c~, c~, . . . ,  c~,. . ,  i n te rno  a %, e tale  ehe  %, sia i n t e r a m e n t e  eon tenu ta  

in ~,,,. Oosl si p r o s e g u e  eos t ruendo  una sueeess ione  d ' inf ini t i  % , ,  a,~. ~ , , , . . .  

sivamente un'infinita numerabile di a.ggregati non densi in 9. Seguendo ]g. BAIRE (,S'wr les 
loner.iotas de variables rgelles~ in <~ Annali di N[atematiea .~ serie I I I ,  tomo I I I  (1899), 
pag. 67) si pub dire che un ~, residuMe ~ dl un aggregato perfetto ~' ~ il snba.ggregato d i g  
che ~ complementare di un subaggregato di prima categoria su 9. Si dimostra (DE~irox-~ 
loc. cir., pag. ~3:~; BAIRE~ loe. cit, pag. 67) ehe <, ogni residuale d 'un insieme perfetto con- 
tiene esso stesso un insieme perfetto ~. 
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c iascuno  con tenu to  nel p r e e e d e n t e  e in m n .  Ques t a  suceess ione  ha  pe r  l imite  

tm punto  ~ di E (4). D u n q u e  E ha  punt i  en t ro  m n e pereib,  pe r  l ' a rb i~ra r ie t / t  

de l la  sce l t a  di m n, E 6 o v u n q u e  denso in a b .  

Res t a  da d i m o s t r a r e  ehe E 6 un re s idua le  di a b. Infat t i ,  e ssendo  l e a ,  

defini te c o m e  sopra ,  e o n s i d e r i a m o  l ' i n s i e m e  H o dei punt i  di a b ehe non sono 

in tern i  a nessuno  dei s egm en t i  %,  % , . . . ,  % ,  .... Ques to  ins i eme  6 ev iden te -  

m e n t e  eh iuso  p e r c h 6  un punto e s t r aneo  ad H0, essendo  in terno  a un inter-  

val lo % i n t e r a m e n t e  e s t r aneo  ad Ho, non pub esse re  punto l imite  di H 0. Dieo 

ehe  H o 6 non denso in a b. In easo  con t r a r io  e s i s t e r e b b e  un s e g m e n t o  m n 

a p p a r t e n e n t e  i n t e r a m e n t e  ad H 0. O r a  l ' i n s i e m e  c~ essendo  denso in a b esis te  

in m n  a lmeno  un punto  c , .  L ' i n t e r v a l l o  a~ co r r i sponden te ,  a v e n d o  per  

e s t r e m o  c~, con t i ene  tu t t a  una  porz ione  di r a n .  D u n q u e  H 0 6 non denso 

in a b. Se noi s o p p r i m i a m o  un n u m e r o  finito di punt i  c,~, ques to  ins ieme  non 

cessa  di e s se re  denso.  Sia dunque  H~ l ' i n s i e m e  dei punti di a b ehe  non sono 

in tern i  a nessuno  dei s egmen t i  % + , ,  %+~, . . .  H~,  ehe eont iene  H~_~, 6 non 

denso  in a b (e d ' a t t r a  p a r t e  ehiuso~. Cons ide r i amo  l ' i n s i e m e  H eost i tui to  da l la  

r iunione  degli  a g g r e g a t i  / t0 ,  H~, H2, ..., H~,  .... Sia G il r e s idua le  di a b eom- 

p l e m e n t a r e  di H. 0 g n i  punto  M di G 6 in te rno  a un'infinit~t d ' i n t e r v a l l i  % .  

Po ieh6  se ques to  punto  M fosse in te rno  so l tan to  a un n u m e r o  finito di essi, 

il pid g r a n d e  deg l ' i nd i c i  di quest i  a v r e b b e  uu eer to  v a l o r e  p. M a p p a r t e r r e b b e  

a tutti  g l ' i n s i e m i  H~+~, Hp+2~... ,  dunque  ad H e non a G. D u n q u e  M appa r -  

t iene  a l l ' i n s i e m e  E qual i f ieato n e l l ' e n u n e i a t o .  D u n q u e  E eont iene  G. I n v e r -  

s a m e n t e  si v e d e  subi to  ehe  G eon t iene  E. D u n q u e  G := E, ed E 6 un resi-  

duMe di a b. e . d . d .  

Seguendo  le t r a eee  del DENJOY poss iamo d e d u r r e  dal t e o r e m a  fondamen-  

tale  delle impor t an t i  appl icaz ioni .  Ma non ne r i p o r t i a m o  tut te  n6 i n t e r a m e n t e  

le d imos t r az ion i  pe r  le quali  r i m a n d i a m o  al ia  e i t a t a  m e m o r i a  del DENJOY. 

Ci s o f f e r m e r e m o  i nveee  su quelle  o s se rvaz ion i  ehe m a g g i o r m e n t e  i n t e r e s sano  

il nos t ro  studio.  

3. (DENJOY, loc. cir., pag.  152). S u p p o n i a m o  ver i f i ca ta  l ' i p o t e s i  c) del 

t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  r e l a t i w t m e n t e  a due s is temi  d ' i n t e r v a l l i  S,,, ed S,(. 

S u p p o n i a m o  cio~ che  il r a p p o r t o  i n c r e m e n t a l e  l,, r e l a t i vo  ad S~, t enda  ad un 

(~) Che it ])unto ~ appartenga ad E si vede faeilmente. Infat~i gli estremi cm, %.~ %~,.. 
costituiscono una successione crescente~ gli e s t r e m i  dn~ ~ dn~ ~ dn~.., una successione decre- 
scente; e queste due successioni sono helle eondizioni d'applicabilit~ del postulato di DE- 
DEKIND: esse indivictuano un punto limite ~ che ~ realmente interno a infiniti ¢~k. 
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l imite unieo finito od infinito 1, t h e  il r appor to  i n e r e m e n m l e  l,~ re la t ivo  

ad ~ '  t enda  ad uu limite unieo finito od infinito t'::~=l. Ind ieh iamo gli ete- 

menti  omologhi re la t iv i  al s i s tema S,~' con gli stessi simboli adopera t i  per  gli 

e lement i  re la t iv i  al s i s tema S,~, d is t inguendol i  med ian te  un a e e e n t o :  eosl gli 

e l e m e l l t i  c~ ' ' ,,, c,, ,  d , / .  Riprend iamo la d imos t raz ione  del teor. fondamenta le  

appl ieandola  a l t e r n a t i v a m e n t e  ella sueeess ione  c,, e Mla sueeess ione  c,(. Ve- 
(j' niamo al lora  a de te r rn ina re  lille sueeess ione  di segment i  m n, e,~,, ,~,, ~,,~, 

! ! ? (~ !  (~ t  • • .  
6 n ~  ~u3~ ~ . ~  "'" e i a S C L l l lO  ¢ o n t e l l u t o  I l e l  preeeden te .  I s e ~ l l l e l l t i  6 n x ,  **~ **,~, 

sono seelti  f ra  i %' eosi eoine  i segment i  %, ,  %~, %~,.., sono seelti  f ra  i % .  

La. possibilitA di d e t e r m i n a r e  ques ta  sueeess ione  r isulta dalla p resenza ,  su 

ogni in te rva t lo  parz ia le  di a b, deg l ' ins iemi  e,~ e c,[ s e p a r a t a me n t e .  La  sue- 

z' ~' tende ad un punto, l imite ~ a p p a r t e n e n t e  ad a b, e e s S i O l l e  c~,,,, n , ,  °'u.~, , ~ ,  . . .  

in terno a un ' inf in i tg  di a,~, a un'infinit~t di ~,~', e dove,  quindi,  F a m m e t t e  

per  humer i  der iwtt i  mediani  o es t remi  destr i  sia t t h e  l'. 

Si deduce  il eorol la r io  s eguen te :  

(DENJOY, loc. air., peg.  156). Se una funzione a m m e t t e  da. una  stess~ 

par te  una de r iva t a  uniea in ogni punto  di a b, ~ impossibi le  ehe i due ag- 

gregat i  in eui ques ta  d e r i v a t a  6 I per  il pr imo,  t' pe r  il seeondo,  siano l ' u n o  

e l ' a l t ro  densi  s u a  b. 

4. (DENJOY, loe. t i t . ,  peg. 153). Se l,, ~ un n u me ro  funzione dell '  inter-  

vallo S,~ ~ e,~ d,~, la cui lunghezza  tende  a 0 per  n t enden te  ad o~ (l,, essendo 

pit:l p r ee i s amen te  in questo  studio it r appor to  i n e r e m e n t a l e  di F(oo)su  S,~), 

eon ven i amo  di dire ehe ~ l ' i n s i eme  l,~ a m m e t t e  in un punto M di a b il va lor  

t imite  ~., tinito od infinit% se esiste una  sueeess ione  seel ta  f ra  i c ,  e ten- 

dente  ad M in modo ehe  i humer i  l,~ tendano a ).. 

I punti  di a b analoghi  ad M, in eui l ' i n s i eme  1,~ a m m e t t e  il va lor  

l imite  )., fo rmano e v i d e n t e m e n t e  un ins ieme ehiuso.  Supponiamo q u e s t ' u l t i m o  

eo ine iden te  con a-b. Qua lunque  sia ~, 6 possibile t rovare ,  vieino quaiSto si 

vuole  ad un punto  M qua lunque  di a b, un punto  c,~ tale ehe, pe r  lo stesso 

indiee ~, l,, differisea da X per  meno  di s, se ). g finito (sia del segno di X e 

sorpassi  -1- in va lo re  assoluto,  se ), ~ infinito). Seeg l iamo su a ~  una  sueees- 

sione %,  %2,... ovunque  dense  s u a  b e a e iaseun qo,~ faee iamo e o r r i sp o n d e re  

un nmne ro  posi t ive  qua lunque  "% (lira % = 0 ) .  E s t r a g g h i a m o  poi datla, sue- 

eessione c~ ~ ce, ..., e,~, ... una  sueeers ione  T~, T2, ..., ~',~ ... in modo ehe, per  
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ogui % sia 

(i ~',~i ~ n e ~.,~ del segno di ~, se ). ~ infinito), ~vendo indicato con ~.,~ il 

va lo re  di I~, che  cor r i sponde  a ]%. E chi~ro che  i punti  T,, sono densi  su a ~  

e c h e ) , , ,  t ende  a k. I1 teor.  fondmnen ta le  ci p e r m e t t e  i m m e d i a t a m e n t e  di 

conc lude re  : 
Se S¢~ ~ una success ione  d ' i n t e r v a l l i  avent i  l unghezze  tendent i  a 0 

quando  n tende  ad  ~ ,  e i l  cui e s t r cmo  sinistro desc r ive  un ins ieme o v u n q u e  

denso  in ezb, se il r appor to  i n c r e m e n t a l e  l~, di F(x) su S~, a m m e t t e  in ogni  

punto  di ~-b il va lo r  l imite t ,  finito od infinito, sa ra  ), un de r iva to  mediano  

o e s t r emo  dest ro  di F(x) in ogni punto  di un res idua le  di a b .  

Quando  ~ k - - +  ~ ( - - ~ ) ,  d ic iamo che  1,, ~ non l imitato su p e r i o rme n t e  

( infer iormente)  in ogni porz ione  di a b o d  in v i c inanza  di ogni punto  di ab.  
In questo  caso F(x) a m m e t t e  la d e r i v a t a  super iore  ( inferiore) des t ra  + ~ ( - -  ~ )  

in un res idua le  di a b .  

5. (DENJOY, |OC. cir., pag.  154). Se l ' i n s i eme  E(l) dei punti  in cui F(x) 
ha  per  de r iva to  mediano  o e s t r emo  dest ro  un n u m e r o  l ~ o v u n q u e  denso 

su a b, questo ins ieme ~ un res idua le  di a b .  

Infat t i  essendo E(1) ovunq u e  denso in a b ,  noi possiamo e s t r a r r e  da esso 

un ' inf ini t~  numerab i l e  di punti  c~, e~,..., c,,,.., o v u n q u e  densa, in a b ¢ ) .  

l essendo in c,, un de r iva to  destro,  esiste un in te rva l lo  c,,d,~ di e s t r emo  si- 

nistro c,,, di lunghezzz~ infer iore  ad ~,~ (~,, ~2,..., e,~,., suceess ione  di numer i  

positivi t enden te  a 0, prefissata, ad arbitr io),  in cui il r appor to  i n e r e me n t a l e  

di F(x) differisce d;~, l pe r  me n o  di a,~, se l ~ finito, ~ del segno di l e su- 

per io re  in va,lore assoluto sd n, se l ~ infinito. Siamo al lora  helle condizioni  

d 'appl icabi l i t i t  del t e o r e m a  fo n d a me n t a l e :  l ' i n s i eme  E(l) ~ dunque  dapper -  

tutto un res iduale .  

Souo dunque  dei residua.li di a b, tosto che essi siano o v u n q u e  densi  

in ab ,  gli insiemi in cui 0 ~ un de r iva to  mediano  destro,  o F(x) ha  il suo 

de r iva to  super io re  des t ro  + ~ ,  il suo derivat,  o infer iore  destro - - ~ .  

(5) I n f a t t i  d i v i d i a m o  a--b in  n p a t t i  ugua l i  e su  cia .scuna di  e s se  s c e g t i a m o  i n d i f f a r e n -  
t e m e n i e  un  p u n f o  di  E(l). L ' i n s i e m e  de i  p u n t i  sce l t i  p e r  t u | l i  i v a l o r i  d i  n ~ e v i d e n t e m e n t e  

n u m e r a b i l e ,  o v n n q u e  d e n s o  in  a--b. L a  d i m o s t r a z i o n e  fa  m a n i f e s t a m e n t e  uso de]  p o s t n l a t o  
di  ZERMELO~ m a  q u e s t o  uso  b legit t imo~ p e r eh ~  esso  c o n d u c e  n o n  ad  u n a  ,< cos t ruz ione  ,) 
b e n s i  ad  u n a  ~ d i m o s t r a z i o n e  >>, la  qua l e  r i su l t a  v e r a  i n d i p e n d e n t e m e n t e  da l l e  sce l te  e segu i t e .  

Am*o,~i di Matematica,  Ser i e  IV, Tomo IX. 32 
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6. (DENJO¥, loe. cit., pag.  156). Se D+F(x)  6 finita in ogni punto  di a b, 
t T l ' i n s i e m e  dei punt i  di a b in v i c inanza  dei quali  D+/~(x) 6 non l im i t a t a  supe- 

r i o r m e n t e  6 non denso in a b. 

7. Confl 'ontando il t e o r e m a  fondan]en ta le  da noi d imos t ra to  al n. ° 2 con 

1' o r ig ina le  del DENJOY osse rv ian lo  ehe, quan to  a l la  genera l i th ,  esso p ressap-  

poco gli equ iva le .  Infat t i  gli toglie la condiz ione  r e s t r i t t i v a  della cont inui tg  

ve rso  sinistra,  ma  glie ne sos t i tu isce  u n ' a l t r a ,  quel la  t h e  l ' a g g r e g a t o  per-  

fet to g, a cui d e v e  appar te l~ere  la suceess ione  c, ,  G , . . . ,  G , . . .  e in cui la 

m e d e s i m a  success ione  d e v e  esse re  densg,  sic l ' i n t e r o  s egmen to ,  aTJ. Q u e s t a  

condiz ione  pu6 sostitilirsi con a l t r a  equ iva l en te ,  o r e  l ' a g g r e g a t o  per fe t to  g 

si s u p p o n g a  discont inuo.  O s s e r v i a m o  infatt i  t he ,  pet" la va.liditg del rag iona-  

men to  del n. ° 2, occo r r e  t h e  di ogni G es is ta  un in torno ~,~ suf f ic ien temente  

piccoh) soddis facen te  a due condizioni  essenz ia l i :  1 a) c~ cont iene  altr i  infiniti 

punt i  c,~; 2 a) F(x)  v a r i a  in % di quan to  poco si vuole.  

Se dunque  si suppon% come al n. ° 2, che  $' sia continu% ques te  due 

condizioni  sono soddisfa t te  pe r  un intorno des t ro  % di c n. Se si suppone  

che  $' sic discont inuo,  occo r r e  a c c e r t a r s i  di quel le  condizioni ,  pe rch6  esse 

non sono soddisfa t te  s e n z ' a l t r o .  

Cosi ad es., suppos to  g per fe t to  e o v u n q u e  non denso in ab,  se la suc- 

cess ione  G,  c~,.. . ,  G,~... nelle condizioni  del t e o r e m a  r e l a t i v a m e n t e  a g, non 

cont iene  nessun  punto  che sic e s t r e m o  sinistro di un in te rva l lo  cont iguo  a g 

(o al pifi ne cont iene  un n u m e r o  finito, od anehe  infiniti~ m a  in condizioni  

che  si t r a t t e r e b b e  di p rec i sa re )  (6), a l lo ra  il t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  wde  ugual- 

men te  r e l a t i v a m e n t e  a g (7), e va lgono  quindi  tut te  le conclusioni  che  ne 

a b b i a m o  t ra t te .  

Se in tutt i  i punti  di g che  s iano es t r emi  sinistri  d ' i n t e r v a l l i  cont igui ,  

la F(x)  6 con t inua  ve rso  sinistra,  il t e o r e m a  f o n d a m e n t a l e  va l e  anche  quando  

la success ione  c~, c2,... , on,.., c o n t e n g a  degli e s t r emi  sinistr i  d ' i n t e rva l l i  con- 

t igui a g (infiniti di quest i  e s t remi ,  o v u n q u e  densi in 3). Basra  infat  G qua lora ,  

r i pe t endo  i r a g i o n a m e n t i  del n. ° 2, ci s ' i m b a t t a  nel la  sce l ta  di qua lche  c,~ che 

sic e s t r e m o  sinis t ro di un in te rvMlo  cont iguo  a ~', a s s u m e r e  pe r  in t e rva l lo  % 

un c o n v e n i e n t e  in torno  sinistro di G .  

(s) ]~ noto che un aggregato perfetto e uon denso 6 costituito da tutti e soli i punti 
che non sono interni a un sistema d' intervalli (detti << contigui all' aggregato perfetto ,, ) 
ovunque densi sul continuo. 

(7) La tesi afferma allora 1' esistenza dell' aggregato E denso in g, ed anzi residuale di 
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§ 2. A g g r e g a t o  d e i  p u n t i  d i  d i s c o n t i n u i t h .  
E s e m p L  

1. Definizione. --  Se ~(x) 6 una  f lmzione  def ini ta  in un in te rva l lo  r a n ,  

seguendo  la n o m e n e l a t u r a  di uso co r r en t e  c h i a m e r e m o  ~, osc i l laz ione di ~(x) 

in m n ,, la d i f fe renza  f r a i l  l imi te  supe r io re  di ~(x) e i l  l imi te  infer iore  di ~(x) 

in m n. Se g|i  e s t r emi  m,  n d e l l ' i n t e r v M l o  m n si suppongono  var iab i l i  e pre-  

c i s a m e n t e  tendent i  ad  un d e t e r m i n a t o  punto  x o in te rno  a l l ' i n t e r v M l o  s tesso 

(cio6 in modo c h e m  tenda  a x o da l ia  s in is t ra  ed n da l la  d e s t r a ) a l l o r a  

l ' o sc i l l az ione  di ~(x) in m n tende  ad un w d o r e  l imite  ben d e t e r m i n a t o  (ed 

i nd ipenden t e  dal modo  di v a r i a r e  di m, n) t h e  c h i a m e r e m o  ,~ osc i l laz ione  

(puntuale)  di ~(x) in x 0 ~. 

2. Se cO(x) 6 una  funzione de r ivab i l e  ve r so  des t r a  nel punto  Xo e se to(x) 

6 la sua  osei l laz ione p u n t u a l e  ( cons ide ra t a  come  funzione del la  x), 6 

l im t o ( x )  ~ 0. 
X ~ x o + O X - -  Xo 

Infa t t i  6, pet '  definizione del la  d e r i v a t a  dest ra ,  (h i ~ 0, h~ ~ 0) 

(1) ~o(x + hi) = ~(xo) + (x  + h I - -  xo)D+q)(xo) + (x  + h~ - -  xo)%, 

~(x + h~) = ~(Xo) + (x + h~ --  xo)D+~(xo) + (x  + h~ - -  Xo)~.~, 

% ed % infini tesimi r i s p e t t i v a m e n t e  con (x  + h ~ - - x o )  , ( x + h ~ - - x o ) .  Segue  

(2) ~(x  + h~) - ~ (x  + h.2) - - ( h ,  - -  h.2)D+~(xo) + ( x  + h~ --  xo)z, - -  (x + h~--xo)%.  

Perei6 ,  po tendos i  s e r i v e r e  

to(w) - -  lira [ qo(w + h,)  - -  ~(x + h2) t 
h~ ~ 0  
h~ n 0  

6 t o ( x ) - - ( x -  xo)z, essendo  ~ inf ini tes imo con x - - X o .  Segue  1' enuneia to .  

OSSERVAZIONE. L ' o s e i l l a z i o n e  pun tua l e  t o ( x ) p o t r e b b e  definirsi  ~ l 'osc i l la -  

z ione di q~(x) in un in torno  hullo ,~ del punto  oo. L a  fo rmola  d i m o s t r a t a  v a l e  

a n c h e  n e l l ' i p o t e s i  m e n o  s t r e t t a  t h e  to(x) sia t ' o sc i l l az ione  di ~(x) in un in- 

torno non hullo del punto  x ,  pu rch6  su f f i e i en temente  p icco lo :  pe r  as. di am-  

p iezza  infer iore  ad ( x - - x 0 ) L  P o n i a m o  

o)(x)= lim Iq~(x+h~)- -  ,~(x+h~)  I. 
- - ~ ( h ~ ,  h e I ~  < (x--xo) ~ 
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Dalla (2) segue allora 

~o(x) 
X - -  X o 

e quindi l 'enunciato.  

- -  < _  2 I x  - Xo) D + ~ ( X o ) ]  ~ 2(t~, I + [~  I) 

3. Ritorniamo or~ ad una generica thnzione F(x) ,  continua verso destra 

iu tutto un intervatlo a b. Ci propouiamo (ii studiare la s trut tura dell' ag'gre- 

gato dei suoi pm~ti di discontinuith. 
7' I punti di discoatiuuifft delia I (x) souo soltanto pmlti di diseontiuuith 

verso sinistra. Essi si possono distinguere in punti di diseontixmit~t di 1 a specie 

(o (, salti ~), per i quali esiste il 

lira F ( x  - -  h )  - - -  F ( x  - -  0 ) ,  
h ~ O  

e in punti di discontiuuith di 2 ~ specie, per i quali tale limite non esiste. 

Iudichiamo con e2~ l 'aggrcgato  dei punti di discontilmith di F ( x )  in a b.  

4. TEOl¢. L 'aggrega to  ~ dei puuti di discontinuit~ di F ( x )  in ( tb 6 nu- 

merabile. 

DIM. Asseguato ad arbitrio un numero ~ ~ 0, ad ogni punto di a b si 

pub far corrispondere un iutorHo des~ro (segmento avente quel puato per 

estremo sinistro) in c u i l '  oscillazione di /;'(x) (~ ~ ~. I punti in cui l'oscilla- 

zione a sinistra 4 :>~  sono tutti estremi sinistri di tall segmenti. Formiamo 

l 'aggregato  dei segmenti che si ottengono riuuendo in un solo tutti quelli 

che hanno punti comuni (interni od estremi). I punti in cui l 'oscillazioue 

sinistra ~ ~ ~ risultano ailora estremi di un sistema di segmenti senza punti 

comuni e perci5 costituiscono un aggregato numerabile (8). 

Ripetendo it rag'ionamento successivamente per 

2 ~ 4 ' " "  2" ' " "  

si veugol~o a classiii,care tutti i ptmti di ~L in una successione di aggregati 

numerabiti, il primo dei quali ~ costituito dai punti di e2~ in cui 1 'oscillazione 

a sinistra ~ maggiore di ~, il secondo dai punti di ~,0~(~ iu cui l 'oscillazione a 

sinistra ~ compresa fra ~ ed ~ ,  il terzo dai punti di ~ in eui t 'oscillazione 

(8) Per un noto teor. di CA~TOR: un insieme d'interva]li di una rega~ non sovrappo- 

nentisi~ ~ numerabile. 
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'~ ed r~ l ' ( n - I - 1 )  m° dai  pun t i  di @~. iu cui a s i n i s t r a  6 c o m p r e s a  f r a  ~ 7~,. . . ,  

l ' o s e i l l a z i o n e  a s i n i s t r a  6 e o m p r e s a  f ra  ~ ed  ~ .  D u n q u e  ~ [  6 u u m e -  

r ab i l e ,  c . d . d .  

5. S t u d i a m o  a n z i t u t t o  il c a s o  t h e  ~ L  s ia  d e n s o  i1~ q u a l c h e  p a r t e  m n  

di a b. In  t a le  ipotes i ,  s u p p o n i a m o  ~ L  n u m e r a t o  ( c o m ' 4  s e m p r e  poss ib i l e  p e r  

iI t eor .  det  n. ° p rec . )  ne l l a  s u c e e s s i o n e  d~, d2 , . . .  , d,~, .... S ia  %~ % , . . . ,  s , , , . . .  

u n a  s u e c e s s i o n e  di n u m e r i  pos i t i v i  t enderJ te  a 0. A siuistr~t di d~ es i s te  ce r -  

t a m e u t e  un pun to  c~ ta le  t h e  d ~ -  c~ < ~ e t h e  il r a p p o r t o  i n c r e m e n t a l e  1, 

1 
di /?(X) su  C~ d~ sia,  in v a l o r e  a s so lu to ,  > - - .  A s i n i s t r a  di d~ es i s t e  e e r t a -  

m e n t e  un p u n t o  c~ ta le  t h e  d . , - - c ~ < %  e t h e  il r a p p o r t o  i n e r e m e n t a l e  l~ 

1 
di aV(x) su ce de sia,  in v a l o r e  a s so lu to ,  > - - . . . .  Iu  g e n e r a l e ,  a, s i u i s t r a  d i d ,  

g2 
es i s t e  c e r t a m e n t e  un pun to  c,~ ta le  e h e  d , - - c , , <  e,~ e t h e  il r a p p o r t o  incre -  

1 
m e n t a l e  t,, di _F(x) su  c , ,d , ,  sin, in v a l o r e  a s so lu to ,  ~ . 

~n 

I s e g m e n t i  &~ ~ c, ,d,~,  p e r  n .... 1, 2, 3,. . .  sono he l le  cond iz ion i  del  t eor .  

f o u d a m e n t a l e  (§ 1, n." 2) (9). Si c o n c l u d e  d u n q u e  col seg.  

TEOm Se ~ ~ denso  in uu s e g m e n t o  m n p a r z i a l e  di a b ( e v e n t u a l -  

m e n t e  in tu t to  a b )  l ' a g g r e g a t o  dei  pun t i  x in cui ~ v e r i f i e a t a  a l m e n o  uua 

de l l e  due  u g u a g l i a n z e  

I ) + a g ( x )  - -  + ~c, D + F ( x )  - -  - -  ~ ,  

d e n s o  in m n  ed anz i  g u n  r e s i d u a l e  di ~ n n  (~o). 

Corn Se i h u m e r i  d e r i v a t i  des t r i  di _F(x) sono  o v u n q u e  finiti  in a b, 1 ag- 

g r e g a t o  9 5  dei pun t i  di d iscont inui t~t  di /~ (x )  ~ o v u n q u e  non denso  in a b .  

(9) Si pub sempre fare in modo ehe i punti % aploartengano all ' intervallo m n (eviden- 
temente questa eondizione non ~ neanehe neeesseria~ poieKg basterebbe~ in easo eontrario~ 
traseurare tutti i % ehe stanno fuori di ran). Essi eostituiseono una sueeessione densa 

in ran.  Infatti  s e r s  b un intervallo parzia.Ie di m n  preso ad arbitrio, esistono net terzo 
medio di ~7s infiniti punti d~,: di questi~ tutti quelli ehe hanno indiee n suffieientemente 

elevato perch~ % sia inferiore ad ~ hanno per eorrispondenti dei punti % the sono 

interni ad ~-Tss. 
(to) Vedi la nora alia fine del n. ° l l .  
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6. Ind ich iamo con ~ ,  l ' a g g r e g a t o  dei punti  di d iseont inui tg  di P specie 

per 18 l g ( x ) i n  ab ,  con eOZ.~ quello dei punti di d iscont inui tg  di 2 ~ specie.  

?.T'C~ ed e..UU 2 sono en t r ambi  eontenut i  in ~ (6 ~ L = O L ~ + ~ E ~ ) ,  en t rambi  

uumerabi l i .  

Sia grg.2 denso in qua lehe  par te  m n  di a b ,  n u me ra t o  nel la  sueeess ione  

h~, h2, . . .  , h,,~ .... Sia "L, ":.2,..., % , . . .  una suecess ione  di humer i  posifivi ten- 

den te  a 0. Ne l l ' i n t e rva l lo  eomune  ai due in terval l i  t q - - v ,  It,, r a n ,  esiste 

~ '  tall t h e  i r ispet-  una eoppia  (anzi esistono infinite topple)  d ' i n t e rv a t l i  S~, ,~, 

tivi rappor t i  i n t r e m e n t a l i  l~, 1( di F ( x )  siano il pr imo magg io re  di + 1, il 

s e t ondo  minore  di - - 1  (H). Ne l l ' i n t e rva l lo  e o mu n e  ai due in terval l i  h . 2 - - %  h~, 

m n~ esiste mm topp i a  d ' i n t e rva l l i  8.2, 8.2' tall ehe i r i spet t iv i  rappor t i  inere- 

l '  di F ( x )  siano il p r imo ma g g i o r e  di + 2 ,  it s e t o n d o  minore  menta l i  l~, .~ 
di - - 2 .  Cosi si p rosegua :  in generMe ne l l ' i n t e rva l lo  e o m u n e  ai due interval l i  

h,, - -  % h,,, m n, esiste una eoppia  d' in terval l i  S,,, ~;q,' tali t h e  i r i spet t iv i i  

rappor t i  ine rementa l i  /,,, l,( di F ( x )  siano il p r imo magg io re  di + n, il se- 

condo minore  di - - n .  

I due sistemi d ' i n t e rva l l i  S~, S.2,.. . ,  S~,, . . . ,  S / ,  S ( , . . . ,  S , ( , . . . ,  ovunque  

densi  in m n  (~), sono helle eondizioni  d ' app l i eab i l i tg  del teor.  fondamenta /e  

e p ree i samen te  delle eons ideraz ioni  del § 1, n. ° 3. Si deduce  quindi  it 

TEOR. Se l ' a g g r e g a t o  ~..2 dei punti in cui F (x)  ha una diseont inui tg  di 

2 ~ specie  6 denso in un segmen to  m n parz ia le  di a b  ( e v e n t u a l me n m in tut to 

a b), l ' a g g r e g a t o  dei punti  x in eui sono ver i f iea te  e n t r a m b e  le uguagl ianze  

D + F ( x )  = + 0% O + F ( x )  = - -  o% 

denso in m n, ed auzi ~ un res iduale  di ~ n. 

{i~) Infatti sia 

e supponiamo, per fissare le idee, ehe tanto ~ e _ h si~no finiti. Poniamo s ~ - - ~ .  Sia k il 

massimo dei ire numeri 
] t t - -  ~t~ m., h i - a .  

Siano % ~ % ~ x 3 ~ %  quattl'o punti interni all'intervallo k h  I e tali the 

[ ~ - ~ i . , ) l < - = ,  !2--F(~.9 <-:, j 2 - F ( ~ , ) / < ~ ,  , ! : - -2r( ,0  < , .  

II rapporto incrementale di F(x) ~ > i nell'intervallo ~t%, ~ < -" i nell'intervallo %%. 

La dimostrazione si estende in modo ovvio M caso ehe uno od ambedue i numeri )~ h 

siano infiniti. 

{~) Vedi la nora (9). 
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Corn Se in ogui punto di a b ahneno  uno dei humer i  der iva t i  es t remi  

destr i  di F ( x )  g finit% l ' a g g r e g a t o  ~'d 2 dei punti di diseontinuit/~ di 2 a specie  

di F(oo) 6 o v u n q u e  non dense  in a b. 

Core Se F ( x ) ,  o l t reeeh~ eont inua ,  ~ anehe  o v u n q u e  de r ivab i l e  verso  des t r a  

in a b, al lora  t ' a g g r e g a t o  ~ dei punti di d iseont inui tg  di 2 a specie  di F ( x )  

o v u n q u e  non drowse in a b .  

Si pub nel la  s tessa ipotesi a f f e rmare  la s tessa tesi pet" l'a, gg rega to  ~ 

dei punti  di d iscont inui tg  di 1 a spec ie?  Non eer to  in base alle cons ideraz ioni  

dei n3 5 e seg., ma in bass  al la  fo rmola  del n. ° 2, come e ra  p r ee i s amen te  

vogl iamo mos t ra re .  

7. TEOR. Se F(0o) 6 ovunque  de r ivab i l e  verso  des t ra  in a b, l' a g g r e g a t e  ~ 

dei punti di discont inui t~ di F ( x )  ~, o v u n q u e  non den,so su a b  (t3). 

DI~. Ragioniamo per  assurdo.  Supponiamo,  se possibile, t h e  ~ sia dense  

su una par te  m n di ab .  Siano 

t-Dt~ {D2~,,. ~ (Dn~... 

h i , h ~ ,  . . . ,  h,~, ... 

due sueeessiolli  di h u m e r i - p o s i t i v i  tendent i  a 0, la seeonda  pifl r a p i d a m e n t e  

della pr ima.  1~ dunque,  per  ipotesi,  lim m~ 

Ind ieh iamo con re(x) l 'osc i l laz ione  puntua te  di F ( x )  (eons idera ta  c o me  

funzione del la  x). Sin. a~ un punto qualsiasi  di diseontimfit~t per  Ia F ( x ) ,  

in te rne  ad ~ n (pet" es. il, p r imo ehe  s ' i n e o n t r a  n e l i ' o r d i n a m e n t o  di ~)Z). 

Sic ~'~ un indiee (ad es. ii pifl piccolo) tale ehe  m ( c q ) ~ m , . .  Sic % un punto  

qualsiasi  d i  d iseont inui tg  pet" la F ( x ) ,  in te rne  al segmento  m a~ e tale ehe  

sic a ~ -  a.~ ~ h~,. Sia r~ un indiee tale ehe  m(a~)~m,.., .  Sia a s u n  punto 

qualsiasi  di d iscont inui th  per  la F ( x ) ,  in te rne  at s egmen to  m a~ e tale ehe  

sic a,  - -  a~ < h~, ,  a. 2 - -  a a < h r , ,  .... Cosi si p r o s e g u a :  essendosi  in gene ra l e  

seel to un a,,, si seeg l ie rg  un indiee r,, tale  che  m(a , , )~  m.~,~, indi un a . + ,  

i n t e rne  al s egmen to  m a,~ e ta le  che  sic a ~ -  au+~ < h , . ,  % - - a , , ~ _ ,  < h , . ~ , . . . ,  

an - -  an+l  ~ hr~. 
I punti  a~, a.2, ..., a,,~.., cost i tuisoono lllla suceess ione  dee re seen t e  e 

quindi  a m m e t t e r m m o  un punto  l imite x 0 ( ~  m). 

m(a,d m,.,, I' Posto h,~ = a , , . -  :co, g h,, ~ h~,, e quindi  h-7-,  ~/-~,~" Dunque,  per  ipo- 

0 a} Questo teorema evidentemente raeehirtde il cot. 2 ° del n. ° 6 come case iom-ticolare. 
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test fatta~ 

lira c o t e , )  oo. 

Ma ques t a  eone lus ione  ~ a s s u r d a  perehg,  eon t r add ieendos i  al la  proposi-  

zione del n. ° ') d o v r e b b e  m a n e a r e  la d e r i v a t a  des t r a  di F ( x )  nel punto x o 

08SERVAZ~ONE. Nel la  d i m os t r az ione  non a b b i a m o  c o n t e m p l a t e  il ease  ehe  

in xo la d e r i v a t a  di F ( x )  sia inf ini te :  4 ev iden t e  ehe  a l lo ra  la  p ropos iz ione  

del n." 2 ~ton pub appl iears i .  In una  Note  ehe pubbl ieo  nell '  ~ A e e a d e m i a  dei 

Linee i  ,, r ag iono  in m o d e  ana logo  dando  la d imos t r az ione  s i m u l t a n e a  dei due  

t eoremi  qui d imos t ra t i  s e p a r a t a m e n t e  ai nJ  5, 7 e f aeendo  o s s e r v a r e  ehe  

h e l l ' e n u n c i a t e  del p r e sen t e  n u m e r o  pub ben i s s imo  suppors i  ehe  in uno o pifi 

punti x,, di a b la der iw~ta des t r a  di F(x)  sia infinite, pureh~ il r a p p o r t o  

i n e r e m e n t a l e  t enda  atl infinite ~< a s in to t i e amen te  ,,, eio5 e o m p i e n d o  osei l lazioni  

l imi ta te .  

Q u e s t a  res t r i z ione  si dovr 'g pere i6  s u p p o r r e  t a e i t a m e n t e  nel segui to .  

8. L ' i p o t e s i  a s s u r d a  t h e  s ta  al ia  ba se  del ia  d i m o s t r a z i o n e  del  n. ° p reee -  

den te  5 anehe  t roppo re s t r i t t i va .  Pub e s se re  sos t i tu i ta  d a l l ' i p o t e s i :  ogni punto  

di ~ ~ lhni te  ve r so  la sue  s in is t ra  di punt i  di 0 ~ ;  o d a l l ' i p o t e s i :  i punti  

di ~ ehe  sono limiti ve r so  la lore s in i s t ra  di punt i  di ~ eos t i tu iseono un 

a g g r e g a t e  o v u n q u e  dense  in gY'C (~). 

S u p p o n i a m o  F ( x )  o v u n q u e  d e r i v a b i l e  ve r so  de s t r a  in a b. Allora  ~ g 

o v u n q u e  non dense  in a b .  D ie i amo  ~ m  l ' agg rega t . o  dei punti  di ~ ,  ebB 

sono limiti  verso  s in i s t ra  di punt i  di ~7.. R ipe tendo  il r a g i o n a m e n t o  del n. ° 7 

si vede  ehe  ~ L  ~) ~ o v u n q u e  non dense  in gYrv (~b. D ie i amo  ~7J~ l ' a g g r e g a t o  

dei punt i  di ~ 'g m ehe  sono limiti  ve r so  s in i s t ra  di punti  di ~(J~.  Anehe  ~ )  

g o v u n q u e  non dense  in ~ E  m. Cosl si p r o s e g u a :  in g e n e r a l e  l ' a g g r e g a t o  ~ c m  

dei punti  di ~)~cn-~) ehe  sono l imiti  verso  s in is t ra  di ptmti di o.~VC c'-~) g 

o v u n q u e  non dense  ill ~)~¢n--~). 
Pub darsi  ehe  es is ta  un a g g r e g a t e  e o m u n e  a tutti gli a g g r e g a t i  

02r5 "~, ~Y'C% ..., OL ~'~- ' ,  OL ~", .... 

In ease  a f f e r m a t i v o  Io si indiehi  con gr'c ~°~, ~Y'C "~ sa rg  non dense  in tutti  

(it) Cib significa, com'~ noto, cite in ogni segmento m s~ contenente punti di ~FC esistono 
punti di ~d ehe sono limiti verso la loro sinistra di punti di ~F~. 

(t b Ciob, entro ogni segmento m n  eontenente panti di ~Fd; esiste un segmento par- 

ziale ~:ss~ contenente punti di ~ ,  ma nessun punto di ~(t~. 



con particolare -rig,tardo alla loro derivabilitlt ,~tnilaterale 257 

questi .  Cosi si p rosegua  cos t ruendo  h~ succcss ione  t ransf ini ta  di aggrega t i  

~)~"~, 9 U  ~), ..., ~)5~% 9 L  (~+ ' ,  ..., ~ ( ~ ,  ..., 

ciascmlo contet iuto  c~ non denso nei p reeedent i ,  med ian te  le due operaz ion i  

seguent i  : 

i a) Operaz ione  0~, t h e  essrae da un agg rega to  ~ZVC ( '-~) 1' agg rega to  £Y'U m 

dei punti  limiti verso  sinistra,  per  ogni n int iero o transfinito di 1 a spec ie ;  

2 a) Operaz ione  0~, che  estra.e da una  success ione  d ' inf ini t i  a.ggregati  

~)5(~,), g'(~(% ... 

con indici ~'~ r2 , . . ,  transfiniti  c rescent i ,  uu agg rega to  !~Y'C~ ) con indice tran- 

sfinito di 2 a specie.  

E n t r a m b e  le operazioni  0,~ 0~ possono a v e r e  per  r isul tat i  aggrega t i  nulli. 

Ind ich iamo con 

C~(.~ (~), C~N2 :~, ..., C ~ L  (~), C~L(~+~), ..., C£)5('~% ... 

gli aggrega, ti t h e  si o t tengono dai p receden t i  med ian te  ch iusura  (,6). La  suc- 

eessione 

g una success ione  di aggrega t i  chiusi~ c iascuno con tenu to  (~) e non denso 

uel p receden te .  Sic ~ il suo agg rega to  limi~e (~s). E v i d e a t e m e n t e  ~ con- 

t iene ~ ( ~ ) .  Ma ~ 5 non denso in tutti gli aggregnt i  

v~!!)~(~), C~Y'& ~', ..., C~)5 ( ' - ' ,  ~ L ' ,  .... 

Du nque  anche  ~ f ' C  ") ~ non denso nei medes imi .  Ne segue  che la ,  success ione  

6 , r idut t ib i le  ,~ (~) e quindi g ,< r idut t ib i le  ~ mmhe la success ione  

~ U  '), ~ L %  ..., ~ L  ~'), ~ . . (~+' ,  ..~, ~75 ~'), .... 

(tG) Cio~ con l ' a g g i u n t a  dei  pun¢i l imi t i  che e v e n t u a l m e n t e  non  appa r t engono  a c iascuno 
di essi  {@~F~(',)~ !ZY~ (~) 4- de r iva to  di ~(~)} .  

(i7) E ev iden t e  che u n  pun to  l imi te  di u n  aggrega to  A contenuto  in u n  aggrega to  B B 

a n c h e  pun to  l imi te  di Jg. 
('s) ~ noto dal la  teor ia  degl i  aggrega t i  che una  success ione di aggrega t i  chiusi~ cia- 

scuno con tenu to  ne l  p receden te ,  ammet t e  sempre  un  aggrega to  l imi te  @, cio~ u n  aggrega to  
eh iuso  eon tenu to  in tu t t i  gli  aggrega t i  de l la  successione.  

(i9) Ne l l a  t eor ia  degl i  aggrega t i  i l  t e r ra ine  ,, r idu t t ib i l e  ,) si usa  p r o p r i a m e n t e  dire  di 
a n  aggrega to  di cui u n  de r iva to  ~ hullo.  Qui 1o usiamo,  pe r  comodith~ a proposi to  di  u n a  
,~ success ione  ,,; ne] senso che abb iamo indicato.  

Annal i  di Matemo, tica, Serie IV~ Tomo IX. 33 
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L a  r idut t ibi i i tg  consiste  nel fatto t h e  esiste un transfinito ben de t e rmina to  ~: 

taIe che  ~ Y U  ~+~) 6 hullo ed ~L  ~'+~) 6 hullo. S e x  6 di p r ima  specie  6 

~YL(~)=t=0 ed anche  ~ L ( ' ) @ 0 .  Se ~: ~ di seconda  specie  pub essere  a n c h e  

9. Le  stesse osserwtzioni  si possono fitre a proposi to  del n. ° 5; ma 

necessar io  ana l izzare  a c c u r a t a m e n t e  la possibili tg di r i pe t e re  la d imos t raz ione  

del n. ° 5~ perch6  questa~ come si g accenna to  alla fine del n. ° 6 g (nono- 

s tante  qua lche  analogia) di t u t t ' a l t r a  na tm'a  di quet la  del n. ° 7: quel la  del 

n. ° 5 6 basa ta  sul t e o r e m a  fondamenta le ,  me n t r e  quel la  del  n. ° 7 g basa ta  

sulla f0rmola  del n. ° 2. 

Supponiamo dunque  che  i humer i  de r iva t i  es t remi  destr i  di /7(x) siano 

ov unque  finiti in a b. AIiora ~Y~C 6 non dens o in tut to a b. Dico t h e  ~VC (n 6 

non denso in tutto ~ .  Supponiamo infatti, se possibile, che  ~YU ~) sia denso 

sulla par te  di ~ c h ' g  con t enu ta  in un in t e rwdlo  m n parz ia le  di a b (even- 

tua lmen te  in tutto aS).  Sarg  6"~m denso anche  nel la  par te  d e l l ' a g g r e g a m  

chiuso ~ r L  che  6 con tenu ta  in m n .  Ino l t re  la par te  di ~!~L con tenu ta  in m n 

sarg  c e r t a m e n t e  per fe t ta .  

P e r  ogni punto ~ di ~YL m in ~ n possono darsi  due  ipotes i :  

t a ipotesi .  ~ g punto di discontinuit~t di I a specie.  Al lora  esiste un 

in torno sinistro ~ di ~, con t e n e n t e  una par te  di CgL,  tale che, pe r  tutti  i 

valor i  di x ad esso appar tenent i ,  il r appor to  i n c r e me n t a l e  l di F ( x )  su x 

1 
6, in va lo re  assoluto, > s -  (~ pref issato piccolo ad arbitr io).  Si scelga  un 

punto  c di ~ 9 7 ,  con tenu to  in ~, che  non sia e s t remo sinistro di un in te rva l lo  

cont iguo a ~FC.  I1 r appor to  i n c r e me n t a l e  l di Y (x )  su c~  6, in va lore  

1 
assoluto, ~ > - .  

2 a ipotesi .  ~ 6 punto di discont imfi tg  di 2 a specie.  Allora  5 possibite 

scegl ie re  due punti  c, ~ a s inis tra  di { e in un in torno sinistro c o m u n q u e  

piccolo di ~ tall che  c a p p a r t e n g a  a ~F(~ ma non sia e s t remo sinistro di un 

in te rva l lo  cont iguo a C ~ L  e che il r appor to  i n c r e m e n t a l e  di F ( x )  su c~  sia, 

1 
in va lore  assoluto, i> 

Sia %, %, . . . ,  %, . . .  una  success ione  a r b i t r a r i a m e n t e  pref issata  di humer i  

posi t ivi  t enden te  a 0. Siano ~t, ~.~..., ~ i punti  di ~g,~ m contenut i  in m n .  

P e r  ognuno di essi {,~, sia nelIa p r ima  che  nel la  seconda  ipotesi~ 6 possibile 
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scegl iere due punti  c,~, d,~, contenuti  en t rambi  ne l l ' in te rva l lo  comune  ai due 

interval l i  m n, ~,~--a,~ ~,~, il pr imo dei quali c,~ appar tenen te  a ~ L  ma non 

es t remo sinistro di un in terval lo  eontiguo a C~L~ il seeondo d,, even tuahnen t e  

(1 a ipotesi) eoineidente  con {,~, tall ehe il rapporto  ine rementa le  l,, di F ( x )  

I 
su c,~ d,,, sia,~ in valore assoluto, > - - .  

gn 

I segment i  8,~ =---c,~d,~, per n =  1, 2,... sono nelle condizioni del teor. 

fondamenta te  (per il n. ° 7 del § t). Dunque  esistono dei punti  di ~gFC in m n 

per  i quali  6 ver i f icata  a lmeno una  detle due uguagl ianze  

D+F(x)  = + oo, D + F ( x )  = - -  ~ .  

Ma ei6 6 assurdo perch6 eontraxio al l ' ipotesi .  Dunque £YU *) 6 non denso 

in tutto ~)Z. Ana logamente  si d imost ra  ehe ~ )  6 non denso in tutto £)~m, 

ehe gr'C a) 6 non denso in tutto @~(=)~..., ehe gg.(~*) 6 non denso in tutto ~ u - ~ ,  .... 

Le eonsiderazioni  del n. ° prec. intorno alla sueeessione transfini ta  

~ c %  ~Y'C% ..., 97..% ~g~°'+~,..., 9 L  ~'~'~, ... 

si r ipetono iden t icamente  punto per  punto. 

10. TEOR. S e  D+-/7(0~) e D+F(0#) sono finite in tutti  i punti di a b e 

se ~ g  ~ un qualunque  aggrega to  chiuso contenuto in a b, l ' ins ieme dei punti  

di ~ in eui D + F ( x )  6 non limitata, super iormente  (-2o) e l ' ins ieme dei punti  

di ~ L  in cui D + F ( x )  6 non l imita ta  infer iormente  sono ambedue  ehiusi (=~) 

e non densi  in ~ .  

(2o) Corn' ~ no to  u n a  f u n z i o n e  f(x) ~ <, l im i t a t a  , in  u n  i n t e r v a l l o  a b se  e s i s t e  un  n u m e r o  

p o s i t i v o  M ta le  che  [ f(x) I < M p e r  tu t t i  i p u n t i  x di  a b. 

U n a  f u n z i o n e  f (x)  6 ~ l im i t a t~  ,~ in  u n  ]?unto x di a--b- se  es i s fe  u n  i n t o r n o  di  x n e l  

quale 6 l imi ta ta .  ]q] ~ n o n  l i m i t a t a  ,~ i n  x n e l  caso  con t ra r io .  

U n a  fu , i z ione  f (x)  ~ ~, l i m i t a t a  ~> in  u n  p u n t o  x d i  u n  a g g r e g a t o  £g5 c o n t e n u t o  in  ab~ ri- 

spe t to  a d  ~ .  se  e s i s t e  u n  i n t o r n o  p--q di  x e u n  n u m e r o  M ta le  che  I f (x )  1 < M p e r  t u t t i  i 

p u n t i  e o m u n i  a p--q e ad  ~)1~. E in  ques t '  u l t i mo  s e n s o  che ,  n e l l a  p r e s e n t e  d i m o s t r a z i o n e ,  
u s e r e m o  l ' e s p r e s s i o n e  <, f u n z i o n e  ] imi t a t a  in  u n  d e t e r m i n a t o  p u n t o  di  u n  a g g r e g a t o  ~,. 

(et} Che  d e b b a n o  e s s e r e  ch ius i  6 e v i d e n t e .  I n f a t t i  se x ~ u n  p u n t o  di  ~ in  cui  

p e r  es. D + F ( x )  6 l i m i t a t a  s u p e r i o r m e n t e ;  eio~ se  x ~ i n t e r n e  a u n  i n t e r v a l l o  ne I  qua l e  

D + F ( x )  < M  p e r  t u t t i  gl i  x di  ~ in  q u e ] l ' i n t e r v a l l o ,  a n e h e  in  t u t t i  i p u n t i  d i  £~lL suff i -  

c i e n t e m e n t e  v i c in i  a x~ 10oich~ ess i  sono  i n t e r n i  al lo s t e s so  i n t e r v a l l o ,  ~ D + F ( x }  l i m i t a t a  

s u p e r i o r m e n t e .  
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DIM. La  d imos t raz ione  si r i a l lacc ia  da pir~ part i  at teor.  fbndamenta le .  

Precisamen~e,  limita.ndoci per  es. alta D+/" (x) ,  not d i m o s t r e r e m o  che, se 1 m 

6 un qua lunque  in te rva l lo  con tenu to  in ~tb e con tenen te  una pa r t e  di ~ ,  

esistono un n u m e r o  M e un in te rva l lo  ~'s con tenuto  ill I ~?t e con tenen te  una 

par te  di 917.. tall the ,  pet" tutti i punti  x comuni  a ~ L  e ad ~" s, 6 D + / / t x )  - M. 

In f t t t i  o s se rv iamo anzi tu t to  ctle, poich6 D+F(m)  e D + F ( x )  sono finite in 

tutti i punti  di a b, l ' a g g r e g a t o  ~ 9 ~  ehe si o t t iene per  ch iusu ra  da l l ' agg re -  

gato 9 L  dei punti  di discontinuit/~ di F ( x )  6 non denso in a b (n. ° 5). 

Se ~ ha  in l m  tin punto isolato x ,  il s egmen to  ~'s 6 un in torno con- 

t enen te  sol tanto x e il numero  M 6 un qua lunque  numero  > D + F ( x ) .  

Se la par le  di 9 E  che  6 con tenu ta  in l m non 6 i n t e r a m e n t e  c o n t e n u t a  

in ~9~.. la dimos~razione ~ pure  immedia ta .  Infat t i  in questo  caso esiste un 

in te rva l lo  o:~ con tenu to  tanlo in l m  quanto  in un in te rva l lo  cont iguo a ~ 

e con t enen te  una  pa r t e  di ~ .  In tutto l ' i n t e rva l l o  ~ Ia funzione F ( x )  

con t inua  b i l a t e r a lmen te  e l ' e s i s t enza  del n u m e r o  M e de l l ' i n t e rva l lo  v s con- 

tenuto in e ~ sono af fe rmat i  da ml corol la r io  che  il DENJOY deduce  dal teor. 

fondamenta le  (loc. cir., pag. 156). 

Supponiamo dunque  che  la pa r t e  I~YE di ~ c o n t e n u t a  in 1 m sia pe r fe t t a  

e che  sia al t ressi  con t enu ta  in C ~ .  Sia -c~ ~ l~v~ un gener ico  in te rva l lo  con- 

tiguo a 91~. 

In l m  vi sono c e r t a m e n t e  dei punti lx~. Dico t h e  i punti  ~t~ che  sono 

punti  di d iscont inui th  pe r  la /~'(x) e che  sono limiti ve r so  s inis tra  di punti  

di d iseont inui th  per  la F ( x )  cost i tuiseono un ins ieme Q non denso in ~ .  

Infat t i  he1 caso cont rar io ,  r ag ionando  per  assurdo,  basta  r i p e t e r e  una  dimo- 

s t raz ione  ana loga  a quel la  del n. ° 9. Pe r  magg io re  ch i a r ezza  la r ipe t i amo 

in t i e ramente .  

Sia, se possibile, Q denso in !~q'~. P e r  ogni punto i~ di Q possono darsi  

due  ipotesi  : 

I a ipoles i .  ~ ~ t)unto di d iseont inui t~  di 1 a specie.  Al lora  esiste un 

in torno sinistro ~ di I~ i n t i e r amen te  con tenu to  in l m e  con tenen te  una pa r l e  

di !~YE, tale che~ per  tutti i valori  di x ad esso appar tenen t i ,  il r appor to  in- 

1 
c r e m e n t a l e  l di F ( x )  su x I • 6, in vMore assolu~o, ~ -  (~ pref issato piccolo 

ad arbitrio).  Si scelga un punto  c di ~rlT~, con tenu to  in ~, t h e  non sia e s t r emo  

sinistro di un in te rva l lo  cont iguo a ~ ; .  II r appor to  i n c r e m e n t a l e  t di t e ( x )  

s u c t  ~ 6, in valore  assoluto, > 1 
8 
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2 a i p o t e s i .  ~ 6 pnnto (li (t iscontimfitg di 2 a specie.  Allora  5 possibile 

scegl ie re  due punti  c, ~' a s inis tra  di ~ e in un intorno sinistro c o mu n q u e  

piccolo di I~ tali t h e  c a p p a r t e n g a  a.d ~ ma non sia e s t r emo  sinistro di un 

in te rvMlo  cont iguo a, ~ L ,  e t im  il r appor to  i n c r e me n t a l e  di F ( x )  su c Ix' sia, 

t 
in va lo re  assoluto, ~ - .  

P e r  ogni punto ~i di Q, sia nella 1 a t h e  nella 2 '~ ipotesi, ~ possibile 

sceg l ie re  due punti el, dl contenut i  en t rambi  ne l t ' i n t e rvMlo  comtme ai due 

interval l i  l~;~, l ,~ - -~ l~ i  (essendo ~ e2~... ~ ei~..- una, success ione  ~trbilrari&- 

men te  prefissat~t (li humeri  posit ivi  t enden te  a 0) , i l  pr imo dei quali c~ appar-  

t enen te  ad 9]g ma non es t r emo sinistro di un in terval lo  cont iguo ad ~'d~ il 

secondo di e v e n t u a l m e n t e  (1 a ipotesi) co inc iden te  con ~t~, tall ehe  il r appor to  

1 
i n c r e m e n t a l e  li di F ( x )  su c~rf~ sia, in va lore  assoluto, > - - .  

I segmm~ti & - -  o id i ,  per  i z  1, 2~... sono ,mile condizioni  del t e o r e ma  

fondamenta le  (per  il § 1, n. ° 7). Dunque  esistono dei punti  di ~31E per  i quali  

verificata, ahneno  umt delle due uguagl ianze  

F ( x )  = + D + F ( x ) =  - 

l~[a ci6 6 assurdo perch6  eon t ra r io  Ml ' ipotesi .  Dunque  Q 6 non denso 

Sia. I '~{  un interwtl lo  con tenu to  in l m, con tenen te  umt par te  ~'2]U di ~15 

ma. nessun punto di Q. Dico t h e  ~'s esiste ent ro  l' m'. Ragioniamo infatti per  

assurdo e. supponiamo~ se possibil% t im D + F ( x )  sia non limitata, superior-  

m en t e  in ogni punto  di ~]5' (r ispetto a ~g'C). Segnamo  in eO17/una success ione  

di punti  ~'~, ,{~ ~'a,... ovunque  densa  in ~]g'. Esiste ne l l ' i n to rno  "r~--% ~'~-t-s~ 

dal punto T~ un punto  p~ di ~ '  tale t h e  l ) + F ( p ~ ) ~  2 - -  e quindi esiste un 

punto q, alla des t ra  di io, (qt non appa r t i ene  n e c e s s a r i a m e n t e  n~ a. ~1~' n~ 

t 
a ~ 7 ~ )  tale t h e  / ; ' ( q ~ ) - - F ( p ~ ) ~ - - e  t h e  q ~ - - p ~ < % .  Esiste  ne l l ' i n to rno  

- -  _ D+T(p .2 ) .% - -  e quindi ~(.~ s., 3'~ -t- % det punto T~ un punto :~)~, di ~ 5 '  tale t h e  - ~ 2 

esiste un punto q.~ alia des t r a  di p~ tale t h e  /4 tq ' - ' ) - / ; (P '~ )  ~ - -  e ehe  

q~- -p .~  ~ % ~  e tc .  In gene ra l e  esiste ne l l ' in to rno  T , , -  %,Te + s,. del punto T,, 
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2 
un punto Pr  di ~ '  tale abe / )+F tp , . !  2 > -  e quindi esiste un punto q,. alia 

des t ra  d i p , .  tale t h e  F ( q , . )  - F ( p ~ . )  1 / e che q,. - -  p,. < ~,.. 
q,- - -  Pv z~. 

I segment i  7~ _~ p,~q , . ,  per  r - - - -1 ,  2,... sono helle eondizioni  del t e o r e ma  

fbndamenta le  r i spet to  ad ~NU. Infatt i  se p,. ~ e s t r emo  sinistro di un inter-  

vallo eont iguo ad ~ " ~  I),. e l imite verso  s inis tra  di punti  di diseontinui t~ 

(pereh~ ~1~' ~ in t i e r amen te  con tenu to  in C ~ ) ;  dunque  p,. non 6 punto  di 

diseontinuitM Se 79,. non ~ e s t r emo sinistro di un in te rva l lo  eont iguo ad ~l'd', 

esiste un in torno dest ro  di p,. ehe  eont iene  punti  di ~)TU (vedi il § 1, n. o 7). 

Dunque  esis tono dei punti  di ~N~C ' pe r  i quali ~ verifieata, ahneno  una  

delle due uguag l i anze  

/ 9 + F ( x )  ~ + o% D + F ( x )  = -  ~.~, 

il t h e  ~ n u o v a m e n t e  assurdo,  .come sopra.  

Cosi il t e o r e m a  g e o m p l e t a m e n t e  d imost ra to .  

11. I1 t eo r ema  fondamentMe si po t rebbe  appt ieare ,  col dovut i  r iguardi ,  

anche  dalla banda  sinistr~ (2~). Ci l imi t iamo a d imos t r a re  d i r e t t amen te  il 
s eguen te  

TEOR. Se l ' a g g r e g a t o  

~'~ -=. d I ~ d 2 , ..., d,~, ... 

dei punti  di diseontinuit / t  di /; '(x) ~ denso in tutto a b, a l lora  l ' i n s i eme  de i 

punti  di eont inui tg  di /?(x) in a b, nei quali g ver i f iea ta  a lmeno una delle 
due relazioni  

D _ l g ( x )  --- -f- ~ ,  D _ F i f e )  ~--- - -  ~ .  

6 denso in tutto a b .  

DIM. Sic e, ,  % .... , e,~.., uua suceess ione  di humer i  positivi t enden te  a 0. 

Sic d~, un punto  quaIunque  di ~ .  Alia s inis t ra  di d~, esiste e e r t a m e n t e  un 

punto  c',., a p p a r t e n e n t e  a b, tale ehe  d ~ , - - c ~ , 1 %  e ehe  I 2 4 ( e " ' ) - - F ( c @ I  2 

e el6 per  la diseontinuit~t verso  sinistra di F(x)  in d~,. Alia des t ra  di d~, esiste 

c e r t a m e n t e  un in torno % di ampiezza  minore  di %, in t i e ramen te  eon tenu to  

in a~ ,  tale ehe  iF(m)-- / ; - (c~ ' ) l  1 ' ~ - - ,  per  tutti i vMori di x ad esso ,npparte- 

ff~) S ' in tende  riguardo ai punti  di continuita, poich~ soitanto in questi  sono definit i  i 
numeri  derivati  a sinistra. 
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henri .  S ia  d ~  un p u n t o  q u a l u n q u e ,  di ~ in ~ ,  d i s t in to  da  d~, (~'~ > ~'~). A l l a  

s in i s t r a  di d,~ es i s te  un p u n t o  c~  a p p a r t e n e n t e  ~d a b, ta, le che  d ~ , -  c~.~ < s 2 

e che  ]-F(dr~)- F(C,r~)l> ?~ Alla  d e s t r a  di dr~ es is te  un i n t e r n e  % di a m-  

p i e z z a  m i n o r e  di %, i n t i e r a m e n t e  c o n t e n u t o  in ¢,~ tale t h e  ] I f ( x )~ /~ ' ( c~)]  ~ l 

p e r  tutt i  i v a lo r i  di x ad  esso  a p p a r t e n e n t i .  Sift /1.~ un p u n t o  q u a h m q u e  

di 97~ in %,  d i s t in to  da  dr~ ( r ~ > r , ) .  Cosi  si p r o s e g u e  i n d e f i n i t a m e n t e :  in 

g e n e r a l e ,  e s sendos i  sce l to  d~.~ c he  s e g u e  dr~_~ n e l l ' o r d i n a m e n t o  di ~YC, si os- 

s e r v e r h  t h e  a l la  s in i s t ra  di d~,~ es is te  un pun to  c,.,~ a p p a r t e n e n t e  ad a b, tale 

ehe  d ~  - -  c~,~ < ~ e c h e  [ F(dr,~)--  T'(c~) I 2 (~'~.~-- c~.,. >-- ' s~ Al ia  d e s t r a  di d~,, es is te  un 

i n t e r n e  % di a m p i e z z a  m i n o r e  di s~, i n t i e r a m e n t e  e o n t e n u t o  in %._~, tale t h e  

iF(w) 1 
F ( c r ~ ) , > _  p e r  tutti  i va lo r i  di x ad  esso  a p p a r t e n e n t i .  Sia  d,.,<_~ un 

0g - -  Crn en 

p u n t o  q u a l u n q u e  di gg~ in z,~, d is t in to  da  d ~  ( r ,+~  > r,,). 

Si pu6 s e m p r e  s c e g l i e r e  la s u c e e s s i o n e  c r e s c e n t e  

d~,, (t~, ..., d~.~, .., 

in m o d e  che  a b b i a  pe r  l imi te  un p u n t o  di con t inu i th .  In  que l  pun to  es i s tono  

n u m e r i  d e r i v a t i  s inis t r i ,  e p r e c i s a m e n t e  d e v e  e s s e r e  ver i f icat t t  a I m e n o  u n a  

de l l s  due  r e l az ion i  e n u n c i a t e .  I no l t r e ,  d a t a  la s ee l t a  a r b i t r a r i a  d id , . ,  e del  sue  

i n t e r n e  de s t ro  ~ ,  tall pun t i  di continuit~t  sono  o v t m q u e  densi  in a t )  (=a). c. d. d. 

(~) I1 procedimento del n. ° 11 ~ simile a quello del n. ° 5, ma ben pitt di quello sembra 
far use del postulate di ZEl~'Im~O~ onde pub far dubitare della sua eorrettezza. Vale la pena 
ehe e'indugiamo per mostrare ]a possibi]it~ di liberarnelo. 

Seelto ad arbitrio dr, in !~ ,  pub seegliersi per cr, il primo punto di ~ medesimo 
soddisfacente alle condizioni volute. Tale primo punto esiste certamente: infatti sia x 0 un 
qualunque punto (cio~ anche non appartenente ad !~)~) alla sinistra di dry, appartenente 

~d a-b, tale che dr1 Xo<e ~ e ehe lF(dr l ) - -F(x°)!  > 3 - -  - x 0 esiste eertamente ed esiste un 

interne destro di x0~ intieramente eontenuto in xudr~, tale ehe I F(dr,) --/~(x) i > per tutti 
dr, -- x 

i valori di x ad esso appartenenti~ quindi anche per tutti i punti di diseontinuith ad esso 
appartenenti. Analogamente possono regolarizzarsi le seelte dei suceessivi cry, crs~..., crn, .... 

Anche la scelta dei punti di diseontinuith dry, dr3,...~ drn,.., pub facilmente regolariz- 
zarsi in mode da soddisfare alle condizioni volute. Basra per es. porre la eondizione 

dr~-~ --  dr <l - - (dsn- -drn) ,  eve con dsn si indiea il pifl prossimo a dr~ fra tutti i punti 
M 

di ~ che hanno i n d i c e <  r n e che sono > dru. Infatti se la successione drl~ dr~..., drn~... 
costruita con questa condizione tendesse ad un punto d~ di diseontinuith, basterebbe consi- 
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Nella d imos t raz ione  non ei siamo indugiat i  sopra  i dettagli ,  pet" non ri- 

peterci .  Pe r  essi r imand iamo  a.1 § 1, n. ° 2. 

1~. I p roced imen t i  dei n. ~ 5 e i1 si possono a l t e rna re  in mode  analogo 

a quanto  si ~ fatto al § 1, n. o 3. Riassumendo al lora  en t r ambi  i n? 5 ed 11, 

si ot t iene il s eguen te  notevole  

TEOR. Se ~ 6 dense  in un segmento  m n parz ia le  di a b ( even tua lmen te  

in tutto a b) l ' a g g r e g a t o  dei punti  m di eont inui t£  in eui da ogni par te  a lmeno 

uno dei humer i  der iva t i  es t remi  6 infinite, 6 dense  in m n .  

DI~i. A e iascuno dei punti d~, d : , . . . ,  d , , , . . ,  dell '  a g g re g a t e  !ZVC facc iamo 

eo r r i sponde re  un punto  cj (.j----- l, 2,...~ n,...) secondo la regola  ind ica ta  al n. ° 5. 

Alla des t ra  del punto or, (r~ 6 un indice arb i t ra r io)  esiste e e r t a m e n t e  

un in te rne  ~, di ampiezza  minore  di e~, i n t i e r amen te  con tenu to  in a b, tale 

ehe IF(d@ F(x )  I ~ 1 d r , - - x  ~ per  tutti i valori  di x ad esso appar tenen t i .  Sia dr, 

un punto qua lmlque  di ~ in %, distinto da cr~ (~'~ > r~). Alia des t ra  di dr, 

esiste c e r t a m e n t e  un in te rne  %, di ampiezza  minore  di %, i n t i e r amen te  con- 
IF( ) F( I 1 

tenuto in ~ tale che - - - ' c ~ ' ) ' >  p e r  tutti i valor i  di x ad esso ap- 

par tenent i .  Sia cr~ un punto cj in %,  dist into da dr~ (r~ > r~). Cosi si pro- 

segua  indef in i t amente :  in g'enerale, essendosi  scelto cr~,~_~, si o s se rve rh  ehe 

alia des t ra  di Cr~,,_~ esiste un in te rne  %,,_~ di ampiezza  < %,,_~, int iera-  

men te  con tenu to  in %,,_~, tale che  [F(dr~_~)--F(~c)[_ 1 d r ~ , _ ~ - - x  "> 2%,_ ,  per  tutti i va- 

lori di x ad esso appar tenen t i .  Sia dr~,~ un punto qua lunque  di ~D~O in %,_ ~ ,  

distinto da cr~,~_~ ( ~ ' : , )  r~,,_~). Alla des t ra  di d,o~ esiste un in te rne  %,, di am- 

' 1 
piezza < % , ,  i n t i e r amen te  eontenuto  in %,,_~, tale ehe  ' F(x)  - -  F(cr.~)l > 

- -  C r e n  2 e ~  

derare il pifi piccolo intiero n, tale c h e r  n > k. Sarebbe dr~ < dk, ma 

< 1  

1 '1 ' 

d r n ~ . 3 _ _ d r ~ ( ;  1 1 

e a] limite 

A_ssurdo. 
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per tutti i valori di o~ ad esso appartenenti.  Sin c~,~+~ tm punto c~ in % . ,  

distinto da dr.~,~ (r.~÷~ ~ r~,). 

Si pub sempre scegliere la successione crescente 

in modo the  abbia per ]imite uu punto di eontiuuitg. In quel punto esistono 

i derivati destri e i derivati sinistri e preeisamente deve valere la proposi- 

zione eauueiata.  Iuoltre, data la seetta arbitraria d i c r ,  e del suo intorno 

destro a~, tall punti di continuitg sono ovunque densi in a b (~). 

13. Nella dimostrazione del teor. del n. ° 11, l 'ipotesi che ~.~ sin denso 

in a b  pub sostituirsi con altra equivaleute:  ogni pulltO di ~ 5 limite verso 

la sun destra di punti di ~)L, oppure: i puuti di ~L the  sono limiti verso la 

loro destra di punti di ~ costituiscono un aggregato ovunque denso in ~ (~). 

La tesi she allora si dimostra col procedimento del u. ° 11 4: i punti di con- 

tinuit~ in cui ~ verificata a, lmeuo una delte due relazioni I ) _ F ( x ) ~  + 0% 

D_/~(m)- - - -0% costituiscono un aggregato ovunque denso in ~ (~). 

14. Terminiamo con alcuni interessanti esempi: 

1 °) Funzione P(0~) derivabile ovunque verso destra nell' intervallo 0 1. 

L 'aggrega to  ~ dei punti di discontiuuith % costituito dagli estremi destri 

degl ' intervall i  contigui al noto aggregato perfecto non denso di CANTOR (~). 

In tutti i punti del l 'aggregato perfetto di CA~TOR la derivata destra ~ nulla~ 

in tutti gli altri punti ~ ~ 0. La  funzione si costruisce nel modo seguente:  

si pone F ( x ) :  C (costante arbi trar iamente prescelta) in tutti i punti 

dell' aggregato di CA~TOR; 

so ¢% ~,~ ~ un generico intervallo contiguo, per ogni x interno ad esso 

si pone F(0~) --- C + (~ - -  a~) ~. 

Per ogni punto x dell' aggregato di CANTOR ~, s e x  ~ W, 

C F ( x )  c + - 

(e~) V e d i  la  nora (us). 
(~5) ~ e d i  il § 1, n. ° 7, e il § 2, n. ° 8. 

(~6) Cio~ entro ogni segmento m n contenente punt i  di ~ esistono punt i  di continuit~t x 

in cui b ver i f ica ta  a lmeno una del le  due relazioni  ~ J _ E ( x ) ~  + o~, D _ E ( x ) ~ -  ~ .  

(~) P e r  ta def inizione e le proprieth di questo aggregato ved i  ad es. ]SEBESGU)~, Lemons 
su r  l ' intdgration~ 1928, pag. 27, opptire T0~ELLI, Calcolo delle Variazioni~ 1921, vol. I ,  
pag. 108, oppure IDE~JoY~ Ioc. c ir ,  pag. 121. 

Annali df Matematica, Serie IV, Tomo :IX. 34 
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I punti del l 'aggregato di CANTOR the  sono puuti di continuit/t e nei quali 

6 D _ F ( x ) = - - ¢ . ~  costituiseono m~ aggregato ovunque denso nel l 'aggregato 

di CAN'rOI~ (per il n. ° 13). Evidentemente in tutti questi punti ~ per6 anehe 

b _ F ( x )  = O. 

15. 2 °) Funzione F(x )  continue~ ovunque verso destre~ nell ' intervallo 0 1. 

L 'aggrega to  ~ dei punti di discontinuith ~ quello dei punti di 0 1 ehe in 

i 

i : i  

i !  

I i 

I ' 

0 0.00t 0.0t  0.011 03 0,10! O,ll O.11t "1 

numer~zioue binaria si rappresent~no con un numero finite di eifre dope l~t 

virgola (cifre 0 e 1) ed 6 dense in tutto 0 1. In tutti i punti di ~)L 6 D+F(x)  --- + 1, 
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D+F(x) = -  1. La figura qui disegnata ng dg una rappresentazione eartesiana 

approssimata.  
La funzione si eostruisce nel modo seguente. Si assegnano ad F ( O ) e  

ad F( t )  vaiori arbitrari.  Indi si pone 

F = F(o) + 1, .~ = F(o) + ~ , . . . ,  ~ = F(o) + 2.~,~, . . . .  

F - N o ) - - ~ ,  F = F ( o )  8 ' "  F ~  = F ( o )  2~,_~,... 

Si b cosi definita la funzione in un primo aggregate di punti Q(O) aventi  

pet" limite il punto O. 

Si eonsideri l ' aggregato  Q simile (~s) a Q(O) eontenuto ill ~ 1 e si de- 

finisca la furlzione i f ( x ) p e r  tutti i valori di Q(1) in mode che la differenza 

F ( m ) - - / 7 ( 1 )  stia alla corrispondente differenza gig definita F ( m ) - - F ( 0 ) n e l  

rapporto di similitudine ( : 2 ) c h e  intercede fra Q ( ~ ) e  Q(0). 

(;) Si consideri l ' aggregato  Q simile ~ Q(0) contmmto in ~ e si definisca 

la funzione F ( x ) p e r  tutti i valori di Q(14)in  mode ehe la differenza 

F ( x ) - - F ( 4  ) stia alla corrispondente differenza gig definita F ( w ) - - / , ' ( 0 ) n e l  

Cosi ~i p~oseg~e: in ge,~e,'~Xe si ~onside,'i r agg,'~gato Q { ~ /  simUe a Q(0), \'2"] 
h h h q - I  

definite per ogni numero ~;~ (n = 1, 2, 3,...; h-~_ 2"), contenuto in 2" 2 ~ ' 

e si definisce~ la funzione / ; ' (x )per  tutti i vMori di Q ( h ) i n  mode che la dif- 

(~8) Ciob tale the la distanza mutua di tutti i suoi punti e dagli estremi deW inter- 

vallo _1 l 2 i~ cui sono contenuti, stia alla corrispondente distanza dei punti di Q(O) in ~ ,  nel 

rapporto di similitudine ~ ehe intercede fra gl'intervalli ~ 1 e 6[. 
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ferenza  /;'(x) - - / 7  27 ' stia alla eorr ispondente  differenza gi~'~ definit~t F ( x ) - -  F(O) 

ueI rapporto di s i m i l i t u d i n e ( - - ~ ) c h e  in tercede fra Q ( : ~ ) e  Q(O). 

I~ ev idente  t he  la suceessione indefini ta  di queste  operazioni  f'ornisce la 

definizione della F ( x )  in tutti i punti de l l ' agg rega to  9~.  Uno sguardo Mla 

f igura prova poi che tutti i puuti de l l ' agg rega to  ~ sono realmen~e punti di 

d iscont inui ta ;  che in essi la F(a:) ~ cont inua  verso des t ra  e che g 

[ ) + F ( x )  ~ -I- 1~ D + F ( x )  - -  - I. 

In tutti gli Mtri punti  di 0 1 la _F(x) ~ definita per  continuit '£ Ci6 e pos- 

sibile: sia infatti  ~ un punto di 0 t non appar tenen te  ad ! ~ ,  e silt 

, + ( io) 

la sua espressione in numeraz ione  binaria.  In tutti i punti di ~ 7  che si tro- 
I - -  

vano ne l l ' in te rvMlo  % e~-t- I la /;'(x) assume valori eontenuti  ne l l ' angoto  
2 2 

aven te  vert iee in /7 ~- , ampiezza  = ~  e bisettr iee orizzontMe verso 

i . . . . . . . .  

destra.  In tutti i puuti  di ~ t h e  si t rovano ne l l ' in te rva l lo  2- -+- 2 ~ 2- 
a~-+-  t 

2.2 

[?- + } 5 ,  la F(x) assume vedori contenuti  ne l l ' ango lo  aven te  ver t ice  in 

F - t - ~  , ampiezza  = ~  e biset tr iee orizzontale verso destra.  In genera le :  

in tutti i punti  di 9L  ehe si t rovano ne l l ' in te rva l Io  

2 "'" 

la F(x) assume valori contenuti  nel l '~ngolo aven te  ver t ice  ill 

7~ 
ampiezz~t - - ~  e biset tr ice orizzontale verso destra,. 

(~9) Nella figura, per economia di spazio~ si ~ fatto uso di scale diverse per le ascisse 
e per le ordinate, 
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Poich~ ques ta  sueeess ione  d ' inLerval l i  aper t i  verso  des t ra  llOll si ar- 

t e s t a  a nessuu illdice finite, ma  p rosegue  indef in i tamente  a v e n d o  per  l imite 

il puuto ~, ~ eh ia ro  che  esiste il lira F(~x) ed ~ lecito quindi c o m p l e t a r e  la 

definizione del la  funziot~e ponendo  / ; ' (~ ) - - l i r a  F(x).  

Appl icando  il r a g i o n a m e n t o  del n. ° 12 si pub poi vedeve  t h e  i punti 

di 01 ,  non appa r t enen t i  ad 95 ,  i1~ cui i qna t t ro  ~mmeri der iva t i  es t remi  

di I~'~) sono tutti  i~fi~fiti, cos t i tu iscono un a g g r e g a t e  dense  in 0 1. 

16. 3 ° ) Una  elasse assai es tesa  di funzioni cont inue  verso  des t ra  si pub 

deiitfire nel mode  seguentc .  

Pref issa to  l ' a g g r e g a t o  ~L  dei punti  di d iseont inui th  

dense  i1~ tutto un in te rva l lo  a b, face iamo co r r i sponde re  b i u n i v o c a m e n t e  ad 

ogni sue e lemento  il t e rmine  con lo stesso indiee di una ser ie  S ~ u ,  + u : , + . . .  

a termi~,i positivi~ conve rgen t e .  

Si~ x un punto  di a b. S e x  b un a t ,  es t raggo  da ~L  un g ruppo  di ter- 

mini ( ueees sa r i amen te  in nume ro  fi~fito) avent i  i,ldici ~ r  e susseguel~tisi sul 

s egmeu to  a b da s inis t ra  verso  des t ra  Eseguisco  l ' e s t r az ione  con la legge 

s eguen t e :  a,~, ~ it p r imo termil~e di ~L  tale che  

a .... ~ il pr imo t e rmine  di 9 ~  tale ehe  

...~ a r r e s t ando  il p roced imen to  al pr imo t e rmine  per  cui 6 m , , ~ r  (~0). 

So x non 6 un a,., e s t raggo  con la me d e s i ma  legge  da ~ un gruppo di 

termini  (neces sa r i amen te  in nu me ro  infinite) susseguent is i  da  s iuis t ra  verso  

des t ra  sul s egmen to  a b, aven t i  indici o r d i n a t a m e n t e  c r e s c e n t i e  tendent i  al 

l imite x. Ne l l ' un  case  e ne l l ' a l t ro  pongo 

F(x~) ~--- U+n, + Urn2 + U m  -I- ... 

cio4 definisco F(x) come somma r i sp e t t i v a me n t e  di un numero  finite, oppure  

di tma serie,  di termini  es t ra t t i  (i,l ordine c rescen te )  dalh~ ser ie  S. 

(z0) Se fosse ,  in  par t ic01are ,  mt  ~ r. i l  g r u p p o  e s t r a t t o  si r i d u r r e b b e  a] solo t e r m i n e  

0 b i n  I ~ =  0 ~ r  • 
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La  funzione F(x)  eosi defini ta  6 con t inua  verso  des t ra  in tut to a b. Iu- 

t'atti t ' i n c r e m e n t o  des t ro  re la t ivo  ad un punto m qua lunque  6 delia, fbrma 

(a) F(a~ + h) - -  F(m) = (u~,  + ,,,~, ~, + ~%+~ + . . . ) - -  (u~,,, + u~,., ~, + u,~,,+,, + ,..). 

In q u e s t a  espress ione,  se tanto x che x +  h n o n  appa r t engono  ad ~L, 

minuendo  e so t t r aendo  nel secondo m e m b r o  sono delle ser ie  ed 6 x < am, 

< x  + h, ms'~> m , .  S e x  appa r t i ene  ad ~ ,  il so t t raendo  6 una  so mma  di 

un n u m e r o  finito di te rmini  che  pu6 e v e n t u a l m e n t e  s c o m p a r i r e  del tutto 

(come a v v i e n e  e f fe t t ivamen te  da un cer to  punto  in poi quando  h tende  a 

zero). Se m q - h  appa r t i ene  ad ~Y~C, il minuendo  6 una so mma  di un n u me ro  

finito di termini ,  e v e n t u a l m e n t e  r idot ta  al solo pr imo t e rmine  u~ , .  In ogni 

caso, fissato a r b i t r a r i a m e n t e  un in t iero  p., bas ta  p r e n d e re  h miuore  del la  di- 

s tanza  di a~ da  c iaseuno  dei punti  a , ,  a : ,  ..., ag pe r  a s s i cu ra re  che  m~.' ~> m~ > 1'. 

Al lora  

0 < F ( x  + h) - -  F(x)  < u~+, + u~+~ q- ... 

e quiudi, per  la e o n v e r g e n z a  della ser ie  S~ [ F(oc + h)  - -  F ( x ) ]  < ~ assegnato  

a r b i t r a r i a m e n t e  piccolo. 

La  /i'(x) 6 con t inua  verso  s inis t ra  in tutti i punti  m di a b che  non ap- 

pa r t engono  ad ~g .  Infat t i  l ' i n e r e m e n t o  sinistro di F ( m ) r e l a t i v o  ad x (ora 6 

h < 0) 6 aneo ra  del la  fo rma  (3): il minuendo  6 una so mma  di un n u me ro  

finito di termini  se x + h 6 un punto  di ~ (ed e v e n t u a h n e n t e  pu6 seompa- 

tire),  6 una ser ie  nel caso eon t ra r io ;  il so t t raendo  6 s empre  una serie.  In 

ogni easo 6 

Pa r t endo  da un va lore  iniziale facc iamo t ende re  h a O. Quando  x q - h  rag- 

g iunge  il va lore  a,,~,,, il so t t raendo  perde  il pr imo t e rmine  u,,,s e i l  minuendo 

si r iduee  a 0. Quando  m - I - h  sorpassa  il va lore  a ,e , ,  il so t t raendo  reste~ sta- 

z ionar io  men t r e  il minuendo  si r i fo rma  a eomine ia re  da un t e rmine  con indiee 

super iore  ad m',+~. Dunque  6 

i F(m + h) - - F ( x )  I < ~t,.,, -~- u ,  G + ,  + ... 

e, per  la e o n v e r g e n z a  del la  ser ie  & I T ' ( x q - h ) - - F ( m ) l  < e a r b i t r a r i a m e n t e  

assegnato.  

S e x  appa r t i ene  ad ~ (sia precisamente~ eonse rvando  la notazion% 

x ~ - a , . , - =  am,,~), il so t t raendo  nel secondo m e m b r o  della (3) 6 s empre  =l=O, 
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r iducendos i  ad ~t.,,~0 qua ndo h ~> a - - a . , , ~ _  i .  I t  minuendo~ quando  h tende  a, 

zero,  te,~de ad tma ser ie  be,~ de t e rmi t~am:  ~ 1~ ser ie  dei te rmini  ~t corr i spon-  

dent i  al g ruppo  es t ra t to  da  9 5  con la legge  deser i t ta ,  re la t iw/mel~te  a l l ' i~ t e r -  

va l lo  a.~,,~_, 2. L~, se r ie  S d e v e  dunque  e s se r e  see l t a  i~l modo  ehe  F(x  t - h ) -  

- F(x) t enda  a U~l va l o r e  ~ 0  quando  h tende  a 0. 

In m~ l avoro  in eorso  di s tampa,  ~ei ~. Rendieont i  del Cireolo M a t e m a t i e o  

di P a l e r m o  ~ espo~,go ul~ e s emp io  mol to  s emp l i ee  di funzione  eol~tinua ve rso  

d e s t r a  defillita seeondo  le rego le  del p r e s e n t e  numero .  


