Funzioni continue da una parte con particolare riguardo
alla loro derivabilitd unilaterale.

Memoria di T. Viora (a Bologna).

Sunto. - Si estende alle funzioni continue da una parte un teoremoa fondamentale di DENJOY
swi nwmeri derivati e se we fraggono wolevoli conseguenze. Si dimosira che U aggregato
dei punti di discontinuitd ¢ numerabile, che softo determinate condizioni puo essere denso
e in quest ultimo dpotesi se me studia lo strufiwra. Si damno infine degli esempi di
funzioni continue verso desira.

In una piccola Nota comparsa nel n.” 1, anno X (1931), del « Bollettino
dell’ Unione Matematica Italiana » col titolo Sulle funzioni continue da una
parie e sulla derivagione unilaterale, ho promesso di pubblicare per esteso
la mia tesi di laurea, presentata nell’autunno 1930 alla Regia Universita di
Bologna., Mantengo ora la promessa per la prima parte della mia tesi ove
trovansi dimostrate le proposizioni enunciate ai nt 2, 3, di quella Nota.

Rivolgo un pensiero di devota riconoscenza al mio Maestro BEpPo LEVI
che con tanta intelligenza e con tanto amore mi ha assistito in questa fatica.

§ 1. Estensione di un teorema fondamentale di Denjoy.

1. Definizioni., — Una funzione F(x) della variabile reale x, data in un
intervallo a b, & continua verso destra in un punto x, di ab se, assegnato
comunque un numero & >0, esiste sempre un numero 3 >0 tale che, se
0<x—umx,<8, &|Flw)— Flaw,) | <e.

Per una funzione F(x) continua verso destra in un punto z, seguird la
terminologia abituale ed adotterd notazioni in uso presso vari autori. Dird
dunque:

« Rapporto incrementale destro » di F(x) in a, il rapporto

per & > x, e sufficientemente prossimo ad x,;
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« Numero derivato superiore destro » di F(x) in 2, il numero

D, F(x,) = limite massimo F@) = Bz

?
2 064 0 x — 2,

c¢ioé il massimo dei valori limiti del rapporto incrementale destro di F(x)
in @, quando x tende a x,; analogamente

« Namero derivato inferiore destro» di F(z) in 2, il numero
Flay — Flac,)

D, F(x,) = limite minimo -

2
&~ o+0 X — &,

cioé il minimo dei valori limiti del rapporto incrementale destro di F(wx)
in x, quando x tende a x,.

Se una funzione F(x) & continua verso destra in tutto un intervallo a b
(cioé in tutti i punti di un intervallo ab), si pué immaginare a, variabile in
a b (dopoché per ogni suo valore siano supposte effettuate le dette operazioni
di limite) e, sostituendogli a sua volta per semplicitd e chiarezza il simbolo
di variabile indipendente @, si viene alla considerazione delle fnnzioni

D, F(x), D F(x),

dette rispettivamente « Derivata superiore destra s e « Derivata inferiore
destra » di F(x). Si ha, per ogni valore di =z,

D, F(w)= D, Fix).

Se, per un valore «, di », é E+F(mo):g+ﬁ(mo), la funzione F(x) dicesi
« derivabile verso destra » in o, e si scrive E+F(w0):Q+F(xo)zD+F(wo).
In tal caso &
. ey — Flo
D, F(x,) = lim J——)—————(—-Q
% e g-+-0 x — o,

Se c¢id avviene in tutto a b, resta definita la fnnzione D, F(x) « Derivata
destra » di F(x).

Analoghe définizioni valgono per una funzione continua verso sinistra.

Se, per un valore o, di x, & D,F(x,) :P,,_F({IUO)::EMF(QCO):Q_F(O(’O),
la funzione F(w) dicesi « derivabile » in a«, e si secrive

D,y Fwy) = Dy Fiow,) = D, F(w,) =
=D_F(x,) = D_F(w,) = D_F(x,) = DF(x,) = F'(x,).
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In tal caso &
Fx)

()

DF(x,) = F'{x,) = lim
B s 2y X ~— X,
Se cid avviene in tutto a b, resta definita la funzione DF(x) = F'(x) « deri-
vata » di F(x).
To considererd, sempre nel presente lavoro, generiche funzioni F(x) con-
tinue da una stessa parte in tutto un intervallo a b. Per fissare le idee sup-

porrd sempre che la continuitd in tutto I'intervallo @b sussista dalla parte
destra.

2. Si pud estendere, coi dovuli accorgimenti, ad una funzione F(x) ovunque
continua verso destra in ad il teor. fondamentale di DENJOY sui numeri
devivati delle funzioni continue e da lui chiamafo « primo feorema» o « teo-
rema descriftive » (1), Ne dedurrd delle applicazioni analoghe ad applicazioni
dedotte dal DEeENJOY per le funzioni continue. Riporto le dimostrazioni del
DenJoy punto per punto, ma con le necessarie leggere varianti.

TEOREMA FONDAMENTALE. Se esiste un’infinita d’intervalli

S, Sy Sy, Susen

(S, .—:—M), la cui lunghezza tende a 0 per = tendente ad oo, I cui estremi
sinistri ¢,, ¢,, .., Cu,... formano un insieme ovunque denso in ab; se, d’altra
parte, il rapporto incrementale [, della funzione F(wx) su S,

a) resta costanternente superiore a un numero fisso %,

b) oppure resta costantemente inferiore a un numero fisso &,

¢) oppure tende verso un limite unico finito od infinito I,
allora, indicato con E 1'insieme dei punti di ab in cui & rispettivamente

a) D F(x)=k,

b) oppure D, F(x) <k,

¢) oppure il numero ! é un derivato mediano (*) od estremo destro,
'insieme E cosi definito & ovunque denso in a b ed anzi & un residuale (%)
di ab.

{1} Arnavup Dengoy, Mémoire sur les nombres dérivés des fonctions continues, in » Journal
de Mathématiques pures et appliquées », année 1915, tome I, pag. 149,

(3} « Derivato mediano destro » & uno qualunque dei valori limiti del rapporto incre-
mentale destro, che non sia nd D.. né D, (Dexsoy, loc. ecit, pag. 145).

() Secondo il Dexjoy (loc. cit.,, pag. 128} si chiama « residuale » di un aggregato per-
fetto § (coniinuo o no) il subaggregato di § che rimane quando si escludano da § succes-
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Dmu. Sia e,. ¢,,.., &,,... una successione di numeri positivi tendente a 0.

Avendo posto
— F@n) e F(('jg)

" dn'—’cn

d, —
nanze di ¢, per valori maggiori di ¢,. Poiché, per ipotesi, F(x) & continua
verso destra in ¢,, esiste un intorno destro di ¢, (segmento avente ¢, per

considero il rapporto incrementale con x variabile nelle vici-

estremo sinistro) che indico con o, =¢, c';, minore di e, , avente per estremo
destro ¢', compreso fra ¢, e d,, e tale che, per ogni suo punto «, il quo-
ziente considerato & compreso fra I, —e, ed [, +¢,.

Dico che ogni punto £ appartenente a un’infinita di o, appartiene ad E.
Infatti, anzitutto, se o, contiene &, 1" estremitd destra d, dell intervallo S,
avente lo stesso indice di o,, supera £ e ne dista per meno di S,. Dunque,
per la successione delle o, contenente £, d, tende a & dalla destra. In secondo

,
w e, per la stessa successione di
valori di n, compreso fra {, — s, ed /, + ¢,. Dunque tutti i suoi valori limiti
che sono dei derivati destri mediani od estremi di F(x) in & sono compresi
nell’insieme dei valori limiti della successione /,. Se dunque @) [, supera k,
F(x) possiede in & un derivato mediano o estremo almeno uguale a k e
percido si ha D, F(E)=k; se b) I, <k, D, FE =k, e se¢)lim [, =1 finito

H o0

od infinito, Q+F(E)glgl—)+F(E), e precisamente [ ¢ un derivato mediano o

luogo il rapporto incrementale

estremo destro.

L aggregato dei punti interni a un’infinitd d’intervalli o, & ovunque denso
su ab. Infaiti: sia m 2 un qualunque segmento parziale di ab. Sia Cn, 1l
primo punto della successione ¢,, ¢,,..., €y,... interno ad mn e tale che o,
sia interamente contenuto in 2 .. Sia Cn, 1 primo punto della medesima suc-
cessione ¢,, €,,..., Cu,... interno a o, e tale che o,, sia interamente contenuto
in a,,. Cosl si prosegue costruendo una successione d infinitl o,,, u,, O,,...

sivamente un'infinitdh numerabile di aggregati non densi in §. Seguendo R. Baire (Sur les
fonctions de variables réelles, in « Annali di Matematica », serie IIT, tomo III (1899),
pag. 67) si pud dire che un « residuale » di un aggregato perfetto § & il subaggregato di &
che & complementare di un subaggregato di prima categoria su & Si dimostra (DENJOY,
loc. cit, pag. 232; BAIRE, loe. cit., pag. 67} che « ogni residuale d’un insieme perfetto con-
tiene esso stesso un insieme perfefto ».
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ciascuno contenuto nel precedente e in 1 n. Questa successione ha per limite
un punto £ di E (*). Dunque E ha punti entro mn e percio, per I arbitrarieta
della scelta di mn, E & ovunque denso in a b.

Resta da dimostrare che E & un residuale di «a &. Infatti, essendo le o,
definite come sopra, consideriamo 1 insieme H, dei punti di a b che non sono
interni a nessuno del segmenti ¢,, 9,,..., O4,.... Questo insieme & evidente-
mente chiuso perché un punto estraneo ad I, essendo interno a un inter-
vallo o, interamente estraneo ad H,, non pud essere punto limite di H,. Dico
che H, & non denso in ab. In caso contrario esisterebbe un segmento 7 7
appartenente interamente ad H,. Ora !’insieme ¢, essendo denso in a b esiste
in mn almeno un punto ¢,. L’intervallo o, corrispondente, avendo per
estremo ¢,, contiene tutta una porzione di mn. Dunque H, & non denso
in ab. Se noi sopprimiamo un numero finito di punti ¢,, questo insieme non
cessa di essere denso. Sia dunque H, !insieme dei punti di a & che non sono
interni a wnessuno dei segmenti o, , Gp,,... H,, che contiene H, ,, ¢ non
denso in a b (e d altra parte chiusol. Consideriamo I'insieme H costituito dalla
riunione degli aggregati H,, H,, H,,..., H,, ... Sia (7 il residuale di ab com-
plementare di H. Ogni punto M di G & interno a un’infinita d’intervalli o,.
Poiché se questo punto M fosse interno soltanto a un numero finito di essi,
il pit grande degl’indici di questi avrebbe un certo valore p. M apparterrebbe
a tutti gl’insiemi H,,,, H,,,,.., dunque ad H e non a G. Dunque M appar-
tiene all’insieme E qualificato nell’ enunciato. Dungque E contiene G. Inver-
samente si vede subito che G contiene E. Dunque G =E, ed E & un resi-
duale di a b. c. d. d.

Seguendo le tracce del DENJOY possiamo dedurre dal teorema fondamen-
tale delle importanti applicazioni. Ma non ne riportiamo tutte né interamente
le dimostrazioni per le quali rimandiamo alla citata memoria del DENJOY.
Ci soffermeremo invece su quelle osservazioni che maggiormente interessano
il nostro studio.

3. (DENJOY, loc. cit., pag. 152). Supponiamo verificata 1" ipotesi ¢) del
teorema fondamentale relativamente a due sistemi d’intervalli S, ed S,/

Supponiamo cioé che il rapporto incrementale I, relativo ad §, tenda ad un

{4 Che il punto £ appartenga ad E si vede facilmente. Infatti gli estremi ¢,,, ¢,., €yqs
costituiscono una successione crescente, gli estremi d,,, d,,, d,,,.. una successione decre-
scente; e queste due successioni sono nelle condizioni d’applicabilith del postulato di Du-
DEKIND: esse individuano un punto limite £ che & realmente interno a infiniti ox.
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limite unico finito od infinito {, che il rapporto incrementale [, relativo
ad S, tenda ad un limite unico finito od infinito ' 4= 1. Indichiamo gli ele-
menti omologhi relativi al sistema S, con gli stessi simboli adoperati per gli
elementi relativi al sistema S, , distinguendoli mediante un accento: cosi gli
elementi ¢, ¢,, d,. Riprendiamo la dimostrazione del teor. fondamentale

applicandola alternativamente alla successione ¢, e alla successione ¢,/. Ve-
niamo allora a determinare una successione di segmenti m, Tny s Gnyy Onys
G'nys Ongy Gmys - Clascuno contenuto nel precedente. I segmenti ¢’ , oy,, &y, ...
sono scelti fra 1 o, cosi come | segmenti o, 04, Ou,,., sono scelti fraioc,.

La possibilita di determinare questa successione risulta dalla presenza, su
ogni intervallo parziale di a b, deglinsiemi ¢, e ¢, separatamente. La suc-
cessione o, , oy, On,, n,,.. tende ad un punto.limite  appartenente ad ab,
interno a winfinita di o¢,, a un’infinita di o,, e dove, quindi, F' ammette
per numeri derivati mediani o estremi destri sia { che [’

Si deduce il corollario seguente:

(DENJOY, loc. cit, pag. 156). Se una funzione ammette da una stessa
parte una derivata unica in ogni punto di a b, & impossibile che i due ag-
gregati in cui questa derivata & [ per il primo, I’ per il secondo, siano I'uno
e Ialtro densi su a b.

4. (DENJOY, loc. cit, pag. 158). Se [, & un numero funzione dell’inter-
vallo S, = ¢, d,, la cui lunghezza tende a O per n tendente ad oo (I, essendo
pill precisamente in questo studio il rapporto incrementale di F(x) su Sy),
conveniamo di dire che <« linsieme [, ammette in un punto M di a b il valor
limite A » finito od infinito, se esiste una successione scelta fra i ¢, e ten-
dente ad M iu modo che i numeri [, tendano a A.

I punti di ab analoghi ad M, in cui I'insieme [, ammette il valor
limite %, formano evidentemente un insieme chiuso. Supponiamo quest’ ultimo
coincidente con ab. Qualunque sia &, ¢ possibile trovare, vicino quanto si
vaole ad un punto M qualunque di (1—5, un punto ¢, tale che, per lo stesso
indice n, 1, differisca da X per meno di ¢, se A & finito (sia del segno di X e

A o . —
sorpassi - in valore assoluto, se X & infinito). Scegliamo su a & una succes-
€

sione o,, ®,,.. ovunque densa su ab e a ciascun g, facciamo corrispondere
un numero positivo gualunque 7%, (lim v, =0). Estragghiamo poi dalla suc-

9 — 00

cessione ¢,, C,,.., Co,.. UNA SUCCErSiONe Y,, T,,.., Yu;- in modo che, per
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ogni n, sia

|(an—Yn3<7]n © §l_“;“n[<71n

({Au|>n e X, del segno di A, se A & infinito), avendo indicato con A, il
valore di [, che corrisponde a y,. E chiaro che i punti v, sono densi su ab
e che %, tende a A. Il teor. fondamentale ci permette immediatamente di
concludere:

Se S, ¢ una successione d intervalli aventi lunghezze tendenti a 0
quando 7 tende ad oo, e il cui estremo sinistro descrive un insieme ovunque
denso in a b, se il rapporto incrementale I, di Fix) su S, ammette in ogni
punto di a® il valor limite A, finito od infinito, sara X un derivato mediano
o estremo destro di F(zx) in ogni punto di un residuale di a b.

Quando & A= -+ oo (— oo), diciamo che [/, & non limitato superiormente
(inferiormente) in ogni porzione di ab od in vicinanza di ogni punto di ab.
In questo caso [(x) ammette la derivata superiore (inferiore) destra 4 oo (— oco)
in un residuale di a b.

5. (DENJOY, loc. cit., pag. 154). Se Vinsieme E(J) dei punti in cui F(ax)
ha per derivato mediano o estremo destro un numero [ & ovunque denso
su @ b, questo insieme & un residuale di a .

Infatti essendo E(I) ovunque denso in ab, noi possiamo estrarre da esso
un’infinitd numerabile di punti ¢,, ¢,,..., Cu,.. ovunque densa in ab (%
1 essendo in ¢, un derivato destro, esiste un intervalio ¢, d, di estremo si-
nistro ¢,, di lunghezza inferiore ad e, (¢, €,,..., &,,.. successione di numeri
positivi tendente a O, prefissata ad arbitrio), in cui il rapporto incrementale
di F(a) differisce da [ per meno di e¢,, se [ & finito, & del segno di 7 e su-
periore in valore assoluto ad 7, se [ é infinito. Siamo allora nelle condizioni
d’applicabilita del teorema fondamentale: 1'insieme F(l) ¢ dunque dapper-
tutto un residuale.

Sono dunque dei vesiduali di ab, tosto che essi siano ovunque densi
in ab, gli insiemi in cui O & un derivato mediano destro, o F(x) ha il suo
derivato superiore destro -+ oo, il suo derivato inferiore destro — oo.

(®y Infatti dividiamo « b in w parti uguali e su ciascuna di esse scegliamo indifferen-
temente un punto di Z(J). L'insieme dei punti scelti per tutti i valori di n & evidentemente

numerabile, ovanque denso in @b. La dimostrazione fa manifestamente uso del postulato
di ZervELO, ma questo uso & legittimo, perché esso conduce non ad una « costruzione »
bensi ad una « dimostrazione », la quale risulta vera indipendentemente dalle scelte eseguite.

4dnuali di Motemotica, Serie IV, Tomo IX, 32
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6. (DENJOY, loc. cit., pag. 156). Se D, F(x) ¢ finita in ogni punto di a b,

I"insieme dei punti di ab in vicinanza dei quali D F(x) & non limitata supe-
riormente € non denso in a b.

7. Confrontando il teorema fondamentale da noi dimostrato al n.° 2 con
I’ originale del DENJOY osserviamo che, quanto alla generalith, esso pressap-
poco gli equivale. Infatti gli toglie la condizione restrittiva della continuita
verso sinistra, ma glie ne sostituisce un’altra, quella che 1 aggregato per-
fetto &, a cui deve appartenere la successione ¢,, ¢,,..., Cy,... € in cui la
medesima successione deve essere densa, sia 1'intero segmento.a b. Questa
condizione pud sostitiirsi con altra equivalente, ove 1’aggregato perfetto &
si supponga discontinuo. Osserviamo infatti che, per la validitd del ragiona-
mento del 1.° 2, occorre che di ogni ¢, esista un intorno o, sufficientemente
piccolo soddisfacente a- due coundizioni essenziali: 1%) o  contiene altri infiniti
punti ¢,; 28 F(x) varia in ¢, di quanto poco si vuole.

Se dunque si suppone, come al n.° 2, che & sia continuo, queste due
condizioni sono soddisfatte per un intorno destro o, di ¢,. Se si suppone
che § sia discontinuo, occorre accertarsi di quelle condizioni, perché esse
non sono soddisfatte senz’ altro.

Cosi ad es., supposto § perfetto e ovunque non denso in a b, se Ia suc-
cessione ¢,, C,,..., Cn,... nelle condizioni del teorema relativamente a &, non
contiene nessun punto che sia estremo sinistro di un intervallo contiguo a §
(0o al pitt ne contiene un numero finito, od anche infiniti, ma in condizioni
che si tratterebbe di precisare) (%), allora il teorema fondamentale vale ugual-
mente relativamente a & ("), e valgono quindi tutte le conclusioni che ne
abbiamo tratte.

Se in tutti i punti di § che siano estremi sinistri d’intervalli contigui,
la F(x) & continua verso sinistra, il teorema fondamentale vale anche quando
ta successione ¢,, ¢,,..., ¢,,... contenga degli estremi sinistri d’intervalli con-
tigul a & (infiniti di questi estremi, ovunque densi in &). Basta infatti, qualora,
ripetendo i ragionamenti del n.° 2, ci s’ imbatta nella scelta di qualche ¢, che
sia estremo sinistro di un intervallo contiguo a &, assumere per intervallo g,
un conveniente intorno sinistro di ¢,.

(%) ¥ noto che un aggregato perfetio e uon denso & costituito da tutti e soli i punti
che non sono interni a un sistema d’intervalli (detti « contigui all’aggregato perfetto »)
ovunque densi sul continuo.

() La tesi afferma allora I’ esistenza dell’ aggregato B denso in &, ed anzi residuale di &
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§ 2. Aggregato dei punti di discontinuita.
Esempi.

1. Definizione. — Se ¢(x) & una funzione definita in un intervallo m n,
seguendo la nomenclatura di uso corrente chiameremo « oscillazione di ¢(x)

in mn » la differenza fra il limite superiore di ¢(x) e il limite inferiore di ¢(x)
in 11 n. Se gli estremi i, n dell’ intervallo m 2 si suppongono variabili e pre-
cisamente tendenti ad un determinato punto w, interno all’intervallo stesso
(cioé in modo che m tenda a 2, dalla sinistra ed n dalla destra) allora
" oscillazione di ¢(x) in mn tende ad un valore limite ben determinato (ed
indipendente dal modo di variare di m, %) che chiameremo « oscillazione
{puntuale} di ¢(x) in w, ».

2. Se ¢(w) ¢ una funzione derivabile verso destra nel punto ®, e se w(x)
¢ la sua oscillazione puntuale (considerata come funzione della 2), &

. w{x
lHim -~~—Q =0,
x — 29+0 X — 900

Infatti &, per definizione della derivata destra, (h, > 0, h, > 0)

0 ol 4-h) = o(x,) +{x + h, — ) D o@,) 4 (& + h, — B8,

Pl A+ N,) = plaz,) + (@ 4y, — 2 )D el + (2 + by — 2,2,

¢, ed ¢, infinitesimi rispettivamente con (% +h, — x,), (® -+ h, — x,). Segue
2) oe4h,) —ol@+h)=(h,—h)D p2)+ (0 +h, —x)e, — (@ + h,—x,)e, .
Percio, potendosi scrivere

w(@) = lim | 9o + 1) — A =+ )|

—

By —> 0
& w(x) = (x — x,)e, essendo e infinitesimo con x — x,. Segue 1’ enunciato.

OSSERVAZIONE. L7 oscillazione puntuale w(x) potrebbe definirsi « 1’ oscilla-

zione di ¢(x) in un intorno nullo » del punto wx. La formola dimostrata vale
anche nell’ipotesi meno stretta che w(z) sia Y oscillazione di o(z) in un in-
torno non nullo del punto «, purché sufficientemente piccolo: per es. di am-
piezza inferiore ad (x — x,)*. Poniamo

o) = lm | 4+h,)— e+ h)l.
— = (ly, hy) =8 < (w—a0,)?
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Dalla (2) segue allora

(1)(00) < ! § <
mﬁ A — ) Dyg(ag) | + 2] e, [+ ley|)

e quindi I’ enunciato.

3. Ritorniamo ora ad una generica funzione F(x), continua verso destra
in tutto un intervallo a 6. Ci proponiamo di studiare la struttura dell’ aggre-
gato dei suoi punti di discontinuiti.

1 punti di discontinuitd della [(x) sono soltanto punti di discontinuitd
verso sinistra. Essi si possono distinguere in punti di discontinuitd di 12 specie
(0 «salti »), per i quali esiste il

lim F(x — h)= F(x — 0),
h—+40
e in punti di discontinuith di 22 specie, per i quali tale limite non esiste.
Indichiamo con 9T I'aggregato dei punti di discontinuitad di F(x) in ab.

4. Tror. L' aggregato 9T dei punti di discontinuita di F(x) in « b & nu-
merabile.

DiM. Asseguato ad arbitrio un numero y >0, ad ogni punto di ab si
puo far corrispondere un intorno destro (segmento avente guel punto per
estremo sinistro) in cui I’ oscillazione di F(x) ¢ <. I punti in cui I’ oscilla-
zione a sinistra & =7 sono tutti estremi sinistri di tali segmenti. Formiamo
I"aggregato dei segmenti che si oftengono riunendo in un solo tutti quelli
che hanno punti comuni (interni od estremi). I punti in cul ! oscillazione a
sinistra & > % risultano allora estremi di un sistema di segmenti senza punti
comuni e percid costituiscono un aggregato numerabile (%)

Ripetendo il ragionamento successivamente per

) A

27 4:}"‘7 2717"'
si vengono a classificare tutti i punti di 9T in una successione di aggregati
numerabili, il primo dei quali & costituito dai punti di 9T in cui ! oscillazione
a sinistra & maggiore di %, il secondo dai punti di 9T in cui I’ oscillazione a

sinistra & compresa fra v ed g—, il terzo dai punti di 9T in cui I’ oscillazione

() Per un mnoto teor. di CaNTOR: un insieme d’intervalli di una retta, non sovrappo-
nentigi, & numerabile.
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o , . 7
a sinistra & compresa fra ;} ed o

: T U'(n+1)m° dai punti di 9T in cui

2:)_1 ed % Dunque 9T & nume-

rabile. ¢. d. d.

" oscillazione a sinistra & compresa fra

5. Studiamo anzitutto il caso che 9T sia denso in qualche parte uin
di ab. In tale ipotesi, supponiamo 9T numerato (com’é sempre possibile per
il teor. del n.° prec.) nella successione d,, d,,.., d,,... Sia g, g,,..., &,,...
una successione di numeri positivi tendente a 0. A siunistra di d, esiste cer-
tameunte un punto ¢, tale che d, — ¢, <e, e che il rapporto incrementale [,
di F(x) su ¢, d, sia, in valore assoluto, > —. A sinistra di d, esiste certa-
c 2
i
mente un punto ¢, tale che d,— ¢, <<¢, e che il rapporto incrementale /,

. — 1 L .
di F(x) su ¢, d, sia, in valore assoluto, >> o In generale, a sinistra di d,

2

esiste certamente un punto ¢, fale che d, — ¢, < ¢, e che il rapporto incre-

. — {

mentale [, di F(x) su ¢,d, sia, in valore assoluto, > o

13

1 segmenti S, =¢,d,, per n==1, 2, 3,... sono nelle condizioni del teor.
fondamentale (§ 1, n.* 2) (°). Si conclude dunque col seg.

TEOR. Se 9T ¢ denso in un segmento m 7 parziale di ab (eventual-

)

mente in tutto a b) ' aggregato dei punti o in cui & verificata almeno una
delle due uguaglianze

Dy F(w)=+ oo, D, F(%)=— oo,

é denso in mn ed anzi & un residuale di mn (%)
Cor. Se i numeri derivati destri di F(a) sono ovunque finiti in ab, ! ag-
gregato ©U dei punti di discontinuith di F(x) & ovunque non denso in ab.

() Si pud sempre fare in modo che i punti ¢, appartengano all’intervallo mn (eviden-

temente questa condizione non & neanche necessaria, poich® basterebbe, in caso contrario,

trascurare tutti i ¢, che stanno fuori di msn). Essi costituiscono una successione densa

in mn. Infatti se rs & un intervallo parziale di mn preso ad arbifrio, esistomo nel terzo

medio di rs infiniti punti d,: di questi, tutti quelli che hanno indice n sufficientemente

s—r
3

elevato perché e, sia inferiore ad hanno per corrispondenti dei punti ¢, che somne

interni ad 7.
(") Vedi la nota alla fine del n.° 11.
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6. Indichiamo con 9T, I'aggregato dei punti di discontinuita di 1* specie
per la F(x) in ab, con 9T, quello dei punti di discontinuita di 2* specie.
I, ed I, sono entrambi contenuti in 9T (& 9 = 9, + 9(,), entrambi
numerabili.

Sia 9T, denso in qualche parte mn di ab, numerato nella successione
Ry hyyey Byyon Sia T, 7,00, T,,.. una successione di numeri positivi ten-
dente a 0. Nell'intervallo comune ai due intervalli h, — =, h,, 9 n, esiste
una coppia (anzi esistono infinite coppie) d intervalli S,, S, tali che i rispet-
tivi rapporti incrementali /,, !, di F(x) siano il primo maggiore di + 1, il
secondo minore di — 1 (*4). Nell’intervallo comune ai due intervalli b, —1, &,
i, esiste una coppia d’intervalli S,, S, tali che i rispettivi rapporti incre-
mentali ,, !, di F(a) siano il primo maggiore di - 2, il secondo minore
di — 2. Cosi si prosegua: in generale nell’intervallo comune ai due intervalli
I, Mﬂ;, mn, esiste una coppia d intervalli S,, S, tali che i rispettivii
rapporti incrementali 7,, [/ di F(z) siano il primo maggiore di +n, il se-
condo minore di — 7.

1 due sistemi d’intervalli S,, S,,.., S,,.., S/ & .., S.,.., ovunque
densi in m n (%), sono nelle condizioni d’applicabilita del teor. fondamentale
e precisamente delle considerazioni del § 1, n.° 3. 8i deduce quindi il

TEOR. Se 1'aggregato 9T, dei punti in cui F(x) ha una discontinuitd di
2* specie & denso in un segmento mn parziale di ab (eventualmente in tutto
a b), Vaggregato dei punti o in cui sono verificate entrambe le uguaglianze

Zj—%—F(w):_*"OO; Q+F(5€)::——oo,

& denso in mn, ed anzi & un residuale di m 7.

(1) Infatti sia L
A== lim Flx), A= lim F{x),
e T T e hy—0
- A—A
e supponiamo, per fissare le idee, che tanto A e X siano finiti. Poniamo s = 5 Sia kil
massimo dei tre numeri
Ty — vy, my, By —e.
Siano %, < ay < 25 < «, quattro punti interni all’intervallo kh, e tali che
\7~_—F(x,)|<£, A — F(z) ' < if—-F(xS)['(s, ii{‘F(%) <

II rapporto incrementale di F(x} & > 1 nell’intervallo %%y, & <~ 1 nell’intervallo xgty -

La dimostrazione si estende in modo ovvio al caso che uno od ambedue i numeri % A
siano infiniti.

{**) Vedi la nota (%).
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destri di F(ar) & finito, 1’ aggregato 9T, dei punti di discontinuita di 22 specie
di F(x) & ovanque non denso in a b.

Cor. Se F(x), oltrecché continua, & anche ovunque derivabile verso destra
in @b, allora I'aggregato 9, dei punti di discontinuita di 2% specie di F(x)
é ovunque non denso in a b.

Si puoé nella stessa ipotesi affermare la stessa tesi per I'aggregato 9,
dei punti di discontinuitd di 1% specie? Non certo in base alle considerazioni
dei n.! 5 e seg., ma in base alla formola del n.° 2, come ora precisamente
vogliamo mostrare.

7. TEOR. Se F(x) & ovunque derivabile verso destra in a b, I’ aggregato 9T
dei punti di discontinuita di F(x) é ovunque non denso su a b (*).

Dim. Ragioniamo per assurdo. Supponiamo, se possibile, che 9T sia denso
su una parte m 2 di ab. Siano

W, Wyyuy Wyyon
Ry Ryyoey By,

due successioni di numeri- positivi tendenti a 0, la seconda pitt rapidamente
. . . . . &)
della prima. E dunque, per ipotesi, lim 7;: e,
Vi et OO 3

Indichiamo con w(x) !’ oscillazione puntuale di F(x) (considerata come
funzione della x). Sia a, un punto qualsiasi di discontinuita per la F(x),
interno ad mn (per es. il primo che & incontra nell’ ordinamento di 90).
Sia s, un indice (ad es. il pin piccolo) tale che w(a,)=w, . Sia a, un punto
qualsiasi di- discontinuitd per la F(x), interno al segmento ma, e tale che
sia a, —a, <h,. Sia », un indice tale che w(a,) =>w,,. Sia a, un punto
qualsiasi di discontinuita per la F(x), interno al segmento ma, e tale che
sta a, —a, < hp, v, —a, < l,,... Cosl si prosegua: essendosi in generale
scelto un a,, si sceglierd un indice 7, tale che w(a,)=w,,, indi un au,,
interno al segmento m a, e tale che sia @, — Apyy < Moy, 0, — Quy, << h

Oy — a/n—{-i < hr” .

Pgy rer s

I punti a,, a,,.., a,,.. costituiscono una successione decrescente e
quindi ammetteranno un punto limite x, (= ).

w(ay) Wy,
ko = P,

)

Posto &k, =, — x,, & k, << l,, e quindi

. Dunque, per 1 ipo-

(*3) Questo teorema evidentemente racchiude il cor. 2° del n.° 6 come caso particolare.
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tesi fatta, ¢

. wla
lim () = 0o
3 o— 0 kn

Ma questa conclusione é& assurda perché, contraddicendosi alla proposi-
zione del n.° 2, dovrebbe mancare la derivata destra di F(x) nel punto x,.

OssERVAZIONE. Nella dimostrazione non abbiamo contemplato il caso che
in 2, la derivata di F(o) sia infinita: & evidente che allora la proposizione
del n.° 2 non pud applicarsi. In una Nota che pubblico nell’ « Accademia dei
Linecei » ragiono in modo analogo dando la dimostrazione simultanea dei due
teoremi qui dimostrati separatamente ai nt b, 7T e facendo osservare che
nell’ enunciato del presente numero pud benissimo supporsi che in uno o pit
punti @, di ab la derivata destra di F(x) sia infinita, purché il rapporto
incrementale tenda ad infinito « asintoticamente », cioé compiendo oscillazioni
limitate.

Questa restrizione si dovra percié supporre tacitamente nel seguito.

8. L’ipotesi assurda che sta alla base della dimostrazione del n.° prece-
dente & anche troppo restrittiva. Pud essere sostituita dall’ ipotesi: ogni punto
di ©C & limite verso la sua sinistra di punti di 97; o dall’ipotesi: i punti
di 9 che sono limiti verso la loro sinistra di punti di 9T costituiscono un
aggregato ovunque denso in 9T (**).

Supponiamo F(x) ovunque derivabile verso destra in ab. Allora 9T &
ovunque non denso in @ b. Diciamo OU® I'aggregato dei punti di 9T che
sono limiti verso sinistra di punti di 9T. Ripetendo il ragionamento del n.© 7
si vede che OTW & ovunque non denso in 9T (**). Diciamo OU® I’ aggregato
dei punti di 9UY che sono limiti verso sinistra di punti di T, Anche 9T®
& ovunque non denso in 9T®. Cosi si prosegua: in generale I’aggregato OT™
dei punti di 9T"—9 che sono limiti verso sinistra di punti di 9T*" &
ovunque non denso in TN,

Puo darsi che esista un aggregato comune a tutti gli aggregati

MW, L@, ..., SUn—D, OT™, ..

In caso affermative lo si indiehi con U« U« gara non denso in tutti

(1% Cid significa, com’ & noto, che in ogni segmento m # contenente punti di O esistono
punti di T che sono limiti verso la loro sinistra di punti di 9.

(%) Cioe, entro ogni segmento s contenente punti di 9, esiste un segmento par-

ziale 7s, contenente punti di ©T, ma nessun punto di ST,
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uesti. Cosi si prosegua costruendo la successione transfinita di aggregatli
g ggreg
€3] {23 3 (4D (&4
UL, B, .., G, L+ | GLew

ciascuno contenuto ¢ non denso nei precedenti, mediante le due operazioni
seguenti:
18) Operazione 0,, che estrae da un aggregato 9T V' aggregato L™
dei punti limiti verso sinistra, per ogni n intiero o transfinito di 12 specie;
2a) Qperazione 0,, che estrae da una successione d’infiniti aggregati

Oy, L, ..,

con indiei »,, »,,.. transfiniti crescenti, un aggregato &T™ con indice tran-
sfinito di 22 specie.
Entrambe le operazioni 0,, 0, possono avere per risultati aggregati nulli.
Indichiamo con

@%(1)} @%(5’, o @@z(w} @@'z’/(uﬂ—i), . @%(iw),

gli aggregati che si ottengono dai precedenti mediante chiusura (*°). La sue-
cessione

RETW, R, ..., EOL—b, O™, .,

& una successione di aggregati chiusi, ciascuno contenuto (') e non denso
nel precedente. Sia € il suo aggregato limite (**). Evidentemente C con-
tiene COU. Ma @ ¢ non denso in tutti gli aggregati

@%(1)7 @%(2;?'", @@'Un-—n, @9 “”,‘...
Dunque anche COU & non denso nei medesimi. Ne segue che la successione
CIAL®, O™, ..., CITW, CITwW+y, .. @I, ..
& «riduttibile » (**) e quindi & « riduttibile » anche la successione

@t(i)’ @lm,..., %“"), @Z/((.o—!—i)’“:, %‘2"’),

(*%) Ciod con I'aggiunta dei punti limiti che eventualmente non appartengono a ciaseuno
di essi (COUM == W +- derivato di OTH).

(") B evidente che un punto limite di un aggregato A comtenuto in un aggregato B &
anche punto limite di B.

(¥) B noto dalla teoria degli aggregati che una successione di aggregati chiusi, cia-
seuno contenuto nel precedente, ammette sempre un aggregato limite &, cioé un aggregato
chiuso contenuto in tutti gli aggregati della successione.

(‘%) Nella teoria degli aggregati il termine « riduttibile » si usa propriamente dire di
un aggregato di cui un derivato & nullo. Qui lo usiamo, per comoditd, a proposito di una
« successione », nel senso che abbiamo indicato.

Annali di Matematicn, Serie IV, Tomo IX, 33
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La riduttibilitd consiste nel fatto che esiste un fransfinito ben determinato =
tale che GO+ ¢ nullo ed 9U"*+" & nullo. Se © & di prima specie &
CHUP 40 ed anche P F=0. Se t & di seconda specie pud essere anche
@@Z(T) P g’(/(ﬂ =0,

9. Le stesse osservazioni si possono fare a proposito del n° H; ma &
necessario analizzare accuratamente la possibilita di ripetere la dimostrazione
del n.® b, perché questa, come si & accennato alla fine del n.° 6 & (nono-
stante qualche analogia) di tutt’ altra natura di quella del n.° 7: quella del
n.° 5 & basata sul teorema fondamentale, mentre quella del n.° 7 & basata
sulla formola del n.° 2,

Supponiamo dunque che i numeri derivati estremi destri di F{w) siano
ovunque finiti in ab. Allora 9T & non denso in tutto a b. Dico che LD &
non denso in tutto 9T. Supponiamo infatti, se possibile, che &T* sia denso
sulla parte di 9T ch’é contenuta in un intervallo m n parziale di a b (even-
tualmente in tutto a&). Sara 9TV denso anche nella parte dell’ aggregato
chiuso @9U che & contenuta in m 2. Inoltre la parte di @OT contenuta in m n
sard certamente perfetta.

Per ogni punto £ di 9U® in m n possono darsi due ipotesi:

1% ipotesi. £ & punto di discontinuita di 12 specie, Allora esiste un
intorno sinistro ¢ di £ contenente una parte di C9T, tale che, per tutti i
valori di o ad esso appartenenti, il rapporto incrementale ! di F(x) su x &

. 1 . - .
¢, in valore assoluto, > (e prefissato piccolo ad arbitrio). Si scelga un
punto ¢ di €9, contenuto in o, che non sia estremo sinistro di un intervallo
contiguo a Q9. Il rapporto incrementale I di F(x) su c& & in valore
1
assoluto, > o
2% ipotesi. £ & punto di discontinuita di 22 specie. Allora & possibile

scegliere due punti ¢, £ a sinistra di £ e in un intorno sinistro comungque
piccolo di & tali che ¢ appartenga a C9U ma non sia estremo sinistro di un

intervallo contiguo a @9 e che il rapporto incrementale di F(x) su c& sia,
. 1
in valore assolute, > .

Sia e, ¢,,.., &,,... una successione arbitrariamente prefissata di numeri
positivi tendente a 0. Siano &,, §,,..., Z,,... 1 punti di 9T® contenuti in mn.

Per ognuno di essi §,, sia nella prima che nella seconda ipotesi, & possibile
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scegliere due punti ¢,, d, countenuti enframbi nell'infervallo comune ai due
intervalli mn, £, — €, &,, il primo dei quali ¢, appartenente a C9T ma non
estremo sinistro di un intervallo contiguo a 9T, il secondo d,, eventualmente
(1= ipotesi) coinecidente con E,, tali che il rapporto incrementale [, di F(x)

—_— 1
su ¢, d, sia, in valore assoluto, > —.
' €

£33

I segmenti S,=c¢,d,, per n=1, 2,... sono nelle condizioni del teor.
fondamentale (per il n.° 7 del § 1). Dunque esistono dei punti di COU in mn
per i quali & verificata almeno una delle due uguaglianze

D, F(x) =+ oo, D, F(x)=— oo,

Ma cio & assurdo perché contrario all’ipotesi. Dunque 9T & non denso
in tutto 9T. Analogamente si dimostra che 9U® ¢ non denso in tutto T,
che 9U® & non denso in tatto 9T, ..., che OT™ & non denso in tutto L7+, ..
Le considerazioni del n.° prec. intorno alla successione transfinita

MW, NG, ..., I, YL+, ..., I, .,

si ripetono identicamente punto per punto.

10. Teor. Se D, F(x) e D, F(x) sono finite in tutti i punti di ab e
se O & un qualunque aggrega}o chiuso contenuto in @ b, I'insieme dei punti
di 91T in cui f)_,_F(oc) & pon limitata superiormente (*°) e I'insieme dei punti
di O in cui D, F(x) & non limitata inferiormente sono ambedue chiusi (**)
e non densi in ON.

(2%) Com’& moto una funzione f(x) & « limitata » in un intervallo @b se esiste un numero
positivo M tale che | f() | < M per tutti i punti  di @b.
Una funzione f(x) & « limitata» in un punto # di @b se esiste un intorno di x nel

quale & limitata. ¥ « non limitata » in  nel caso contrario.
Una furizione f(w) & « limitata » in un punto 2 di un aggregato O contenuto in @b, ri-
spetto ad 9K, se esiste un intorno pg di # e un numero M tale che |f(x)| < M per tutti i

punti comuni a pgq e ad . E in guest’ultimo senso che, nella presente dimostrazione,
useremo 1’ espressione « funzione limitata in un determinato punto di un aggregato ».

(*f) Che debbano essere chiusi & evidente. Infatti se x & un punto di O in cui
per es. D, F(x) @ limitata superiormente, ciod se ® & interno a un intervallo mel quale
& D F{w) < M per tuiti ghi # di O in quell intervallo, anche in tutti i punti di &0 suffi-

cientemente vicini a «, poich® essi sono interni allo stesso intervallo, & D L, Fix) limitata
superiormente.
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Dm. La dimostrazione si riallaccia da pitt parti al teor. fondamentale.
Precisamente, limitandoci per es. alla D F(x), noi dimostreremo che, se I m
¢ un qualunque intervallo contenuto in «b e contenente una parte di 9N,
esistono un numero M e un intervallo 7 s contenuto in 7m e contenente wuna
parte di 9T tali che, per tutti i punti & comuni a T e ad 75, & D F{x)< M.

Infatti osserviamo anzitutto che, poiché D, F(x) e D F(2) sono finite in
tubti 1 punti di a b, Iaggregato COU che si ottiene per chiusura dall’ aggre-
gato O dei punti di discontinuita di F(xz) & non denso in a b (n.° 5).

Se 91 ha in [m un punto isolato g, il segmento s & un intorno con-
tenente soltanto a e il numero M & un qualunque numero > D, F(w).

Se la parte di 9 che & contenuta in /m non & interamente contenuta
in COT la dimostrazione & pure immediata. Infatti in questo caso esiste un
intervallo « B contenuto tanto in Im quanto in un intervallo contiguo a Q9T
e contenente una parte di 9. In tutto l'intervallo af la funzione F(x) &
continua bilateralmente e I’ esistenza del numero M e dell’ intervallo s con-
tenuto in « B sono affermati da un corollario che il DENJoY deduce dal teor.
fondamentale (loc. cit., pag. 156).

Supponiamo dunque che la parte 9T di O contenuta in Im sia perfetta
e che sia altressi contenuta in @OL. Sia w = p;v; un generico intervallo con-
tigno a 9.

In I vi sono certamente dei punti p;. Dico che i punti p; che sono
punti di discontinuitdh per la F(x) e che sono limiti verso sinistra di punti
di discontinuita per la F(x) costituiscono un insicme @ non denso in 9.
Infatti nel caso conftrario, ragionando per assurdo, basta ripetere una dimo-
strazione analoga a quella del n.°® 9. Per maggiore chiarezza la ripetiamo
intieramente.

Sia, se possibile, @ denso in 9. Per ogni punto p di Q possono darsi
due ipotesi:

1% ipotesi. u & punto di discontinuitdh di 12 specie. Allora esiste un
intorno sinistro o di p, intieramente contenuto in 71 e contenente una parte

di 9N, tale che, per tutti i valori di a ad esso appartenenti, il rapporto in-
. — 1 . .
crementale ! di F(x) su xp &, in valore assoluto, >> . (e prefissato piccolo

ad arbitrio). Si scelga un punto ¢ di ST, contenuto in s, che non sia estremo
sinistro di un intervallo contiguo a 9IT. Il rapporto incrementale 7 di F(a)

—_— 1
su ¢ 8, in valore assoluto, > r
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2% ipotesi. p & pnnto di discontinuita di 2% specie. Allora & possibile
scegliere due punti ¢, ' a sinistra di n e in un intorno sinistro comungue
; B q

piccolo di w, tali che ¢ appartenga ad 91T ma non sia estremo sinistro di un

. I
in valore assoluto, > —.
€

Per ogni punto p; di @, sia nella 12 che nella 2% ipotesi, & possibile
scegliere due punti ¢;, d; contenuti entrambi nell’intervallo comuue ai due
intervalli e, py— ;s (essendo e, £,,..., &,... uha successione arbitraria-
mente prefissata di numeri positivi tendente a 0), il primo dei quali ¢; appar-
tenente ad 9IC ma non estremo sinistro di un intervallo contiguo ad 9N, il
secondo d; eventualmente (1® ipotesi) coincidente con py, tali che il rapporto
. . — 1
incrementale {; di F(a) su ¢;d; sia, in valore assoluto, >~ —.

€

I segmenti S;=¢;d;, per i==1, 2,... sono nelle condizioni del teorema
fondamentale (per il § 1, n.2 7). Dunque esistono dei punti di 9T per 1 quali

5

& verificata ahmeno una delle due uguaglianze
])4_F(9(}):—+~ oo, DiF(x)=—= - oo.

Ma c¢id & assurdo perché contrario all’ipotesi. Dunque & & noun denso
in 9.

Sia I3 un intervallo contenuto in [ m, contenente una parte T di T
assurdo e supponiamo, se possibile, che D, F{x) sia non limitata superior-
mente in ogni punto di DT (rispetto a ). Segnamo in T una successione

di punti v,, ¥y, Y, ovunque densa in . Esiste nell’intorno y, —e, v, +-¢,

—_— — 2 S .
dal punto y, un punto p, di 9T fale che D F(p,) > - quindi. esiste un

-4
punto g, alla destra di p, (g, non appartiene necessariamente ne a T né

— F 1 N
a CI) tale che w>—s—» e che g, — p, <¢e,. Esiste nell’intorno
[ i 1

Y, — &, Y, -+ &, del punto v, un punto p, di 9T tale che D I'(p,) > - e quindi

s e "‘!/ ~}
esiste un punto ¢, alla destra di p, tale che Iqu)—-—f;(}—m>;— e che
2 7 Mz 2

q, — p, < &,, ecc. In generale esiste nell’intorno v, — €, 7» + €, del punto 7y,
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== = 2 -
un punto p, di N tale che DL Fip,) > o © quindi esiste un punto g, alla

,
destra di p, tale che g.) = Fip.) — ! e che ¢, — P, < &,.
G — Dy £

I segmenti 7, = p, q,, per =1, 2,... sono nelle condizioni del teorema
fondamentale rispetto ad OIT. Infatti se p, & ostremo sinistro di un inter-
vallo contiguo ad 9T, p, é limite verso sinistra di punti di discontinuita
(perché T & intieramente contenuto in @IV); dunque p, non & punto di
discontinuita. Se p, non & estremo sinistro di un intervallo contiguo ad 9T,
esiste un intorno destro di p, che contiene punti di O (vedi il § 1, ne 7.

Dungue esistono dei punti di i1 per i quali & verificata almeno una
delle due uguaglianze

Z_):,_F(m) = +- og, §+F(w) = — oo

)

il che & nuovamente assurdo, come sopra.
Cosl il teorema ¢ completamente dimostrato.

11. Il teorema fondamentale si potrebbe applicare, coi dovuti riguardi,
anche dalla banda sinistra (**). Ci limitiamo a dimestrare direttamente il
seguente

TrOR. Se 1'aggregato

N=d,d,.., d,..

dei punti di discontinuita di F(x) & denso in tutto ab, allora I'insieme dei
punti di continuita di F(x) in ab, nei quali & verificata almeno una delle
due relazioni

D_F(x) =+ co, D_F(@x)=— oco.

¢ denso in tutto a b.

Dim. Sia ¢, ¢,...., €,,... una successione di numeri positivi tendente a 0.
Sia d, un punto qualunque di 9U. Alla sinistra di d, esiste certamente un
{ﬁ’((irx)—F(Ch)I ~ 3

dp, — Cr, g,
e cio per la discontinuita verso sinistra di F(x) in d,, . Alla destra di d, esiste
certamente un intorno o, di ampiezza minore di ¢,, intieramente contenuto

| Fle)— Fle,)| 1

in ab, tale che —-————-C-———> o per tutti i valori di « ad esso apparte-
It H

punto ¢, , appartenente a b, tale che dy,—Cp, <€, € che

b} ?

(**) & intende riguardo ai punti di continuitd, poiche soltanto in guesti sono definiti i
numeri derivati a sinistra.
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nenti. Sia d,, un punto qualunque.di 9T in o, distinto da d,, (r, >>r,). Alla
sinistra di d,, esiste un punto ¢,, appartenente ad a b, tale che d,, — ¢y, <7 g,

<"F(d“)_Fw"”*’)|>42~. Alla destra di d,, esiste un intorno o, di am-

e che
d""a — Cry &

. . . - . Fe)— Fle,,) | 1
piezza minore di e,, intieramente contenuto in o, tale che L—(—x——«?(l—“-— > o

by 2
per tntti i valori di @ ad esso appartenenti. Sia , un punto qualunque
di 9T in o,, distinto da d,, (r, >,). Cosi si prosegue indefinitamente: in
nell’ ordinamento di 9, si os-

generale, essendosi scelto d,, che segue d

kKo Tn—1
serverd che alla sinistra di d,,, esiste un punto ¢,, appartenente ad a b, tale
’ ‘F(dﬁz) - F<C”'n)l - 2
ol YAl i Z N
d”'n — Cry En
intorno ¢, di ampiezza minore di ¢,, intieramente contenuto in o,_,, tale che
| Flo) — Flc, 1 . - R
~—~(—-~——~(~—fﬂ > — per tutti i valori di = ad esso appartenenti. Sia d,, ., un
& — Crn En
punto qualunque di 9T in g,, distinto da d,, (., > 7).
Si pud sempre scegliere la successione crescente

Apyy Ayyyoney s o

che d,, — ¢, <e, e che . Alla destra di d,, esiste un

in modo che abbia per limite un punto di continuitd. In quel punto esistono
numeri derivati sinistri, e precisamente deve essere verificata almeno una
delle due relazioni enunciate. Inoltre, data la scelta arbitraria di d,, e del suo
intorno destro o, tali punti di continuitid sono ovunque densi in ab®). cdd

(*3) Il procedimento del n.° 11 & simile a quello del n.° 5, ma ben pit di quello sembra
far uso del postulato di ZrrmMELO, onde pud far dubitare della sua correttezza. Vale la pena
che ¢'indugiamo per mostrare la possibilita di liberarnelo.

Scelto ad arbitrio dr, in 9T, pud scegliersi per ¢», il primo punto di & medesimo
soddisfacente alle condizioni volute. Tale primo punto esiste cvertamente: infatti sia %, un
gualungue punto {ciod anche non appartenente ad &) alla sinistra di ds» , appartenente

w > ?)— x, esiste certamente ed esiste un
dfrl — &y gy

| F(dy,) — Flx)! .2 ) .

T dn—w > a per tutti

i valori di o ad esso appartenenti, quindi anche per tutti i punti di discontinuitd ad esso
appartenenti. Analogamente possono regolarizzarsi le scelfe dei successivi ¢r,, Cry, e, Cryyoee

Anche la scelta dei punti di discontfinuitd ds,, dp,,.., dr,,.. pud facilmente regolariz-
zarsi in modo da soddisfare alle condizioni wvolute. Basta per es. porre la condizione

ad a b, tale che dr, — xy <2, e che

intorno destro di «,, intieramente contenuto in a,dy,, tale che

1
Ay ey —df‘nfg(dsn—dyn}, ove con ds, si indiea il pitt prossimo a . dy, fra tutti i punti

di 9T che hanno indice < #,, e che sono > dr,. Infatti se la successione dr,, dryyee, Aryy oo
costruita con questa condizione tendesse ad un punto dx di discontinuitd, basterebbe consi-



264 T. Viona: Fungzioni continue da nwna parte

Nella dimostrazione non c¢i siamo indugiati sopra i dettagli, per non ri-
peterci, Per essi rimandiamo al § 1, 0.0 2.

12. I procedimenti dei nt 5 e 11 si possono alternare in modo analogo
a quanto si & fatto al § 1, n.° 3. Riassumendo allora entrambi i n.! 5 ed 11,
sl oftiene il seguente notevole

TEOR. Se 9T & denso in un segmento m 2 parziale di a b (eventualmente
in tutto a b) " aggregato dei punti & di continuita in cui da ogni parte almeno
uno dei numeri derivati estremi & infinito, ¢ denso in m: 7.

Dmm. A ciascuno dei punti d,, d,,..., d,,.. dell’aggregato 9T facciamo
corrispondere un punto ¢; (j =1, 2,..., n,...) secondo la regola indicata al n.? 5.

Alla destra del punto ¢, (, & un indice arbitrario) esiste certamente
un intorno o, di ampiezza minore di e,, intieramente contenuto in ab, tale
[Fdr) - Flw)l e 1 per tutti i valori di « ad esso appartenenti. Sia d,

dp, — 2¢, :
un punto qualunque di 9T in o, distinto da ¢,, (o1, > »,). Alla destra di d,,
esiste certamente un intorno ¢,, di ampiezza minore di ¢,, intieramente con-
|F(90) - F(crg) | > _1_

T~ Cp, 2e,
partenenti. Sia ¢,, un punto ¢; in o,, distinto da d,, (+; > 7). Cosl si pro-
segua indefinitamente: in generale, essendosi scelto ¢.,_,, si osserverad che
alla destra di ¢, , esiste un intorno o,,_, di ampiezza <e,,_,, intiera-
IF(d””“‘)_F(m)[‘) ! per tutti i va-
d"‘2n-—1 —x 25211—4
lori di @ ad esso appartenenti. Sia d,,, un punto qualunque di 9T in o,,_,,

che

tenuto in o,, tale che per tutti i valori di = ad esso ap-

mente contenuto in o,,_,, tale che

distinto da ¢py, .y (790 2> Pyn-,). Alla destra di d,,, esiste un intorno o,, di am-

. - .  Flae) — Fl(Cry,,) I
piezza < e,,, intieramente contenuto in ¢,,_,, tale che ° @) (Cra I> 5
L — c”':?n 282“

derare il pin piccolo intiero # tale che #, > k. Sarebbe dr, < dr, ma

1
Aryry — Ay = o {dr— d”"ﬂ);

1 1 1 1
d7'11+2 _ d’"n = (dk - d’”n) + on+1 (d"v - an-H) < (* + “") (dh - d"'n)~

27 2n Q-1

1 1 1
d’"n"':% - d"n < (Q_n + Gnri + W) (dk - d"‘n)'

e al limite
17 1 1 \ 1
dy — drn < ﬁ(l -+ é -+ 14‘ . ) (dh — d'rn) :234,——-1 (dk —_ drn)-

Assurdo.
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per tutti i valori di 2 ad esso appartenenti. Sia ¢,,,., un punto ¢; in o,,,
distinto da d,y, ("yng, > on )
Si pud sempre scegliere la successione crescente

C"‘x? d”‘a? 0”‘37 d“?“'? 87’241-—17 d?'2n7 C”'2n+17“'

in modo che abbia per limite un punto di continuitd, In quel punio esistono
i derivati destri e 1 derivati sinistri e precisamente deve valere la proposi-
zione enunciata. Inoltre, data la scelta arbitraria di ¢, e del suo intorno
destro o, tali punti di continuitd sono ovunque densi in ab ().

13. Nella dimostrazione del teor. del n.° 11, I’ipotesi che 9T sia denso
in ab pud sostituirsi con altra equivalente: ogni punto di ®T & limite verso
1a sua destra di punti di 9T, oppure: i punti di ®U che sono limiti verso la
loro destra di punti di 9T costituiscono un aggregato ovunque denso in 9T (*).
La tesi che allora si dimostra col procedimento del n.® 11 é: i punti di con-
tinuitd in cui & verificata almeno una delle due relazioni 5-F@):.:+oo,
D_Fla)= — oo: costituiscono un aggregato ovunque denso in 9T (*%).

14. Terminiamo con alcuni interessanti esempi:

19) Funzione F(x) derivabile ovunque verso destra nell’ intervallo 01,
L’ aggregato 9T dei punti di discontinuitd & costituito dagli estremi destri
degl’intervalli contigui al noto aggregato perfetto non denso di CANTOR (*7).
In tutti i punti dell’ aggregato perfetto di CANTOR la derivata destra ¢ nulla,
in tutti gli altri punti & > 0. La funzione si costruisce nel modo seguente:

si pone Flx)==C (costante arbifrariamente prescelta) in tutti i punti
dell’ aggregato di CANTOR;

se a, B, & un generico intervallo contiguo, per ogni @ interno ad esso
si pone F) = C -+ (1 — &,).

Per ogni punto x dell’ aggregato di CANTOR &, se ® > x,

C< Fla)< C+ (& — x).

(24} Vedi la nota {33).

(%) Vedi il § 1, n° 7, e il § 2, n.° 8

(#%) Cio® enfro ogni segmento mn contenente punti di T esistono punti di continuita
in cui & verificata almeno una delle due relazioni D. F(x) == -+ oo, D_F{(w) = — oo.

(27} Per la definizione e le proprietd di guesto aggregato vedi ad es. LuBEsaUs, Legons
sur Uintdgration, 1928, pag. 27, oppure TonmrLI, Calcolo delle Variaziond, 1921, vol. 1,
pag. 108, oppure Drxjoy, loc. cit., pag. 121

Annali di Matemotica, Serie IV, Tomo IX, 34
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I punti dell’aggregato di CANTOR che sono puuti di continuitid e nei quali
& D_Fw) = — oo costituiscono un aggregato ovunque deuso nell aggregato
di Cantonr (per il n.2 13). Evidentemente in tutti questi punti & perd anche
D_Fix) =0.

15. 2°) Funzione F(x) continua ovunque verso destra nell’ intervallo 01.
L’ aggregato 9T dei punti di discontinuita ¢ quello dei punti di 01 che in

pet
g
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numerazioue binaria si rappresentano con un numero finito di cifre dopo la
virgola (cifre 0 e 1) ed & denso in tutto 0 1. In tutti i punti di 9T & D, Flx) =+ 1,
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D, Flx) = — 1. La figura qui disegnata né d& una rappresentazione cartesiana
approssimata.

La funzione si costruisce nel modo seguente. Si assegnano ad F(0) e
ad F(1) valori arbitrari. Indi si pone

[ 1 1 1 1 1 1
S F(i):F(O)'-{—Z-}" F(E>——F<O)+E7.n, F('??,l):F(O}“‘*?’_m,....

1 1 1 1 1 1
Si & cosi definita la funzione in un primo aggregato di punti Q(0) aventi

per limite il punto O.

AN [
Si consideri I’ aggregato Q(§> simile (*¥) a Q(0) contenuto in %1 e si de-

finisca la funzione F(x) per tutti i valori di Q@) in modo che la differenza

F(ce)—F(%) stia alla corrispondente differenza gia definita F(x) — F(0) nel

rapporto di similifudine (:%} che intercede fra Q(é) e Q).

!

e si definisca

1 1
Si consideri |’ aggregato Q(ZL) simile a Q(0) contenuto in 5

la funzione F(x) per tutti i valori di Q(le) in modo che la differenza

F(w)——F(i) stia alla corrispondente differenza gia definita F(x) — F(0) nel

!
rapporto di similitudine (21> che intercede fra Q(i) e Q0),

Cosl si prosegue: in generale si consideri I’ aggregato Q(;-n) simile a @(0),
. , k Rk kA1
definito per ogni numero on n=1, 2, 3,...; k< 2", contenuto in on —;—;“ R

e si definisca la funzione F(x) per tutti i valori di Q(%) in modo che la dif-

(8 Ciod tale che la distanza mutua di futti i suol punti e dagli estremi dell’ inter-

vallo %1 in cui sono contenuti, stia alla corrispondente distanza dei punti di Q(0) in 01, nel

rapporto di similitudine (..—-—.; %) che intercede fra gl intervalli %1 e 01.
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. . k
ferenza F(x) — F(97> stia alla corrispondente differenza gid definita F(x)— F(O)

X e 1 k
nel rapporto di similitudine (_.. ﬁ) che iuntercede fra Q(9n> e (0.

E evidente che la successione indefinita di queste operazioni fornisce la
definizione della Flx) in tutti i punti dell’aggregato 9U. Uno sguardo alla
figura prova poi che tutti i punti dell’aggregato 9T sono realmente punti di
discoutinuita; che in essi la Flax) & continua verso destra e che &

D Fa)=-+1, D,Flx)= - L

In tutti gli altri punti di 01 la Fle) & definita per continuita. Cié é pos-
sibile: sia infatti £ un punto di 01 non appartenente ad 9T, e sia

F— Qp “50
E= ?+22+23+ g %=

la sua espressione in numerazione binaria. In tutti i punti di 9T che si tro-
f

. %, o, 1
vano nell’ intervallo ~2—‘— 5 la F(x) assume valori contenuti nell’ angolo
co ey o, . T 09 . . -
avente vertice 1n 97 F 9 ) ampiezza =3 (**) e bissttrice orizzontale verso
E___m._ﬁ
- . s . . o %, o o, -+ 1
destra. In tutti i punti di 9T che si trovano nell’ intervallo 5‘— + 2—§ 5‘ +- *~2~2~—
N . . o s Lo fe, o ay
la Flx) assume valori contenuti nell’ angolo avente vertice in e +~2—2,
%y &, . T : . .
F 5—{«? ; amplezza =g € bisettrice orizzontale verso destra. In generale:

in tutti i punti di 9T che si trovano nell’intervallo

| .
O, &, Cpey  Op1

'2—+22+ +577z 5’*-;2‘5-!—... - 211__1- on

la Flx) assume valori contenuti nell’angolo avente vertice in

K

»n v %
?*ﬁ*”*%’ﬁ@+w+ +ﬁﬂ

. T . . .
ampiezza =3 e bisettrice orizzontale verso destra.

(2%) Nella figura, per economia di spazio, si & fatto uso di scale diverse per le ascisse
e per le ordinate.
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Poiché questa successione d’intervalli aperti verso desira non si ar-
resta a nessun indice finito, ma prosegue indefinitamente avendo per limite
il punto £, & chiaro che esiste il lim F(x) ed & lecito quindi completare la

Xx—rE

definizione della funzione ponendo F(£) = lim F(x).

x—rE

Applicando il ragionamento del n.° 12 si pud poi vedere che i punti
di 01, non appartenenti ad 97, in cui i gnatiro numeri derivati estremi
di F(x) sono tutti infiniti, costituiscono un aggregato denso in 0 1.

16. 3°) Una classe assai estesa di funzioni continue verso destra si puo
definire nel modo seguente.
" Prefissato 1'aggregato U dei punti di discontinuita

Ay Ggyeney Upyonn,

denso in tutto un intervallo a b, facciamo corrispondere biunivocamente ad
ogni suo elemento il termine con lo stesso indice di una serie S=u, -+ u,+-...
a termini positivi, convergente.

Sia 2 un punto di ab. Se x & un a,, estraggo da 9T un gruppo di ter-
mini (necessariamente in numero finito) aventi indici <<7» e susseguentisi sul
segmento @ b da sinistra verso destra Eseguisco | estrazione con la legge
seguente: a,, ¢ il primo termine di 9T tale che

M, <1, g, Oy
tm, & il primo termine di 9T tale che
Uy < Hily, 1 O, << Oy << Oy

.., arrestando il procedimento al primo termine per cui & m, =17 (*°).

Se « non & un a,, estraggo con la medesima legge da ©C un gruppo di
termini (necessariamente in numero infinito) susseguentisi da sinistra verso
destra sul segmento a b, aventi indici ordinatamente crescenti e tendenti al
limite «. Nell’un caso e unell’altro pongo

Flx) = tam, -+ tan, = Uy + oov

cioe definisco Fla) come somrma rispettivamente di un numero finito, oppure
di una serie, di termini estratti (in ordine crescente) dalla serie S.

(%) Se fosse, in particolare, my; = r. il gruppo estratto si ridurrebbe al solo termine
Ay =5 Or .
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3

La funzione F(x) cosi definifa & continua verso desira in futto ab. Tu-
tatti I’ incremento destro relativo ad un punto ® qualunque & della forma

(8)  Fla+ h)— Fla) = (tm, + Uy, U, o) — (e, + Unry | U, )

2

In questa espressione, se tanto x che a -+ h non appartengono ad 9T,
minuendo e sottraendo nel secondo membro sono delle serie ed & x << @y <<
< x4+ h, my >m;. Se x appartiene ad 9, il softraendo ¢ una somma di
un numero finito di termini che pud eventualmente scomparire del tutio
(come avviene effettivamente da un certo punto in poi quando 2 tende a
zero). Se x -+ h appartiene ad 9T, il minuendo ¢ una somma di un numero
finito di termini, eventualmente ridotta al solo primo termine #,.. In ogni
caso, fissato arbitrariamente un intiero p, basta prendere 2 minore della di-
stanza di « da ciascuno dei punti a,, a,,..., a, per assicurare che m, >, > .

Allora
0 < Flao + h) — Flr) << tpyy 4 thpyy

e quindi, per la convergenza della serie S, | Flax + i) — Fla)| < ¢ assegnato
arbitrariamente piccolo.

La Flx) ¢ continua verso sinistra in tutti i punti @ di ¢ b che non ap-
partengono ad 9U. Infatti !'incremento sinistro di F(x) relativo ad o (ora &
h < 0y ¢ ancora della forma (3): il minuendo & una somma di un numero
finito di termini se x-+A2 & un punto di 9T (ed eventualmente pud scompa-
rire), ¢ una serie nel caso contrario; il softraendo ¢ sempre una serie. In
ogni caso €

aMS£m+h< a/nz’5<w’

Partendo da un valore iniziale facciamo tendere 2 a 0. Quando = -+ h rag-
giunge il valore a,, il sottraendo perde il primo termine u,, e il minuendo
si riduce a 0. Quando « + i sorpassa il valore a,., il sottraendo resta sta-
zionario mentre il minuendo si riforma a cominciare da un termine coun indice
superiore ad m'y,,. Dunque é

5 F(Q) -+ h) - F(&Z) i < Ugrs umfs g F o

e, per la convergenza della serie S, | Flx + h) — Fl@)l << e arbitrariamente
assegnato,

Se « appartiene ad 9T (sia precisamente, conservando la notazioue,
X = O = Qyp,), il sottraendo nel secondo membro della (3) & sempre ==0,
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riducendosi ad ., quando R > 2 — au Il minuendo, quando /% tende a
zero, tende ad una serie ben determinaba: & la serie dei fermini u corrispon-

denti al gruppo estratto da 9T con la legge descritta, relativameunte all’ inter-

71’

vallo au,_, @ La serie § deve dunque essere scelta in modo che Flo 4-h) —
— F(x) tenda a un valore =0 quando /i tende a O.

In un lavoro in corso di stampa nei « Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo » espongo un esempio molto semplice di funzione continua verso
destra definita secondo le regole del presente numero.



