Sur 1'application des méthodes directes & quelques
problemes du Calcul des Variations.

N. BoegovrtouBorr (& Kieff (Ueraine)).

1 objet du présent travail, inspiré par les profondes recherches de M.
L. ToNELLI, consiste dans 1’étude des problémes de minima relatifs & des
intégrales curvilignes dépendant des coordonnées du point courant de la
courbe ainsi que de Jeurs dérivées jusqu' au 2me ordre inclusivement.

Les principaux résultats obtenus sont les suivants:

I (§ 2) — Le probléme de minimum absolie de 1intégrale curviligne

Le
I(C) :.Jf(oc, Y, 6, Z—g)ds
0 A

(on @, y, 0, s sont respectivement les coordonnées, 1'angle de direction et
I'arc du point courant de la courbe C, L¢ la longueur de € et ot f{x, ¥, 0, 3)
est une fonction continue, périodique avec la période 2mw par rapport a 0);

dans le camp O des courbes C (vérifiant certaines conditions fron-
tiéres) telles que leurs angles de direction 0(s) sont 4 variation bornée;

n’ admet en général aucune solution.

II. (8§ 3) — 8i f(x, y, §, z) vérifie I inégalité
|1, y, 9, 2) | =Als]P+B

(ot 4, B sont bornés pour @, y bornés, & un nombre positif fixe, inférieur
& I unité);

alors le probléme de minimum absolu de Uintégrale curviligne 1(C)
dans le champ 1 des courbes (vérifiant les mémes conditions frontiéres que

les courbes du champ 9I0) telles que leurs angles de direction 8(s) sont ab-
solument continus;

n’admet en général aucune solutlion.
II1. (§ 8) — 8i 1(x, y, 0, z) est une fonction deux fois dérivable, vérifiant
I’ inégalité
A, Y| 2 |"*% 4+ B, ) =[x, y, 0, 2) = k| 2 |1+9
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(o1 Rk, & sont des nombres positifs fixes, A(x, y), B(x, y) sont bornés pour les
valeurs bornées des arguments);
alors la limite (pour e—0) de la borne inférieure de 1intégrale cur-

viligne
L¢

1(0) :J‘f(x, y, 8, 0)ds
0

dans le champ D, C) des courbes L de' la classe H admettant avec C le
voisinage (g} d’ordre (1);
est égale o ' intégrale curviligne
Lc¢
J(0) = jCD(ac, y, 8, 0)ds.
6

IV.(§ 9 — 8§ f(x, v, 8, z) vérifie certaines conditions explicitées au
début de § 9, alors afin qu’ il existe la courbe réalisant le minimum absolu
de I(C) dans D, il faut et il suffit que parmi les courbes (toujours existant)
qui réalisent le minimum absolu de J(C) dans D, il existe la courbe n’ ayant
aucun arc commun avec des «courbes singuliéires » relatives aw probléme
de mitnimum posé.

V.(§ 10) — Si f(x, y, 9, z) vérifie les conditions du §& 9, alors dans le
champ D il existe towjours au moins une solution de I équation d’ Euler
(relative & I(C)) composée d’ un nombre fini des exiremales.

De plus, quel que soit le nombre posilif e, on peut towjours lui faire
correspondre dans le champ D aw moins une solution de I’ équation &’ Euler
(relative & I1(()) qui donne & IC) la valewr différant au plus par e de la
borne inférieure ip.

§ 1. Dans ce travail nous allons étudier les problémes de minima de
I"intégrale curviligne
(1 Iy :JF(:B, y, &, y, x", y')dl

()

ou M, y, «', ¢y, ", y") est une fonction continue pour x”* + y* == 0, & 1’aide
d’une méthode directe qui présente au fond le developpement approprié de la
méthode avec laquelle M. 1.. ToNELLI a traité (au point de vue de I’ existence
de minimum} le cas incomplétement régulier de 1 intégrale curviligne

{#@, g, @, ya.
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Remarquons tout d’ abord que I{C) peut toujours se mettre sous la forme

Lg
(2) tm%%&wm
i)

ol f(x, y, 8, 3) est une fonction continue admettant la période 2m par rapport
a 0; x, y, B sont respectivement les coordonnées et I'angle de direction du
point courant de la courbe € exprimés en fonctions de Varc s et ot L¢ est
la longueur de C.

D’ autre part, chaque intégrale du type (2) peut &tre présentée sous la
forme (1) de sorte que les expressions (1), (2) sont absclument équivalentes
et il existe la correspondance biunivoque suivante

flx, y, 9, )= Flx, y, cos8, sin 0, — zsinb, 2z cosb)
z yl/w/ — x//y:
x'’ 3

(@ +y*)

1
F(x7 y’ w’? ?/7 w”? ?’/”) — f {/\C, y) a’rCtg (w[2 + ?/2)?-

Cest a l'aide de la forme (2) que ncus étudierons les propriétés mini-
males de I(C).

Avant d’ aller plus loin, rappelons quelques définitions fondamentales qui
interviennent a4 chaque instant dans le cours de cet exposé. Soient C, C, les
deux courbes. On dit qu’elles ont entre elles le voisinage (g) d’ ordre (p) si
I’on peut trouver une correspondance biunivoque entre les points de C et de C,
telle que

(p—1) (p—1)
DMCDMCS' g, 1 GMC., — GMCI é € ... } BMCO — GMC jg €

ou Mc,, M¢— deux points correspondants de C,, O:DMC0 - la distance entre
eux; GMCO, Ou, sont respectivement les angles de direction de ¢, en M¢, et
de C en Mg.

Si, quel que soit le nombre positif e, la courbe C, a le voisinage (g)
d’ ordre (p) avec une infinité de courbes appartenant & une suite C,(1n— o0)
alors C, est dite la courbe d’ accumulation d’ ordre (p) de la suite C,. Si &
chaque nombre positif & on peut faire correspondre un tel nombre 7, que
toutes les courbes C, pour n = n, alent avec (s le voisinage (¢) d ordre (p),
alors C, est la courbe limite d ordre {p) de la suite C,.

Envisageons & préseunt une fonction de ligne I(C) définie daus une cer-
taine classe K de courbes C.

On dit que I(C) est semi-continue inférieurement d’ ordre (p) au voisinage
d’une courbe C, de la classe # si pour toute une suite C, de courbes de la
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classe H, admettant €, comme la courbe” limite d’ ordre (p), on a

(8) ](C'I?):?_:I(Co) ™ €ny ol 831'_’0'

@~ 00
Quand il s agit de voisinage (¢) d' ordre (1)...., semi-continuité inférieure
d’ordre (1), on dit tout simplement voisinage (g)...., semi-continuité inférieure.

§ 2. Considérons & présent un champ D de courbes € possédant les
propriétés suivantes:
1%) Les coordounnées wx, y des courbes € admettent la répresentation
analytique en fonction de !’ arc

x = x(s), Y=yl
2°) Sur chacune des courbes C existe partout I’angle de direction 9(s)
x'(s) = cos 8(s), ¥/(s) == sin 6(s).

3°) 6(s) est fonetion absolument continue.

Supposons que la fonction f(#x, y, 0, 2) ne soit pas négative pour toutes
les valeurs des arguments, de sorte que I(C) a une valeur bien determinée
(finie ou infinie) pour toute courbe € du champ consideré: la borne in-
férieure ip étant finie (/p=0), posons le probléme de minimum absolu de
I{C) dans le champ D.

Dans tout ce qui sera écrit ci-dessous, nous considérons seulement le
cas ou le champ D est le champ de toutes les courbes passant par les points
donnés A4, B avec les angles de direction donnés 8;, Bz et possédant les
propriétés (1), (2), (3). .

Avant d’aborder ce probléme, on peut demander si I’on ne peut pas
poser le probléme de minimum absolu dans le champ OIU des courbes €
vérifiant les mémes conditions frontiéres que les courbes du champ D et
possédant les propriétes (1) et (2).

Sur chacune des courbes C existe ["angle de direction 0(s) & variation
bornée pouvant présenter des disconfinuités.

En effet pour toute courbe du champ 91, 6(s) admet presque partout la
dérivée intégrable de sorte que I(C) a une valeur bien déterminée (finie ou
infinie) pour toute courbe de ce champ.

Démontrons que la réponse sur cette question est en génerale négative.

Considérons en effet le probléme de minimum absolu de 1'intégrale

Lc
(4) KC, w) :Jf{m, Y, 6, uids
0
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pris suivant la longueur de la courbe C, ol u(s) est une fonction arbitraire,
dans le champ 9 des courbes C du champ 9T et des fonction arbitraires u(s).
Soit Cpla == 2,.(5), ¥ == Y.(S)), un(s) la suite minimisante de I(C, u) dans 9T.
Fixant arbitrairement ie nombre positif ¢, prenons le nombre n de fagon que

(5> ‘ }<0717 un) —‘.] 1 é&

ot j est la bornse inférieure de I(C, u) dans 9U. Euvisageons la fonction
s
£n(8) = 8,(s) --ju,,(s)ds, 0<Ls= Lg,
0
et approximons-la par ia série des fonctions [p,(s)],, composées, « des droites
paralléles & I’axe de s». Posons

b, m(8) == [0 n(8)]m +jz&,,(s)ds
i

(‘l)”,M([’Cn)""‘ Lpﬂz,nz(O) -+ eA - eB ¢

6“,,,,(8) = (I)n, mlS) — N)n, m(0) — BA] - [ L¢

on voit aisément que
" B, ml$) = 0n(8)] O, m0) = O
0, ml(8)—tun(8); 0, m(Ley) = Op.
Remarquons qu’on peut supposer toujours sans restreindre la géneralité
que 0,(s) n’est pas constante. Considerons alors les fonctions
Lo, Lg,
F(e,, ¢,) :jcos (8, + e, +e,9,0ds, D, ¢,) :fsin 0, -1 e,0, b e,)ds
0 0
ol 'on a posé

il

9, = s(L¢, — s)cos b, ¢, =s(Lg, — s)sinb,.
On a évidemment

0 FO, 0)=wxp —xa; |(F, D)1

DO, 0)=yp — ya; |, )|
£1=0, £,=0

Lc, Le, Le, .
UAS(LC” — s) cos? 6ndsj.s(l;0n ~ ) sin® b,,ds — (J s(L¢, — s) cos 0,, sin 8,,(15) ': o, > 0.
0 8 0

Envisageons les founctions

L Cﬂ’L L Cﬂ

Fle,, ) :JCOS (817, m + &9, + 62(;)2)(]8, q)m(su E,) =j5in (en, m + &%, + Ez‘?z)ds-
[ ]
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On a d apres (6), (1)

Fm<07 O} ‘* (xB - xA) ié o s f 4(5_"* : ;n) %y ] :_3,7]17)
(3) v C,Z» 0, ¢y
{ mKO 0) — (Y — Ya| ‘ nmv ou ¥, —0.

Remarquons d’autre part que If,(s,, ¢,), ®P,le,, e, ainsi que leurs dé-
rivées partielles sont uniformément continues par rapport a m.
Il existe donc un vombre & indépendant de m tel que si

le |=3 [e =0

alors au moins pour m = s, ol ms est un nombre positif suffisemment
grand, on a

38(1?731) (I)ﬂ’l}%

| oe, e

Prenons un nombre M indépendant de me de fagon qu’on ait

u, S <, ;a@m
(

I%;‘SM,
Lo T de, | =

H/\

| .
!ai'mE %é [ (,81r§5} 162125)-
I 2

Alors le théoréme bien connu sur les fonctions implicites montre que si

alors les équations
F < B 2) = XB - X4, (I)m(cu E-g) =YB— Y4

ont toujours une et une seule solution ¢, ¢, dans le domaine

- 8Ze 43, —FZe, S +3
telle que

411’[7] n E () \ MT)1H
T, .

9 g | <
( ) l ! !_— aﬂ ‘ a?l

Constraisons 4 présent la courbe C,, de longueur Lg,

8
X == 0 (8) == X4 +J co8 (0, 4y + &, Mo, &, "9,)ds ;
(10) ’ 0<s< g,

Y = Ym(S) = Ya ’“{”J s$in (B, m + 8,9, + &,"p,)ds;
g
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appartenant évidemment au champ M. On a en effet

xm(o} =%4, xm([JC’;) = ¥p; em(0> == eA
:ym(o) = Y4, ym(qu—z—) = ¥YsB; em(LCn) == 6B .

1l est aisé de voir que

LS~ L (8),  Ym(S)— YulS),

B,.(8) —0..(s), 0,u(s) —u,(5)
W —r OO0 Y et OO

d’ont on tire

L, Ley,

1(6772) :jf(?vnzy &?ﬂ? é”i? éyﬂl)d‘g - f‘(mn 3 y” 3 891 2 uﬂ)ds — Z<Cn ? 3{”}.

FH e OO
0

Cela étant, prenons un nombre 1 tel que

; I(Z’m) - I(Cny un) I g €
d’ ot I’on déduit, en vertu de (5)

LI(Cp) — 1< 2e, cotcd. I(Cp)<j+ 2.
Or C,, appartenant au champ 91, on a

I(ij> g ‘2'%

oll igy est la borne inférieure de I(C) dans 9. Par conséquent on obtient

(e étant arbitraire positif)
fog = J-

D’ autre part, chaque valeur de I(C), ot C est une courbe quelconque

de 9O est atteinte dans 9T par O, 0(s) c.-a-d.:
1(C)=I(C, ¥(s))
de sorte que
J= o
Ainsi on 8 assure que

On voit donc que si une courbe C (@ = @,(8), Y = Y,(s), 8 =="0,(s)) doune
le minimum absolu & I(C) dans le champ I, alors C,, 8/(s) donuent le

minimum absolu & I(C, w) dans le champ 9.

Annali di Motematica, Serie 1V, Tomo IX.

26
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Par conséquent, afin qu’il existe la courbe (€, minimante pour ()
dans O, il faut et il suffit qu'il existe telles Cla=ax(s), y=1y(s), 8="0(s)),
1(s) minimantes I{C, ) dans D qu’on ait u(s) = 6(s).

Or Vinspection méme des conditions de minimum montre que cela est
en général impossible,

§ 3. Démontrons enfin le théoréme si
e, y, 6, 5)| < A|5°+ B

ot 4, B sont bornées pour wx, ¥ bornées, & un nombre positif fixe inférieur
4 'unité. Alors le probléme de minimum absolu de I(C) dans la champ D
n’admet en generale aucune solution.

Considérons en effet de nouveau le champ MU et soit C, (2 == w,(s),
Y = y(s)) la suite minimisante pour I(C) dans ce champ. Fixant & I’ arbitraire
ie nombre positif ¢ prenons n de facon que

(12) | 1(C,) — igr | e

Or, 0,(s) étant une fonction & variation bornée, & chaque nombre po-
sitif v on peut faire correspondre un nombre positif H, et un ensemble I,
de mesure <, formé d une suite énumérabie d intervalles (a;, b, ne
s’empiétant pas 'un sur 1l autre, felles que dans CE, le complémentaire
de E, jusqu’ a (0, L¢,), existe finie et continue la dérivée ©,(s), inférieure en
valeur absolue & H,.

Considérons & présent la fonction 6,(s) définie & !’aide des conditions
suivantes:

a) Dans CE, on a 0,(s) = 0,(s);
0,.(6;) — en(“e‘}

b) Dans (a;, &) on a O.(s)=0,(a;) + b —a (s — ay).
Il est aisé de voir que les fonctions, 0,(s) sont absolument continues
—0
et que "
Lg,, Le,
(13) {10 1as = j Vnls) | ds -+ 3 ;en(@_enqai)]gﬁ 8,(5)].
0 CEy ' 0

En remarquant qu’ on a
(14) 9‘0(0) = 9n<0) - eA; B'n(LC’n) == en(LCn) =0p
et que presque partout dans I'intervalle (0, Lg,):

(15) B(8)—0p(s),  O'4(s)—0u(s)
n—0 o —0
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on construit & 1’aide du raisonnement des pages (196, 197) les fonction, p,(s)
telles que
P =8, [0 [ =80, 0ul0) == po(Le,) =0;
;LC”’ _I’Cﬂ

16
16) Jcos(ﬂhn “+ p)ds == xp — X4, Jsln By + e)ds =yp ~ Ya, Cy—0.
n—0
0 0

Envisageons les courbes C, données par les équations:

(A7) & = w(s) == 4 +J 08 (B 4 p)ds, Y = Yu(s) = ya + |sin (8, + p,)ds
0 0
0<s< Lg,.

On vérifie aisement & 1'aide des (14), (16) que les courbes appartiennent
au champ.

Remarquons d autre part que d’aprés (a), (5), (16), (17), on voit qu’ &
chaque nowmbre %, on peut faire correspondre un tel nombre v, que dans CE,,
on ait

- o o ' €
'f(wﬂg7 y'nea 6'057 e'na) - f(wny Yn, Gny en)[ézg‘
On tire d’ici
(18) I(Cy) = \[(0,, Ya,, O, Fn)dls 4
CEqq
+Jf.(‘aéﬂg) g’ney 6'057 é/ﬂe)ds é{fﬂxn i @/ny en ’ eln)ds -+ & -+
Exe CEme
+Jf(£'*n5: —?;nsx éng: E’ﬂs)ds < ICy) +e +jf(§°ne: ?ﬂsa g'ne» glné)ds-
Eqq B

Or ®y, ¥y s 8, étant bornées uniformément de v, on a
ik

— pe—— —_ — CR— » 8
j’ [(@ags Yrupr Onyy 0 )ds < 4 J |6, Pds + By, < A( Jq 0, | ds) 0,0 -+ By <

K e, By
Ly,
= 4 (Gt - J1 o) | =0 - B, < K=
' 0

ott K = const. (ne dépendant pas de 7,, €).
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i

i
Prenons nog(}%) , alors de (18) on déduit

1(Ug) = I(Cp) + 2¢

d’ou 'on obtient, en tenant compte de (12),
I(Cy) < igyy + Be.
Or C, étant une courbe du champ D, on a

1(Cy) = ip
de sorfe que
ip< igm + 3e.

D’ici on tire, vu que e était fixé arbitrairement (> 0):
ip < igy.

D’ autre part le champ 9O comprend le champ D & son intérieur; donc on
doit avoir
ip = igyy -
On a par conséquent
ip=1lgy .-

Cette égalité nous montre que toute une courbe €, donnant le minimum
absolu a I(C) dans le champ D donne aussi le minimum absolu & () dans
le champ 9.

Or, nous avons déja démontré qu’ en général dans le champ 9N il
n’ existe pas pour I(C) aucune courbe réalisant le minimum absolu.

Par conséquent le probléme de minimam absolu de I(C) dans D aussi
n'a pas en géneral de solution.

§ 4. Reprenons & présent le probléme de minimum absolu posé dans le § 2.
Nous supposons que la fonction fla, vy, 9, 2) admet toutes les dérivées
partielles jusque’ au 2-de ordre insclusivement et vérifie la relation

(19) [, y, 8, 2) = K|z{"°

ot K, & sont deux nombres positifs fixes.

Soit €, C, ... Cy ... une suite minimisante de I(C) dans le champ D.

En vertu de I'inégalité (19) on s’ assure aisément que la suite considérée
admet au mois une courbe d’ accumulation €, appartenant au champ D.
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Si la fonction de ligne I(C) est semi-continue pour toutes les courbes du
champ D, alors on montre aisément que C, réalise le minimum.

Or la question se complique si I(C) u’ est pas semi-continue pour toutes
les courbes du champ D.

Dans ce travail nous définirons pour toute une courbe € la fonction de
ligne H(C,) de fagon que

f

’\ borne inférieure de I(C) dans le champ D(C,) '
H(C,))= lm(l) j des courbes, possédant les propriété (1°), (2%, (39)

. de § 2 admettant avec C, le voisinage (g

et nous montrons. que
H(C)=J(C) .

ou J(C) est une intégrale curviligne convenablement formée de la forme (1).

Il est aisé de voir que si €, réalise le minimum absola de /{C), alors
I(C)y=H(C,) = J(0,), or H(C) (et par conséquent J(C)) a dans le champ D
la méme borne inférieure ip que I{C); par suite toute courbe minimante
pour I{C) est aussi minimante pour J(0). Inversement, si C, est une courbe
minimante pour J(C) telle que

J(Co) = H(C,) = 1(C,)

alors C, est aussi minimante pour I{C).

Ainsi afin que le probléme de minimum de !intégrale I(C) dans le
champ D admette au moins une solution, il faut et il suffit qu’ il existe parmi
les solutions du probléme de minimum posé pour J(C) dans D, (J(C) étant une
fonction de ligne semi-continue partout, verifiant la condition

L¢
ﬂmgxﬁwwms
0

il existe toujours au moins une solution du probléme de minimum posé pour
J(C) dans D), une telle solution C, que

(20) J(Co) = 1(C,).

Or J(C) étant une intégrale curviligne de la forme (1), nous pouvons
écrire les équations d’KULER pour les courbes minimant cette intégrale et
par conséquent nous pouvons dans une certaine mesure expliciter la con-
dition (20).

Il est & remarquer que les intégrales analogues & J(C). dans le cas du
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probléme de minimun des intégrales curvilignes de la forme

JF(aa, y, &, 1 )dt

()
furent considérées par M. ToNeLrLi, qui a montré leur réle important dans
I’ étude des problémes de minimum des fonctions de lignes non semi continues
partout.

§ 5. Lemmes préliminaires. Soit donnée une fonction positive f(w, «) con-
tinue et dérivable pour AL B, a = a<b; ol 4, B, a, b out des valeurs
finies.

Soit E un ensemble fermé de x appartenant &4 1 intervalle (4, B) et
soit ®(«) la borne inférieure de f(w, a) pour x dans E (« est considérée comme
un paramétre).

Remarquons d’abord que d aprés un théoréme bien connu de WEIER-
STRASS le probléme de minimum absolu de la fonetion f{x, «) dans £ admet
toujours au moins une solution, de sorte qu’ & tout « dans (a, ) on peut faire
correspondre un ensemble y(a) appartenant & FE des valeurs de x telles que

fle, o) = O).
(@, o) = [[(%,,, o)
(@, )< [(Xa,, %)

ou a«,, «, sont deux point quelconques de lintervalle (a, b); x,,, x4, sont
les nombres quelconques appartenant respectivement aux y(«,), (=), d'ici
on tire ‘

(22) f(wmn Y f(wau “2) é (I)(“;) - (1)(062) é /(waz; “1) - f(moc“ “2)'

Envisageons le nombre X tel que

On a évidemment
(21)

(22,) [, | <2 AS@<B a<a<b;
on voit d’ aprés (22) que
(23) [ Do) — Plo) | S h |, — 2, |

Ainsi la fonction ®(x) est une fonction continue et vérifiant la condition
de LiprscHITZ-CAUCHY; par conséquent presque partout dans Iintervalle (a, b)
il existe la dérivée @'(a).

"

Démontrons & présent I existence de la dérivée droite ®'(a) en chaque

point « intérieur & (a, b
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A cet effet, remarquons que toute valeur d’ accumulation de la suite wx,,
gy =~ 4

(ot @,, sout des nombres appartenant respectivement aux y(a,), o, et par
suite o« sont des points de (a, b)) appartenant & y(a).
En effet, on a évidemment en vertu de (22,) et de (23)

}/'(wm, a)—fla,, «) E'S-:if(man: %) == (%, “)i““iﬂwam “n)_"f(xau; “)ié
= | Da,) — D) | + 2

Uy — | S 2X oy — o],

Cela étant, observons qu’on a

(24) f(‘f’cf27 a+A)_f(xO'? a)g@{@+?m@(@)%f{$a+A7 o - A)“f(on»Ay a)

A A
ol A est un nombre positif suffisemment petit, « — un point intérieur &
(@, B); @44, £, — les nombres quelconques appartenant respectivement aux

¥+ A), y(«). De (24) on obtient

0] Ay— D
(24, Fiway ) eaz SE T S n, @) e

ou

8,3'-'0.
A=s0

Considérons &4 présent une suite quelconque de nombres positifs A, tels

que
A, —0.

L et OO

-
Soit x, une valeur d’accumulation de la suite x,,4, OU X,ra, sont des
nombres appartenant respectivement aux y(« -+ A,).
Montrons que

+
fa,(ma VAg “)"’fa,(ma; Oﬁ).

W v 00

- En effet, supposons le contraire: alors il existe une autre valeur d’accu-
mulation de la suite 2444, — 90(;) telle que

102, @) £ (0, ).

Supposons pour fixer les idées que

e 1) 7 +
(25) [ (s’ &) >[5 (2., ).
Soit x,.s, la suite, convenablement extraite de la suite x,,4, telle gqne

]
Lgity =Ly -
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-1
Or z, appartenant évidemment & yl«} on a

t
o 1
fll(xﬂd OC)+EAVZ/113}'1’7 o) = €Ay

d’oll, en passant 4 la limite,

+
, , [, o) 2 [l @
ce qui contrarie (25).

-+
R . . . , R 1y
Le méme raisounement (il suffit d’ échanger le roéle de w,, x;’) si

+
; o fiapit)
1o, @) > (@, @)
Ainsi on a
4
i’x,(woﬂ—ﬁ\y “)'_'foc,(wrz) “)
A0, A —
", —}‘
ol ®,.4 Sont les nombres quelconques de y(a - A), x, une des valeur d’ ac-
cumulation de la suite x 4.

+
En remarquant que wx, appartient a U ensemble y(«), on tire de (24)

+
focl(mow O&) + B4 g

(I)(“ + AA) — (I)(“) Z fm/(ma~i—A7 o) 4-ea.
Done, d’ aprés ce qui précéde:

D + A) — B(ar)
A

T ot
— () = [, (@, )
ot A >0, A—0.
A 1 aide du méme raisonnement, on s’ assure qu’en chaque point de (a, b)
il existe la dérivée ®'(a) égale & f/(x,, ), ol &, est une valeur d’ accumu-

lation de la suite @, 5 (o0 «,_a sont des nombres quelconque appartenant
A w0, A>0

respectivement aux y(a — A).
Il est aisé de voir que

3 pa—
Do) < DM,

Les propositions que nous venons de démontrer se géneralisent aisément
au cas de plusieurs variables. Ainsi:

Si fle,, @, .. @y, @, .0, est une fonction continue et avec les deérivées
partielles continues pour le point y(o, ... »,) situé & lintérienr d’une hyper-
sphére P de rayon fini Rp et pour le point A(e,..x,) situé a Uinterieur
d’une hypersphére de rayon fini.
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Si A est un domaine fermé de points yx appartenant & 1’hypersphére P.

Si enfin ®(«, ... a,) est la horne inférieure de f{x,, @, ... 2,, «, ... a,) pour
le point y compris dans le domaine A (le point 4 est consideré comme un
paramétre ne variant pas pendant la minimisation).

Alors ®(«, ... 2,) est une fonction continue vérifiant la condition de
LipscHITZ; de plus en chaque point 4 a l'intérieur de 1’hypersphére il existe

__{_
les dérivées @', , @, égales respectivement aux

(t==1,2...0)
+ A+ - -
1o (@15 oo Bora s %y e Ba)y [ (@ e Bpgyy %y oon )
ou les points
+ -+ - = —
Koz (wlm oo Bray)y Ao Plog oee Lpay)
i=1,2...e

sont respectivement les points quelcongques d’ accumulations des suites

-/fca, e og 4 Adaoe X:zl et — A aed o A, .. ai + A ae Koty e ttg — A o e
A0, A wer O

sont respectivement les solutions des problémes de minimum de

@, .. p, % .o, + AL a,) dans A
@, ... 0y, &, .o;— A ) dans A,

Remarquons enfin que toutes les propositions ci dessus démontrées restent
vraies si le domaine A étant infini, il existe un tel nombre H que pour tout
point A dans @ il existe au moins une solution y du probléme de minimum
absolu de f dans A qui est compris & Yintérieur de I’ hypersphere P de rayon
égal 4 H.

§ 6. Considérons & présent le probléme de minimum absolu relatif &

Vintégrale
o+e

(26) 1gjf(cJL, b, ¢, 0(s))ds

174

dans le cham Ds’i‘?)f des fonctions absolument continues f(s) vériflant les
D Uy,

conditions frontiéres
27) Bla) =8, Ba-4-e)=PR+ e

ot a, b, ¢, «, B, v sont les nombres arbitraires, ¢ un nombre positif quel-
conque. Avant d’aller plus loin, rappelons quelques définitions préliminaires,
fondamentales pour la suite.

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 27
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On dit qu’un nombre z est fort relativement & (a, b, ¢) si pour tout
different de z on a
f((l, b; c, n) - f((l, b; & Z)_(” - Z)fz,(ay b? ¢ z) > 0.
Si pour chaque valeur de 2 on a
f(a’a b: c, n)—f(a, b: c, Z>'—~(7/I, - Z)fz/([{? br ¢, Z)Z—.O
alors on dit que z est semi-fort relativement & (a, b, ¢).

Dans la suvite, quand il n'y aura aucune ambiguité & craindre, nous
dirons simplement: z est fort, 2 est semi-fort, et nous écrirons f(s) au lieu de
f(CI;, b; ¢ @)

Cela étant, considerons une z, non forte mais semi-forte et soient P, ¢
les racines — respectivement le plus petit et le plus grand — de I’ équation
(28) f(n) — [(z,) — (n— 2)["(z,) = 0.

Envisageons la fonction

F(t):f(P+t)“f(go) —‘(P_**t'"zo)f’(zo)
et remarquons gu on a pour toute une valeur de ¢

F(t) = 0.

Or on a F(0)==0: par suite F(0)=0, c-a-d. [(P)y=7"{3,): & "aide du
méme raisonnement on prouve que f'(Q)==["(3,).
Par conséquent on obtient

(29) fAP)—f(Q — (P-— Qf(Q) =0
@) — [(P)—(Q— P)f'(P)==0
et pour chaque valeur de n
f(n) —[(P)—(n— P)f(P)=[(n) — [(Q) — (n— QQ) =
= fin) — f(3,) — (n — 2,)[(2,) =0

de sorte qu on voit que P, @ sont semi-fortes (mais non fortes).
Soit &4 présent z un nombre semi-fort appartenant &4 1 intervalle fermé
(P, Q). On aura alors

f(5) —[(P)—(z — P)(P)20; (&) —[(d)— (¢ - Qf () =0
f(P)—[z) —(P—2)(5)=20; 1(Q—f(a) —(d—2)/(2)=0

d’ o1 ’on conclut que

(P—=2)f(P)—1(2)] =0, (=2 (P)—[(2)]=(Q@—2)f (& —T&]=0

(29,)
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Par conséquent, va que P < 2 < @, on regoit
[Py =1"(Q)=1"(2).
Donec en tenant compte des inégalités (29,) on obtient

f(z) —[(P) — (2 = P)f(P)=0; [(&)—[(Q)—(z — Q[ (&) =0
[(P)—[(z) = (P—2)[(2) =0; [(Q)-—[(z) —(Q—2)"5)=0

et d'ici on voit que (P, ), (3, Q) vérifient le systéme

(30) f(p) — (g —(p — f (@) =0
@) — 1(p)— (g — p)'(p) =0.

Cela démontre que tout nombre z appartenant & ! intervalle fermé (P, Q)
n’ est pas fort.

Construisons toutes les (J°, @) possibles; on obtient ainsi une suite énumé-
rable d’intervalles (P;, Q,) n’empiétant 1’un sur 1’ autre,

Envisageons 4 présent un z & ! exterieur de toute (P;, Q). Il est évident
d’abord que telle z ne peut pas étre & la fois semi-forte et non forte car
tout z semi-forte, non forte appartient nécessairement & un quelconque des
intervalles (P;, €.

D’ autre part la 2z considérée ne peut pas &ftre non semi-forte, car dans le
cas coutraire il existe de tfelles solutions semi-fortes p, ¢ du systéme {30) que

p<<z<q

de sorte qu’il existe un tel indice i que
Pi=p<az<g=a.

Par conséquent, chaque z & Uextérieur de toutes (P;, Q) est forte.

Ainsi Y ensemble T(a, b, ¢) des fous les nombres non forts relativement
a (a, b, ¢) est composé pour chaque (¢, b, ¢) d’une suite énumérable d’ in-
tervalles fermés (P;, @,) n’empiétant pas I'un sur 1 autre.

Cela étant, construisons les fonctions p(q, b, ¢, 3), ¢(a, b, ¢, ) de fagon que

31) ola, b, ¢, 5y =qla, b, ¢, 3y ==z, si z 0’ appartienne pas & T, b, ¢)
pla, b, ¢, 3)=P;, qla, b, ¢, 8) = Q;, si z appartienne a (P;, Q).

Envisageons d’ autre part la fonction $(a, b, ¢, 2, p, q) continue et déri-
vable, définie an moyen des relations

dla, b, ¢, 2, p, q) = [(p) = [(9);
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si p=yq
@, b, ¢, 3, p, Q=/la, b, ¢, p)g__—__p"}"f(a; b, ¢, Q)q__g
si pa=gq.
On a évidemment, si p <3 <g,
. , —_z
d(a, b, ¢, 3, p, Q)é[ﬂpi}"l‘(?_Pi)fz(Pi)}g_p+

ZF—p
g—p
D’ autre part, si p—=2 ou ¢ =3,

4’(“’7 b’ 07 Z; D, Q):f(Z)_Z_/‘(Pz)—l—(Z——P@)fl(Pw):q)(Cl, b: C, Z, Pl; Qz)

+ [P + (g — P (Py)] = [(P) + (5 — P)(P) =g, b, ¢, 2, Py, Q).

Ainsi on a pour p<z =g
(32} (Z)(GE, é; C} Z, Z’; Q)gql{f% b; 07 Pz’) Qz)

De méme fagon on peut démontrer que si & est forte, alors si p <5<y
on doit avoir
(33) (‘I)(a’7 b? c? g? p? Q)g¢(a7 b? 07 Z7 Z)‘

En observant & présent que p(a, b, ¢, 2) =35 =qla, b, ¢, z), on voit en
vertu de (31), (32), (83) que p=opla, b, ¢, 3), q=gqla, b, ¢, z) réalisent le
minimum absolu de la fouction d(a, b, ¢, 2, p, ¢9) dans le domaine A, des p, ¢
telles que p s <gq.

Par conséquent (vu qu’en vertu dela condition (19)ona ¢ > % s [p|i+? 1—%

g—p
+ iql“aj———:—%e pour p < & << q> on s’ assure qu’a chaque nombre M on peut
faire correspondre un tel nombre Hy que si
(34) IQI§ZW,lbiéﬁf,lelélw,lzléﬂf
alors
(35> ;p((l, b; ¢ g)léﬂMy [gw;; b} 5 z)iéHM

Cela étant, posons
pizpt(a: b, ¢, &) =7pla, b, ¢, ) — z; g, =q,(a, b, ¢, 2)=qla, b, ¢, 3)— 2.

On voit aisément gne
P=p, 9=

donnent le minimum absolu & la fonction

e, b, ¢, 3, p+ 3, ¢+ 3)
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dans le domaine A des p, ¢ telles que

p>0, ¢g>0.

Or les inégalités (35) nous montrent qu’ 4 chaque nombre M on peut

faire correspondre un nombre H‘f}(: Hy + M) tel que si
el =M, [D|=M, [c|=M, [3]=M
alors
[p,(a, b, ¢, z)] < HY, | q,(a, b, ¢, z)| < HY.

Nous sommes donc justement dans le cas de la remarque faite & la fin
du § b.

Par conséquent, la fonction ®(a, b, ¢, z) définie & I'aide des relations

D(a, b, c, 2) == fla, b, c, Z) pour chaque n’appartenant pas & 1'(a, b, ¢)

(36)

Oa, b, ¢, z) = f(P> +f(Q;) i pour P, <z <4qQ,

P
eégale a

<'I)<a} b} 0? z)? p(a/7 b? c? Z)? q(a? b} c? Z)?
ou ce qui est la méme chose, &

q‘)(a’ﬁ b7 C? Z7 pi+z7 Q1 +Z)’

est une fonction continue vérifiant la condition de CaucHY-LIPSCHITZ, admettant
partout par rapport a chaque argument les dérivées a droite et 4 gauche.
On voit de plus que

,.,—
(I),a(a; b, ¢, z)= d:’,a(a'y by €, %, Dagoy Qaso) o qyz(% byc, z)= ' oa, by ¢, 2, 0.y, Gz—o)

OU (Dguor Qato) ++ Da—sr Fz—p) SONt respectivement les points d’ accumulation
des suifes

ipl@a+A..2), ga+ A ipla..z—A4) ga..z-—4)]}
A>0, A—0.

Il est aisé de voir donc gue
(Pasos Qao)  (Da—soy La—0)
sont respectivement les solutions semi-forfes du systéme (30) telles que

Paro =8 = Qato o Do =8 = Gay-
Par conséquent

@, b, ¢, paye) = [20a, b, ¢, paey) = [0, b, ¢, D@, B, ¢, 3))
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d’ici on s’assure que ®(a, b, ¢, 2) admet partout la dérivée continue @' (a, b, ¢, 2)
egale &
f’i’v’(a7 b} 07 Z, p(a7 b? c? Z))

Il est évident & présent aussi que si g est & 1 extérieur de T(qa, b, ¢), alors

Paio == -« = Gz_,, de sorte que P(a, b, ¢, z) admet les dérivées @', ¥, D',
égales &
{37) f/cz(a‘; b? C? z)? f’b(a’} b? C? Z)} f’c(a’? b) C? Z)‘

Considérons maintenant le cas simple ot 1 ensemble 7' se réduit & un
seul intervalle fini Pla, b, ¢), Qa, b, ¢) et olt pour tout nombre Z semi-fort
relativement & (a, b, ¢) on a

1

(38) [ala, b, ¢, ) > 0.

On s’ assure aisément que dans ce cas Pa, b, ¢), Qla, b, ¢) sont des fon-
ctions continues et dérivables de «, b, c.

En ealculant imroédiatement les dérivées partielles de P et @ a 1" aide
du systéme (29) et en remarquant que

Da,b,c, z)=[fla,b,c,2) st 2= Qa,b,¢) on si 5 < P, b, )
(39) ®(a,b,c, 2)=[a,b,c, Pla,b,c) + (2 — Pla, b, c)[" ,(a, b, ¢, Pla, b, )
si Pla, b, ¢) =2 < Qla, b, ¢)

on démontre que M(a, b, ¢, 3) admet les dérivées particlles continues égales
respectivement aux

. , Q<a7 b) C) — &
s = 1 -
Ity b,6,8) i 2 2 AUyt 0) | ['alet, b0, P, b, 0) g S5 5
40 ) ou : z - Pa, b,
) : si ) -+ f/a(ay b; C, Q(a7 b7 C)> ((l C>

Q{\(L, b? C) - 1)<(l, b; C)
fda,b,0,2) 2= Pa,b,c)|f (a,b,c Pla,bec) si Pa,bc)<z=Qa,b,c)

Revenons A présent au probléme de minimum absolu posé au début de ce §.
Construisons la ligne polygonale

y = 8,(s)

appartenant & Dg’,ﬁﬂs formée des deux segments rectilignes avec les coeffi-
cients angulaires égaux respeclivement &

pla, b, e, X, gla, b, ¢, X).
On a évidemment

Fo(a, b, ¢, () = Const.a < s < -t-e



o
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et pour tout =
f(n) — [0 () — (n — O (s 0 (s) =20, a<s<a+e

Par consequent

R 2 23
1 1 ’ 1’ 7 '3 ’ 4 " 4
L[ — [r@aas = [ir®) — ) — ¢ — 07w 0ds > 0
ol 8(s) est une fonction arbitraire du champ Di’, ol

Ainsi on voit que la fonction 0(s) donne le minimum absolu & I’ intégrale

(26) dans le champ I,)i’, e

De plus la valeur minimum de cette intégrale (la borne inférieure) est
égale &
D(a, b, ¢, A).

§ 7. Considérons & présent la classe K des courbes possédant les pro-
priégtés (1°), (2°), (3°) du § 2 et soit €, une courbe de cette classe. Fixant 4
I arbitraire le nombre positif e, envisageons le champ D,(C,) des courbes C
de la classe K adméttant avec C, le voisinage (e).

Soit ¢, la borne inférieure de I(C) dans le champ DJ(C,); quand e déeroit
jusqu’ & zéro, ¢, augmente et tend par suite vers une certaine limite (finie
ou infinie) que nous désignohs par H(C,).

Il est évident que
(41) H(C,) < I(Cy).

Soit & présent R la classe des courbes de K pour lesquelles H(C) a
une valeur finie et soit U, une courbe de la classe R. Montrons qu’il existe
toujours une suite C, de courbes appartenant respectivement aux champs
Du(C,) (ou ¢, — 0) telles que

¥ 00

(42) I(Cy) — H(C,).

N — 00

A cet effet prenons arbitrairement un nombre positif n et faisons-lui
correspondre un tel nombre positif ¢, que

: i
(43) li,, — H(C,)| =S

Or il est évident que dans le champ D, (C,) il existe une telle courbe C,
que

(44) | 1(Cp) — !
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d’ict on tire en vertu de (43)

i
(0, — HCH = —.
(00 — HC) | =5

La suite €, est donu la suite cherchée.

Démontrons enfin que H(C) est une fonction semi-continue inférieurement
de ligne C dans la classe R,

Fixons, en effet, & I arbitraire le nombre positif ¢ et soit /. une courbe
de Ja classe R admettant avec C le voisinage (g) (et appartenant par suite
au champ D,(C)).

On a évidemment

lséﬂ([i): jaéH(C)y }Z’E‘H(C)|§_7)E7 ou na""o

g > 0
d’ou on tire
H(Ly= H(C)—. ¢ g f. d.

§ 8. Dans ce § nous allons expliciter !'expression de la H((). A cet
effet envisageons I'intégrale curviligne

(45) J(C) :J@(x, y, 8, 0)ds
0

et remarquons que d'aprés (19) et de (36), on a
(46) D, y, 6, 2) = K |z|1+.

Soit .S la classe de courbes appartenant & H pour lesquelles la fonction
de ligne J(C) a une valeur finie.

Montrons d’ abord que J(C) est semi-continue inférieurement pour toutes
les courbes C de la classe S.

Envisageons en effet la suite C.(x = 2,(5), ¥y = ya(s)) des courbes de §

1 —> 00
convergeant vers une courbe C(x = x,(s), ¥ == y,(s)) appartenant aussi & §.
Soit (0, L,) le plus grand intervalle commun & des intervalles (0, L), (0, Le,).
En fixant & U arbitraire le nombre positif M, considérons un ensemble E, y des
valeurs de s appartenant & (0, L,) telles que

107,(s)| < M.

On a évidemment

@) 1C) =Dy, Y, 0, 0')ds = f (D), Yury Oy 80) - (6 — O )@, s 0,0, 60) | dis

En, M En, M
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car on a toujours
(48) D(a, b, ¢, p) — ®(a, b, ¢, 8) — (p — YD (a, b, ¢, 2) =0,
Remarquons d’ autre part que
(49) [5(5)— 24(8) | Z eus |Ynl(8) — Yo(8)| S0, [Ba(8) —B(5)| Se; 0=5=Z L,y 8 — O,
Par conséquent
| D%, Yy Oy O0) — By, 5, B, 0) | el

(50) , , , , (31)
[ DAy Yny Oy 0)) — Doy, 7/, b, Vo) | =en

ou s appartienne & E, y

ot e —.0 poar toute valeur fixée de M.

On a done
Ly,
(51) I(C,,)?_;f@(.’l?o, Yos B, 0o)ds + {(D,B'(xo: Yo 09, 06)(07,, —b)ds — 3;£1)L00 “Eg}l) |07, —0 o |ds.
By M én,M ¢

Or il est aisé de voir d’aprés (49) que

L
[0 o, 00, 00— 0| < 10141 s+ 2
E%’ M 0

(1) 2
&q, i — 0, a&fMMO.

T —— 0O Y w30

Par conséquent en vertu de (51) et de (46) on a

1
(52) I(Cn) §f®(mo; Yo Qo, 8lo)ds - 7]1z, M cn, M]J(Cn) i 148

E%, M
ou
N, =0, &y, 20— 0.

Ho—r 00 W - OO

Cela étant, prenons M =M, de fagon que M, — oo, Ny, m, — 0, Cpu, s, — 0
Fo— OO

alors on a
U By, ) — Le,-

Y et OO
Par conséquent, de (52) on tire finalement

I{ Cn) g I(On) €y, olt €y — 0.

¥ — 00

Envisageons & présent uue courbe C, appartenant & la fois & la classe R
et 4 la classe S.

Annali di Matematica. Serie IV, Tomo IX. 28
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Soit €, une suite des courbes (appartenant respectivement aux champs

W w—r OO

Dy(Cy) telle que
I(C,)— H(C,).

Y OO
On a évidemment
HCH) = J(Cy)
d’ou 1 on tire
HC) +ep,=J(C,) ol e,—0.

N —> 00

On J(C) étant semi continue dans la classe § on a
(63) H(C) = J(C,).
Démontrons maintenant qu’ on a aussi
J(Cy = H(C).

Considérons en effet une courbe C (de la classe J) dont I’angle de dire-
ction 6,(s) est une fonction continue avec sa dérivée premiére par rapport a s.
Posons pour abréger

s, =—, i==0,1..n

et considérons les triplets
Zo(81),  Yelse)y Bolsi).
Envisageons le probléme de minimum absolu de 1'intégrale

jf(wcw b Y5y Oelso), B(s))ds

dans le champ ED;B (0), CS(S‘)g et soit 6,‘3’(3) la fonction minimante.
Sos 1 5,858,

Construisons la courbe C avec la longueur Le issue du point [2,(s,), ¥e(3,)]

de fagon que 6% ’(s) soit son angle de direction.

Soit & = aP(s), ¥ = y(s) les équations définissant OF.
On a évidemment

20(s) = w,(s,) +jOos 0D (s)ds, () == 1/a(s,) +JSm 00 (s)

Envisageons aussi le probléme de minimum absolu de I’intégrale

Jf@ats), welso, Butso, B(syas

3
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dans le champ 9 g 96‘3(54)» 603(82)§ et soit Bg)(s), , X s =< s,) la fonction minimante.
i 2

Soit 0% la courbe (aveo la longueur %’) issue du point (ay(s,), yﬁ”(si)) telle
que Bﬁ)(s) et son angle de direction, et ainsi de suite.
Construisons & présent la courbe C, (o = x,(s), ¥y =y.(s)) apparienant a

la classe J |de longueur L,| de fagon & confondxe pour §; << s < s;4, avec cy.

0

En observant que @.(s;), Ve(s:); 9els; ),

sont bornés indépendamment
de n, on voit d’aprés (3b) qu’ il existe ua nombre M indépendant de 7 tel que

(54) |0, (5) | <M, 0=<5< L.

P et OO

Or on a, d’aprés la loi méme de la construction de la courbe C,, B,.(s;) ==
= 0,(s;). Par conséquent

L
(65) 16,(5) — 0u(s)| < 2M =2

d’ ol I'on tire

N
() — J Cos 0, — Cos ec]dsigg,
(56)

N

[ Ya(s) — Yels)| = me 6, — Sin0 ]ds\
0
oti N est une constante indépendante de 7.

On a par suite

844y 8inteyq

| n—1

CONN GAES) ff(wn, o, o, 6ds=2] Jf(wc<sn, Yels2), Belsi), 5())ds e
i=0
8

ont
g, — 0.
F OO0
Or on a d’ aprés ce qui précéde

Sity

) AB (s,
(58) jﬂmc(s )y YelSe), 0e(s0), 8 w(s))ds-* (900(31)7 Ye($3)y 0e(84), Acisz))Asa

Done de (D7) on obtient

n—~1

I cﬂ)-—2®(occ (50 9lsd, Bsdy s e,
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Remarquons d’ autre part qu'en vertu de la continuité de 0',(s), on a

o Ad(s;)

J(C) zzl@(mc(si); Yelse)y Belso), ’—KS—Q)AS + M5
1=0

ou
=0y 4 o

Par conséquent .
IC) =J(0) 42, — Tin
d’ ol I’on tire

HC) S JC) 42, — 1.

En passant ici a la limite, on obtient, vu la semi-continuité inférieure de
H(C) dans la classe &

H(C) < J(0).

Nous avons donc démontré ceite inégalité pour toutes les courbes C de
la classe d pour lesquelles I'angle de direction 0(s) admet la dérivée continue
et bornée.

En tenant compte 4 présent de 1'inégalité (53), on s’ assure que pour toutes
les courbes € de la classe Jf, pour lesquelles V' angle de direction 0(s) admet
la dérivée continue et bornée, on a

H(C) = J(0).

Pour démontrer cette égalité dans le cas général, introduisons la condition

supplémentaire
N, y, 9, 5) < A, y) | 2]"° + B(w, y)

ou A(x, 1), Blx, y) sont bornés pour les valeurs bornées des arguments.

Alors il serait aisé de voir que toute une courbe arbitraire C, de la
clagse § peut étre approximée par la suite U, des courbes (de la classe K),
dont les angles de direction 8,(s) admettent les dérivées continues et bornées
pour chaque valeur fixée de n, de fagon que

zJKC:a)‘J(Co)témn !xn“‘mo!§5m lyn_yo‘éem Ieﬂ—“eoléem

0=s= LC«)
ou
en"'O? Nn—0.
7> 00 7 —+ 00

En effet, on voit d’abord que ! intégrale

L

[}

Co

de, |45 . JC,)
haid <7 0
gl B="g

admet une valeur finie.
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Par conséquent, on peut toujours choisir la suite C, des courbes (de la

clagse K) dont les angles de direction 8,(s) admettent les dérivées continues
et bornées de fagon que

Lg,

=

ds

148

1
dS< " %0 — X | S &ny [ Yn — Yo| Zen, [0 — 0| = ey,

t

0<s< L, en—0.

T e OO

On voit d’ici que la mesure de ! ensemble Ky , dans lequel on a

g,
ld =M, Iden =M
| ds
est au moins égale a
: JICy 11 1
La, m[ K —+?JM1"5'

Cela étant, remarquons que

H ¥ i Clen de
EJ(Cn) —J(CO)(é 12‘1} (I)(:}‘G”, Yn, eny "a?) ‘— @(9@0, Yo, 90: dS) :’ ds % -~
M, n

' df . dah
e e s | o 0, 22
CEM, n CE M, n

ot OFEy, , est le complémentaire de Ky, jusqu & (0, Lg,).
Soit & présent W(M) la fonction croissante de M telle que

](’D’ (x, 4, B, 3) | < W(M)

D', y, 8, 3) | < W(M)
} 9(m7J78’Z)i§w(M \
| sl y, 0, 2) | = W(M)

lw{__Mcwc{wo(s |+ en, (Y| S Maz | y,(8) | +¢p,
00 2r, 5| 2M, n=1,2, ..

On a done

¥ dfiy, do
J ,q)(<mn7 yn> 01’&) d ) (I)(moi @/o; 60} d )
By n

€y +

1

A, l 1
dbn __d ds Z3W(M)Lgen (M) L, (3;/)“‘5.

+ w(M)ﬂ————ﬂ
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D’ autre part on a aussi

| d : das

;f@@;n, Yo, 8“?3%‘) {H,,.’EI ds -+ B CEy.
CEM, [ CEM #

N A\ . | 1 dh, [+ _

| J@(mo,yo, eo,a%)dsygfx J =2 ds -+ BnCEu,
CEM,n éEM,”

ot 4, B sont les bornes supérieures de A(zx, %), Biwx, y) dans le domaine

| Smax |z, (s)]| +eq, Y] Smax|y,ls)|+en; n=12 ..
Or

148§ 1498 1+6 148 . 1
j%(?:*+d<22fldel sz“de 0,) +8ds§

| i

CEM, n CEu, n CEM, n
1 1+9
< 91+ 4‘1_69“855 22—1—.
= | ds i 7
CEM, n

En remarquant que

JCy 11 1 JC,) 1
08 S|+ L g < (T 1) s

on déduif que

fdb, [1+9 -
J‘ﬁ— ds £¢,, ou §,—0.
M~ 00
Par conséquent
1

1+
| T(C) — J(C))| < BW(M)Lgen + W(M)L 1+8(1) +

#
J(CO)> N 1 914—8 l ‘IIS

+- 28(1 +- T

Dans cette inégalité le nombre M est arbitraire. Posons

M'::-Mn

/ 8

/ 8 /p\iFs
(M) ¥ BLgosn+Lcol+8(%) =1
de sorte que
M, —co.
W—r 00

Ainsi on obtient
T J(Cn) — J(Co) f énn“'o

o 0O
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On a, d’ aprés ce qui précede,

Soit i, comme toujours la borne inférieure de I((’) dans le champ D, (C,)).
On a évidemment
jsn SHCH= J(Co) + &5
D’ici on tire que pour €, il existe la valeur finie H(() veérifiant I'inégalité
H(C) < T(C).

Cela nous moutre, en particulier, que toute une courbe de la classe S
appartient aussi & la classe R. Par couséquent, en vertu de (b3), on voit
que pour toute une courbe C; de la classe § on a

(59) H(C,) = J(C,).

Ainsi nous avons démontré le théoréme fondamental pour la suite:

Si f(x, ¥, 6, #) est une fonction continue, admettant toutes les dérivées
partielles jusqu’ au 2% ordre inclusivement, périodique avec la période 2n
per rapport a 0 et veérifiant I'inégalité

fla, y, 8, &)= K|z [+
ou K, 3 sont les nombres positifs fixes, alors I'intégrale curviligne

Lo
J(C) = J(I)(m, y, b, &)ds
¢

(oit Dz, y, 8, 2) — définie par les égalités (36) — est une fouction con-
tinue, admettant pour toutes les valeurs des arguments les dérivées

-+ —r -+ — -+ — ,
? I4 4 7 ’ 7
o, ¢/, ¢/, D/, By B, O,
dont @, est coutinue, périodique avec la période 2m par rapport & 6, véri-

fiant les conditions
(I)(w; Y, 6, Z)g[fl z 1148;

D, y, 0, p)—Px, ¥, 9, 5) — (p —2)P,/(w, y, 9, 2) >0
quelque soient (2, ¥, 0, 2z, p), prise suivant la courbe C de la classe K dont
I’angle de direction, admet la dérivée continue, est égale a4 H(C) limite (pour
e—0) de la borne inférieure de I’intégrale curviligne
L¢
1(0) =\, y, 6, 01ds

]
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dans le champ DY) des courbes de la classe K admettant avec € le voi-
sinage (g).
Si de plus
@, y, 9, 1= A, y)| 3 1"°+ Bla, y),
ot Alx, y), Blx, y) sont bornés pour les valeurs bornées des arguments,
alors I’ égalité
H(C)=J(()

a lieu pour toutes les courbes de la classe S.

§ 9. Plagons-nous & présent dans le cas considéré & la page 204 et sup-
posons que la fonetion floe, y, 0, 2) vérifie anssi les conditions suivantes:
fle, y, b, ) = A, y, 9)| z["° + Bz, y, 9)
[l =4z +B, |f/|=4]¢"°+B, |[{|=4A]z["+B
o A(x, y, 9), Blx, y, 0) sont des fonctions bornées pour 2, y bornés.
Alors il est aisé de voir que $(x, g, 9, 3) vérifie les conditions
(60) Dz, y, 6, )< 4|2 |" + B,
@, [= 4, |2+ B, D/ |=4,|sM°+B,, |0|=4,[z["°+ B,
ou A/w, y, B, B,(x, y, 6) sont bornées pour @, y bornés.
En remarquant que @,(x, y, 0§, 2) ne peut pas décroitre quand z croit
de — oo jusqu'ad - o0, On a
Dz +|z|4+1)— D(z)

D) — Pz —|3]|—1)
lz]|+1 '

=Pz >
= ®le) = lz|+1

Or, on a d’aprés (46)

Dz +z|+1)—DR) A2z |+ )4 B
B(z) — Dz — | & | — )= —[A@2| 2| + 1)*° + B
de sorte que
’ D,'(z) 1 LA, Iz {1+8 + B,
ou Ay, y, 8), By(w, y, §) sont bornées pour x, y bornées.
Cela étant, remplacons la variable d’intégration dans 1'intégrale
Lc¢
J(I)(,’I}, Y 8, 8ds
0

(I’arc s) par uu paramétre quelconque s; on regoit alors

8y

[T

J(C) :ji@ (m, Y, arctg %” yr—zy yg){x’z + 4%

3 ds :j@(m) Ys mly ?/,: x”? yﬂ)ds'
@ 4y 2

So
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Il est évident que pour «” 4 y*==0, la fonction ¢ admet les dérivées
partielles continues égales respectivement a

1
w (wrz 47 J'z)i
@ . o , , ' — ' , " ) /
() p— 1—-‘136‘ Y “—“1—2(1)6"”'J_“ yf*_@@’ ( ._}_y’%lz 6’(&’*‘2’%”"7)’
(61 (2 -+y™)? (@2 +y*)? (0 + y*)? ’ Y
) 1
@ l( A2 y-'z)_g
o , Y Yo' —ax J , oc’oc”+ y'y" ¥
—— — - — 2@y T D T — L Dy —
b _1,+ 'y 1 oy - . ({1}”4—‘ D% 1 (w12+y:2)
(.’)G/z *\yrz)z (9&"2«{-:!/2)2 ('* y )

Oun voit d"aprés (60) qu’ & chagque nombre M on peut faire correspondre
deux nombres Ay, By tels que si

o |SM, |y|=M,
alors

Dz, y, 8, 3) < Ay | 2 "%+ By,
(62) (@, | < Ay |5 0+ By, || =Au|2 [0+ By
(1 +I}z )| @S, v, 6, )| < Au| z "+ + By, [ @y | < Aw| 2 |"*® + By
d’olt Von tire en vertu de (61)

Uit o’ 148 o
l@,wlé AM&'y_a?’_"’""'_yg" "l"BM(\/w’?,_l_ylz’
(a2 4- ™) |
[ ) P ——
%@fy}:'g%AM i w”’; 4BM$\’90’2+?/?,
\ (2 + y'*)?
) s, L
{ ch' i < S A y gg_'i@“/_ + Byl ou AM, BM:COHSt.,
(00’2 —%—y’2)2
H 4 1"*’8 - N
IREPAES AMW y + Byl
(63) ; 1%y | |
\i (@ +/2) \.
— 1+8
;oo ('* + ’Z)E
iCPwu;S Y T ,
(@™ 4 y*)®
R y”ml w y 'ilﬂr& ] ,
D Au "+ Bu|
| ' (2 + y*)? | {
el A
('® 4- y'*)?

Annali di Matematica, Serie IV, Tomeo IX,
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Soit & présent € une courbe réalisant le minimum absolu de

Lg
J(C) =j®(m, y, 8, 0)ds
0

dans le champ 9.

Soient
o =), ¥ =yYs)

les équations exprimant les coordonnées de la courbe C en fonction de I’arc,
Soient enfin 3x{s), 3y(s) deux fonction arbitraires countinues, deux fois dé-
rivables dans (0, L¢), telles que

Br|=1, [ S, Sy S, [0 S, (=, (Y <,

3(0) = 3x( L) = 8y(0) = dyYy(L¢) = ... = 3y"(0) = 3y"(L¢) = 0.

Envisageons la famille C(e) des courbes définies 4 1’ aide des équations

| o

2 = () +edw(s), ¥ =y(s) +edy(s), 0=s=Lc, —j=e=+

B | bt
IS

(si e==0, alors le paraméire s dans ces équations ne coincide pas en general
avec |'arc).
On a évidemment

1 e 8
- < 79 2 <l ©
(65) 4:\/00 +yi=s.
Il est aisé de voir qu'il existe un nombre positif M tel que dans tout
intervalle (0, L¢) on a

In

I

+
e

Wl b

o(s) + edw(s)| = M, |y(s)+edyls)|=M; —
d’ici on tire, en vertu de (63) et de (65),

{ oo + e, ... y" -+ Egy”} l = ZMCD(&% Y 5 ) 4 EM
(66) | 3p( -+ B, ... Y’ 4 By’

| de

!

)%§ZM@(.’}G, Y, 67 BI} ‘*“EM

ou ;IM, By sont les constantes ne dépendant que de M.
Considérons la fonction f(e) égale a

Lg

J}cp(ac + €32, ... Y’ + edy")ds.
0
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B
[39]
-3

On voit, d’aprés (66), que cette fonction admet partout dans la dérivée
continue par rapport a e, égale a

) ds.

Lg¢

53*:;}(06 + edx, ... Y + edy’
de

0

Or, f(e) admettant pour e =0 le minimum absolu, on doit avoir /7(0) c. &. d.:

L¢

j{ D ZBac(s) 4+ @', 3y(s) + [P cos § — g sin 6 — 2046 cos Bda’(s) -
]

+- [@sin 6 4- O cos b — 204 sin B]8y'(s) — Do, sin 68" (8) + D' cos B8y"(s) } ds =0.

D’ici on conclut que presque partout dans 1'intervalle (0, Lg) on a

8

8 8
— ysin ) — j [@ cos § — @ sin § — 208 cos 0ds -+ f J @', ds* = A + Bs,
0 (IR

A = const., B = const.
(67)

g 8 8
D'y cos WJ [® sin B+ D'y cos § — 2070 sin O]ds +j‘j(1)’yds2 =A,+B,s,
0 00
A, = const., B, == const., (s —1 arc).

Soit &4 présent F I ensemble des valeurs de s de I'intervalle (0, Lg) pour
lesquelles:

1°) il existe la dérivée 6'(s);
2°) ont lieu les équations (67).

Soit s un point de l'intervalle (0, L¢) n’ appartenant pas 4 E. Or E étant
un pseudointervalle de mesure égale & Lg¢, s est necessairement le point
d’ accumulation des points s, de Z.

Soit « une valeur d’accumulation de la suite #(s,); posons #(s) =a.

Faisons la méme opération avec tous les points s de (0, L¢) n’appar-
tenant pas & F.

Ayant ainsi défini ©(s) dans tout intervalle (0, L¢), on voit que les
équations (67) ont lieu partout dans (0, Lg).

Par conséquent la fonction @' (x(s), y(s), U(s), 0'(s)) est continue et bornée,
admettant presque partout la dérivée intégrable.
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On a donc
d‘i’/ef : oy (I ( ’
(68) — g sin §+ Dyt cosh — Dcosh + Pgsin b -;—jCD 20s =B
0
3
dq)fﬁ’ FOV ol > . /
(69) — ;608 6+ Dyt sinh — Osint — ®ycosb +J'¢' 15 =B,
)

d’ ot en multipliant (68) par cosf8 et (69) par sin’ et en faisant la somme
on obtient

(@'gh — @) + cos QJ.(I)’xds -+ sin Gjé’yds = (Bcos b+ B, sinb);
§ 0

d’ ici on conclat que la fonction @p8’ — @ est aussi une fouction continue et
bornée, admettant presque partout dans (0, L) la dérivée intégrable.
Remarquons & présent que

D(z) — D(0) < 20(2),

de sorte que
D(2)e = K| 5 |18 — D(0);

d’ ot ' on obtient
@ ,
(70) | Pl y, 6, 0) | S K0P — ””(ﬁf%”—iezﬁ
on voit donc que 6(s) est bornée daus (0, L¢).
Envisageons maintenant I’ensemble L, des valeurs de s pour lesquelles
on a
0(s) = Q(s), ys), 0(s)
et 'ensemble E, des valeurs de s pour lesquelles on a
¥(s) = Plaots), yls), s))

La continuité de @'y, ® — 6P, dans (0, Lg) c. 4. d. la continuité de
oy, I'— 8'f'e dans U'ensemble E, + E, montre que §(s) est continue dans E,
ainsi que dans FE,.

Par conséquent I’ ensemble E, + FE, est fermé, de sorte que I’ ensemble H,
le complementaire de !'ensemble £, + F, jusqu’ & Yintervalle (0, Lg) est
composé d’une suite énumerable d’intervalles ouverts («;, B,).

Dang chaque (o;, B;) on a évidemment

P(x(s), y(s), 8(s) = 0(s) < Qee(s), y(s), 8s)).
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oo
o
[t

Par conséquent en vertu de (40) on regoit

D, y, 0, 0) = [(P) -1- (W — Py Py, Dz, y, 0, %) =7"(P)

Q—t H—~P

i a,,J,)8~/w(P P—}f g P

(o, < 8 < 30

En substituant ces valeurs dauns les équations (67) et en faisant les
calculs, on § assure que dans Uintervalle (a,, B;), C doit verifier I’ équation
differentielle du 2%m° ordre de la forme

16
(12) o=p(s, v, 0)

ou o(x, y, 0) est une fonction continne périodique avec la période Zn par
rapport & 0.

Cela étant, envisageons ! ensemble H, des valeurs de s pour lesquelles
on a

Dlac(s), yls), 8(s), 6(s) == flac(s), yls), b(s), 6s)).

Il est évident d’abord que I’ ensemble H, appartient a H.

Or (72) nous montre gne H(s) et par suite
(13) D(ao(s), yis), bs), 0(s)),  7(ols), y(s), O(s), O(s))
sont des fonction coutinues de s dans H.

Par consequent H, est formé d uwe suite énumérable d’ intervalles
(o_ci, B 1’ empiétant pas I'un sur I autre.

Il est aisé de voir que dans chaque intervalle (a;, B,), C vérifie
I’ équation {72).

D’ autre part on peut démontrer que I'arc de C dans (a;, B;) donne le
minimum faible & 1 integrale

By
(14) [, , has
ol 'on a posé

n(ajyy?()):f(m;y:&lj(w:i; ))'—'Pw;.% f6’m7y78 P({,U yfe))'—
0

3 (. .o 0 ‘ ,
— cos 6 a_xjf al2e, ¥, 0, P(w, y, 8))06 — sin b @Jf@,(w, y, 8, P(ax, y, ).
0 0

Nous dirons qu’ une courbe C est singuliére relativement au probléme
de minimum posé si elle posséde les propriétés suivantes:
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1°) vérifie I’ équation (72);
2°) vérifie 1"inégalité D(x, v, #, 0) < flze, y, 6, H);
3%} réulise le minimum faible de 1" intégrale (74).
Alors, d’aprés ce qui précéde, on s’ assure & présent que I égalité

1(C) = J(C)

a lieu dans le cas oul aucun arc de € ne se confond avec I’arc d’ une courbe
singuliere, et dans ce cas seulement.

Ainsi nous avons démontré le théoréme,

Si /(z, y, 9, ) vérifie les conditions explicitées au debut de ce §, alors,
afin qu’il existe la courbe réalisant le minimum absolu de 1'intégrale I(C)
dans le champ 9, il faut et il suffit que parmi les courbes réalisant le mi-
nimum absolu de J(C) dans D il existe la courbe n’ayant aucun arc
commun avec des courbes singuliéres relatives au probléme de minimum pose.

Remarque. — Si la fonction g{m, y, %) vérifie pour toutes les valeurs de
ses argument une des inégalités

oo, y, h=Qx, y, ), plx, y, ) < Pz, y, B)

alors il n’ existe aucune courbe singuliére, de sorte que dans ce cas il
existe toujours le minimum absolu de I'intégrale I(C) dans le champ D.

§ 10, Dans ce § nous allons démontrer I’ existence des solutions des
équations d’ EULER relatives & [(C) dans le champ 9D, en supposant verifiées
les conditions du § 9.

Avant d’aller plus loin, observons qu’a chaque nombre M on peut faire
correspondre un nombre ay tel que si

(15) @M, |y|<M
alors
(76) fﬂﬁ’”(wr Y, 9, P(OG, Y, H)); %, fﬂe’z(my Y, 97 ch; Y, 6)) g &M .

D’ici on voit, en vertu du théoréme classique sur les fonctions implicites,
qu’' & chaque nombre M on peut faire correspondre un nombre Hy tel que
si les (76) ont lieu, alors

B3 oP |

1 i o< <<
2Q | 9@ | 194 |
_ Tl [ < H < H
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Il est évident d'autre part quw & chaque M on peut faire correspondre
un nombre ey tel que si (75) ont lieu et si
, |2 — P(x, y, 0)| < ex
ou si
lZ— Qa, Y, e)téeM
alors

7 x
f 0’2(907 Y, 9: Z)g‘ég

Cela étant, considérons 1 intervalle (I(x, ¥, 0) + ear, Qx, y, 9 — e
que nous désignons par (P e, y, ), Qlx, y, ).

Envisageons le champ D, y des courbes C appartenant au champ 9,
formées au plus de n arcs le long de chacune desquelles on a presque partout

0(s) = Qeprlw, y, B)
ou presque partout |z |= M, |[y|S M
(s) < Py, y, I

Montrons qu’'il existe deux nombres n, et M, tels que pour tout n =n le
champ Dy, existe, c. a. d. il existe des courbes appartenant a ce champ.

Soit en effet C

=), y=ys) 0=s=lec
la courbe minimante de J(C) dans le champ 9.

Faisons avec € avec la méme construction gu’avec € dans les page 197, 205
et avec la courbe ainsi obtenue la méme construction qu’avec €, dans la
page 205.

On obtient alors une suite des courbes €, appartenant au champ 9

L=1,(s), Y=yals), 0=s=Lc
telles que:
1°) 2,(8) —20(s), yn(s)"'"’y<3): 971(5)”’8(5); — o0
2y I{C,)—~J(Cp), n—=oc
3°) I'intervalle (0, Lg) peut étre divisé au plus en 21 parlies dans
chacune desquelles on a partout
0n(s) — P(a(s), Ynls), 0a(8)) =€n, Bn;’__?

ou partout ”
Hal(s) — Qwu(s), Yuls) uls) = — en.

Or, il existe un nombre M tel que
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Par conséquent on s assure d’aprés (1) qu’il existe un nombre 3/, indé-
pendant de n, tel que
(18) ;xn(s)ig_;M” lyn(s)[éMi

Fixons & présent un nombre n, tel que pour tout »n __<:7L—Li on ait e, ey, .
On voit donc que le champ D, y, existe pour tout n <n,. On voit de
plus qu’ & chaque nombre M > M, on peut faire correspondre un nombre 7y
tel que le champ D, » existe pour tout n = nyy.
La relation (21) nous montre que la borne inférieure de I(C) dans D, u
tend vers ¢p quand 7 — oo.
En vertu de 1'inégalité
Le¢ Lc¢
(19) 1C) = j I, y, , §)ds > Kj | 143
0 0

on voit qu’il existe un nombre positif M tel que pour toute courbe pour
laquelle
IOY<ip+1,
on doit avoir
|w(s)| < M, |yls)| < M.
Par consequent, d’aprés (78), on voit que si M, est le plus grand des

nombres M , M alors il existe un nombre n, tel que si pour une courbe C
on a

. 1
(80) I<C)§ZD%,M2+§
alors on doit avoir
(81) \00(8)|<M2, l’lj(s)l<M2

et cela quelque soit le nombre 7 =n,, ol 2, est un nombre suffisamment
grand (= na,).

Cela étant, envisageons le champ D, u,(n = n,) et posons le probléme de
minimum absolu de I(C) dans ce champ.

Soit €, la suite minimisante. Il est évident en vertu de 1 inégalité (79)

W vt OO

que la suite C,, a une courbe d accumulation C appartenant au champ D

W w—r OO
de sorte que de la suite C,, on peut toujours extraire une suite C, telle que
la suite C, admet C comme courbe limite.
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Cela étant, soient 1™ (af™, ai’f}l) les intervalles composants de (0, Lg,) tels

que dans chacune d’eux on ait presque partout

Py (@, Yo ) 2 0y
ou presque partout

QsMe(wm> Ym; em) é 8/m .

Or le nombre des intervalle #{™ étant au plus égal & 7, on peut toujours

extraire de la suite p une telle suite v que

) ety

Montrons qu’ & Uintérieur de [;{a,, @;y,) (si bien entendu a;==a,;,,), on a
presque partout
Pezy_rz(x; Y, 8)26’
ou presque partout
Qyy (0, 9, 0) =0

A cet effet, il suffit de remarquer qu’ il existe une suite e, convergente
vers zéro, telle que presque partout dans {0, L¢)

S-+¢gy

—:-; j{}’v(s)ds —G(s).
8§

1 —r OO

On voit donc que U'intervalle (0, Lg) peut étre divisé au plus en # inter-
valles 7; qu’ & linterieur de /; on a presque partout

Pema(m} Y, 9) Z b
ou presque partout
QsMa(my Y, 0H=9¢;
on a d autre part
|| <M, |y|<M,.

Par conséquent la courbe C appartienne au champ D, u,.

Montrons qu’ on a
HCy= Z'D%,Mg-

Cela étant, désignons par If! Vintervalle commun & /;, & §'il ne se ré-
duit pas & un point.

Soit CE, VUensemble complémentaire & ! eunsemble E, formé des inter-
valles 1 on a évidemment

(82) m(E,) = Sy~ Le, w(CE,) = L¢— m(E,)—0

Annoli di Motematica, Serie IV, Tomo IX, 3¢
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on a 4 autre part
Lcy

Jf(xV) Yvs By #,)ds ?—.:jf(%v, Y, 0, 0)ds =
0 E,

:‘J [F(2y, Yy, Oy, B) 4 Uy — 0 6(0s, Yy, By, 0)]ds +
By

“*’Jﬂ[/f(xv; Yvy Bv, e,v) . ﬂmw Yoy 6\/: 6’) - (9}\» — el)flﬁ'(mw Yy ﬁv: B’)}ds,
£y

Or dans chaque ¥ on a presque partout

1@y, Yy, 8y, 8,) — (@, Yy, b, ) — (0, —0) ey, Yy, b, )=
Y +059[
4 — \2 1t al s ‘ v
O, — 07" ('pw Yuy By, 11«
0<a<+ )

)0

DO et

D’ autre part, de (82) on tire que

Lg
(Fas, 11, 60, 035 = | Pl 1, 6, yds= 1O, |8, — 6)F 5@, o, B, )5 —0.
By y—ro0o 0 By y =00
Ainsi finalement
IC)y=1(0)—e,, ol g~—0.
Y e OO
D’ol, & 1'aide de raisonnement habituel, on tire
I(O)=ipmM2 c.q.fd,

Montrons que §{(s) est une fonction confinue dans (o, %,4,); & cet effet,
supposons le contraire et remarquons que la courbe

w=w(s), Y=Y8); %5 oy,
donne & 1intégrale

K4

{r@, v, 0, 9as

&g
le minimum absolu dans le champ D des courbes C

w=12(s), Y=y



& quelques problémes du Colcul des Variations 235

de longeur a,,, — a; telles que

(83) () — () = Yl — Yla) = oo = Kagy,) — i) = 0
(o) [ =My, |yl < M,

et telles que presque partouf en (a«;, &)

0s) = Qup (0, 9, B), ou presque partout O(sy < Py (w, y, ).

I1 est aisé donc de & assurer que
L¢
5T = J (1638 + 1636 + [uB -+ [, 3ylds =0
0

pour toutes 8z, 3y compatibles avec les liaisons (83) imposées aux courbes
du champ D.
On voit done qu’ on peut prendre
s &
S —=—|sin 0.80.ds, Sy =|cos0-30-ds
0 0

ot 30 est une telle variation que

iy Ly
j sin 620ds = 0, J cos A%0ds =0, o, = 8y, , =0,
% ag

ot que
3 = ey, + Qg3 + Qg 39

pour presque toufes les s telles que

0(S) == Qupg (), Y(S), 6(5) = Qg (8)
et
5 < P, Msme 4 P’eszSy 4 P'EMaeﬁa

pour presque toutes les s vérifiant la relation
H(s) = P’aMz(QG(S), y(s), 8(s)) = ps_Mg(S)'

Les liaisons |a(s) | < M,, |y(s)| < M, ne sont pas imposées & I attention
car d’aprés (80)}(81), |x(s) | < M,, [y(s)| < M,.

Construisons & présent les variations 80 verifiant les conditions imposées.

Soient E,, E,, E, trois ensembles tels que

Zi:Ei+E2+E3
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et tels que presque partout dans FE, (s'il existe)
6(s) > Qgy (8) ou W(s) << Pey, (5)
presque partout dans F, (s'il existe)
0(s) = Q.. (5)
presque partout dans E, (s'il existe)
0(s) = Py (5)

tous les K, E,, E, étant donc déterminés & une ensemble de mesure
nulle prés.
Introduisons les fonctions quasi continues et bornées

fi{s)? fE(s)’ f3<8)

de facon que dans £, ces fonction sont nulles; dans E, égales réspectivement
a Uepp s Doy Yoo, dans B, & Pogawr Peays Pl
Soit F(s) une fonction quasi-continue et bornée dauns («;, a;,,).
Désignons
— sin 0(s) par A(s), cos8(s) par p(s).

Considerons le systéme intégro-differentiel suivant:

d : N
W — 19 + 1,49 U + 145) [o)p(s)s 1+ F(9), 4 =0.
0 0
Il est évident que

d(s) = fw(s} E)F(EE
0

ol
q’w(s, 3)

&2 = Fsils, &)+ JILND + AOMEIE S5 ols, =1,

0

Ce systéme nous montre que w'y(s, ) est continue et dérivable par
rapport &4 z pour presque toutes les s.
On a

Jk(s)n{;(s)ds ::Jil—(,\SF(s)ds, J,p(s)kp(s)ds :J—p.—(s—)[f‘(s)ds.

% X %3 &
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ol
s) = j’w@, OAEME,  pis) = j W, SHMENE.

s 8

Soit & présent dp(s) une variation arbitraire dans FE,, positive dans E, et
négative dans E,, qui vérifie les relations

%itd Fity i
eﬁ@wwwzm,JM&%WB=QQ&ww”mwmwz&
o o2

o

Posous

2= ols, pe(E)E.

On ¢ assure aisément que 30 vérifie toutes les conditions imposées par
les liaisons (83).
Or on a

Ki-y
5[:i1959ds
<53
ou "on a posé
Q=71 -—jf’eds +~f {Sin Sf/"xds — CO8 Gj‘f’yds}ds.
274 243

273 %

Or, on a presque partout dans (o, ;)

8

o = 3y 4|, (s, Be(Hs,
<93
de sorte que

gy Xiey

o = |s) + Qe aefpeisids,

d’ ol U'on tire: presque partout dans FE,

Kty

(84) Q‘\S> +jl9<g)m,£(gy S)dg = Oai.(—';) + 02;(";) -+ Csw(ai—i—u S);

3
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presque partout dans FE,

Xty

(85) Qs) + I&B@)w’z@, $IE = CA(s) + Cou(s) + C,0{dy,, %),

presque partout dans E,

ity

(86) Q(S) +jg(§)(!)’é<§, s)d‘i g 01)“(3) + 02!’«(9 -+ Csm(“z‘—ku 5)7

3

ou C,, C,, C,==const.

Soit E, I’ensemble des valeurs de s appartenant 4 F telles que partout
dans E, existe la dérivée H(s) et a lieu (84).

Soit s un point d’accumulation des points de E,.

Montrons que quand le point s de E{ tend vers s, ®(s) tend vers une
valeur bien déterminée.

En effet, supposons que quand s tend vers s, il existe au moins deux
valeurs d’accumulation de 6'(s), 6, 6,",

En vertu de la continuité des intégrales

Rity

JQ@)@'&(E, S)IE, — j ads + j

sin ij’xds - cos ij/yds}ds
[+23 L7
on voit que
[y, ys, 05, ) ——If’eds --}«j[sin fo’mds — COS fo’yds]ds -+
223 % % X3

+ j QEWE, 5dE = CAS) + Cyp(s) + Cyo(@i,, 5)

§

Iel®s, ys, 05, 0,) — f [otls —!—j [sin Bj‘f’mds -— 08 Bjaf’yds]ds -+
L3 273 223 Ay
Rt
+J Q(g)w't)(gy g)dﬁ —_ Cj\.(?) -1 CzECS') -+ Oa‘”(“i—f—u §),
d ott I"on ftire
F'odos, ys, 85, 0) = [folos, ys, b5, 0,)
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Or &, , étant les valeurs d’ accumulation de ¥(s), on doit avoir
0,2 Qg (), 0,2 Qupy (5), ou 0, < Poyis), 8, < Py (5).

Donc entre o, et 6,
fUG’B(wgr Ys, 6;, Z):O

ce qui est impossible en verta des suppositions faites.
Ainsi quand le point s de E, tend d’ une fagon quelconque vers le point s
de E, non appartenant & E,, t7(s) tend vers une valeur bien déterminée.

Considérons a présent F,. On voit que presque partout dans cet ensemble
(pseudo-intervalle)

5/(8) - QEME(S)'

Soit E, I'ensemble des valeurs de s appartenant & E, dans le quel il
existe la dérivée #(s) et se trouve vérifiée la relation (85). Soit s un point
& accumulation des points de E,.

On & assure aissment que quand le point s de £, tend vers s, alors §(s)
tend vers une valeur bien déterminée.

Repétons enfin le méme raisonnement avec K.

Pour démontrer & présent la continuité de bY'(s) dans tout intervalle
(o7, %;4,) 11 suffit de montrer que si s est un point d accumulation & la fois
des points de 17, et de E’,i, (r=2, 3) (E’z, E3 ne peuvent pas coexister) alors

a, = lim 0'(s) = «, = lim 6'(s)
$(E) —rs s{Ep) =+ 8
(les deux limites étant bien déterminées en vertu des raisonnements precedents).

Supposons pour fixer les idées que » = 2.
Alors, en vertu de (84) et de (85),

loixs, Yz, O, ) S 1'0dxs; U, O, ),
de sorte que

2, < a
Or
%y = Qegy (), %, = Qepy (5)
On a done
ai - 052
Le méme raisonnement dans l'autre cas 1 == 3. c. q. f. d.

Ainsi nous avons démontré que &(s) dans («,, «,,,) est une fonction continue.
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D’ une tagon analogue on peut monfrer que si

Hloe; +0) == (2, — 0)

alors
Ey(“i + O) - psmﬂ(“’f)(ou - QSMZ(“D); e’(“l - O) = QSMZ(“i)(Ou = »PEM»(“O)-

On voit ainsi que &(s) est une fouction continue sauf peut-éire au
voisinage d’un nombre de points isolés ol elle admet des discontinuités de
la premiére espéce.

D’aprés ce qui précéde, on § assure qu’ en ces points de discontinuité
— o; — on a

An(“i +0)= An(“i - 0): 0.

La fonction A,(s) est done une fonction continue de s.
2

I ionn @ ,
Or dans chaque («;, «,,,) il existe presque partout la dérivée 75 bornée

(en valeur absolue) indépendamment de . Vu que a(s), 3 sout aussi

s J—
)’ ds
bornées (en valeur absolue) indépendamment de 7, on s assure A présent
qu'il existe le nombre positif H independant de 7 tel que

(8T) A — M) S H|S —§|; 0S8 =Lg, 05" < L.

Or la suite € étant la suite wminimisante & la fois pour I1{C) et pour J{(C)
dans le champ D, les bornes inférieures de I(C) et de J((C) dans D étant
égales, on a

Lg

J An(s)ds—0, A, (s)= 0.
W —r 00

0

En vertu de (87), on voit donc que

An(S)-—'O,

W O

de sorte qu' &4 chaque ¢ on peut faire correspondre un nombre s, tel que
pour tout 2 = n,
[A,8)|Ze, 0K s /Lo

Or si pour un point s,, 0(s,) = Py, (s,), ou si 0(sy) = Qig7,(8,); alors

AN(SO) g B \/ 07
ol & ne dépend pas de 7.
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On voit done que si Pon prend =<3, alors pour tout n =n, et pour
tout s intérieur a (0, Lg, 81s) sont & ' exterieur de {I’SMi(s), QEMQ(S)) de sorte
gue la courbe € devient une courbe inféricure au champ D, y, .

Par conséguent tout arc {s,, s,) de € donne le minimum faible (libre) &
I”intégrale

Jri@, y, 5, 0s

les points extrémes et les valeurs extrémes des angles de direction des
courbes de comparaison coincidant avec celles de I'arc counsidéré de C.

On voit maintenant que la courbe C est une extremaloide relative a I(C)
formé d’ un nombre (au plus égal & n) des extremales.

Cela démontre le theoréme.

Si [, y, 8, 2) vérifie les conditions du théoréme du § 9, alors dans le
champ D il existe toujours au moins une extremaloide relative & I(0); de
plus: quelque petit que soit le nombre e, on peut trouver dans le champ D
une telle extremaloide relative & I(C) qui dopne & 1 intégrale I(C) la valeur
qui différe au plus par e.de la borne inferieure 7p.
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