
Sur l'a, pplic~ttion des m6thodes directes 5~ quelques 

probli~mes du Calcul des Va,riations. 

N. BOGOI, IOUI~OFI~' (B Kieff  {Ueraine)). 

L 'ob je t  du present travail, inspir6 par les profondes recherches  de M. 

L. TONELLI. collsislLe dans l '6 tude des probl~mes de minima relati£s ~ des 

int6grales curvilignes d6pendant des eoordonn6es du point eourant  de la 

courbe ainsi que de leurs dgriv6es j u squ ' au  2 me ordre inchlsivement. 
Les principaux r6sultats obtenus sont les suivants:  

I, (§ 2) - -  Le p~'oblOme de ~ninimum absolft de l ' in tdgrale  curvi l igne 

Lc 

o 

(off x, y, 0, s sont respeet ivement  les coordmm6es, l 'angle de direction et 

1' arc du point courant  de la courbe C~ Lc la longueur do C et Oil f(x~ y, 0, z) 

est une fonction continue, p~riodique avec  la t)griode 2r: par rapport  ~ 0); 

darts le camp ~ des com'bes C (v6rifiant certaines conditions tron- 

ti~res) telles que leurs angles do direction 0(s) sont ~ variation born4e; 

n ' a d m e t  en gdndral aucune solution. 

II. (§ 3) - -  Si f(x, y, O, z) vdrifie l' indgalitd 

If(x, y, o, z ) [<=Atz l~  + ~  

(off A, B sont born6s pour x: y born6s, ~ un hombre positif fixe, inf6rieur 
1' unitg) ; 

alors le problbme de m i n i m u m  absolu de l ' in tdgrale  cttrviligne I(C) 

darts le champ D des courbes (vgrifiant les m~mes conditions fl'ontigres que 

les courbes du champ ~)lE) telles que leurs angles de direction 0(s) sont ab- 
solument continus ; 

n ' a d m e t  en gd~dJ'al aucune sohttion. 

III. (§ 8) - -  Si f(x, y, O, z) est une fonct ion d e u x  lois ddrivable, vO~'ifiant 
l" indgatitd 

A(x,  y) I z l ~+~ + B ( x ,  y) > f ( x ,  y, O, z )  > h l z l ~+~ 
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(off h, 8 sont des hombres positifs fixes, A(x, y), B(x, y) sont born6s pour les 
valeurs born6es des arguments); 

alors fa t imite  (pour , ~ 0 ) d e  ta borne inf6rieure de l ' int6grale cur- 
vitigne 

Lo 

I ( C ) = I ' f ( x  , y, O, O')ds 
~ J  

o 

dans le champ D~(C) des courbes L de la classe J{ admettant  avee  C le 
voisinage (e) d 'o rd re  (1); 

est @ale dt l" intdgrale curvi l igne 

Lc 

J ( C ) - - f O ( x ,  y, O, O')ds. 
F.J  

o 

IV. (§ 9 ) -  Si f(x, y, O, z) vdrifie certaines conditions explicitdes au 
ddbttt de § 9, alors afin q~t'il ex is te  la com'be rOalisant le m i n i m u m  absolu 
de I(C) dans D, il fatt t  et il s~ffit que p a r m i  les cou~'bes (toujours existant) 
qui rdalisent  te ~ninimu;n absolu de J(C) dans D, il exis te  la com'be n' ayan t  
aueun ave eo~7~tt~z avec des ~ eourbes singuli&'es ,, relatives au probl&ne 

V. (§ 10) - -  Si f(x~ y, 0, z) v&'ifie les condi t io , s  du § 9, alors da~s te 
champ D il existe toujom.s art ~?~Oi~lS ~ote soh ttion de l 'dquat ion d ' E t d e r  
(relative g I(C)) compos6e d 'un  nombre fini des extrernales. 

De plus, q~tel que soil te hombre pos i l i f  z, on peut  loujours hti fa i re  
correspondre dans le champ D au moins une solution de l" dquation d' EMer  
(relative g l(U)) qui donne ~ I(C) la valeur dif[Vrant au plus par  ~ de la 
borne in fdr ieure  i9.  

§ 1. Dans ca travail nous allons 6tudier les probi6mes de minima de 
1' int6grale curviligne 

- - ~ F ( x ,  y, x', y', x ' ,  y")dt (1 I(C) 

ou F(x, y, x'~ y', x ' ,  y ' l  est une fonetion continue pour x '~ + y'Z @ 0, g l 'a ide 

d' une m6t, hode direete qui pr6sente au fond le developpement  appropri6 de la 

m6thode avee laquelle M. L. TONELLI a trait6 (au point de rue de l 'exis tence 
de minimum} le cas ineompl6tement r6gulier de t ' int6grale eurviligne 

r F(x, y, x ,  y')dt. 
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Remarquons tout d 'abord  que [(C) pout toujours se mettre sous In forme 

LC 

<'2) i f (x ,  y, O, O')ds 
t 2  

o 

off f(x,  y, 0, z) est une fonetion continue admet tant  la p6riode 2re par rapport  

0; x, y, 0 sont respeetivement les eoordmmges et l 'angle de direction du 

point eourant de la courbe C exprhn6s en fonetions de l ' a re  s e t  oft Lc est 

la longueur de C. 
D 'au t re  part, ehaque int6grale du type (2) paut ~tre pr6sent6e sous In 

forme (1) de sorte qua les expressions (1), (2)sont  absolument 6quivalentes 

et il existe In aorrespondanee biuuivoque suivante 

f (x ,  y, 0, z) = F(x, y, cos 0, sin 0, -- z sin 0, z cos 0) 

F(w, y, M, y', x , y") = f w, y, aretg ~ ,  . . . .  ( x  ''2 + . 

(x ''2 + y'~)~ / 

C'est  ~ l 'Mde de 1~ forme (2) que nous 6tudierons les propri6t6s mini- 

tomes de I(C). 
Avant  d 'Mler plus loin, rappelons quelques d~finitions fondamentales qui 

interviannent 5, ehaque instant dans le eours de cot expos6. Soient C, U o les 

daux eourbes, On dit qu'ellcs ont entre olios le voisim~.ge (s) d' ordre (p) si 

l 'on pout trouver une eorrespondanee biunivoque entre los points de C et de Co 
tetle que 

. . .  0 Ip-'~ 0 ~  -~) /~  DMcoM C ~ e, ] OMC o -  OMc j ~ e ] MC ° - -  

Oil Mco, M c -  deux points eorrespoudants de Co, C'DMco =-- In distance entre 

eux; 0~Co , 0Me SOnt respeetivement los angles de direction de Co en Mco at 

de C en Mc. 
Si, quel que soit le hombre positif e, la courbe C~ a le voisinage (~) 

d 'ordre  (p) avee una infinit6 de eourbes appartenant  ~ une suite C~(n~oo)  

alors Co~ est dite la eourbe d 'aeeumulat ion d 'ordre  (p) de la suite C,,. Si h 

ehaque hombre positif a on pout faire correspondre un tel hombre n~ que 

toutes los eourbes C,, pour n > ~z~ aient avee C~ le voisinage (e) d' ordre (/9), 

Mors Co~ est la eourbe limite d 'ordre  (p) de la suite C,~. 

Envisa.geons & pr6sant una fonction de ligna I(C) d4finia dans une eer- 

taine elasse g{ de eourbes C. 

On dit qua I(C) est semi-continue inf6rieuremant d 'ordre  (p )au  voisinage 

d 'une  aourbe C o de la elasse ~ si pour toute une suite C,, de eourbes de In 
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elasse ;J{, admett~mt C o eomme la eou,'bg limite d 'ordre  p), on g~ 

(3) I (C, , )>I(Co)--~, ,  , off ~ , ~ 0 .  
~ o o  

Quand il s 'agi t  de voisinage (s) d 'ordre  (1) .... , semi-continuit6 inf6rieure 

d 'ordre  (1), on dit tout simplement voisiuage (~) .... , semi-eontinuit6 inf6rieure. 

§ % Oonsidfrons h prfsent  un champ D de eourbes C poss6dant les 

proprigt~s suivautes : 

1 °) Les coordonn6es x, y des courbes C ~dmettent la, r4presentation 

emalytique en fonetion de l ' a re  

x = x ( s ) ,  y = y ( s ) .  

2 ° ) Sur ehaeune des courbes C existe partout l 'angle de direction O(s) 

x'(s) = c o s  0(s),  y ' ( s )  = s i n  0(s) .  

3 e) 0(s) est fonction absolument continue. 

Supposons que ta fonetion f(x~ y, O, e.) ne soit pa, s n6gative pour toutes 

les valem's des axguments, de sorte que I(C) a une wdeur bien determin6e 

(tittle ou infinie) pour route eourbe C du champ eonsidei'6: la borne in- 

f~rieure iD 6tant finie (iD>O), posons le probl6me de minimum absotu de 

I(C) da.ns te champ D. 

Dans tout ee qui sera 6erit ci-dessous, nous eonsid+rons seulement le 

cas off le champ D est le champ de routes les eourbes Imssant par les points 

donn6s A, B avec les angles de direction dom~s 0~, 0B el. poss6dant les 

propri4t6s (1), (2), (3). 

Avant d 'aborder  ee pr0blgme, on peut demander si l 'on ne peut pas 

poser le problgme de minimum absolu clans le champ 9F6 des courbes C 

v+rifiant les m6mes conditions fl'onti6res que les eourbes du champ D et 

poss6dant les propri6tes (1) et (2). 

Sur ehaeune des eourbes C existe l 'augle de direction 0(s) ~t variation 

born6e pouvant presenter des discontinuit6s. 

En effet pour toute eourbe .du  champ 9IE, 0(s) admet presque par'tout la 

d6viv6e int+grable de sorte que I(C) a une valeur bien d6termin6e (finie ou 

infinie) pour route eouvbe de ee champ. 

D6montrons que la r6ponse sur cette question est en g~nertde n6ga.tive. 

Considgrons en effet le probl6me de minimum absolu de l ' intggrale 

Lc 

I(C, u ) - - | ' f ( x ,  y, O, *e)ds (4) 
~ t  

0 
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pris suivaut, la longueur  de la courbe G o~t u(s) est une fonctiol, arbi t ra i re ,  

dans le champ 6J'd des eom'bes C du champ ~Y[L el; des fonetion arb i t ra i res  u(s). 

Soit C,~(x --= x,,(s), y = y.(s)), u,,(s) la suite minimisante  de I(C, u) dans ~VC. 

F ixan t  a rb i t r a i rement  le nombre  positif  e, prenons le hombre  n de fa0on que 

(5) I I ( C . ,  u . )  - -  j ] <= s 

ou j e s t  la borne int'4rieure de I(C, u) dans 95 .  Euvisageons  la, fonction 

8 

O,,(s) -- i-u,(s)ds,  0 G s G Lc~ p,,(s) 
o 

et approximons-lt~ par  ia s~rie des fbnetions [p.(s)]m eomposges,  ~ des droites 

parMl61es ~ l ' a x e  de s ,,. Posons 
8 

+,,,.~(s) = [~.(s)],. + [u,,(s)ds 
o 

0,,, ~( ,~  = +,,, o ,c~ - I , , , .  ~,co) - 0 ~ 1 -  [*°' ~(L~)- ,,,, ~,(o) + 0~ - -  0 .1 .  ~ 
Lc.  

on volt a i sOnent  que 

(6) o., . .(s)~O,,(s)~ o. ,~(o)  = ox 
0',,, .~(s) ~ ~ ( s ) ;  0,,, .,(Lc,~) - -  0~. 

Remarquons  qu 'on  peut  supposer  toujours sans res t re indre  1~ g4nerali t6 

quc O,ds ) n ' e s t  pas constante.  Considerons alors les fonctions 

L C n 

F(%, %) = ~ c o s  (% + q% + % ~ ) d s ,  

o 

off l 'on a pos6 

°% = s(Lc,, - -  s) cos 0,,, 

On a ~ v i d e m m e n t  

L C;~ 

o 

% = s(Lc,, - -  s) sin 0 . .  

F(O, o) - -  xB  - -  x A ;  ] a(F, a~) i 
(7) ,:I)(O, o ) =  y~ - -  y~; !~(<, <~)t-- 

~1~0~ ~ , ~ 0  

LG~ LG~ LG~ 

]J's(LG, - -  s) cos2 Oud.~J's(Lc,, - s) si,ff O . d s - - ( j ' s ( n c , ~ - - s )  
o 0 o 

Envisageons  les fonctions 

LC~ LG~ 

F.~%,  %) --=j cos (0., .~ + %% + %¢~)ds, 
o 

+ %% -t- %%z)ds 

cos O. sin O,,ds = a,, ~ O. 

O.d%, %) =~sin (0., m + %~?~ + %~?~)ds. 
o 
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On a d ' apr6s  (6 5 (7) 

l , . n ( 0 ,  0 )  - -  ( x ~  - -  x~) i <  r 1 .... 

18) 
[ ( P . , ( 0 ,  O) - (Us --  YA:' [<= ' i . , ,  

acz,~,, ~'')/ 
a(%, %) ..... ~" "<'rb" 

~ :::- O ,  S*z ::: 11 

off r/, n ~ 0 .  

Remarquons  d ' a u t r e  part  que ti'..,(%, %), dp,,~(e~, e,a) ainsi que 

riv6es partietles sout uni form6ment  continues par  rappor t  a m. 

II existe done un hombre  ~ i nd@endan t  de m tel que si 

[eurs d6- 

alors au moins pour n z . ~ . ~ ,  oit ~)~s est un 

grand,  on a 

! a(Fm, +"*> I > ~' 
I aTaT,; ~.,) I= -if 

hombre  posit, if suffisemmen~ 

Prenons  un hombre  M i n d 6 p e n d a n t  de m. de fagon qu 'on  air 

laFm!<M, a&, l<M ' ia~., <M, l a ~ l < M ,  
l a~71= -a~ {= [a-7 =- t a~, I=  (t<l= <~, !~l£~). 

Ators le th6or~me bien colmu sur les fonctions impliei tes  montre  que si 

alors les 6quations 

4M~,,,  < 

F .ds , ,  %) - -  x v  - -  x ~ ,  q).,(z,, %) = y B - -  YA 

o n t  t o u j o u F s  u n e  el; u n e  seule solution %(m) %<m) dans Ie d o m a i n e  

telle que 

(9) [%,m)]._< 4M~.~, .zcm,]__<4M~., 
5gn ff'~zt 

Construisons ~t pr6sent  la courbe C,. de tongueur  Lc,~ 

(10) 

s 

x = x.~(s) = xA + f c o s  (0,,, .~ + s,(")% q-  %('n)~.)ds ; 

0 
s 

f s i n  y = y,~(s) --- y~  + (0., .~ + %~'~'% + %(m)%)ds; 

0 

O ~ s ~ Lc~ 
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appar t enan t  6v idemment  au champ ~3E. On a en effet 

x.,(O) = x A ,  x .dLc~)  = XB; %,(0) = % 

gin(0) : yA, y.,(Lc~,) ~--- yB; Om(Lc~) = OB. 

II est ais6 de voir  que 

x.,(s)--x.(s),  y..(s)--y,,(s), 

O.,(s)--%(s), Om(s) '--uAs) 

d'ofl  1' on tire 

L Cn L Cn 

J(c-.,) . , ,  ym, o. , ,  ~'.,)ds - -  (x,, ,  y,, ,  %,  u.)ds  = I (C . ,  u,,). 
0 0 

ee l a  6rant, prenons un hombre  m tel que 

l l(C.~) - -  I ( C . ,  u,,) [ ~ 

d'ofi  l ' on  d~duit, en ver tu  de (5) 

I l(Cm) - -  J I ~<~ 2% e.-/~.-d. / (C,,)  ~<j  -I- 2e. 

Or Cm appar t enan t  au champ ~)]7~, on a 

I(c. , )  > i er  c 

o/t @re est la borne inf6rieure de I(C) dans % .  Par  eonsgquent  on obtient 

(a 6rant a rb i t ra i re  positif) 

i~5 <~j. 

D ' a u t r e  part,  ehaque  valeur  de [(C), od C est une eourbe queleonque 

de ~ est a t te in te  dans 9 5  par  C, 0'(s) e.-k.-d.: 

de sorte que 

Ainsi on s ' a s su re  que 

On volt  done que si 

le min imum absolu A I(C) dans le champ ~ ,  alors 

m i n imum absolu A I(C, u) dans le champ 9L.  

I(C) - -  I(C~ O'(s)) 

j_<_ i ~ .  

j ~ i ~ .  

une eourbe Co(X = Xo(S) ,  y = yo(S), 0 - ~  0o(S)) donne 
6'0, 0o'(S ) donnent  le 

Annal i  di Matematica,  Ser ie  IV ,  Tomo I X .  ~]6 
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P~u" cons6quent, afin qu'i l  existe la eourbe C O minimante pour I(C) 
dans ~I7~, il faut et il suffit qu' i l  existe telles C ( a = a ( s ) ,  y==y(s), 0=0(s)), 

zt(s) minimantes I(C, u) clans D qu'on air ~t(s)= O'(s). 
Or l ' inspeetion m6me des conditions de minimum montre que eela est 

en g6n6ral impossible. 

§ 1•. D6montrons enfin le th6or6me si 

!f(x, y, 0, ~ ) l < A I z l ~ + ~  

Ol;l A, B sont born6es pour x, y born6es, ~ un hombre positif fixe inf6rieur 

l 'unit6. Alors le probl6me de minimmn absolu de I(C) duns la champ D 

n ' admet  en generale aucune solution. 

Consid6rons en effet de nouveau le champ ~ et soit C,(x =x, , ( s ) ,  

y = y,(s)) la suite minimisante pour I(C) duns ce champ. F ixan t / t  1' arbitraire 

le hombre positif s prenons n de fagon que 

(12) I I(  C,,) - -  i~or~ l <= ~. 

Or, 0,,(s) 6tant une fonction /~ variation born6e, /~ chaque nombre po- 

sitif rt on peut faire correspondre un nombre positif H~ et uu ensemble E~ 

de mesure <=~, form6 d 'une  suite 6num6rable d ' in terval les  (ai, b,) tie 

s 'empi6tant  pas l 'un sur l'au~re, relies que duns CE~ le compl6mentaire 

de E. n jusqu'h, (0, Lcn), existe finie et continue ta dgriv6e O',~(s), inf6rieure en 

v~leur absolue ~ H~. 

Considgrons /~ pr6sent la fonetion 0~(s) d6finie h l 'a ide des conditions 

suivantes : 

a) Duns CE~ on a 0.~(s)= 0,~(s); 

%(b~) - %(ai) (s - -  a~). b) Dems (ai, b~) on a O~(s) ----. O~(ai) + bi - -  a, 

I1 est ais6 de voir que les fonctions, 0,~(s) sont absolument continues 
N ~ 0  

e~ que 
LC~ Lcn 

o CE'n o 

En remarquant  qu 'on a 

(14) 0~(0) --- 0n(0) ----- 0A, O~(Lc,,) --~ On(Cc,~) = OB 

et que presque partout dans l ' interval le  (0, Lc~): 

(t5) %(s)~%(s) ,  O%(s)~ O',,(s) 
'n ~ 0  'n ~ 0  
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on construit~ 5~ l 'a ide du raisonnement des 

telles que 

LG~ LG~ 

(16) j os(o  j s ,,lo, A- p~)ds -~- XB -- XA, -~ yB -- YA, 
0 0 

Envisageons les courbes C~ donn6es par les 6quations: 

pages (196, 197) les ibnction, p~(s) 

~.~(0) : ,%(Lc,,) : O; 

~,q ~ 0 .  
" ~ 0  

8 $ 

j'cos (17) X,=X~(S)~---XA+ (O~.+~)ds, y-'--y~(s}-----yA+ sin(0.n+p~)ds 
0 0 

0 <~ s ~ Lc~. 

On v6rifie aisement tt l 'a ide des (14), (16) que los courbes appart iennent 

au champ. 

Remarquons d 'au t re  part que d 'apr6s  (a), (b), (16), (17), on  volt qu'~t 

chaque hombre % on pout faire correspondre un tel hombre ~ que clans C/~o 
on ait 

I f ( x ~ ,  y.,~, 0.,~,, 0 ' .~) -  f (xn ,  Yn, On, 0 '~)I~ Le,," 

Oil tire d ' ici  

CE'qo 

+ / '(x~, y~ ,  0.~, O'.n)ds ~ f (x~ ,  y,~, 0,~, O'~)ds .-,- ~ + 
E'~o CE'~o 

E no Er, o 

Or }~ ,  y~, O~ &ant born6es uniform6ment de 7, oil a 

f ( ~ ,  ~)~, 0.~, -'~/ts =< . ~'.~ i~c~s + S~o =< A .~ [ ds 
E'r~o E~o E~o 

LG~ 

~ A @~Lc, +~] O'@s) ] ds)~o~-~ + B~o ~ It~o ~-~ 
0 

off K-- -cons t .  (no d6pendant pas de ~o, s). 
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1 

Preuons ~ o : \ ~ ]  , alors de (18) on d6duit 

d'ot~ l 'on obtient, en tenant compte de (12), 

I(5:~) < i~r c + 3~. 

Or C~ 6tant u,~e courbe du champ D, on a 

I(O~) > i .  
de sorts que 

iD ~ i ~  + 3~. 

D'ici  on tire, vu que ~ 4tait fix6 arbi trairement ( ~  0): 

i D ~ i ~ .  

D'au t re  part le champ ~ comprend le champ D ~ son int6rieur; done on 

doit avoir 
iD ~ i ~  . 

On a par consequent 

iD : i ~ .  

Cette 6galit6 nous montre que toute une courbe Co dommnt ie minimum 

absolu h I(C) dans le champ D donne aussi le miuimum absolu h I(C) dana 

le champ ~)]L. 

Or~ nous avons d6j~t d~montr6 qu 'en  g~n6ral dans le champ ~ il 

n 'exis te  paa pour I(C) aucune courbe r~alisant 16 minimum absolu. 

Par  cons6quent le probl~me de minimum absolu de I(C) dans D aussi 

n ' a  pas en g~neral de solution. 

§ 4=. Repreuona h pr6sent le probl~me de minimum absolu pos6 dana le § 2. 

~ous supposons que la fonetion f(x, y, 0, z) admet toutea ies d~riv6es 

partielles jusque' au 2-de ordre insclusivement et v6rifie la relation 

(19) f(x, y, O, z )>=KIz l  ~-'s 

oil K, ~ sont deux hombres positifa fixes. 

Soit Ct~ C~... Cn... une suite minimisante de I(C) dans le champ D. 

En vertu de l ' in6galit~ [19) on s 'assure ais~ment que la suite consid6r6e 

admet au rnoia role courbe d 'accumulat ion C~ appartenant  au champ D. 
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Si la fonction .de l igne [(C) 8st semi-continue pour toutes les courbes  du 

champ D, alors oil mont re  a is6ment  que C~ r6alise 18 minimum.  

Or la question se eomplique si [(C) u ' e s t  pus senli-8ontinue pour routes 

les eourbes  du etlamp /). 

Dans  ee travgdl nous d6finirons pour toute uue eourbe C o la fouction de 

lign8 H(Co) de fagon que 

"~ borne inf6rieure de I(C) duns 1 e champ D~(Co) ' 
H(Co) ~-- lira t des eourbes,  poss~dant les propri6t~ (1°), (2°), (3 °) t 

~ 0 ! ~  de § 2 a.dmettant  avee  6" 0 le voisinag8 (~) 1 

et nous montrons ,  que 
H(O) = g ( c )  

off J(C) est une intSgrale curvi l igne eonvenab lemen t  ~brm~e de la forme (i). 

I1 est ais4 de voir que si Co r6alise le min imum absoht de I(C), alors 

I(Co)-=H(Co)=J(Co) , or H(C) (el par  consequent  J(C)) a duns le champ D 

la m~me borne inf~rieure iz) que I (C);  par suite route eourb8 min imante  

pour  I(C) est aussi minimant8  pour J(C). Inversement ,  si C,, 8st une eourbe 

min imante  pour  J(C) telle que 

](Co) = H(Co)= I(Co) 

alors C o est aussi min iman te  pour I(C). 
Ainsi afin que le problgme de min imum de l ' in t~gra le  I(C) duns le 

clmmp D admet te  au moins une solution, il faut et iI suffit qu ' i l  existe parmi 

Ies solutions du probl~m8 de min imum pos6 pour J(C)dans D~ (J( C) gta.nt une 

fonetion de l igne semi-continue par |out ,  ver i f iant  la condition 

Lc 

g(C) ~ K_{I O' p, Sds 
o 

il existe toujours au moins une solution du probl~me de min imum pos6 pour  

J(C) duns D), un8 telle solution Co que 

(2o) 7(Co) = ~(Co). 

Or J(C) 6tan |  une int6grale eurvi l igne  de la forme (1), nous pouvons 

4crire les 4quations d'EULER pour les eourbes min iman t  eette int4grale  et 

par  consequent  nous pouvons duns une eer ta ine  mesure  8xpliei ter  la con- 

dit ion (20). 

II est ~t r e m a r q u e r  que les int~grales analogues  ~t J(C). duns le eas du 
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probl6me de minimun des il~t6grales curvi l ignes  de h~ forme 

j *F(x, / y, x ,  y' )dt 
(c) 

f u r e , t  col~sid6r6es par  M. TONELLI, q~li a m o , t r 6  leur rSle impor tan t  dans 

t '6 tude  des probl6mes de min imum des fonctions de lignes non semi, cont inues 

p~rtout.  

§ 5. L e m m e s  pr61iminaires. Soit donn6e une fonction positive f(x,  :¢) con- 

tinue et d6rivable  pour A<~x<~B,  a<~ot<_~b; oh A, B, a~ b ol~t des va leurs  

finies. 
Soit E un ensemble  ferm6 do x appar t enan t  ~t l ' i n t e rva l l e  (A, B) et 

soit (I)(:¢) la borne inf6rieure de f(x,  a) pour x dans E (a est consid6r6e comme 

ul~ param4tre) .  

Remarquons  d ' a b o r d  que d'~,pr4s m~ th6or6me bien connu de WEIER- 

STRASS Ie probl6me de min imum absolu de la, fonction f (x ,  a) dans E a, dmet  

toujours au moills une solutiot b de sorte qu'~t tout g dans (a, b)on pent  faire 

correspondre  un ensemble  X(~) appar t enan t  h E des v/deurs de x telles que 

f (x ,  ~) =- cPC~). 
On a 6v idemmen t  

(21) f(xa~, ~,) > f(x~, ,  ~,) 
f (x~, ,  ~)  < f(x~, ,  ~.) 

off ~ ,  :% sotlt deux point quelconques  de l ' i n t e r w d l e  (a, b); x~,, x~. solar 

les hombres  quelcotlques appar t enan t  r e spec t ivemen t  aux  X(a~), X(:%)~ d ' ic i  

on tire 

(22) f(x~,, ,  ~,) - -  f (x~ , ,  :¢.~) < 0(~ , )  - -  ~ (%)  < / ( x ~ ,  ~ )  - -  f (x~ , ,  o:~). 

Envisttgeol~s le hombre  ), tel que 

(22~) Ira'(x, ~ ) i < ~ , ;  A < _ x < ~ B ,  a ~ _ ~ . ~ b ;  

on volt d ' ap r4s  (22) que 

(23) l (I)(%) -- (I)(%) i ~< ), I ~, - -  % 1. 

AizJsi la fonction (I)(~) est u,le fonction continue et v~rifiant l~r conditiol~ 

de LIPSCHITZ-CAUCHY; par  COnS6que~t presque par tout  dates l ' i ,~tervalle (a~ b) 

il exis~e la d6riv6e qb'(a). 
_|_ 

D6mo~trons  h pr6sent  l ' ex i s t ence  de la d6riv6e droite (I)'(~)on chaque  

poi~t ~ i~t6rieur h (a, b). 
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(24~) 

off 

eet  effet, r e m a r q u o n s  que  route va leur  d ' a c c u m u l a t i o n  de lit suite x~,~ 

(oh x~,~ sent  des hombres  a p p a r t e n a n t  r e s p e e t i v e m e n t  aux  )(.(s¢,~), ~,~ et pat' 

suite ~ sent  des points de (a, b)) a p p a r t e n a n t  it X(e). 

En effet, on a g v i d e m m e n t  en ve r tu  de (22~) et  de (23) 

Cela 6tant,  obse rvons  q u ' o n  a 

(24) f ( x~ ,  ~ + 5 )  - f(x~., ~) > (I)(~ - I-  A) - -  @(~) > f(x~+a, o: -f- A )- -  f (x~+a ,  a) 
5 = h ~ h 

off h e s t  un n o m b r e  posit if  suf i i semment  petit ,  e - -  un point  in t6r ieur  it 

(a, b); x ~ t ,  x~ - -  los hombres  que leonques  a p p a r t e n a n t  r e s p e c t i v e m e n t  aux  

X(e- t -h ) ,  X(e). De (24) on obt ien t  

¢(~ + a ) _  ¢(~) > f~( ~+A, - -  . r X g) SA t x  
f~( ~' ~ ) + ~ >  A 

que  

e~ ~ O, 
i ~ o  

Consid@ons it p r e sen t  une suits  que lconque  de hombres  positifs 5~ tels 

A n ~ 0 .  
f t ~ o o  

Soit x~ une  v M e u r  d ' a c c u m u l a t i o n  de la suite x~_~An o~h x~+a ,  sent  des 

ho m bres  appt~rtenant r e s p e c t i v e m e n t  aux  X(¢¢-I-An). 

Mont rons  que  

fj(x~,~,,, ~)~f~'(x~, ~). 

En effet, supposons le c o n t r a i r e :  alors il exis te  une au t r s  vMeur  d ' a c e u -  

~(~) telle que mula t ion  de la. suite x~+a n - - w ~  

f . ~, ~) =t:: f ~ ' ( m ~ ,  ~)° 

Supposons  pour  f ixer  les id6es que 

(25) _.f~'(x <*}~ , o:) > f j ( x ~ ,  o:). 

Soit x~.a~ l~ suite, c o n v e n a b l e m e n t  e x t r m t e  de la suits  x ~  tells qne 

X a + A v  ~ Xt~ 1). 
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=! 

Or ~.;~ appart~en;~nt. 6v idemment  /~ Xtc~), on a. 

t 

/~ ' (x~,  ~) + ~A,~ > / V I x ~  ~, ~ ) -  sA~, 

d'ofl, en passan~ /~ la limite, 

ce qui eont rar ie  (25). 

Le m~,me ra i sonnement  

+ 
" f X  /~( ~, ~) > &'~x~, ~) 

(il suFfit d ' 6 c h a n g e r  le r61e de x~,  x~  I) si 

Ainsi on a 

-4- 
, ~ / (x~>,  ~). 

-t-  

A>0, A ~ 0 

off x~+a sont les hombres  quelconques  de ;((e-4-h), x~ une des va leur  d 'ae-  

cumula t ion  de 1~ suite x~+a.  
_|- 

En r e m a r q u a n t  que x~ appar t ien t  ~ l ' en semble  ;((o¢), on tire de (24~) 

, + q~/~ + ~ ) _ _ - -  O(a) > f;,(, ~ , + A ,  ~) -t- ~A . &(X,~, ~) + S a >  ~ = 

Done, d ' ap r6s  ce qui pr6e6de:  

+(~  + zX)--  ¢ (~ )  + + 
- -  q~'(~) ' x = / ; ~ (  ~, ~) 

off h > 0 ,  A ~ 0 .  
A l ' a ide  du m6me ra isonnement ,  on s ' a s su re  q u ' e n  ehaque  point de (a, b) 

. r ~  il existe la d6riv6e ~'(c¢) 6gale ~t f~( ~, c¢), off x~ est une vMeur d ' aecumu-  

lation de ta suite x~_~ (off x~_A sont des hombres  queleonque appa r t enan t  
A --* O, A>0 

r e spec t ivemen t  aux  X ( ~ -  A)I. 

II est ais6 de voir  que 

0'(~) < +'(~). 

Les propositions que nous venons de d6mont re r  se g6neral isent  a is6ment  

au eas de plusieurs variables.  Ainsi:  
Si  f ( x l ,  ..')gq ... x r ,  0~, ...O~e) e s t  l i n e  fonction cont inue et avec les d6riv6es 

partietles cont inues pour ]e point 7.(x~ ...x,.) situ6 h t ' in t6r ieur  d ' u n e  hyper-  

sph6re P de ra,yon fini Re et pour le point A(a~ . . .%) si tus /~ l ' in t6r ieur  

d ' u n e  hypersph6re  de rayon rink 
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Si A est un domaine ferm6 de points X appartenant  h l 'hypersph6re  P. 

Si enfin cp(% ... e~) est la borne inf4rieure de f ( x , ,  ~ ... x , . ,  ~ ... ee) pour 
te point ;( eompris dans le domaine A (le point A est consider6 eomme un 

param6tre ne variant  pas pendant la minimisation). 
Alors O(e~ ... ee) est une fonetion continue v~rifiant la condition de 

LIPSCHITZ; de plus en ehaque point A a l ' int6rieur de l 'hypersphgre  il existe 

les d~rivges q5'~i, dp'~. ~gales respeet ivement  aux 
(i=1,2. . .  e) 

+ - t  ' X  - . . .  O~e) f~t(Xl~, ...Xr~i, ~,...~e), L(  l ~ i . " ~ i ,  ~, 
off les points 

X,~ (xl~ ... x~),  X~ (xl~ ... x~,.) 
i : l ~  2 ... e 

sont respect ivement  les points queleonques d 'aceumulat ions  des suites 

X o ~ l . . . a i 4 .  A. . .ae ~ )~o;z . . .~ i_A . . .o :e?  012l X ~ I . . . ~ ; i + A . . . ~ e t  X ~ l . . . o ; i - - A . . . g e  
,4>0,  A ~ 0 

sont respeet ivement  les solutions des probl6mes de minimum de 

f (x ,  ... x,., ~ z , . . . e i + A . . . e e )  dans A 

f(w~ ... w , . ,  ~. . .~ i - - -A . . . c%)  dans A. 

Remarquons enfin que toutes les propositions ci dessus dgmontr6es restent  

vraies si le domaine A 6rant infini, il existe un tel hombre H que pour tout 

point A dans O il existe au moins une solution X du probl~me de minimum 

absolu de f dans A qui est eompris /~ r int6rieur de l 'hypersph6re  P de rayon 

~gal /~ H. 

§ 6. Considgrons 

1' in t6grale 

(26) 

~t pr6sent le probl~me de minimmn absolu relatif /t 

- b ,  c ,  0/s ,ds 

daus le champ D ~'~+h~,~ des tbnctions absolument continues 0(s) v6riflant les 

conditions fronti~res 
(27) 0(~) = ~, 0(~ + ~) = ~ + x ,  

off a, b, e, c~, }, 7 sont les hombres arbitraires,  ~ un hombre positif quel- 
eonque. Avant  d 'a l ler  plus loin, rappetons quelques d~fi,fitions pr~liminaires, 

fbndamentales pour la suite. 

Annal i  di  Mc~tematica, iSer ie  IV~  T o m o  I X .  27 
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On dit q u ' u n  h o m b r e  z est  fort  rele, t i v e m e n t  g (a, b, c) si pour  tout  n 

di f ferent  de z on a 

f (a ,  b, c, n ) -  f (a ,  b, e, z ) -  ( n -  z)f~'(a, b, c, z ) >  O. 

Si pour  c h a q u e  v a l e u r  de n on a 

f (a ,  b, c, n ) - - f ( a ,  b, c, z ) -  (n - z ) f , ' (a ,  b, c, a)>~ 0 

alors  oil dit que  z est  semi-for t  r e l a t i v e m e n t  g (a, b, c). 

Dans  la suit% quand  il n ' y  am'a. a u e u n e  a m b i g u i t 6  h. crail~dre, nous  

di rons  s i m p l e m e n t :  z e s t  for L z es t  semi-fort ,  et  nous 6cr i rons  f ( z ) a u  l ieu de 

f ( a ,  b, c, ~.). 

Cela  6taut,  eons ide rons  une z o non for te  ma i s  semi- ibr te  et  soient  P,  Q 

les r ac ines  - -  r e s p e c t i v e m e n t  le plus pe t i t  et  le plus g r a n d  - -  de l ' 6qua t ion  

(28) f ( n )  - -  f ( z o )  - -  ( n  - -  z o ) f ' ( z o )  = o .  

E n v i s a g e o n s  la fonction 

F( t )  --~ f ( P  + t) - -  f(zo) - -  ( P  + t - -  Zo)f'(Zo) 

et  r e m a r q u o n s  q u ' o n  a pour  route une va l eu r  de t 

F(t) > O. 

Or on a F ( 0 ) ~ 0 :  pa r  sui te  F'(0)~---0, c.-a.-d. ( ~ P ) - - ~ f f ( z o ) :  it t ' a i d e  dtt 

mOme r a i s o n n e m e n t  on p r o u v e  que f ' (Q)--~ f '(zo).  

P a r  cons4quen t  on ob t ien t  

f ( P )  - -  f (Q) - -  ( P  - -  Q)f'(Q) -~  0 (29) 
f ( Q ) -  f ( P )  - - ( Q -  P ) f l ( P } - - 0  

et  pour  chaque  va l eu r  de n 

f ( n )  - -  f ( P )  - -  (n  - -  P ) f ' ( P ) - -  f ( n )  - -  f (  Q) - (n - -  Q)f'~Q) = 

= f~n)  - f (Zo) - ( n  - -  Zo)f '(Zo) ~ 0 

de sor te  q u ' o n  volt  que  P, Q sont  semi- for tes  (reals non fortes).  

Soit h p r6sen t  z un h o m b r e  semi-for t  a p p a r t e n a n t  g l ' i n t e r v a l l e  f e rm6 

(P,  02. On aure~ Mors 

(29,) f ( z ) - - f ( P ) - - ( z  - P ) f ' ( P ) ~ O ;  f ( z ) - - f ( Q ) - - ( z - -  Q ) f ' ( Q ) ~ O  

f ( P )  - -  f ( z )  - -  ( P  - -  z ) f ' ( z )  >= 0; f (Q)  - -  f ( z )  - -  (Q - -  z ) f ' ( z )  >~ 0 

d' o~1 1' on conc lu t  que 

( P ~  z ) [ f ' (P )  - -  f ' (z)]  => O, (Q - -  z ) [ f l (P)  - -  f l(z)] - -  (Q - -  z)[/ ' (Q) - - / ' ( z ) ]  ~ O. 
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P a r  cons~que~t,  vu  que P ~ z _ < _ .  Q, on recoi t  

f ' ( P )  = K(Q) = f ' ( z ) .  

Done  eu t enan t  compte  des in6gali t6s (29~) on obt ien t  

f ( z )  - -  f ( P )  -- (.z - -  P ) f ' ( P )  = 0; f ( z )  - -  f (Q) ~ ( z  - -  Q)f'(Q) -~- 0 

f ( P ) - - -  f ( z )  - -  ( P  - -  z)f l(z)  = : 0 ;  f (Q) - -  f ( z )  - -  (Q - -  z) f '~z)  -~ 0 

et  d ' i c i  on vol t  que (P, z), (z, Q) v6ri f ient  le sys t6me 

f ( p )  - -  f (q)  - -  (p  - -  q)f'(q) = 0 (:50) 
f ( q )  - -  f ( p )  - -  (q - p ) f l ( p )  = o. 

Cela d4mon t r e  que tout  h o m b r e  z appax tenau t  ~ t ' i n t e r v M l e  ferm(~ (P, Q) 

n ' e s t  p~s fort. 

Const ruisons  toutes  les (P, Q) possibles;  on obt ien t  a.insi une sui te  6num6- 

rab le  d' in te rva l l es  (Pl ,  Q~) n' empi4 tan t  1' un sur 1' aut re .  

Env i sageons  ~ pr4sen t  un z ~ l ' e x t e r i e u r  de route (P~, Q~). II est  4v iden t  

d ' ~ b o r d  que  telle z ne peu t  pas ~tre ~ la lois semi-forte  et  no~l for te  ca.r 

tout z semi-fort% non for te  ~pp~r t ient  n4ces sa i r emen t  ~ un que lconque  des  

in te rva l l e s  (Pi ,  Qi). 

D ' a u t r e  par t  Ia ~ consid6r0e ne peut  pas ~tre non semi-forte~ car  dans le 

cas cou t r a i r e  il ex is te  de tettes solutions semi-fortes  p, q du sys t6me ( 3 0 ) q u e  

p < z < q  

de sor te  qn ' i l  exis te  un tel indice i que  

P a r  cons4quent~ chaque  z ~ l ' e x t 6 r i e u r  de routes ( P ~  Q~) est tbrte.  

Ainsi t ' e n s e m b i e  T(a,  b, c) des t o u s l e s  h o mb re s  non forts  r e t a t i v e m e n t  

~ (a, b, c) est  compos4 pour  chaque  (a, b, c) d ' u a e  suite 6num6rab le  d ' in-  

te rvMles  ferm~s (P~, Q~) n ' e m p i 4 t a n t  pas  l ' u n  sur  I' aut re .  

Cela 6rant,  cons t ru isons  les fonctio~ls p(a~ b, c, z)~ q(a, b, G z) de f a t  on que  

(31) p(a, b, c, 2;) = q(a, b, c, z)  .= z~ si z n' a p p a r t i e n n e  pa.s ~t T(a,  b, c) 

p ( a , b , c , z ) - ~ - P ~ ,  q ( a , b ~ c , z ) = Q ~ ,  si z a p p a r t i e n n e  ~ (Pi~ Qi). 

Env i s ageons  d ' a u t r e  pa r t  1~ fonct ion ~(a, b, c, z ,  p, q) cont inue  et  d@i- 

vabl% d6finie au m o y e n  des re la t ions  

+(a, b, e, z ,  p,  q ) =  f ( p ) =  f (q ) ;  
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si p : q  

~(a, b, c, z,  p, q ) :  f(a, b, c, p) q -  z +. f(a, b, c, q ) z - - p  
q - - p  q - - p  

si p =~- q. 

On a 6videmment ,  s i p  ~ z ~ q, 

+(a, b, c, z, p, q) ~ [f(P,) + (p - -  P,)G'(P,)] q - -  z + q - - p  

+ [f(PO + (q -- e ,) f ' (Pd] z ~ p  __ f(PO +" (z - -  POf'(PO = +(a, b, c, z, P~, q~). q - - p  

D' autre  part,  si p---~ z ou q---  z, 

+(a, b, c, z, p, q ) -  f ( z ) ~  f ( P d  + ( z -  POf ' (PO-~ ¢(a, b, c, z, P , ,  Q~). 

Ainsi on a pour p ~ z ~ q  

(32) ¢(a, b, c, z, p, q ) ~  ~(a, b, c, G ,  00. 

De m6me facon on peut  d6montrer  que si z e s t  forte, alors s i p  ~ z ~ q  

on dolt avoir  

(33) ~b(a, b, c, z, p, q) ~ ~(a, b, c, z, z). 

En observan t  h pr6sent  que p(a, b, G z ) ~ z S _ q ( a ,  b, e, z), on voit en 

v e r m  de (31), (32), (:33) que p - ~ p ( a ,  b, c, z), q - - q ( a ,  b, c, z) r6al isent  le 

min imum absolu de la fonction +(a, b, c, z ,  p, q) dans Ie domaiqe  hz des p, q 
telles que p ~ z ~ q. 

Pa r  cons6quent  (vu qu 'en v er tu de la condit ion (19)on a + 2> h l]/91 i+~ q - -  z . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - J U "  

\ t q ........ p 

+ ]q [~' ~ P ! pour p C z C q) on s' assure  qu' h, ehaque hombre  M on peut  
k 

q--p~ / 

faire cor respondre  un tel nombre  /-]M que si 

(34) l a l ~ M ,  I b l ~ M ,  I c I ~ M ,  IzI<_~M 
alors 
(35) tp(a, b, c, z ) t<= t f~ ,  

Cela 6rant, posons 

p, =p,(a, b, c, z ) : p ( a ,  b, c, z ) - - z ;  

On voit a is6ment  qne 
P "-  Pi , q "-~ qi 

donnen t  le min imum absolu h la f o n c t i o n  

f q(a, b, c, z) l ~ H~u. 

q,--~ qda, b, c, z ) ~  q(a, b, e, z ) - - z .  

+(a, b, G z:~ p q - z ,  q-+-z) 
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dans te domaine A des P7 q telles que 

p > 0 ,  q > 0 .  

Or les indgMit6s (35) nous montrent qu'it  ehaque hombre M on peut: 

faire eorrespondre un nombre H ( ~ ( = H ~  + M) tel que si 

lai<=M, [bl~M, tel<~_M, Iz!~M 
alors 

I~,(~,, ~), c, ~tI < ~ ,  I q~(a, b, c, z) 1< H(~. 

Nous sommes done jus tement  darts le eas de la remarque faite it la fin 
d u § 5 .  

Par  eons6quent, la fonetion qb(a, b, c, z) d6finie it l 'a ide des relations 

(P(a, b, c, z) = f(a, b, c, z) pour ehaque z n 'appar tenant  pas it Y(a,  b, c) 

O~ - z + f(Q~) z - -  P~ (36) q)(a, b, c, z) = f ( P d  ~ 2 2  p~ O~ _ p~ pour P;  ~<_ z =< Q, 

6gale it 
+(a, b, c, z), p(a, b, c, z), q(a, b, c, z), 

ou ce qui est ta m~me chose, it 

~(a, b, c, z ,  p~ + z ,  q~ + z),  

est une fonetion continue vdrifiant la condition de CAUCttY-LIPSCHITZ~ admettant  

partout par  rapport  it ehaque argument  les ddrivdes it droite et it gauche. 

On voit de plus que 

O's(a, b, c, z) = ¢,'~(a, b, c, z,  Pa+o, q~+o) .... a)'Aa, b, c, z) = +'Aa, b, c, z ,  P~-o,  q . -o )  

off (Pa+o, q~+o)'" (Pz-o, q~-o) sont respeet ivement  les points d 'aecumulat ion 
des suites 

I p(a + A ... z), q(a + A ... z) l ... t p(a ... z --  A), q(a ... z - -  A)} 
h > O ,  h - - O .  

I1 est ais6 de voir done qua 

(Pa+o, qa+o)"'" (PZ-o, q~-o) 

sont respect ivement  les solutions semi-fortes du systdme (30) telles qua 

P.+o ~ z ~ q~+o ... p~_o ~ z ~ q~-o. 
Par  eonsdquent 

r a ~ 
f ~( , b, c, P~+o) = f z(a, b, c, Pz-o) f ' ,(a, b, c, p(a, b, c, z)) 
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4 0 )  

d' ici on s ' a s su re  que O(a~ b, c, z) ~tdmet p~r tout  ]a ddr ivde  cont inue  go'~(a, b, c, z) 

dgale h 
f'~(a, b, c, z, p(a, b, c, z)) 

II est dv iden t  g p rdsen t  aussi que si z est g l ' e x t d r i e u r  de T(a, b, c), alors 

Pa+o--  - - q z - o ~  de sor te  quo go(a, b, e, z) a d me t  les d4r iv~es  gO'a, go'b, go'e 
+gales 

(37) f'a(a, b, c, z), f'~(a, b, c, z), fie(a, b, c, z). 

Considdrons ma in t enan t  le cas s imple off l ' e n s e m b l e  5(' so rddui t  g un 

seul in te rva l le  fini P(a, b, c)~ Q(a, b~ c) et  off pour  tout hombre  Z semi-fort  

r e l a t i v e m e n t  g (a~ b~ c) on a 

( 3 8 )  /~'o(a, b, c, z) > O. 

On s ' a s s u r e  a isdment  que dans ee eas P(a~ b, c); Q(a, b, c) sont des ibn- 

et ions cont inues  et  ddr ivables  de a, b, c. 

En ca leu lan t  imradd ia t emen t  les ddr ivdes  par t ie l tes  de P et  Q /~ 1' aide 

du sys tdme (29) et en r e m a r q u a n t  que 

go(a, b, c, z) = f(a, b, c, z) si z ~ O(a, b, c) on si z <= P(ct, b, c) 

(39) go(a, b, c, z) ~ f(a, b, c, P(a~ b, c)) q- (z - -  P(a, b, c))f'~(a~ b, c, P(a, b~ c)) 
si P(a, b, c ) ~  z .~ Q(a, b, c) 

on ddmont re  que go(a, b, c~ z ) a d m e t  les ddr iv4es  D~rtielles cont inues  dgales 

r e s p e e t i v e m e n t  a u x  

Q(a, b, c) - -  z 
f'h(a, b, c, z) si z ~ Q(a, b, c) f',~(a, b~ c, P(a, b~ c)) Q(a, b, c) - -  P(a, b, c) -t- 

o t l  : : a ~ P ( ( ~ , b , c )  
si -t- f'a(a, b, e, Q(a, b, c)) Q(a, b~ c) - -  P(a, b~ c) 

f ' , (a ,b , c , z )  z <  P(a,b,c) f a( ,b ,c ,P(a,b,c))  si I ' ( a , b , c ) ~ a ~ Q ( a , b , c ) .  

Revenons  h prdsen t  au p rob l6me  de mi n i mu m absolu posd au ddbut  de ee §. 

Construisons  la l igne po lygona le  

y = Oo(s) 

r)~,i~+)., formde des deux  segments  ree t i l ignes  a v e e  les coeffi- a p p a r t e n a n t  g ~a, z4 

e ients  angula.ires dgaux  respee / , ivement  

p(a, b, e, ~), q(a~ b, c, )~). 
On a d v i d e m m e n t  

f'o,(a, b, c, 0'0(s)) = Const. c¢ ~ s < ~ --! 
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el; pout" tout n 

f(n) - -  f(O'o(S)) - -  (n - -  O'o(S))f'o,(O'o(S)) >___ O, ~ ~ s < o: + ~. 

Pat" cons6quent 

: j ? (  l f f  ! J i  O ' ) d s -  ~ (O'o)ds ---- f(O') - -  riO'°) - -  ( 0 ' - -  O'o)f'(O'o)]ds > 0 

TjI?, i3 + ~.a off 0(s) est une fonction arbitraire du champ ~.~,~+~. 

Ainsi on voit que la fbnction 0(s) donne le minimum absolu /~ l ' int6grale 

(26) clans le champ ..~,~_~. 

De plus la valeur minimum de cette int6grale (la borne inf6riem'e) est 

6gale 5~ 
q)(a, b, c, )q. 

§ 7. Consid6rons ~ pr6sent la classe K des courbes poss6dant les pro- 
pri6t6s (1°), (2°b (30 ) du {} 2 et soit C o une courbe de cette classe. Fixant  t~ 

l 'arbi t ra i re  Ie nombre positif ~, envisageons le champ DdCo) des courbes C 

de la classe K adm6ttant avec  C O le voisinage (~). 

Soit i~ la borne inf6rieure de I(C) dans le champ DdCo) ; quand ~ d6croit 

jusqu'5o z6ro, i~ augmente et tend par suite vers une certaine limite (finie 

ou infinie) que nous d6signons par H(Co). 
II est 6vident que 

(41) H( Co) G I(C,,). 

Soit h pr6sent R la classe des courbes de K pour lesquelles H(C) a 
une valem" finie et soit C o une courbe de la classe R. Montrons qu ' i l  existe 

toujours une suite C,, de courbes appartenant  respect ivement  aux champs 

D,(Co) (ou % -  0) telles que 
t'g ~ o o  

(42) [(C.) - -  ll(Co). 
n ~ c ~  

A cet effet prenons arbi t ra i rement  un hombre positif n e t  faisons-lui 
correspondre un tel hombre positif ~,, que 

< 1  
(43) l i~° - -  H ( C o )  i = 2n" 

Or il est 6vident que dans le champ D~,(Co) il existe une telle courbe C,, 
que 

<L (44) [ I(C.) - -  i~] = 2 n ;  
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(47) 

d ' ic i  on tire en ve r tu  de (43) 

1 
I z(~,,) H(Co)l < ~ .  

La  suite C,, esr, done la suite cherch4e .  

D(~montrons enfin que tttC) est une tbnetion semi-cont inue in fgr ieurement  

de ligne C daus la elasse l?. 
Fixons ,  en effet, g 1' a rb i t r a i r e  le hombre  posit if  s et soit I5 une eourbe  

de la elasse R a d m e t t a n t  a v e e  C le vois inage (~) (et a p p a r t e n a n t  pa r  suite 

au champ D~(C)). 
On a g v i d e m m e n t  

i ~ H ( L ) ,  i¢~=H(C), ! i ~ - - H ( C ) I < ~  , off " t h -* 0  

d' off 1' on t i re  
H( L ) > It(  C) - -  ~ e. q. f. d. 

set  

c,~) > i'~(~,,, y,,, o., O'.,)ds "~>1t e ( ~ , , ,  v,,, o,,, 0'o) + (o'. - -  0'o)¢'o,(~,,, V,,, 0,,, o'o) f ~.~ r( 

{} 8. Dans  ee § nous allons exp t i c i t e r  t ' exp re s s ion  de la H(C). 
effet envisoogeons t ' in t~gra le  eurv i l igne  

ie 

J(C) = j ( I ) ( ~ ,  y, O, O')ds (45) 
0 

et r e m a r q u o n s  que d ' a p r 4 s  (19) et de (361, on a 

(46) (I)(x, y, 0, a) > K lzI x+~. 

Soit S la classe de courbes  a p p a r t e n a n t  /~ ~ pour  lesquel les  la fonetion 

de l igne J(C) a une va leur  finie. 

Moutrons  d' abord  que  J(C) est semi-cont inue  in f6 r i eu remen t  pour  toutes 

les eourbes  C de ta elasse S. 

Env i sageons  en effet ta suite C, d x  ~---x,(s), y~--y,ds)) des eourbes  de S 

c o n v e r g e a n t  ve r s  une cou rbe  Co(x ~ xo(s), y =  y0(s)) a p p a r t e n a n t  aussi h S. 

Soit (0, L,) le plus g rand  in te rva l l e  c o m m u n  g des in te rva l l e s  (0~ Lc.), (0, L%). 
En f ixant  g 1' a rb i t r a i r e  le n o m b r e  posit if  M, considgrons  un ensemble  E~, ~r des 

v a l e u r s  de s a p p a r t e n a n t  a (0, L,,) teltes que  

t O'o(S) I < i .  
On a 6 v i d e m m e n t  
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car  on a toujours 

(48) ~9(a, b, c, p) - -  (P(a, b, c, z) - -  (p - -  z)O'Aa , b, c, z) ~ O. 

Remarquons d 'au t re  part  que 

(49) ]x,,(s)--Xo(S)l -~_~%, ly , , (s ) - -yo(S) l~% , ]O,,(s)--Oo(s)] ~ % ; O ~ s ~ L , , ,  % - - 0 .  

Par  cons6quent 

t¢(x, , ,  y . ,  o,,, %)- -¢ (Xo ,  yo, 0o, 0'o)]__<_~(Y ) 
(50) 

I ~%,(x., y,,, 0.,  o%)-- q)%,(Xo, yo, 0o, %)] =< ~) 

od ~(z~z)~ ~ . a  pour route valeur fix6e de M. 

On a done 

t "  
I(C.)>Jq~(Xo, yo, 0o, O'o)ds 

Em M 

O~ 

(52)  

Off 

o/l s appartienne h E m M 

+ ~,(xo, yo, Oo, O'o)(O',--O'o)ds- , LCo--~, 1O,,--Oolds. 
En, M 0 

Or il est ais~ de voir d 'apr6s  (49) que 
L n  

En, M 0 

~o) _ (~) n, M ~ O~ O. 

Par  cons6quent en ver tu  de (51) et de (46) on a 

I(C.)~J'~(Xo, Yo, 0o, O'o)ds- ~,~, 
1 

~ , M - -  O, ~ , , M - -  O. 

Cela 4rant, prenons M-~-M,  de fagon que M,, ~ ~ ,  ~ , . ~ n - * 0 ,  ~ , ~ 0  

alors oll & 

m(E~, ~,~) -- Lo o. 

Par  cons4quent, de (52)  o n  tire finMement 

t ( C . ) ~ I t C . ) - - % ,  off 

Envisageons ~t pr6sent une courbe Co appartenant  ~ la fois ~ la classe R 
et h la classe S. 

Annal i  di Matematic~,, S e r i e  IW, T o m o  IX. 28 
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Soit C,~ une suite des 

Dr(C0)) telle que 
~4 

On a 6videmrnent 

d' off 1' on tire 

eourbes (appartentmt respeet ivement  aux champs 

I( C,,) ~ H( Co). 

i(c.) ~ J(c,,) 

H(Co) + ~ :> J(C,,) o~ ~, ~ 0 .  

On J(C} 6taut semi continue dans la elasse S on 

(53) H(Q) ~ J(Co). 

D~montrons maintenant qu' on a aussi 

Jr(Co) > H( Co). 

Consid~rons en effet une courbe C (de l~ classe ~ )  dont l 'angte de dire- 

ction 0e(s ) est une fonetion continue nvee sa d4riv4e premi4re par rapport  a s. 

Posons pour abr6ger 
iLc 

S i ' - - - -  , i - - ' O ,  1 . . . n  
~t 

et consid4rons les triplets 
x~(s~), y~(s,), oc(s,). 

Envisageons le problgme de minimum absolu de l ' int4grale 
Sl 

jf(wc(s~), yo(si), %(s3, O'(s))ds 
80 

dans le champ ~)I 0e(s°)' 0e(s~)t et soit 0~)(s) la fbnetion minimante. 
so, s~ t so<=s<=s~ 

-(o) Construisons la courbe b'~ avec  la longueur Le issue du point [xe(so) , ye(so)] 
17, 

0~ (s) soit son angle de direction. de fagon que (0) 
,(0), Soit x = x~)(s), y - -  y~ (s) les ~quations d~finissant C~ ~. 

On a 4videmment 

 IOls j- ,~ ( ) --~ xe(so) + Cos O~)(s)ds, y~)(s) = ye(So) in 0~J(s)ds. 
80 $0 

Envisageons aussi le probl~me de minimum absolu de l ' intggrale 

82 

f f ( x ~ ( s 3 ,  y~(s,), %(s,), O'(s)ds 
81 
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dans le champ ~) (t 0e(s~)'s~, Oe(S2)s~ Iet  soit 0(~);s ~ ~ ,, (s~ __< s __< sz) la fonction minimante. 

Soit C~: ) la courbe (avec la longueur L--el issue du point (o) (xn (s,), y~°~)(s~)) teIle 
n ]  

que 0~)(s) et son angle de direction, et ainsi de suite. 

Construisons h pr6sent la com'be C,(x = x,(s)~ y--~ y,(s)) appartenant  
_ _  = =  /y(1) 1~ classe ~ t de tongueur LeI de f~9on ~ confondre pour s~ < s < s~+~ avec ~ . 

En observant  que xe(si), yc(s~), 0~(si), sont born6s ind@endamment  

de n, on volt d' aprgs (35) qu' il existe ua nombre M ind@endant  de n tel que 

(5~) 10'.(s)l ~M, O<~s<_Lo. 

Or on a, d' apr6s la loi m~me de la construction de la courbe C, ,  0,~(s~) - -  

Oe(s~). Par cons6quent 

(55) 

d' od 1' on tire 

(56) 

8 
< N  

x . ( s ) -  xe(.~) l --- l j'[Cos O,~ ~ Cos Oc]ds ~ n ' 
0 

s 

ot~ N e s t  une constante ind6peudante de n. 

On a par suite 

n--1 8i+ i n--1 

~f( ~(~ O~')ds=~.~ (~7) ~ ( c , , )=~  x~ ), ~), 
1 = 0  

8i 8i 

off 
~ t ~ O 0  

Or on a d 'apr6s  ce qui pr6c6de 

(5s) 

Si-~- i 

j'f(Xc(Si), yc(s~), 0c(st) , '(i) 

8i+t  

8i 

Donc de (57) on obtient 

~t--t  ( 

~(c,~) =Eo ® xo(s,), yo(Sl), 0o(~,), ~o(S')~s _ A s  ] + z,~. 
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Remavquons d ' au t re  part qu 'en vertu de ta eontinuit6 de O'e(s), on a 

n--i / 

I iC, , )  = J(O) + ~,, - -  ~1,, 

H(C,,) <= d(C) + ~, - -  ~,,. 

E .  passant ici A la limite, on obtient, vu la semi-continuit6 inf6rieure de 

H(C) dans la classe 
~( C) .< :( C). 

Nous avons done d6montr6 cette in6galit6 pour routes les courbes C de 

la classe J{ pour lesquelles l 'angle  de direction 0(s) admet la d6riv6e continue 

et born6e. 

En tenant eompte/~ pr4sent de 1' in6galit~ (53), on s' assure que pour toutes 

les eourbes C de la elasse o~, pour lesquelles l 'angle de direction O(s) admet 

la d6riv6e continue et born6e, on a 

zt(  c)  = : (  c) .  

Pour d6montrer cette 6galit6 dans le cas g4n6ral, introduisons la condition 

suppl6mentaire 
f(x, y, O, z) <= A(x, y) !zt 1+~ + B(x, y) 

off A(x, y), B(x, y) sont born6s pour les valeurs born6es des arguments.  

Alors il serait ais6 de voir que toute une courbe arbitraire C O de la 

classe S peut ~tre approximge par la suite C O des courbes (de la classe ~), 
dont les angles de direction 0.(s) admettent  les d6riv6es continues st bornges 

pour chaque vaIeur fix6e de n, de fagon que 

I&C, , ) - - J (Co) t~%,  [x,--Xo!<=~,,,  ly,~--yo}<~,~, i 0 , ~ - - 0 o t ~ , ~ ,  

0_<_ s ~ Lc0 
off 

~n ~ 0 ,  ~n--*0. 
q ¢ ~ o o  't/, ~ O o  

En effet, on voit d 'abord que l ' int6grale 

1;co 

j " dOo I~-~s J(Co) 
-d~l  d s <  K 

0 

admet une valeur finie. 

o/t 

Par consequent 

d' off 1' on tire 
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Pat' consequent,  on peut  toujours choisir la suite C,~ des eourbes (de lit 
ciasse K) dont les angles de direction 0,~(s) admet ten t  les d~riv6es continues 
et bornSes de fagon que 

LCo 
,[ d(O,~--Oo) * 
0 ' U s  

ds i x , , - - x o I < s , , ,  ]y , , - -yo l<~, , ,  lO,,--Ool<~,~,  

O ~ s ~ Leo, zn~O. 
T t  ~ o o  

On voit d ' iei  que la mesure  de l ' ensemble  E~,,, dans tequel on a 

dO° < M, dOn ] < M 

est au moins ~gaie g 

JiCo) 1] l 
LCo - ..... -~" + nt MI~ ~ ~. 

Cela ~tan L remarquons  que 

dOo~ ' dOn~__Cp(9~o,y ° Oo, I dS 
EM, n 

+ Vo, 0o, j i 
CEM, ~ CE M, n 

q- 

off CE~,~ est le eompl6mentai re  de EM, n jusqu'  ~ (0, Lco). 
Soit ~t pr6sent  W(M) la fonction croissante de M telle qua 

O(x(x, y, O, z) l ~_ W(M) t 
(I)'v(x , y, O, z) t~_ ~'(M) si 

(I)'0 (x, y, O, z) i<~ W(M) ( lxI~MaXo~o~2u,Ix°(s)l +[zt_~_2MYn=l,2,...zn' 'IYl -~-Max lYo(s) 
O'z(x, y, O, z) I g W(M) 

On a donc 

dOo~ dOn~--ag(xo, yo, Oo, ! ds < 3WtM)Lco~ + j (~((xn, yn,  On,--fS-/ ~d~/ 
E M ,  n 

Lco 
+ W(M)J ~-~ ds ds ~ 3W(M)Lco~-+ tF(M)Lco ~T~ i~ .  

o 
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D'autre  part on a aussi 

@ x,,, y,~, %, Ti-~l "[ ~ d s  [ ds ÷ ~ . , ~ s ,  ,, 
CEM, I '~ CEM, n 

dO"~lds < A- B5nCEM,,, "@ Xo, yo, Oo, dTi J I N  r 
CEM, n CEM, n 

o~ A, B sont les bornes sup6rieures de A(x,  y), B(x, y) darts le domaine 

Or 
I x l ~ m a x l x o ( s ) l - + - ~ , ,  t y I < m a x i y o ( S ) t + ~ , , ;  n = l ,  2,.. .  

~ d0nil+s l+~f 1+8 l+s ,d,~ ll+s - - ~  d s ~ 2  ~-  d0o 2--~I~1 to~--0o) ds + , ds <~ 
ds ! , ~ -  J t  ds i - -  

CEM, n C~M, n CEM, n 

21.~ [ dO o t 1+~ 1+--2 1 
=- -ds ds + 2 ~ n" 

CEM, n 
En remarquant que 

m CEM, ,,. ~ ( ~  9)- 

on d6duit que 

+ ~ <  - - - + 1  ~-~:~ 

I1+8 
off ~ - - 0 .  

M ~ o o  

Par cons6quent 
1 

~ 1  l\l+s 
I J(C**)-- J(C,,) < 3tF(M)Lcjn-i  - W(M)Lcol÷S[n ) 

B( ~ )  1 l+s l l i~ 
• + 2  1q-  ,M ~ A - 2 ~  A--f-(1A--2~)A~M'n 

Dans oette in6galit6 le noinbre M est arbitraire. Posons 

off 

3 - t i  \T4-~ 

de sorte que 

Ainsi on obtient 
I J(C,,) - J(Co) ! ~ ~ - - o .  
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On a, d ' ap r6s  ee qui pr6c6de, 

H(C~) < g(c ,d  < J(¢o) + ~ .  

Soit i~ n comme t otQours la borne inf6rieure de I((]) dans le champ D~,~(,Co). 

On a 6v idemmen t  
i~ <__ tt( C,d <= J( Co) + ~,~. 

D' ic i  on tire que pour  C oi l  existe la va leur  finie H((:o} v6rifia.nt l ' in6gali t6 

H(Co) <__ J(Co). 

Cela nous molltre, en part iculier ,  que route une courbe de la classe S 

appar t ien t  aussi h la classe R. Pa r  consSquent,  en vertu de (53), on voit 

que pout' toute une courbe 6' o de la classe S on a 

(59) RiCo) = J(Co). 

Ainsi nous avons d~montr6 Ie thgor~me fondamenta l  pour ]a sui te :  

Si f(x, y, O, z) est une fonction continue~ admet t an t  toutes les d(~rivges 

part iel les  j u s q u ' a u  2 ~me ordre  inc lus ivement ,  pgriodique avec  ta p+riode 27: 

per  rappor t  a 0 et vgrifiant t ' in6gal i t6  

f (x,  y, O, z) > K J z l ~+~ 

off K~ B sont l~es nombres  positifs fixes, alors I ' in tggra le  curvi i igne  

Lc 

](C) =_t~(x ,  y, 0, O')ds 
0 

(od Oix~ y~ O, z) --  d6finie par les 4galit6s (36) -- est une fonetion con- 

tinue, adme t t an t  pour routes les valeurs  des ~rguments  les d6riv4es 

+ - -  + - -  + t - -  t f ( I )  t ! v 

dont  0 . '  est continue:, p6riodique a vec la p6riode 2~ pa,r rappor t  g O, v6ri- 

fiant les condit ions 
q)(x,  y, 0, z)  > K ! z I ~ s; 

O(x, y, O, 1 ) ) -  q)(x, y, O, z ) -  ( p -  z)q)~/(x, y, O, z ) >  0 

quelque soient (x, y, 0~ z, Pb prise su ivant  la courbe C de la. classe K dont 

l ' ang le  de direction, admet  la d6riv6e continue, eat 6gale 5~ H(C) limite (pour 

e ~ 0 )  de la borne inf6rieure de l ' in tggra le  curvi l igne  

Lc 

I(C) ==~'f(x, y, O, O')ds 
P.I  

0 
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d~ms le champ D~(C) des cou rbes  de la classe K adme t t an t  avee  C le rob  

s inage (s). 

Si de plus 
f(x, y, 0, a ) ~ A ( ¢ ,  y ) [ z i t ~ s - t - B ( a ,  y), 

ou A(x,  y), B(x, y) sont  born6s  pour  les va leurs  born6es  des a rguments ,  

alors 1' 6galit6 
H(C) = .](c) 

a lieu pour  routes les eom'bes  de la classe S. 

§ 9. Plt~9ons-nous g pr4sent  dans le ctts consider6  ~t la page 204 et sup- 

posons que 1~ fonetion f (x ,  y, O, z) v6rifie anssi les condi t ions su ivan tes :  

f (x ,  y, O, z ) ~ A ( x ,  y, 0 ) ! z l * + ~ +  B(x, y, O) 

I f ~ ' l ~ A l z l l - ~ + B ,  I f j I ~ A I ~ I I ' ~ + B ,  I f o ' l ~ A I z l l + ~ + B  

off A(x, y, 0), B(x, y, 0) sont des fonetions bornges  pour  x~ y born4s.  
Alors  il est  aisg de voir  que O(x, y, O, z) v~rifie les condit ions 

(60) (I)(x, y, 0, z) ~ A I z I ~+~" q-  B, 

l¢.'l<A~Izl~+~+B~, ! % ' [ < A ~ l z I ~ + ~ + t q ,  I ¢ 0 ' l < A ~ l z l ~ , ~ + B ,  

o/1 A~(x, y, 0), B~(x, y, 0) sont  born6es  pour  x,  y born4s.  

En r e m a r q u a n t  que Oz'(X, y, O, z) ne pent  pas d~eroi tre  quand  z eroit  

de - - ~  j u s q u ' g  q - o %  on a 

4)(z -t- I z I -+- 1) - -  O(z) > (I)'(z) ~ O ( z )  - -  (I)(z - - l z ]  - -  1) 
l z t + l  ! z l + l  

Or, on a d ' ap rg s  (46) 

(I)(z + I a [ + 1 ) - -  o ( z )  N A(~ I z I + 1)*+s + B 

O(a) - -  O ( z - -  I z l - -  1) > - -  [A(S l z l  + 1)~*~ + B 
de sorte que  

] 4),'(z) ~: ~ A.2 ! a t 1+~" + B 2 

o~ A.2(x , y, 0), B~(x, y, 0) sont born4es  pour  x, y born4es.  
Cela ~ta.nt, remplagons  la var iab le  d ' in t6gra t ion  dans l ' in t6gra le  

Lc 

j 'O(x,  O, O')ds Y, 
0 

( I ' a rc  s) pro" un param~t re  que leonque  s; on recoi t  aiors 

1! ! r/ ! l 81 

J ( C )  x, y, a re tg  x "  - -  - -  - -  (x''z + y"@ds -=- ~(x, y, x', y', x", y")ds. 
~o (x'~ + y'~)~/ ~o 
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(6~) 

I1 est, (~vident que pour cc '~ 4 ~ y"~=t=O, 

par~ielles cont inues ~gales r e spec t ivement  

X ~ 
O~ 1 

(x,-~ + y,*)-~ 

X ! 
• ~ 4- O'o 

(x ''~ ~.y'~)~ 

la fonetion ~ t tdmet les d4riv(~es 

1 

O j ( x  '~ + y'@, 
'~20 ~ X ~ ~ X ~ X .  ~ . y '  

~" ' + Y Y 0'o,  ( x,.~ 

(x '~+y'@ (x '~ + y'~)~ 
1 

(I)v'(x '~ + y'@, 
y' ~ " X ~ X~ ~ ' ~ X" ' ~ " X' ,),~, , J - -  y ; , . , , ~ , x  + y y  

_ ( x -  + y ) ~- 0'o, (x,.~Ty,~). 
(x"~+y,@ (x,Z + y'~)~ 

On volt d ' ap r6s  (60) q u ' h  cheque hombre  M on peut faire correspondre  

deux  hombres  AM, BM tels que si 

Mors 
(I)(x, y, O, z) ~ AM] z I ~+~ -4- BM, 

(6~) ! 0~'1 < ~ - I  z I ~+~ + ~ . ,  1%'1 < A~  I z I ~+~ + ~ 

d 'of i  l ' on  tire en ve r tu  de (61) 

~'x [ ~ i AM I y"X'(x ''z 

' f !  ! 

(00 t2 

' ! .4M 'y ' 'x '  

(63) t (90  ~2 

- -  x ' y '  1+~ 
+ B~l Vx '~+y  '~, 

- - x"Y ' t '+~  i -t B.~ V X'~ + y '~, 
-I- y '@ 

_ X t f y~  1 ~  I _ + / ) M  o~ -4M, / ~  = Const., 

-4- y'~)~ 

- -  x"y':~ I j+~ + B~" i ,  

+ y'~)~ 1 ! 
AM I y"x'  - -  x"y '  t÷~ 

, ( x  ''~ -4-- y"~)~2 

(x  '~ -t- y'z)~ 
l y"x'  - -  x "y  ' !14 

, I - t - - B ~ i  iA~.~ ~ i 
t ( x  '~ + y"~)~ ~ 

1 

(x,~ + y,~)2 

A m ~ l i  di Ma, t¢~natico~, S e r i e  I V ,  T o m o  IX~ 29 
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Soit ~ pr6sent C une courbe r4alisant le minimum absolu de 

Lo 

J(C)  =f(I) (x ,  y, O, O')ds 
0 

dans te champ ~ .  
Soient 

x = x(s ) ,  y - -  y ( s )  

les equations exprimaut  les coordonn6es de la courbe C en fonction de l 'arc.  
Soient curia ~x(s), By(s) deux fonction arbitraires continues, deux lois d~- 

rivablcs dans (0~ Lc), telles que 

(64) 
8x(O) = ~x( Lc) ~- ~y(O) -~- ~y( Lc) = ... ~ ~y"(O) := ~y"( Lc) = O. 

Envisageons la famille C(,) des courbes d6finies g l 'a ide des 6quations 

l < e < + l  x --" x(s)  + ~ x ( s ) ,  y - -  y(s) + ~y(s ) ,  0 <~ s <~ Lc, 4 -~ = 

(si ~=~=0~ alors le param~tre s dans ces 4quations ne coincide pas en general  

avec 1' arc). 
On a 6videmment  

1 ~_3 
(65) 4 ~ \/x'~ + Y'~ == 2" 

I1 est ais6 de voir qu' i l  
intervalle (0, Lc) on a 

l x(s)  + eSx(s)l <=M, [ y(s) + eSy(s) l ~  M; 

d'ici  on tire, en vertu de (63) ct de (65), 

l ~(x ÷ ~ x ,  ... y" + ~y") I ~ A-~O(x, y, o, 0') + B .  

(66) ! ~q0(x + e~x, ... y" + ~Y") I 
I 

off AM, B~ sont les constantes ne d6peudant que de M. 
Consid6rons la fonction f(,)  6gale 

LC 

0 

existe un nombre positif M tel que dans tout 

l < e < + ~ ;  
4 - -  - -  
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On voit, d ' ap r6s  (66), que eette fonetion admet  par tout  dans la d6riv6e 

cont inue par  rappor t  a e, 6gale /t 

LC 
S a~(x + eSx, ... y" .+- eSy') 

a-i ds. 

Or, f(~) adme t t an t  pour ~ = 0  le min imum absolu, on doit avoir  f'(0) c. ~t. d. : 

LC 

~ I O'x~x(s.) + O'u~Y(S) + [0 cos 0 - -  (I)'o sin 0 - -  20'0,0' cos O]~x'(s) + 
o 

+ [q> sin 0 + ~'o cos 0 - -  2(I)'o,0' sin O]~y'(s) - -  (P'o, sin O~x'(s) -t- ¢P'o, cos O~y"(s) } ds - -  O. 

D'ici  on conclut  que presque par tout  dans l ' i n te rva l l e  (0, Lc) on a 

(67) 

s 8 s 

o o o  

A : e o n s t .  B~---eonst. 
$ 8 s 

(I)'o, eos O - - j i O  sin 0-1- q>'o eos O -- 20'o,0' sin O]ds -t-~O'~,ds~= A, -t- B,s, 
o o o  

A~ - -  const., B~ = cons t ,  (s - -  1' arc). 

Soit g pr6sent  E 1' ensemble  des va leurs  de s de l ' i n t e rva l l e  (0, Lc) pour  

lesquelles : 
1 °) il existe la d6riv6e 0'(s); 

2 °) ont lieu les 6quations (67). 

Soit s un point de l ' i n te rva l l e  (0, Lc) n ' a p p a r t e n a n t  pas g E. Or E 6rant 

un pseudoin terva l le  de mesure  6gale g Lc, s est necessa i rement  le point 

d' accumula t ion  des points sn de E. 

Soit ~- une va leur  d' accumula t ion  de la suite 0'(Sn); posons 0'(s)-~-e_ 

Fa isons  la meme op6ration avec  tous les points s de (0, Lc)n'appar-  
tenant  pas g E. 

A y a n t  ainsi d6tini O'(s) dans tout  in terval le  (07 Lc)~ on volt  que les 

6quations (67) ont lieu par tout  dans (0, Lc). 
Pal" eons6quent  la fonetion (I)'0,(a(s), y(s), 0(s), 0'(s)) est cont inue et  born6% 

adme t t an t  presque par tout  la d6riv6e int6grable.  
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On a done 

d~'o, 
ds 

(68) . . . .  sin 0 + ~'~,0' cos 0 - • cos 0 + @'~ sin 0 -f-j'O'~ds - -  B 
o 

(69) dO'o, j" 
- -  d--~- cos 0 + ¢9'o,0' sin 0 - -  6~ sin ~J - -  q~'0 cos 0 + c~'uds _-= B~ 

o 

d'o/~ en mult ipl iant  (68) par  cos0  et (69) par  sin ~ et en fa, isant  la~ somme 

on obt ient  
8 8 

o o 

d ' ic i  on eonelut  que la fonetion ~ '0,0 ' --~5 ese nussi une fonetion cont inue et 

born6e, adrnet tant  presque par tout  dans (0, Lc) la d6rivge intggrable.  

Remarquons  g present  que 

de sorte que 

d' O£l 1' on obt ient  

(70) 

O(z) - -  (P(O) ~ za~'(z), 

o ' ( z ) ~  > ,  K I * I ~-t ~ - -  ~ ( o ) ;  

J O'~,(x, y, 0, 0')t < K  l 0' I ~ - o ( x ,  y, 0, o) 
- f 0 ' l  

on voi~ done que 0'(s) est, b e r n i e  dans (0, Lc). 
Envist~geons ma in tenan t  l ' en semble  E~ des valeurs  de s pour lesquelles 

o n  t~ 

0'(s) ~ O(x(s), y(s), O(s)) 

et l ' ensemble  £'~ des va, leurs de s pour lesquelles on ,n 

O'(s) <~ P(~(s), y(s), O(s)) 

L,n continuit6 de ~'o,, 69--0'(I)'o, da, ns (0, Lc) c. g. d. le~ continuit~ de 

f'~,, f - - 0 ' f i e ,  d~ns l ' ensemble  E~-+-E~ montre  que 0'(s) est cont inue d~ns E~ 

~insi que d~ns £-2. 

P~r consSquent  1' ensembIe E~ + E. 2 est ferm6, de sorte que 1' ensemble  H, 

le eomplementa i re  de t ' en semble  E~ -+- E~ j u s q u ' ~  l ' i n t e rva l l e  (0, Lc) est 

eompos6 d' une suite 6num6rable  d ' i n t e rva l l e s  ouver t s  ( ~ ,  t30. 

Dans  chaque ( ~ ,  ~i) on a 6v idemmen t  

P(~c(s), y(s), 0 ( s ) ) ~ 0 ' ( s ) ~  O.(x(s), y(s), 0(s)). 
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Pa r  eons6quent  en ve r tu  de (40) on regoit  

qb(x, y, O, O'} = f ( P )  I- (O' - -  P)f 'I  P ), • o,(x, y, O, 0') / ' ( P )  

(71) 

• o . . . .  • . . ° 

En subs t i tuant  cos w d e u r s  dans los 6quat ions  

eateuls,  on s ' a s s u r e  que dans l ' i n te rvMle  

differentiel le du 2 ~ °  ordre  de la forme 

(67) e~ en t~isant les 
(e~, ~i), C doit verifier l '6qua t ion  

(72) 

ofa 9(x, y~ O) est une %notion 

r appor t  ~ 0. 

d0 3] = ~(x, y, 0) 

eontim~e pgriodique avee  la p6riode 2~ par  

Cola 6tant, env i sageons  l ' e n s e m b l e  H i des valeurs  de s pour  lesquel les  
011 ttL 

• (x(s), y(s), 0(s), 0'(s))4= f(x(s), y(s), O(s), 0'(s)). 

Ii est  6v ident  d ' a b o r d  que I ' en semble  H i appar t i en t  a H. 
Or (72) nous mont re  qne O'(s) et  par  suite 

(73) o(x(s), y(s), 0(s), 0'(s)), f(x(s), y(s), O(s), 0'(s)) 

sont des ibnetion cont inues  de s dans H. 

Par  consequen t  H~ est  form6 d ' u n e  suite ~num6rable  d ' i n t e rva l l e s  

( ~ ,  ~i) n ' emp i6 t an t  pas l 'un  sur  l ' au t re .  

I1 est ais6 de voir  que dans ehaque  in terval le  (~,, }0, C v6rifie 

1' gquation {72). 

D ' a u t r e  par t  on peut  dgmont re r  que  l ' a r e  de C darts (c~i, }~) donne le 

min imum faible g i ' in t6gra le  

(74) j=(x ,  y, 
y ~  

#)ds 

oft l ' on  a pos6 

r~(x, y, O)-= f (x ,  y, 0, P(a~, y, 0 ) ) -  P(x ,  y, O)f'o,(X, y, O, P(x ,  y, 0)) --  
0 0 

0))~0. 
0 0 

Nous dirons q u ' u n e  eou rbe  C est  s inguli6re r e l a t i vemen t  au probl6me 

de min imum pos6 si elle possgde los propri6tgs  su ivan te s :  
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1 °) v6rifie 1' 6quation (72); 

:4 °) v6rifie I ' in6gali t6 (I)(x, y, 0, 0't < f (x ,  y, 0, f/l: 

3 °) r6alise I t  m in imum fidble de I' int6grale (7-I). 

Alors, d ' ap rgs  ee qui pr6e6de, on s ' a s su re  ~t pr6sent  que l '6gali t6 

~(c) = J ( c )  

a lieu dans le cas off aueun arc de C ne se eonfond avec  l ' a r c  d ' u n e  courbe 

singuli~re, et dans ee cas seulement .  

Ainsi nous avons d6montrg le th6orgme. 

Si f (x ,  y, O, z) v6rifie les condit ions explici t6es au  debut  de ee §~ alors, 

afin qu ' i l  existe la eourbe r~alisant  le min imum absolu de l ' in t6gra le  I(C) 
dans le champ ~ ,  il faut  et il suffit que parmi les eourbes  rb~alisant le mi- 

n imum absolu de J(C) dans ~ il existe la eourbe n ' a y a n t  aueun  arc 

commun  avee  des eourbes  singuligres re la t ives  au probl~me de min imum pos6. 

Remarqt te  --  Si la fonetion g(x~ y, (~) v~rifie pour  toutes les vateurs  de 
ses a rgumen t  une des in~gatit~s 

~(x, y, o) > O(x, y, 0~, ~(x, y, O) ~ P(x ,  y, O) 

alors il n' existe aueune  eourbe singuligre, de sorte que dans ee eas il 

existe toujours le min imum absolu de l ' in t~gra le  I(C) dans 18 champ ~ .  

§ 10. Dans Be § nous allons dgmont re r  l ' ex i s t enee  des solutions des 

gquations d'EULEI~ re la t ives  h I(C) dans le champ ~ ,  en supposant  verifi~es 

les condit ions du § 9. 

Avan t  d ' a l l e r  plus loin, observons q u ' h  ehaque  hombre  M on peut  faire 

eor respondre  un hombre  eM tel que si 

(75) Ixl<M, l y l < M  
alors 

(76) f"o,,(x, y, O, P(x,  y, 0) )~  ct~v, fl'o,,(x, y, O, QIx, y, 0 ) )~  o~r. 

D' ie i  on volt, en ver tu  du th6or~me elassique sur tes folmtions implieites, 

qu '~  ehaque nombre  M on pent  f'aire eorrespondre  un hombre  H i  tel que 

si les (75) ont lieu, a, lors 

aP  [ < H ~ ,  13P 

f~Q 
<flu, 

I~P < H M ,  
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[1 esl; 6v ideu t  d ' a u t r e  pa r t  q u ' h  ehaque  M on peut  faire c o r r e s p o n d r e  

un hombre  SM tel que si (75) ont l ieu et si 

I z - - P ( x ,  y, O) t~SM 
ou si 

a lors  
I z - -  Q(x,  y ,  O) t ~  ~ i  

~M 
f"o,~(x, y, o, z ) ~ - - 2 .  

Celzt dtant,  cons iddrons  l ' i n t e r v a l l e  ( P ( x ,  y, O) q sM, Q(x, y, Ot--eMI 

que nous d6signons p a r  (P~M(x, y, 0), O~M(X , y, 0)). 

Env i sageons  le champ  Du, M des courbes  C a p p a r t e n a n t  au c h a mp  ~ ,  

formdes au plus de n ares  le long de e h a c u n e  desquel les  on a p resque  pa r tou t  

O'(s) ~ Q~M(X, y, O) 

ou p re sque  pa r tou t  I x 1 ~ M, I Y i <: M 

O'(s) ~ P ~ ( x ,  y, ~1. 

Montrons  qu ' i l  ex is te  deux  hombres  n~ et M~ tels que pour  tout n ~ ,  le 

eh~mp Dn,M~ existe ,  c. ~t. d. il exis te  des eourbes  a p p a r t e n a n t  it ee champ.  

Soit en effet C 
x = x(s),  y =. y(s), O ~ s ~ Lc 

la courbe  min iman te  de J (C)  dans ie champ  ~ .  

Fa i sons  a v e e  C a v e e  la mSme eonst ruct iml  q u ' a v e e  C darts les page 197, 205 

et  a v e e  la eou rbe  a insi ob tenue  la m(~me cons t ruc t ion  q u ' a v e e  C o dans la 

page  205. 

On obt ient  Mors une suite des courbes  Cn a p p a r t e n a n t  au c h a mp  

x = x,~(s), y =- y~(s), 0 < s ~ Lc 
relies que : 

1 °) x , , ( s ) ~ x ( s ) ,  y , d s ) ~ y ( s ) ,  0,,(s)~O(s);  n - - * ~  

2 ° ) I ( C , ) ~ J ( C ~ ) ,  n ~  
3 ° ) l ' i n t e r v a l l e  (0, Lc) peut  Otre divis6 au plus en 2n par l ies  dans 

e h a e u n e  desquel les  on a pa r tou t  

O's(s) - P(x,~(s), y,,~(s), %(s)) <= ~ ,  ~ ~ 0  

ou par tou t  
O',,(s) - O(xAs), y,,(s), O~(s))>-  ~ .  

Or, il exis te  un h o m b r e  M tel que 

] x(s) l ~ M, i Y(S) l -~ M. 
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Par eons(~quent on s 'assure d 'apr~s (1)qu ' i l  existe un hombre :1t~ ind6- 

pendant de n, tel que 

(78) Ix,,(s) I ~ M , ,  iYn(S) i=<=M,. 

7t 1 
Fixons ~ present un hombre ~q tel que pour tout ~ .~ ~- on air zu-<~ a~z,. 

On voit done que te champ D.,~r existe pour tout n_<_n~. On volt de 

plus qu'/~ chaque hombre M_> M~ on peut faire correspondre un nombre n~r 

tel que le champ Dn,~ existe pout" tout n 2> ~.~M. 

La relation (21) nous montre que la borne inf6rieure de I(C) (bins D,,,~ 

tend vers iv quand n ~ o o .  

En vertu de l 'in~galit6 

Lc Lc 

(791 s(c)=j'r(., y, o, ,<j'i o' 
o o 

existe un hombre posit i f  M tel que pour route eourbe pout' on voit qu' i l  

laquelle 

on doit avoir 

I(C) ~ iv  + 1, 

O i l  a 

(80) 

alors on dolt avoir 

(81) 

et eela quelque soit le 

grand (~  n~r,). 

Ix(s)!<M, iy(s) l<M, 

Par eonsequen L d 'aprgs (78), on volt que si M~ est le plus grand des 

hombres M~, M ators il existe un nombre n. 2 tel que si pour une courbe C 

1 
I( C ) ~ ion, M~ -t- 

I x(s)[<M~, ly(s) t<M~ 

hombre n > %,  off % est un nombre suffisamment 

Cela 6tant, envisageons le champ D,~,Mo(n~ n~) et posons le probl~me de 

minimum absolu de I(C) dans ee champ. 

Soit Cm la suite minimisante. Ii est 4vident eli vertu de l 'in~galit4 (79) 
Iq4 ~ o o  

que ta suite C,, a une eourbe d 'aceumulat ion C appartenant  au champ D 

de sorte que de la suite Cm on peut toujours extraire une suite Ce telle que 

la suite C~ admet C eomme eourbe limite. 
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Cela 6trait, soient /('~{a(.'~) g('~)~ , ~ ~ , i+~] tes iIl tervalles composants  de (0, Lc,,) tels 

que dans chaeune  d ' e u x  on Mt presque par tout  

P ~ ( x . , ,  y., ,  0.,) ~ 0',. 
ou presque par tout  

Q~M~(xm, Ym, 0.0 ~ 0'.~. 

Or le nombre  des in terval le  l~ "0 6rant ~u plus ~gal £ n, on peut  toujours 

extrMre de la suite ~ une telle suite v que 

Ct~ v} ~ ~ i  • 

Mont ro . s  q u ' h  l ' in t~r ieur  de l~(~, ~zi+~) (si bien en tendu  ~=~=~i+~), on a 

presque p~rtout  
P~(x,  y, O)>= O' 

ou presque par tout  

Q~w (x, y, 0) ~ 0'. 

)~ cet  effet, il suffit de rema,rquer qu' il exis te  une suite ~ convergen te  

vers  z~ro, telle que presque p~rtout  d~ns (0, Lc) 

8+~v  
1 

O'(s). 
8 

On volt donc que l ' i n t e rva l l e  (0, Lc) peut  ~tre divis~ au plus en n inter- 

vat les  l~ q u ' ~  l ' i n t e r i eu r  de l~ on t~ presque par tout  

P~w~(x, y, O) >~ O' 
ou presque par tout  

Q~±~(x, y, 0 ) ~ 0 ' ;  
on a d ' a u t r e  part  

IzI<: M~, ]yl<: M2. 

Par  cons6quent  la courbe C e~ppartienne au champ Dram ~. 
Montrons qu' on 

I ( c )  = %,.. 

~tv) l' Cela 6tant, d~sigaons par  o~ in terval le  commun ~ l,:, l! ~) s ' i l  ne se r~- 

duit  pas h un point. 

Soit CE~ l ' ensemble  eempl~mente~ire ~ i ' ensemble  E~ form6 des inter- 

valles l~), on a ~v idemmen t  

(82) m(E,~) = Em(l!~))~Lc,  ~(CE~) "-- Lc- -  m(E~)~O 

A,ttnwli di M~tema, tica, S e r i e  I 'V,  Tomo I X .  ~0 
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on a d ' au t r e  part  
Lcv 

(x~, y .  0~, O~)ds x~, y~, O. Odds-= 
0 E,~ 

=~[f(x~,  y~, O. o ' ) +  (o',; - -  O')f'o,(x,~, y .  0.~, O'i]ds + 
E~ 

+ [ f ( x .  y~, % 0'~) - - f t x~ ,  y~, 0~, 0') --  (O'~--O)fo,(x~, y .  0~, 0 )]_ts.( 
Ev 

Or dans chaque l~) on a presque par tout  

f ( x .  y~, 0~, 0 ' 0 -  f(x~, y~, 0~, 0 ' ) -  (0 '~-  O')f'o,(X. y~, 0~, 0 ' )= 

1 ( 0'~ +~0'/> 
- - ~  (0'~-- O')~f"o,, xv, y,~, Or, ~ ] _ . ~ 0 . 1  

( 0 < ~ < +  ¢~) 

D ' a u t r e  part, de (82) on tire que 

LC 

~ f (xv~  Yv, Ov~ O ' ) d s ~  f f ( x t  y~ O~ 01)ds 
Ev v ~ ~ 0 

Ainsi f inalement 

I 

= [(C), J ( O ' ~ -  O')f'o,(x. y .  o~, O')ds~O. 
J ~ v  y ~ o o  

D' off, ~t l 'a ide de ra isonnement  habituel, on tire 

[ (C)  --- iDn, 2V, C. q. f. d, 

~¢[ontrons que if(s) est une fonction continue darts (:h, at+t); h cet effet, 
supposons le contraire et remarquons  que la courbe 

x --- x(s), y --- y(s) ; ,+~ <~ s <_ :+i+~ 
donne h 1' int4grale 

~f (x ,  y, O, O')ds 
oi l  

le min imum absolu darts le champ D des courbes 

x = x(s); y = y(s) 
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de longeur  a ~ + l -  ~ telles que 

(83) x ( ~ )  - -  x(~i) =;  y(~)  - -  y(:¢~) - -  - -  0(~i+~) - -  0(~+,) = 0 

et telles que presque par tout  en ( ~ ,  ~,:+l) 

O(s)'_~= Q~M~(x, y, 0), ou presque par tout  O(s)'~ P ~ ( x ,  y, 0). 

I1 est ais4 donc de s ' a s s u r e r  que 

Lc 
~I =l[f'~,~O' + flo~O + f'~,~x + f'v~y]ds ~ 0 

0 

pour routes ~x, ~y comps~tibles avec  les liaisons (83) imposSes  aux  courbes  

du champ /~ 

0n  voit donc qu'ol l  peut prendre  

s 

0 0 

off ~0 est une telle variat ion que 

j s i n  O~Ods = O, j c o s  ~Od~ = O, ~0~, = O, 

et  que 

~0' >~ Q'~2v~x + O'~M~v~y + O'~Mo~O 

pour presque  toutes l e s s  *elles que 

0'(s )  : :  O,~(x(s), y(s), 0(s))  = Q~(s) 
et 

~0' ~ P ' ~  ,,$x + P ' ~ v ~ y  + P ' ~  o~O 

pour presque toutes l e s s  v6rifiant la re la t ion 

O'(s) --~ P'~2u (x(s), y(s), 0(s)) = P~(s) .  

Les  liaisons t x(s) ] ~ M2, I y(s) l ~ Ms ne sont pas impos6es h l ' a t t en t ion  

car  d' apr~s (80)-(81), I x(s) I ~ M,, I y(s) ] ~ M~. 
Construisons h present  les var ia t ions  ~0 ver i f iant  les condit ions impos4es. 

Soient E~, E.~, t~ trois ensembles  tels que 

l~ - -  E~ + E~ + ~ 
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et tels que presque par tout  dans E~ (s'il existe) 

O'(s) > Q~M.~(s) ou 0'(s) < P ~ ( s )  

presque par tout  dans /~ (s'il  existe) 

O'(s) ----- Q ~ , ( s )  

presque par tout  dans E~ (s'il existe) 

O'(s) - -  P ~  (s), 

tous les E~, E~, E~ ~tant donc d6termin6s ~t une ensembls  de mesure  
nulte pr6s. 

Introduisons les fonctions quasi continues st  born6es 

L(s), f~(s), f~(s) 

de fa~on que darts E~ ces fonction sont nulles; darts E~ 6gales r6spectivemen~ 

'g Q'eMx, Q',M~y , O.'aM(}, d~t~lls E:, h P'~-M,x, P'SM~y, P'~M,O" 
Soit F(s) une fonction quasi-continue et born~e dans (~t, =i+,). 
D6signons 

- -  sin O(s) par  ),(s), cos O(s) par Ns). 

Considerons te syst~me int6gro-differentiel suivant :  

s s 

= L(s)~ + L(s) + f~(s) ~(s)+(s)ds ~ F(s),  ,~(~) = 

o o 
I1 sst 6vident  que 

s 

~(s) =j't~(s, {)F(~)d~ 
o 

ou 

d~( s, ,g') 
1. 

ds 
o 

Ce systbme nous montre  qus ~o',(s, z) est continue st d6rivable par 
rapport  ~t ¢ pour  presque toutes l e s s .  

On a 

~ ),( s )q~( s )ds 

'~i4- t ~ i4- t  
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off 
05/+t. ~ i q - t  

S 

Soit g prSsent 8:p(s) une variation arbitraire dans E,,  positive dans E~ et 

n6gative dans E~, qui v6rifie les relations 

~i -b  l ~i-01 C~i4" t 

Posons 
s 

cti 

On s 'assure  ais6ment que BO vgrifie 

~I-'=~O'ds 

toutes les 

, s ) ~ ( s ) d s  = O. 

les liaisons (83). 
O l "  011 ~], 

off l 'on a posg 

conditions impos6es par 

8 Z # S 

- -eosO " ~ = f o,--j'f'ods-t-j'[Sill O~f'xdS t f  yd, s]ds. 
cci col ~ i  ~ i  

Or, on a presque partout dans (ei, a~+,) 

de sorte que 

80' _~ ~ + j  ~'~(s, ~)~(~)ds, 
o¢i 

~i4-1 cQ4-1 

d'ofl i 'on tire: presque partout darts E~ 

(84) P,,s) +~({)~o'a(~ , s)d~ -= C~X(s) + C~Ns) ~- C~o(~,+,,  s), 

s 
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presque par tout  dans  E.~ 

(85) 
~ + i  

j '  'X  

8 

presque par tout  dans E~ 

(86) f~(s) +~f~(~)~)'~(~, s)d~ < C),(s) + Q~(s) + C~o(~+,, s), 

off C~, Q ,  C a~cons t .  

Soit ~'1 l ' ensemble  des wd e u r s  de s appa r t enan t  h E telles que par tout  

dans E~ existe la d6riv6e 0'(s) e t a  lieu (84). 

Soit s un point  d ' a ccumul a t i o n  des points de E~. 

Montrons que quand  le point s de /~ tend vers  s~ 0'(s) tend vers une 

va leur  bien d6termin6e.  

En effet, supposons que quand s tend vers s, il existe au moins d e u i  

valem's  d ' a ccmnu la t i on  de 0'(s), 0~', 02'. 

En ve r tu  de la continuit6 des int6grales  

s CZi ~ i  ¢tl 

on voit  qua 

f'o,(x;, y;, 0~-, 0',) ~f'ods 

02i+ i 

8 8 8 8 

8 

cos  dsi s 

$ 

s , s 

I 0 ~ 8, Y;, 0;, 0'~) - -  COS 

j '~(!)~o'0(~, s)d{ (;iX(s) + C#(s)  + C3o~(~+~ , s), 

8 

d' oh 1' on tire 
f0,(xs, y~, 0~, 0 ' ) - -  ' - t)~, 0'o). ' - f o , ( X ~ ,  y ; ,  ~, 

+ 

+ 
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Or 0'~, 0'~ dtm~t les valeurs  d ' a ccumuta t i on  de 0'(s), on dolt avoir  

Donc entre  0'~ et 0' 2 

f"0,,(x~, y; ,  0~-, z)  = 0 

ce qui est impossible en ver tu  des supposit ions fhites. 

Ainsi quand le point s d e / ~  tend d' une fagon quelconque vers le point s 

do E~ non a, ppar tenan t  h E~, 0'(s) tend vers une va leur  bien ddterminde.  

Considdrons ~ prdsent  E~. On volt que presque par tout  dans cet ensemble  

(pseudo-intervalle) 

¢(s)---- Q,~ (s). 

Soit E: l ' ensemble  des va leurs  de s appar t enan t  ~t E~ dans le quel il 

existe la d6riv6e ~'(s) et se t rouve vdrifide la relat ion (85). Soit s u n  point 

d ' a c cumuta t i on  des points de E~. 

On s' assure  ais,Sment que quand le point s de E 2 tend vers  s, alors O'(s) 

tend vers une valour  bien ddterminde.  

Repdtons enfin le m6me ra. isonnement avee  E.~. 

Pour  d~mont re r  k prgsent  la eontinuitd d e  O'(s) dans tout in terval le  

(~,-, ch+~) il suffit do mont re r  que si s est un point d ' a ccmnu la t ion  ~t la. fois 

des points de 1~ et  de E,., ( ~ ' = 2 ,  3) (E.,, Ea ne peuvent, pas coexister)  ators 

~ ----- lim 0'(s) = ~,. - -  lira 0'(s) 

(tes deux limitos dtant  bien d6termin6os en vertu des ra i sonnements  precedents).  

Supposons pour  fixer les id6es que r =  2. 

Alors~ en ver tu  de (84) et de (85), 

de sorte que 

01' 

On a done 

f~,(x~,  y_d, 0;, %)</0,(x~, y;, 0;, %), 

Le meme  ra i sonnement  dans l ' a u t r e  cas ~'-~-3. c . q . f . d .  

Ainsi nous avons ddmontr6 que 0'(s) dans (~ ,  ~l+l) est une fbnetion continue.  
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D' une fagon analogue on peut mon t re r  que si 

O't~ + 0) =t:: (~, - -  0) 
alors 

0'(¢Z i + 0)  = P~M (a~)(OU = OeM.a(~Q)), 0'(zq - -  0) = Q~M (gi)(OU -~- P~M,fi~,)). 

On voit ainsi que g(s) est une tbnction cont inue s~tuf peut-~tre au 

voisimtge d ' u n  hombre  de points isol6s o5 elle admet  des discontinuit6s de 

la premiere  esp4ce. 

D ' ap r~s  ee qui precede,  on s ' a s su re  q u ' e n  ees points de discontinuit6 

- -  ~ - -  o n  P~ 

A,~(~ + 0)  - - -  5 , ~ ( ~  - -  0) ---  0. 

L a  fonetion 5,~(s) est done une fonction continue de s. 
d20 

Or dans ehaque  (~,, :¢,:+~) il existe presque par tout  la d6riv~e 2~i b e r n i e  

dO 
(en valeur  absolue) i nd6pendamment  de n. Vu que x(s), y(s), ds sent  aussi 

born~es (en vMeur absolue) ind6pendamment  de n, on s ' a s su re  ~ pr6senf 

qu ' i l  existe le hombre  positif  H independant  de n tel que 

(87)  I An(s") - -  h~(s')  j ~ H t s" - -  s ' l ;  0 _< s' <~ Co, 0 ~ s" ~ Co. 

Or itt suite C ~tant ta suite minimisante  ~t la fois pour  I(C) et pour J(C) 
bornes inf6riem'es de I(C) et de J(C)dans D 4tant  dans le champ D, les 

6gales, on a 
Lc 

j'h,ds)ds ~0 ,  
o 

En ver tu  de (87), on voit done que 

zx ~(s) > o. 

de sorte q u ' g  ehaque 

pour tout n ~ n ~  

e on peut  faire eorrespondre  un nombre  n~ tel que 

[ a,,(s)l ~ , O<~s~Lc.  

Or si pout" un poil)t s 0, 0'(so) ~ P~M(so)~ ou si {)'(so) = Q~M~(so), alors 

5.(So) >= ~ > O, 
od ~ ne d6pend pas de n. 
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Ol~ voit dolla que si l 'on prend ~ ,  alors pour tout n ~ , ~  et pout" 

tout ,s iut6rieur h (0, Lc ~, O'(s) sont ~t l 'exter ieur  de (P~M(S), Q~M(s))de sorte 

qlte la courbe C devient  une courbe int~rieuve au champ D,~,M~. 
Par consequent tout arc (s,, s~) de C donne le minimum faible (libre) /~ 

l' il~t6grale 
8~ 

~f(x, ~, O')ds Y, 
S~ 

les pollers extremes et les valeurs extremes des angles de direction des 

courbes de comparaison coincidaltt avee celles de l ' a re  consider6 de C. 

On volt maintenant  que la courbe C est une extremaloide relative i~ I(C) 
lbrm~ d' un Iiombre (au plus 4gal g n) des extremales. 

Cela d6molltre Ie th6or~me. 
Si f(x~ y, O, z) v4rifie les conditions du th6or6me du § 9, alors dans le 

champ D il existe toujours au moins une extremaloide relative g I(C); de 

plus: quelque petit que soit le hombre e~ on peut trouver dans le champ D 

une telle extremalo~de relative ~ I(C) qui donne a l ' int4grale [(C)la valeur 

qui diff~re au plus pal" z de la borne i~fferieure iD. 
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