
Studio  sulle var te ta  a due (hmensL)nl appa,'tene,,t~i 

a u n  S~ e u c l i d e o .  

Memoria di PIETRO BURGATTI (a Bologna). 

Sunto. - S~ s t u d i a n o  le va,riet(, a due d imens ion i  immerse  in  u.u S 4 ettclideo. Defini te  certe 
due ~or m a l i  p r i n c i p a l  i, si  e saminano  le proprietdt deIle superficie n e l ~ i n t o r n o  di u n  
pun to ,  le curvature ,  e le sue linee pii~ ca)'atteristiche. In f ine  si  dd~ sotto f o r m a  esp~icita 
ed espvessiva u n  gr~ppo di  formu~e f o n d a m e n t a t i  ~'e~ative a l t ' impiego  delle tre /brine 

d i f ferenz ia l i  quadra t iche  at te  a def in i te  la varietal: considerata.  

Lo studio delle varieta a due dimensioni immerse in un 8 4 euclideo~ che 

potremo senz'al tro chiamare superficie, non 4 nuovo; n '4  comparso un0 di 

recente del prof. TOROLO nei <~ Rendiconti del Circoto Mat. di Palermo ,, ( %  

Poich6 l 'argomento non 4 privo d'interesse, ed io mi trovavo quest 'anno 

in quest 'ordine di idee per lavori in campi affini, ho voluto proseguirne l'in- 

dagine ill una direzione diversa da quella tenuta finora, per cercare noel solo 

le analogie con le proprietor delle erdinarie superficie di un Sa~ ma piuttosto 

le differenze sostanziali, che sono veramente le eose di maggior interesse. 

E non principalmente delle questioni di carattere analitico mi sono oc- 

cupato, si bene di quelle the  rivestono una forma geornetriea pi{t prossima 

alia nostra intuizione hello spazio ordinario; in particolare del comportamento 

della superficie nell ' intorno d 'un  suo punto, delle curvature e delle linee pifi 

caratterist iche che possono esistere su quelle. Son riuscito cosi a mettere in 

chiaro i caratteri  (~ssenziali di coteste superficie e quasi a vederli, bench4 

ci manchi l ' intuizione dello spazio a quattro dimeusioni. 

Per non dilungarmi troppo non riassumer5 qui i risultati contenuti in 

questo lavoro; il lettore potrg vederli sfogliando queste pagine. 

Solo mi place dichiarare che l ' a n a l i s i  vettoriale 4 strumento eccellente 

in queste ricerch% giaceh6 permette d ' andar  diritti allo scopo senza perdersi 

in questioni analitiche superflue o complesse e in formuIe poco o nulla 

espressive. 

({) T. LIII~ 1929. 
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Se di questo r e s t e rg  persuaso  il le t tore ,  r i te r r6  per  ei6 solo non del tutto 

inuti le  questo lavoro.  

A v v e r t o  infine ehe  ho voluto p r e m e t t e r e  al la  r i e e r e a  in diseorso a leune  

eons ideraz ioni  sulle c u r v e  in un $4, non gi~ per  dir  eose nuove,  eh6 poeo 

di nuovo  e ' 6  da dire  in questo  eampo~ ma  per  dirle in modo nuovo,  qua le  

p r epa raz ione  allo studio delle superf ie ie  ne l l ' ind i r izzo  t h e  qui mi son proposto.  

§ 1. C u r v e .  

1. Una  c u r v a  (c) in un piano ha  una  sola c u r v a t u r ~  comunque  la si 

deformi nel piano stesso. Pe r  farl~ useire  dal piano e far la  d iven ta re  una  

c u r v a  dello spazio eucl ideo Sa~ occo r r e  dar te  una seeonda  cu rva tu ra ,  o come 

suol dirsi, una  tors ione.  

Al lora  un a rco  finito non 6 pifi p iano;  m a res t a  piano, a meno  d' infini-  

tesimi del terzo ordine,  ogni e l emento  ds de l l ' a rco .  I1 piano t h e  eont iene  ds 

in P 6 il piano osculatore in P. L a  sua normale  b (versore)  6 la binor'male, 

n - - b  /~ t (t v e r so r e  della tangente)  6 il ve r so re  della nor~;~ale principale .  

Comunque  si deformi  la (c) nel  S~ res tano  sempre  due e due sole curva-  

ture.  P e r  far la  uscire  da S 3 ed en t ra re ,  per  cosi dire,  in $4, o c c o r r e  dar le  

una t e rza  cu rva tu ra ,  ossia una. seconda  torsione.  Allora un a rco  finito non 6 

pifi con tenu to  in un $3, ma r imane  in un S 3 ogni e l emento  ds, a meno  d ' in-  

finitesimi del q u a r t ' o r d i n e .  

Sia S4(P) uno spazio euel ideo a qua t t ro  dimensioni  e S3(Q ) uno spazio 

eucl ideo a t re  d imensioni  a p p a r t e n e n t e  a S 4. 

P e r  un punt0 Qo di S~ passa una sola no rmale  b a d  S 3 (ve t to re  in $ 4 ) c h e  

definisce 1' o r ien taz ione  di S~ in S 4 . L '  equaz ione  di S 3 (in $4) 6 man i fe s t amen te  

(1) ( Q - -  Qo)X b - - O .  

Se QtQ~Q~ sono tre punti  di questo Sa, si ha  

(Qj -- Qo)Xb--~O,  ( Q . z - - Q o ) X b ~ O ,  (Q3--Qo) X b = O ;  

dalle quali  (supposte  indipendent i )  si t r ae  

b = mE(Q l -  Qo, Q~--  Qo, Q3 - -  Qo), 

essendo m un fa t tore  di proporz ional i t~  (~). 

Q) ])ati h~e vettori ut ,  u.2, u3, in 84~ il vettore E(ulu~u3) ~ quella funzione ti~seare e 
alternata di ~ttu2u 3 tale ehe soddisfa alla propriet~ 

u X E(u~u~u~) = ±m(uu~u~u3) 
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Ora  sia P un pun to  del S 4 e s t e rno  al  S a cons idera to .  L a  p ro iez ione  di 

P - - Q  sul la  n o r m a l e  a Sa 6 

d ~ ( P - -  Q ) X  b ~ ( P - -  Qo)X b - - ( Q - -  Qo) :~ b, 
ossia pe r  la (1) 

(2) d --- ( P  - -  Q) X b = ( P  - -  Qo) X b.  

Q u e s t a  g r a n d e z z a  6 dunque  la s t e s sa  qua lunque  sia iI punto  Q di $3; si 

c h i a m e r g  perc i6  la distanza di P daUo spazio S s. 
Cons ide r i amo  adesso  la c u r v a  (c) luogo dei P(s)  del S~. I n d i c h e r e m o  

con t il v e r s o r e  de l la  t angen te ,  e pos to  

d~P dt n~ (s 6 l'arco) 
(3) ds ~ - d s -  o ' 

n,~, che  6 p e r p e n d i c o l a r e  a t, s a rg  det to ii v e r so r e  del la  pr ima  normale 
principale (o s e n z ' a l t r o  la  p r i m a  n o r m a l e  pr incipale) .  

Sia o ra  P~ un pun to  del la  t angeu te  (P~), P~ un punto  de l la  n o r m a l e  (P ,q )  

e P3 un a l t ro  punto  di (c), tutti  mol to  v ic in i  a P .  Lo  spazio S a definito da  

ques t i  qua t t ro  punt i  6 r a p p r e s e n t a t o  da  

( Q - - P ) X E ( P ~ - -  P, 1)~--P,  P a - - P ) ~ - O .  

Ma P ~ - - P - - s ~ t ,  P ~ - - P - - % , n ~ ,  e quindi  p e r  la l inear i tg  di E v i ene  

(Q--  P ) X E ( t ,  n~, P 3 - - P ) - ~ O .  
D'  a l t r a  p a r t e  

h 2 ha ,,, 
Pa - -  P(s  + h) = P(s) + hP'(s) + -2- P"(s)  ~- ~ P (s) + ... 

oss ia  
h ~ h a 

Pa - -  P :  h t  + ~T: n~ + ~ P"(s)  + . . .  ; 

pere i6  a meno  d ' in f in i tes imi  del q u a r t ' o r d i n e  r i su l ta  

(4) (Q - -  P )  X E(t,  at, P ' " ) =  0. 

quMunque sia il vettore ~l, ore il secondo membro indica il volume del parMlelepipedo te- 
tradimensionale i cui spigoli sono definiti in grandezza e direzione da u, udlona (a meno 
del segno ehe cambia secondo 1' ordine dei vettori}. Si ha 

epperb E(~qup%) 6 perpendicolare ai tee vettori da eui dipende. Risntta inoltre ehe 6 zero 
quando due dei vettori sono uguali o proporzionali. 1%1 Sa, E0tlTts) coincide con ,q,  u2. 
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E t' equazione del S~ t h e  diremo o s c u l a t o r e  a l l a  c~tvva in  P. Se b e il versore  

di E, b sar'a del ta  ht b i n o r m a l e .  

Sia poi u,, (in $4) perpendieolare  a t, .~  e b, in guisa che si abbia 

Am(t, n~, ~t~. b) ~-- + 1; 

sarg del ta  la s e c o n d a  n o r m a l e  p~ ' i nc ipa t e .  Ne segue 

(4') 
Dalla  (3) si deduce 

perci6 segue 

E(t, n t ,  he) : b. 

(~)' l d~,, 
,o ds  ~ 

E(t, n, P"' )=  1 ( d . ~ .  
, ~g t , n , ,  ds]'  

e s iccome questo E deve ave re  per versore b (4'), dow'g essere necessaria-  
mente  

1 (3') d'..~ 1 t -~ . . . .  u~. 
ds ~ T~ 

11 primo coefficiente r isul ta  dal fatto t h e  6 

d n  4 d t  1 
d--~-X t_=  --  ~h X ~l-s--=---~. 

d b  
I1 vet tore  -~- 6 perpendicolare  a b, t e ,t~, perch6 

d b  db  d t  db  d ' .  , d-TXb=0, ~Xt=--~Xb--=0, ~TXu,=--bX-dT=0 

per conseguenza  sar/~ 

(3") 
d b  1 

- -  ~ l t , ~  . 

ds "~2 " 

Infiue datle (4'), per la l inear i tg  di E, si deduce 

\ds  " l  + " ,  

ossia pet" le formule precedent i  

dn2~ db  

( 1 
- -  ' I t 2 .  E t, **,, d s ] - - %  



Ma essendo 

d ~  dn~ 
ds X n a = O ,  ~ s X t = O ,  

n e  risult~ necessa r i amente  

(3% dJt~ __ 1 
ds z~ 

giacch6 deve  essere E(t, n~, b ) ~ - ~ .  
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d~t~ dtt 4 1 

1 
n~ - - -  b ;  

Le (3), (3'), (3"), (3'") sono le l~ote fo~"mule di Frenet, dedot te  qui coil 

considerttzioni di cart~ttere geometr ico.  

L ' i u t e rp re tnz ione  dei coefficienti 1/9, 1/%, 1/% quali cu rwt tu re  si f~ al 

modo solito. Indicando con O, 7, ~ ~ r i spe t t ivamente  gli angoli che faamo le 

due tangent i  inf in i tamenm vicine in P e P +  dP, le due binormali ,  le due 

pr ime normali  priueipali  e ie seconde normMi, si t rova 

dO l d T l d ~  t / ~  l d~ - ~ / ~ 1  
d s  - -  ~ '  ds  - -  ~ '  d~ = -t- =~, d s =  + :~" 

Infine ~con l 'uso  delle formule precedent i  si t rova  faci lmente  

epper6, se P~, 6 un punto di (c) vicinissimo a P, si deduce 

(11 h ~ 
( P ,  - P )  x , , ,  = ~ ]  ~ .  + ... 

1 h 3 
(P, - -  P )  X n2 - -  3 ! + "'" 

le quali most rano che le dis tanze di P~ dagii spazi Sa' e Sa" normali  a ,~ 

e ,s: sono infinitesimi del terzo ordine (mentre,  come abbiamo visto, la di- 

s tanza  de l lo  spazio oseulatore N a 6 del quar to  ordine). 

I r ag ionament i  si pot rebbero  segui tare  passando da Sa a un S~; ma qui 

non ci occorrono. 
Ci6 t h e  r isul ta  da l l ' e s ame  th.tto si 6 t h e  una cu rva  piana (c) in uno 

spazio S ,  si pu6 far passare  con successive deformazioni,  come se fosse un 

filo sui gene,'is flessibile e inestendibile,  hello spazio Sa, poi nel S 4 e cosi 

via,, agg iungendo ogni volta, una nuova  cu rva tu ra .  Questo non 6 pifi vero pet" 

le superficie, come si vedrg  nel paragrafo  seguente.  
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§ 2. Superf le ie .  

2. Passiamo ora allo superficie. E dapprima si~ (E) una superfieie luogo 

dei punti P immersa in un S 3 euelideo. Su di essa sia tracciata una doppia 

famiglia di linee ortogonali. 

In una cer~a regione di (E), alla quale si riferiscono i nostri ragiona- 

menti, r i terremo che s~ e s 2 siano gli archi di coteste curve, epper6 s t e s 2 

saranno le coordinate curvilinee di P (ossia P(s~, s.2) ). Porremo per comodo 

~P 9P 
aS-~ - - -  t'~' = a ~ ,  ~7~ ~-- P=' - -  a ~  

a2p a~p a~p 
f !  - - - -  I t  , 

a.s~ = P'~ ' as,as~ P,~. , as a = P=2". 

I vettori a,  e a 2 sono unitari. Lo spostamento d P  sulla superfieie, the  

fa passare da] punto P al punto' P - t - d P ,  b dato da 

aP aP 
d P - -  ~ ds, + ~ ds~ = %ds~ + a,ds~. 

Ammettiamo che in ogni punto della regione considerata ci sia una normale 

uniea e determinata u =  a~ A a~. La  curvatura  della (E) in P ~ definita dai 

due raggi =li curvatura  % e %, coi quati si esprimono la curvatura  media, e 

la curvatura  gaussiana. 

Sia O un punto di (E) vicino a P ;  la graadezza ( Q - - P ) > < n  misura la 

distanza di Q dal piano tangente in P. Posto O - - - P ( s ~ +  h~, s~ + h=), si ha 

(5) Q = P(s , ,  s~) + P, ' lq + P~'h~ + -2- (h'~P~, q- 2h~l~P~="-t- h~P~") + ..., 

da cui risulttt e h e l a  distanza sudetta (~ infinitesima del seeond'ordine ri- 

spetto a h, e h~.. 

Se il sistema ortogonale sopra eonsiderato ~ quello delle ]inee di c u r w -  

tura, sussistono le seguenti formule che famlo riscontro a quelle di FRENET 

per le c u ~ ' v e :  

da~ ~a~ 1 1 da~ ~a, t 
- - -  - -  1 1 ~  - -  ~ - -  Je~  t l ~  ( 1 ~  

(6) da  2 ~ao 1 da.  ~a 2 1 
z _ _  _ _  ¢ t  I _ _  

dtt ~tt, a i tl~t ~cnt a 2 

1 
I !  
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Le qm.uitith ~'~, ;'2, g , ,  g~ (raggi di curvatura  tangenziale)soddisfano ad cqua- 

zioui che, sotto altra forma dell' ordinaria, sono quelle di CODAZZI e di GAUSS (~). 

Ora pensiamo che l'S~ appartenga a un S 4. Si pub deformare la (~)dan- 

dole nuove curvature,  in guisa da farla passare in $4, come s '4 gih fatto 

per le curve?  

Due elementi contigui dE e d~2~ della superficie, i quali appartengono 

allo stesso $3, dovrebbero dope cotesta deiormazione appartenere a due S~ 

divers~¢mente orientati, ma di pochissimo, a meno d'infinitesimi del terzo 

ordine ahneno. Orbene, supponiamo che ta (~) appartenga effettivamente al S~, 

e il d P  abbia ancora l 'espressione sopra scritt.q. Siano poi, in S~ n~ e ,,~ 

due versori normali fra di lore e ad Cg e ~,~; cio6 normali al piano tangente. 

I vettori P~,"~ P~:", P ~ "  si esprimono linearmente mediante la quaterna a , ,  ~ ,  

n~, ~,~; ed essendo 
Ptj" )~ tt, t -~- O, P~j" X ct,~ -= 0 (i, j --~ 1, 2) 

come risulta deriv~ndo le relazioni a~ = , , ~ - - -  1, a,  X a2 = 0, si ha precisa- 

Illente 
P ~ ( ' - -  l ,~ q- m ~ ,  P~"  - " p n ,  A- q"2,  P:2" " -  fn~ q--gnu. 

Ora consideriamo lo spazio S s definite dal piano tangente in P e da un 

punto Q di (E) vicinissimo a P. Sia n i l  vettore normale a $3~ the  definisce 

perci6 l'orieutt~zione di S 3 in S~. La distanza di Q da S 3 6 ( Q - - P ) X ~ * ,  

ossia~ per i precedenti sviluppi, 

che 6 della forma 

*2 I !  -2- (h~P,~ q- 2h,h~P,~" q- h~P~.2") X n q- ,.. 

h(~,~ X , )  + h(,~ X , )  ~- ... 

eve h e k sono del secondo ordine rispetto a h, e h 2. Affinch6 questa di- 

stanza, fbsse del terzo ordine per ogni O vicinissimo a P, occorrerebbe che 

risultasse 
~s,)<.~O, ~ X ~ t = 0  

iusieme a a, X n - ~ - 0 ,  a ~ X n = 0 ;  cosa assurda. Non esiste dunque  an S 3 

osculato;'e in P a (s2). L~ distanza dei punti Q da P non pus essere del 

secondo ordine; e questo compete a tutti gli S 3 the  contengono il piano 

(t) ~.  BURGATTI, Analisi vettoriale generale, Vol. II ;  Gemnetria differenziale, Parte I, 
pag. 51. 
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tangente. Esis terebbe neI easo ehe i vettori P~",  P j ,  P.2.J' fossero paralleli. 

Noi tralaseiamo questo easo. 

Ooueste conelusioni rispondono negat ivameute alla domanda posta in prin- 

eipio, quando si r imanga nel easo generale. 

8. Ora considerando una superfieie generica nel S,,  the  indicheremo 

con (E~,~), passiamo ad esaminare le sue curvature.  Sia n d P  ) un versore 

n°rmate al piano tangente in P e variabile con eontinuitA da punto a punto 

della superfieie. It vet tore dn~, ehe definisee a meno d'infinitesimi del se- 

condo or(line l ' ineremento di ~,, nel passaggio da P a P q - d P ,  non sartt in 

massima diretto parallelamente al piano tangente. Inveee il vettore 

(dn~ X a~)a,~ + (du~ X a~)a,., 

tangenziale. Si ehiama il d i f f e r e n M a l e  s u p e r f i c i a l e  d i n , ,  giaeeh~ gode 

di propriett~ analoghe a quelle dell 'ordinario differenziale (~). Lo indieheremo 

con d p , , .  Essendo u ~ - - 1 ,  viene appunto ~t~ X dsn~ = 0 .  L 'omograf ia  

~ ~ d P  

tale the  sia 

~i (dp)  dpt~ -= -~p- d P  = d , ~  i 

si ehiama la d e r i v a t a  s u p e r f i c i a l e  d i  n , .  Si ha manifestamente zdq  
Dippi)l, da '-' 1 si trae anehe 

ossia sviluppando (~) 
grad~ (n, >< *~ l) ~ O, 

i i d ~ n  t 
-d-iY ~ ,  --~ K ~ n ~  ~-  O. 

=zO. 

Si noti inoltre ehe ejt~ e ~,a~ sono vettori tangenziali; perch+ posto 

cq - -  h d P ,  a 2 = h~P~ 
si ha 

a ,a ,  -~- h ~ f l P  = hd~'u, ~,a 2 = h ~ , .  

Considerando poi un secondb  ~er sore  n o r  m a l e  J,~ e perpendicolare a ~t,, 

(t) BOGGIO~ Geometria differenziale, I)arte II. 
(2) Per il gradiente superficiale vale la formula analoga a quella del gradiente ordinario" 

grad~ (~t X u) K ds~t d~lt 
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int rodurremo anche l 'omografia  
d e n ~  

%--- d P "  
Avremo come sopra 

e %%,  %% son vettori tangenziali. 

Dalla. rela.zione ,~ X n~ = 0 si deduce 

g r a d o ( n ~ X . 2 )  = K%,2  + K%,~ = 0; 

e da questa, moltiplicando scalarmente per '-~ e n~, si ottiene 

n I X % * q ~ 0 ~  ~ t . 2 X ~ e - - 0 .  

Ne consegue che tanto (~l,t~ e (J~tt~ quanto K%,,,~ e K % % ,  se 11011 SOllO ilutlJ~ 

sono vettori  tangenziali.  3/fa vedremo presto the  son nulii. 

Siano ora d P  e 8P due spostamenti. Da 

n ~ X d P = O ,  n ~ X S P = O  

si deduce con manifesto signifieato dei simboli 

~dq X d P  + n~ X ~ f l P - - O ,  ddq  X ~P + n~ ~< dflP---=O, 

e quindi per sottrazione 

~d~ X dP = O, dd'q X 8P = O, (d,~P = ~f lP)  
ossia 

%(SP) X d P - -  G(dP) X 8P---- O, 
od anehe 

(K% - -  %)dP X 8 P  = 0 

per qualunque 6oppi,t dP,  8P. Ma per le Bose dette essendo ( K % - - a ~ ) d P  

tangenziale,  ne viene di neeessitg K% := %. Con ragionamento analogo si 

deduce K % - - - % .  In eonclusione:  le omografie % e % sono dilatazioni.  

Ne segue dalle eose dette ehe ogni vettore si t ras forma per mezzo  

delle % e % in vettore tangenziale.  Infatti posto 

n ~- la~ q- ~na 2 -t-p~,~ -~ qn~ 
viene 

%n = l%a~ -4- ,m%a,~ q- q%n 2 

che sono somme di vet tor i  tangenziMi. Si deduce t~ncore~ 

perci6 %~t.~ = O. Analogamente %n~ - -  O. 

Annal i  di Matematiea, Sorie I~ r, Tomo IX.  17 



130 P. BURG~kT~rI: St'udio sulle variet~ a d,tte dimensioni 

Possiamo dunque considerare ~ e % come omografie piane operanti sui 

vettori nel piano tangente in P. 

4:. Siano c :~  v~.~ le direzioni unite di %, e v~,  c~ quelle di %. Si avr~ 

per definizione 

--, (~Cei - -  - -  

(7) 

Consideriamo le due normali n~ e n~-1 -dn ,  in P e P q - d P .  Se s'incon- 

trano in un punto Q dev 'essere  

Q - -  P - -  ~ = (P -t- d P )  - -  r(n~ q-  dn~), 
ossia 

d P - -  rdn~.  

Ma dn~ non 6 tangenziale come dP. Affinch6 questa uguaglianza potesse 

stare, bisognerebbe sostituire d~n~ a dn~, ossia n~-t-dd*~ alia normale 

"n~-t-dn~. Ci6 facendo si verrebbe a commettere un errore d'infinitesimi 

del secondo ordine. Infatti si ha 

(n~ -¢- d~n~) X (n~ -t- d n  i) --~ 1 --b dd*~ X dn~, 

essendo % ;>4 d,n~ ~ O, n~ X dn.~ --- O. Si pub dunque concludere che a meno 

d'infinitesimi del secondo ordine si ha la relazione 

e quindi 
d P  -= rd~n,  

a~(dP) _~ _ 1 dP;  

la quale dh il significato di r~: e r,2 , the  si possono chiamare i vaggi di 

cu~.vatura cli (~) ) 'e lat iv i  al la n o r ma l e  ~ .  Cos1 dicasi relat ivamente alla ~,~. 

Riguardo agli invarianti di ~ e % si ha per eose note 

1 1 1 1 (8) I~a, = - -  + - -  = M~, I,% = - - - q  . . . .  3f~ 

che si possono chiamare rispett ivamente Ie c u r v a t u r e  med ie  re la t i ve  alle 

d i r e z i o n i  n o r m a l i  n~ e n~; e inoltre 

1 1 
(8') I2% = = K , ,  I~% - -  = K~ 

/'liri2 r2i0~22 

che si possono chiamare le c u r v a t u r e  to tal i  re la t i ve  alle n o r m a l i  n:  e n~. 
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5. Cous ider iamo adesso a l t re  due direzioni  normat i  e pe rpend ico la r i  f ra  

toro : 
n~ = n~ cos 0 + n~ sen 0 

n i ' = - n ~  s e l l 0  + ~ t ~ c o s O .  

d s ~  i d s n  i' , 
Posto  - ~ - p - =  ~ ,  dP - -  ~ '  r isul ta  man i fes t~mente  (:) 

gi --" COS O. qt --F sen  O- % ~ %' = - -  se l l  O. o~ -I-- c o s  O. q2 

e quindi~ per  quanto  r i gua rda  le c u r v a t u r e  medic,  

Mi - -  cos O- M, + sen O. M~, M( = - -  sen O. M~ + cos O. M~. 

Si deduce  subito 

(9) M, ~ + Mi '~ == M~ + M~; 

il che  vuol  dire  che  M~ + M~ ~ indipendente  dalla coppia ortogonale n: 

e ns di normali  che si scelgono. 

Dal le  s tesse re laz ioni  si deduce  

e per  c o n s e g u e n z a  anche  

= 2 .  

2 i nd ipenden te  dalla coppia  di normal i .  Ora  G: e a~ hanno  le stesse d i rez ioni  

unite di % e %, e r isul ta  precL~amente 

1 1 2 2 ~:Ci~ "-'- ~ C:~ ~:e,i ~ --- ~--2 (~,~ ... e c c  . . . .  ; 

per  c o n s e g u e u z a  si ha  
1 1 

1 1 
Ij', = -- + ~.~ = M~ + 2K, . 

Dunque  la quant i tg  

(10) M~: -t- M~ -t- 2([(:-~- I(~) 

(:) Qui si de r iva  come se 0 fosse eostante,  il che si pub fare. I n v e r o  sussis te  ia for- 

mula  genera le  
d~(mv) dsv + E(grad~ m, v~), 

dP m dP 

o r e  v~ indica la componente  tangenzia le  di v. Ne l  case p resen te  v andrebbe  sostituito 

con ~q e ~*~ le cui eomponent i  ta, ngenzia l i  son nulle. 
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6 indipendente dalla eoppia di normali. Perei6 valendo tale indipendenza 

per  M~ q- M~, v a l e  a n e h e  per K~ + K~. Si conclude pertanto:  le g,;.wndeaze 
M~+M~ e K~ + K~ non dipendono dalla coppia (ortogonaIe) di normali 

ath~ superfieie. Perei6 a queste grandezze daremo iI home di cur~al~we 

prop~'ie, la prima (oppure +__-- V M ~ +  M~) pub dirsi media, la seeonda gaussiana. 

6. Cerehiamo la direzione normale n~ per la quale 

Mt - -  cos 0. M, + sen 0. M~ 

6 massima o minima. Dovrg soddisfare alia condizione 

perei6 6 definita da 

sen 0 

sen O. M~ + cos O. M~ -= 0; 

M~ M~ 
cos 0 - -  

VM{q--M~' ~M~+/ ~ M~ 

Ad essa eorrisponde la curvatnra  media 

x ° _  

Alla direzione ortogonMe ~t( corrisponde la curw~tura media nulla. Si con- 
elude pertanto : 

Esiste una norn~ale n a cui corrisponde la cm,vatura media propria ; 

atla normale n' ortogonale ad n corrisponde la curvatura media nulla, 
Queste due normali n, e n'  sono perci6 privilegiate, e converrg in mas- 

sima nello studio della superficie riferirsi a queste. Sarg detta la coppia 
delle normaIi principali. 

Indicheremo con a e ~' le omografie corrispondenti;  con c~ e c~, %' e %' 

r ispet t ivamente le toro direzioni unite; R~ e R~, R /  e R./ i raggi di cur- 

wttura. Si avrg 
_ _  C t  t r t 

- &, . 

Altora 
1 1 

la curvatura media propria, e dovrg risultare 

1 1 
- -  M ~ 0 .  

R / +  R (  
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1 1 o' 
Se  f o s s e - : , - - ~ 0 ,  ==0 ,  lt~ s a r e b b e  nu l l a ,  p e r c h 6  a, pp l i ca t a ,  a, qua -  

R, RT' 
l u n q u e  v e t t o r e  t a n g e n z i a l e  o non t a n g e n z i a l e  d a r e b b e  ze ro .  D o b b i a m o  d u n q u e  

a m m e t t e r e  c h e  s i a  
l 1 

R,' ~ R~' :4: O. 

P o s t o  R / ~ - -  R~' - -  R', la eurvatura 

(~3) K - 

I n  b a s e  a c i6  d o b b i a m o  s e r i v e r e  

(14) 

P o n i a m o  

1 

R,R~ 

C ! 

• ' ~--- cos  y .  V~ q -  s e n  y - e~, 

r i s u l t a  s o s t i t u e n d o  

pvopria gaussiana acquista la for~na 

(1): 
! 

e.~' - -  - -  s e n  y .  Ct q -  COS y - (~e ; 

- -  s ( ~ n  "~' . o ' o  i - t -  cos  ~{ • ff~c 2 - -  

d a  c u i  si r i e a v a  

(15) 

N e  s e g u e  

cos  y sen  7 ~, e~ + - ~ - c ~  

sen  y cos  7 

R '  Ci R '  v~ 

1 
e~ ~ (cos 2 y .  c~ -t- s e n  2 y .  c~) 

1 
o'e~ = :  R~ (se~ 2 7 . e l  - cos  2,[ .  c:) .  

1 
~'e,  X ~'e~ = 0, (~ 'c,)  ~ = (o'er)  ~ - -  R,--~. 

Si v e d e  a l l o r ~  c h e  la o' t ras forma ogni coppia di vettori tangenziali  
ortogonali in un 'a l t ra  coppia di vettori tangenziati  ortogonali. In f~ t t i ,  

p r e s i  i d u e  v e t t o r i  

(~ = COS g ' ( ~ t  + S e l l  ~,-(72,~ t) - - "  - -  s e n  0~.C~ + C o s  g - ( ~ 2  

e f a t t a  l a  m o l t i p l i c a z i o n e  s c a l a r e  d e i  d u e  v e t t o r i  

~'¢t = cos  a .  o 'c  t + s e n  ~ .  o'v 2 ~ o 'b  ~ - -  s e n  ~z. o'(~ -~- COS ~z- otce 

si t r o v ~  in  v i r t d  d e l l e  p r e c e d e n t i  

o ' a  X 0% -~  O. 
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Si deduce  inol t re  
1 1 

(of a)  2 =-  R,--~2 , (£bfl  = ~/~7~; 

perc i6  1~ ~' t r a s f o r m a  tutti  i ve rsor i  in vet tor i  di modulo  ugm~le 81 vMore  

8ssoluto di 1/R'. 

7. Pos to  d l ) - ~  Q P, cons ide r i amo  uel p isno t angen te  le con iche  

~(Q-- P) X (O--  P) = i 
o'(Q' - P )  X (Q' - -  P )  ~--- 1, 

che  sono le coniche indicah' iv i  di ~ e z'. I loro assi sono r i s p e t t i v a m e n t e  

lungo le direzioni  uni te  di ~ e ~'. Ri ferendosi  8 quest i  p o n i a m o  

q - P = x e ~  -4- y e  2 , Q' - -  P = x ' c q '  + y 'e~' .  

Cotes te  equaz ion i  d i v e n t a n o  

x 2 y2 
(16)  R-~ d -  G - -  1, x ''z --  y , 2 =  R'. 

L a  p r i m a  indicah' ice pu6 esse re  m~a etlisse o un0.  i p e r b o l e :  18 seconda 

indicatrice 6 un8 ipe rbo le  equ i la te ra .  Pet" e s p r i m e r e  ques to  fat to  d i r emo  ehe 

i p~tnti di uric generica supe;'fieie in S 4 sono equiperbolici.  5Ca, si d i s t inguono 

in due c a t e g o r i c :  superf ieie ,  o regioni  di superf ieie ,  8 pun t i  equiperbolici- 

iperbolici, e superf ic ie  8 punt i  equiperbolici-ellittici. 

Se due direzioni  tangmlzi81i d P  e 8P soddis fano  in P a l ia  condiz ione  

(17) z(dP) X 8P --= 0 

si d i r anno  conjugate ~'e/ativamen[e ad n ;  se soddisfsno 81t 'a l t r8  coudiz ione  

(17') s'(dP) X 8 P - -  0 

si d i r8nno conjugate relc~livamente ad n'. Considera,  te c o m e  equa, zioni dif- 

ferenziMi,  definiscono su (E) la dopp ia  f smig l i8  di c u r v e  con juga t e  re l8 t ivs -  

m e n t e  ad ~t, 0 8d n/ (~). 

Uno~ d i rez ione  d P  s a r a  autoconiugata re la t ivame~le  ad 'J~, 0 ad ,n' se 

soddisf8 a un8 delle condizioni  

(18) ~(dP) X d P = = O ,  ~ ' ( d P ) X d P = O .  

O) I1 sistema di curve le eui tangenti in ogni punto sono e~ e es~ oppnre el' e es v, 
sono ad un tempo ortogonali e eoningate relativamente ad ~*, o ad ~*. 
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Considerate come equazioni differenziali definiscono le curve  au tocon iuga te  

r e l a t i v a m e n t e  a n o a n ' .  

Per  le cose dette di sopra si vede che  le prime esistono per Ie sole su- 

perficie a punti equiperbotici-iperbolici, le seconde esistono s e m p r  G e fbrmano 

u na doppia famiglia che in ogni pun to sono tangenti agli asintoti delia iper- 

bole equilatera indicatrice. 

8. Quest '  ultime curve godono di una propriet~ importante e caratteristiea.  

Osserviamo che ( Q - - P ) X  n '  rappresenta  la distanza del punto Q 

di (E~,4) vicinissimo a P dallo spazio S 3 (G,  %,  n), la cui orientazione 6 

definita precisamente dalla normale n'. Si ha per  gli sviluppi fatti in prin- 

cipio (n. ° 2) 

1 (h~pt ,  , ( Q - -  P)  X n ' - - - ~  + 2h~t~,~P~2" -t- h'~P~")X n' -4- .... 

pub essere nullo per qualche 

risulta 

K &--%'~ c' d P ' J a ' X  - - - - ~ ' c ~ X e ~ .  

Cosi dicasi per gli altri prodotti scalari; cosicch6 tenendo conto delle (15) 

si deduce 
,, COS 27 Pli"  X n '  - -  c °~  27 , r i~ . . . . . .  .K. ~'t - -  senR, 27'  P2.~ X ,,.' - -  R' 

Sostituendo nella precedente  equazione, s i t rova 

cos 27 -~ 2 sen 27 • tang ~ + cos 27. tang ~ g -- O, 

ossia 
cos ~ :¢ cos 27 + 2 sen ~ cos :¢ sen 27 -- sen ~ o: cos 27 = 0, 

equivalente a 
cos (2~ --  2y) ------ 0. 

Vediamo se questo trinomio direzione 

hA = tang ~. Porremo dunque 
h~ 

(Pl ( '  + 2Pt~" tang :~ + P S  tang "~ ~) X n '  =- 0. 

Supporremo la (E.2,4) riferita alle linee the  in ogni punto sono tangenti 

a e~ e e~. Abbiamo 
~v~ dv~ dG v' 

Pi~" X n '  = ~ X n '  = -d-ff c~, X n'  = - -  K .~-~, ~( X ;, 

ma essendo 
dn '  dv~ 

graG (n' X c~) = K d-P c~ + K ~ -  '~t' = 0, 
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Deduciamo dunqne 
77 

~ = 7  + -4"  

Queste direzioni sono quelle appunto degli asintoti dell~t iperbole equilatera 

indicatrice. Si conclude pertanto:  lungo le cm've autoconiugate ~'elativamente 

a n '  lo spazio Sa (%, %,  ~*.) ~ osculatore a mezzo d ' i n f i n i t e s im i  del terzo 

o~odine. Per  questa ragione coteste curve si potranno chiamare le asintotiche 

di (Z.~,,). Esistono sempre e formano un sistema ortogonale. 

Ua calcolo identico si pub ripetere per  determinare quelle direzioni 

t a n g a  rispetto alle quail 6 oseulatore lo spa zio S 3 (%, c2~ ,) .  Si trova subito 

1 p f! ~ 

1 

P~2" X n ~ O, 

e perci6 1' equazione del secondo grado in tang a scritta di sopra (cambiato n'  
in n), diventa 

1 1 
Rl -I- ~)~ tang s o: -~- 0. 

Queste direzioni, quando sono reali, sono quelle degli asintoti della iper- 

bole indicatrice, ossia le direzioni autoconiugate relat ivamente ad n. Pertanto 

si conclude:  helle regioni  a pun t i  equipe~'bolici-iperbolici~ lungo le curve 

autoconiugate re la t i vamente  a ~, lo spazio Sa (c~, e~, n') ~ osoulatove. 

Anche a queste curve  compete perci6 il nome di asintotiche. ~Ia occorre 

distinguerle dalle precedenti ;  epper6 le prime si potranno chiamare asinto- 

tiche p;'oprie, le seconde asinto[iche impropr ie ,  volendo intendere con 

l 'agget t ivo impropT'ie che possono essere reali o immaginurie. 

9. Consideriamo le asintotiche proprie. Dal primo teorema del numero 
precedente  segne che u'  in P 5 l~ binormale a coteste asintotiche uscenti 

da P.  perci6 in virtfl della (3") si ha 

d n  I n 2 
ds - - ~  

d t  ) 
essendo % la seconda torsione e s l 'arco.  Ponendo - ~  ~ t, viene 

ds~t' t - -  n--I'2 ossi~ ( y ' t -  .is~ 
_ _  - - o  

d P  "% ' % 
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Poich~ l ' ango lo  t h e  t fa con la d i rez ione  % ~ stato t rova to  al n.° 7 

7: 
essere  ~'- t--4,  poss iamo se r i ve r e  

t := cos ]' -1- v~ -t- sen y -t- %; 

da  cui r i cav iamo,  in vir tf l  delle (15), 

Dopo ci6 si o t t iene 

R' (cos 2~,. c~ + sen 2y- g )  

so,,(,+:) 
R, 

(sen 27- % - cos 27-v:) 

~i- = d t X d t =  

Du nque  il quadrato  della seconda torsione delle asintotiche p~'oprie uguaglia 

la cur~,atura totale re ta t iva  ad n', E u.n t e o r e ma  simile a, quello di ENNEPER 

per  le superf ic ie  o rd inar ie  di un S a. 

P a r e c c h i  Mtri t eo remi  si possono d e d u r r e  con facili th dalle formule  e 

cons ideraz ioni  stabili t i  nei humer i  p r e c e d e n t i ;  ma qui non ne d i remo Mtro. 

10. g e s t a  a v e d e r e  se esistono direzioni  con iuga te  tanto r e l a t i v a m e n t e  

ad n quanto  ad n' .  B isognerg  che  d P  e 5P soddisfino alle due condizioni  

a ( d P ) X B P  =O,  d ( d P ) X B I ) = O ;  

iI che  r ich iedo  t h e  sia 

Pon iamo 
~(dP)  = h .  d (d P ) .  

d P  ~ cos q0. g + sen 7" %, 

ed usiamo ie  (11)  e l e  (15 ) ;  ot ten iamo 

cos qo sen 

! /cos  27 sen 27 '~ /sen 2y 
= h[oo~ ~ U ~ - g  + - ~ -  ~ )  + s~" ~---R~-- < - - R'  (~e : 

Annal4 dl Matemat@a. Serie  I17~ Tomo I X .  I8 
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perci6 la precedente  condizione si scinde nelle seguenti :  

cos ~ __ h COS , 27 - ,p) s e n ~ _ h s e n ( 2 y - - 9 )  
R~ R' ' R~ R' 

Eliminando h, risulta 

R~ tang ~ - -  tang (2y - -  ~), 
R2 

che determina ¢~; dopo di che si pub calcolare h. 

Quest 'equazione 5 del secondo grado in tang % Se R~ e R~ sono d 'ugual  
segno, il discriminante 4 positivo; se sono di segno opposCo, per la realit/~ 
delle radici si r ichiede che sia 

(1 - -  ~)~>~ 4p tang 2 2y (p _ R:). 

Si conclude pertanto:  helle regioni  a p u n t i  equiperbolici-ellittici esiste 

una  doppia famigl ia  di curve coniugate tanto rispetlo a n quanto a n ' ;  

pub non esistere nei  p u n t i  equiperbolici-iperbolici. Si diranno le curve bico- 

niugate.  

Per le ordinarie superficie di un S 3 accade che i piani tangenti in P 

e P + d P  s ' intersecano tungo una tetra, che ~ la direzione coniugate~ alla 
direzione di dP. Questo non accade per le superficie (E2,4) in S~, perch~ in 

un S 4 due piani non s ' intersecano necessariamente lungo tutta una retta. 
Consideriamo il piano tangente in P alla (E.2,4), Essa 6 rappresentato dalle 

due equazioni 
( Q - - P ) x u = O ,  ( Q - -  P ) X  n ' = 0 ,  

essendo Q i punti del piano; giaech~ esse rappresentano rispett ivamente gli 

spazi S~ definiti dalle terne (c~, c.,  ~') e (c~, v:, ~). Analogamente te due 
equazioni 

(Q - -  P -+- dP)  X (n -t- ~(dP)) =-  0 

( O - -  P - -  d_P) >( (~g -t- d(dP)) - -  0 

rappresentano il piano tangente in P +  dP.  Combinando queste con le pre- 
cedenti risulta, a meno d'infinitesimi del secondo ordine, 

( Q ~ P )  X z ( d P ) - - O ,  ( Q - - P ) X d ( d P ) - - O .  

Di qui, e dalle considerazioni precedenti,  si deduce che solo nel caso in 

cui d P  sia una  delle d i rez ion i  biconiugate i due p ian i  s" intersecano lungo 

una tetra,  che 0 l ' a l t r a  d irez ione  biconiugata a quella. 

Questa ~ una proprietA caratteristieo~ delle curve  biconiugate. 
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11. Per il lettore che voglia far raffronti con altri lavori, nei quali 6 

usato il metodo classico (dice classico in contrapposto al metodo dell 'analisi 

vettoriale) aggiungeremo che lo sviluppo in coordinate generali di tutta la 

teoria port~ manifestamente a formule contenenti i coefflcienti e le lore de- 

rivate delle tre espressioni quadratiche differenziali 

ds ~ ~--- d P X  alP--- E d u  ~ + 2 F d u d v  + Gdv ~ 

% ( d P )  >4 d P  --~ D f l u  2 + 2 D d u d v  + D f l v  "2 

%(dP) X d P  = D / d u  "2 + 2D'dudv  + D~'dv 2, 

in accordo con quanto ha esposto ii proL TOh~OLO. M~ il lettore stesso ~vr~ 

notate dalle cose esposte che 1' use sistematico di quelle nell 6 opportune. 

Se s ' immagina  la superficie riferita alle linee principali le cui tangenti 

in ogni punto sono c~ e e2; posto 

d P - -  Y E e f l u  + ¥ G c f l G  
viene 

V-d 
(20) z ( d P )  = ~ c. f lu + - ~  c f l v  

(cos 2y .v~ + sen 2y., e2)du + ~ L  (san 2y .e~ --  cos 2,(. %)dr,  o' ( d t ) ) = - - f i -  

e quindi 
ds ~ --- Edu~ + Gdv "~ 

E G 
(20')  (dP) X d P  = + 

1 
f f (dP)  X d P  --~ ~ ,  (Ecos 2'/. du ~ + 2 V EG sen 2,[. dud~ - -  G cos 2,/. dv 2) (~). 

Vogliamo era determinare le derivatc di e~, c 2 e n seconde le direzioni' 

c~ o v~ (ossia rispetto ad u e v) in forma esplicita ed espressiva. Si ha intanto 

de~ ~- d~e~ + (dej X n)n  + (de~ X n')u' 
--- d~c~ - -  (e~ X d n ) n  - -  (c~ X dn')n ' ,  

dalla quale si deduce (~) 

(21) dv~ d~ G H K e~, ~ - - I t  K ~,' 

(t) Questa ha il diseriminante negative. 
~2) Si noti che 

dr* X dP)n = H(K c~ (c, X e~ dP)n = ( K dn dn , n)dP, eee. 
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Similmente risulta 

deadp-- d~Cadp H(  K d-P e2 'd ' t  n ) -  H ( K  ~d"' Ca, n ' ) ,  

(2~') 
dn  ( dn ) 
dp--= ~ + It  K y p  n', n'  . 

Applicando quest' ultima ai vettori c~ e c a si ottiene per le (11) 

d n  c, d~t e a 
(I) j - p  v~ = ~ + p # ,  ~/~ c a = ~ + qn'. 

d~e~ dse~ dse a dse. 2 
0sserviamo ora che -d-fi c~, T~-ty c 2 - -  d P  c , ,  -dP e, 

.2 a __= 1~ e~ X genziali, e che a causa delle relazioni % ~  e a c a 

ds~ t 
d P  e~ X ei ----- O, 

ne consegue 

d s(9 a 
-d-P- c~ X c~ = O, 

dse~ 
d P  e~ X ca - -  

dsc~ i 
c~ X ea = 

d,ea 
d P  e a X c ~ ;  

dse j 1 d~v z 1 
d P  c ~ - - - - v  a g ~  ~ e a - -  g~ v~ 

ds% 1 dsc ~ 1 
d P  e~. - - "  ga-- (r~. d P  e a - -  g~ e~ , 

i cui coefficienti g~ e ga hanno le espressioni che vedremo poi. 
Dopo ci6 dalla prima delle (21) si deduce 

de~ 1 
d / '  c, ---- ~ c.~ - -  (~c, X c 3 ,  - -  (¢c, X c D d  

ossia per le (11) e (13) 

dc~ 1 1 cos 2 7 , 
d.P c, = g~ ca -- ~ , ,  R' ~" 

Cosi proseguendo si otLiene subito il seguente gruppo  di form~de: 

(II) 

(III) 

i dc~ 1 1 cos 27 
Ci ~ gi-- (~ - -  ~ ~t, i~  ~ ~t, r 

dc~ 1 sen 2 T 
e2 ==-= co R' ~" 

, . ( ~ / 2  ~ 

i de a ] sell 27 
Ca - -  Ca R' '~t' 

dvo 1 1 cos 2"( 
! ~ -c .~  c, - n +  R ' -  

sono vettori 

- - - 0  si ha 

d~va 
',,, C~ X C~ d P  

tan 
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Le quant i t~ 
1 d~v~ dv~ 

1 _ _  dsv~ dv~ 
d P  c~ X c~ : - d - P  c~ X c.~ g~ 

si possono ehiamare ,  per analogia  con la teoria delle ordinar ie  superficie, le 

ctt~'vature t a n g e n z i a t i  delle linee prineipali  prose qui come linee coordinate.  

La  loro esplici ta espressione mediante  E e G si ealeota subito dalla eondizione 

3P~' 
essendo P~' -~  Y Ec~ , 'P~' -~ ¥ G-e.g. 

Viene 

¥ E ~c~ ~ V G --~c~ 

da cui 

~¥E 
V l~ ~-~ X % - -  ~u ' ~v ' 

ossia (~) 

1 _ de ,  1 ~ V G 1 de2 
g~ - -  d P  c~ X e~ V G E  ~u ' g~ - -  d P  ei X c I 

1 ~ ¥ Z  

¥ EG ~v 

Infine nile (I) agg iungiamo le seguent i  che si ot tengono come quel le :  

d t t  ~ d,l$ t 
(I') d P  v~ --= ~'c, -- p J*, - dP  c2 -~ ~'c2 -- q~*' 

ove c'v~ e ~'v 2 son date datle (15). Se poi si volessero le der iva te  delle c~' 
, t e re',  lion c ' ~  che da der ivare  le relazioni c ~ - ~ c o s T . e  ~ - l - s e n y . v : ,  ecc. e 

valersi  delle (II) e (III). 

12. Na tu ra lmen te  le (I), (I'), (II) e (II') devono soddisfare alle eondizioni 

d ' in tegrabi l i th .  La  condizione 

(~) Si noti che per un vettore *t, qualunque si ha 

dw I Ow dw 1 ~,v 



~[42 P. BURGATTI: St~.~d/io sulle variett~, a due dimensioni 

dh le seguenti equazioni: 

Le due prime forniseono le funzioni p e q finora incognite;  la terza 

una equazione del ripe dell 'equazioni di COD.~.ZZL 

L ' td t ra  condizione d'integr~bilit~t relatiw~ ad ~t dh le due equazioni 

- ~o ~ e .  2V + q c o s  2~, = R ' { . ~  
g~ \R~ 

R,(_I 
p cos 2 7 + q sen 2y - -  g2 \R~ 

~ )  R' ~ 1 

che sono pure del tipo CODAZZL Le rimanenti  due condizioni danno in pifl 
lt~ soln equazione 

l ( i )u_ 1 [~ ( ¥ ' E t  ~ (VGt] 

ehe ~ t 'eqt~aaione di  Gauss. TuCte queste sono, in forma pifl esplieita ed 
espressiva, le stesse equazioni indicate dal prof. TOROLO nella M:emoria citata. 


