
Sopra alcune l imitazioni  per la sollecitazione elastica 

e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant.  

5'Iemoria di GIULm SueI~o  (a Bologna). 

Suuto.  - L 'A ,  s t u d i a  in  questa Memor ia  la d is lr ibuz ione  deUe tens ioni  in terne  i n  u n  solido 
elastico convesso quando  gl i  spostamenti ,  da t i  i n  superficie, sono diversi  da  zero solo i n  
u n a  piccola zona.  Nei  campi  a due d imens ion i  i l  r i su l ta to  ~ esteso a l  easo in  cui  su l  
contorno s iano  date  le forze ; s i  g iunge  cos~ ad  u+~a d imos t raz ione  del pr inc ip io  del De 
S a i n t  Venan t .  

INTRODUZIONE 

1. Si consider i  un solido elast ico convesso ,  de formato  sotto l ' a z i o n e  di 

sole forze  superficial i .  Al lo ra :  

. Se le componen t i  di spos tamento ,  che  si suppongono assegna te  sulla 

superf ic ie  del solido, sono d ive rse  da zero  sol tanto in una p iccola  zona  su- 

perf iciale  ~ ,  la sol leci tazione e las t ica  d iminuisce  quando ci si a l lontani  da 

quel la  zona,  e, in un punto  fissato (che non si t rovi  su ~) ,  tende  a zero  

quando  la zona d e f o r m a t a  tende  a zero  ins ieme con la mass ima  l u n g h e z z a  

in essa  con t enu t a ;  tende  invece  ad un l imite  de t e rmina to  e finito (general-  

men te  d iverso  da zero) quando l ' a r e a  ~i t e n d e  a zero  ma  la mass ima  lun- 

ghezza  in essa  e o n t e n u t a  r e s t a  d i v e r s a  da zero.  In ogni easo se il punto  

eons idera to  si t r ova  in ~ la sol leei tazione t ende  al l ' inf ini to quando  a~ tende  

a z e r o  >>. 

In un s i s tema elast ieo piano, a n c h ' e s s o  non sogget to  a forze  di massa  e 

eouvesso ,  va le  una  ana loga  propos iz ione  e o n c e r n e n t e  gli sforzi  (pr incipio del  

D E  SAINT-VENANT),  e i o ~  : 

, Se in un eampo  elast ieo in due dimensioni  le forze sono appl iea te  

sol tanto nel la  zona ~ del suo eontorno,  a l lo ra  le ea ra t t e r i s t i ehe  del la  solleei- 

tazione d iminuiscono di intensit~t a l l ' a l ton tanars i  da ~ e in un punto  fissato 

(es terno a s,) t endono a zero  ins ieme con ~ stessa 7,. 

L a  d imos t raz ione  di questi  t eoremi  tb rma l ' ogge t to  del p r e sen te  lavoro .  

P e r  o t t ene r l a  mi se rvo  di l imitazioni  pe r  le funzioni  a rmo n i c h e  e le loro 
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derivate,  che ho dedotto in alcuni recenti  lavori (~) e di uua dimostrazione 

dovuta al LICHTENSTEIN~ sulla esistenza della soluzione elastica per dati spo- 

stz~me~ti in superficie. I1 proeedimento di LICHTENSTEIN (che sar~t b revemente  

esposto al § l) viene qui esteso, net campi plant, anche nel caso in cut sul 

colltorno siano date le forze (§ 4); in questo modo si ottiene co~ttemporallea- 

mente uu metodo generale per la soluzione della equazione biarmonica. Nel 

problema che ci occupa il val~taggio di questi proeedimenti  sta nel fatto che, 

applicando ad essi le timitazioni ot tenute per le flmzioni armoniche e le loro 

derivate,  si gim~ge ad m~a equazione integrale del tipo di FREDHOLh~ CO1 

termine noto gi~ effet t ivamente calcolato in modo maggiorante ;  l 'mfica dif- 

ficolth che ancora r imaue consiste allora nella r icerea  di una soluzione mag- 

giorante per questa equazione. Ora tale r icerca  pu6 essere compiuta in molti 

cast con un proeedimel~to assai simile a quello di NEUM.~NN per ta risoluzione 

del problema di DIRICHLET; COil questo il problema ~ dm~que.risotto. Un 

esempio semplice, relat ivo al caso del cerchio, mostra l 'efficacia delle limi- 

tazioni ottenute. 

§ 1. U n a  d i m o s t r a z i o n e  d ' e s i s t e n z a  p e r  la  s o l u z i o n e  elast ic~t  
r e l a t i v a  a s p o s t a m e n t i  d a t i  i n  s u p e r f i c i e  ( L i c h t e n s t e i n ) ( ~ ) .  

2. Consideriamo te equazioni iudefinite dell' equilibrio di un solido elastico 

isotropo. In assenza di forze di massa potremo scr ivere  (seguendo ua ' idea  

di TEDONE) : 

A U + 2ix 

Qui u, v, w indicano le con~lponenti di spostamento secondo gli assi x ,  

y, z ;  ed ~ A~-- -~x~- t - -~- -~-+~ ~. Se P(~, ~, ~) 4 un punto generico della 

superficie limite S e Q(x, y, z) un punto generico interno ad S si deduce 

(l) Cfr. <~ Atti della R. Aecademia ~az. dei •incei ~. Due note nel 2 ° sere. 1928. << ]301- 
lettino della Unione Mat. Ital_iana ~, Die. 1929..~ Rendiconti del Circolo matematico di Pa. 
lermo ~, 1931. 

(2) LICHTENSTEIN, Ueber die erste Randwertaufgabe der Elastizitatstheorie. ~ Math. 
Zeitschrift ,,, 1924. 
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dztlle equazioni preeedenti 

uC Q) + - ~ -  xO( Q) 
s S 

dove GQp indiea la funzione di GREEN relativa al eontorno dato e all 'opera- 
zione A .  

Poich4 A,O = 0 si pus serivere 

- -  ~-#{~ j ~ i p  ~ xe(P)dS 
s 

onde segue 1' equazione 

t ~G Q (1) u(Q) = 1 ,'_.z_ u(P)dS ~- ~ - -  } ~ ( ~ - -  x)V(P)dS' 
4= d ~n~ 

s S 

meutre  analoghe espres.sioni si r icavano per v(O), w(O). 
Ma si o s s e r w  subito che 

1 ~ 3 G  Q 
F~(x, y, z)---~ ~ ~ j  ~(P)dS 

s 

nota in tutto il solido quando siano assegnati gli spostamenti in superficie. 
In questa ipotesi si conoscono anche le funzioni: 

f 8GQ v(P)dS, Fa(x , y, z) 1 ~aG~w(P)dS;  1 
FJx, y, z) = ~ O ~ = 4= O ~,~e 

S S 

ricorda~ldo la espressioue di O, si r icava allora dalta (1) e dalle formule ana- 
loghe per v(Q), w(O) la equazione: 

(2) O(Q) : ~ -  ~y ~ z  ~--=~ j [ ~  (~-- x) ~m . l+  
S 

Poniamo ora 

(3) ~F~ + ~g~ ~F~ : A(Q) 

ed osserviamo c h e s e  r iudict~ il vettore QP (diretto da Q verso P), 
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la (2) si t ras fbrma cosi ne l t ' equaz ione  

(4) O(O) ---- 3), + 5IX 47:(3), + 5t~ ) 3 " ~ - p  O(P)d8. 
S 

Ma, come si deduce  da un lavoro di P. L£vY (~), 6 

( 1) 
dove h 6 t imita ta  od infinita come ~, ; 

punto interno ad S 6 

su S stesso si ha 

e so r ieordiamo t h e  quando in un 

s 

, ,  c ) =  , ,  c ) +  j en , r ]  

possiamo scr ivere  la (4) faeendo tendere  Q ad un punto P '  del eontorno;  si 

ha allora 

(5) O(P') __ X ~t A(P') + 4u(). + 3~) ~ O(P)dS 
S 

essondo r ~ P'I  5. 

3. Le formule (1) e (5) servono a de torminare  lo eomponent i  di sposta- 

mento in tutto il solido quando siano noti i toro vaIori in superfieie. Si os- 

se rva  faei lmente  ehe alla (5) si pub applieare la teoria di FREDROLM e ehe il 

numero  4~(~. + 3I~) non 6 eerto un autovalore  di essa perch6 so 1' equazione 

O(P') 4r;~-)~Ct_-5~)d ~ O(P)dS -= 0 
S 

(ci06 l 'oquaz ione  eho si deduce  dalla (5) per  A ( P ' ) - - 0 )  ammet tesse  una solu- 

zione O(P') (cer tamente  armoniea)  d iversa  da zero, ques ta  sosfituita nelta (1) 

darebbe  luogo a eomponent i  di spostamento nulle in superfieie, d iverse  da 

zero ne l l ' in te rno  del solido; ei6 ehe non 6 possibile per  hL unicit~ della so- 

(~) Cfr. ~, Acta M:athematiea ,, Vol. 42. 
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luzione elastiea. Per fissare l ' andamento  delle funzioni u, v, w, in tutto it 

solido basra dunque studiare il comportamento di F~, F~, Fa, e delle loro 

derivate e risolvere in modo approssimato la (5). 

Questo argomento sarg studiato nel paragrafo che segue. 

§ 2. U n a  l i m i t a z i o n e  p e r  l e  s o l u z i o n i  d e l l a  e q u a z i o n e  
i n t e g r a l e  (5 ) .  

4=. Ci proponiamo di indicare in questo paragrafo una soluzione maggio- 

rante per la funzione 0(/)), determinata dalla (5), quando si supponga nora A(P). 

necessario perci6 conoscere alcune proprietg del nucleo: r 8~'0n--~" 

Osserveremo duuque : 

a) che 

f r  o'~ e~ '  (6) 
o 
8 

quando P, P' sono punti del contorno. 

Infatti si assumano come componenti di spostamento le funzioni 

a a a 
u = S x  , v = g y ,  w = g z ;  

queste componeuti soddisfano alle equazioni deIl'equiIibrio elastico e danno 

luogo ad una dilatazione cubica eguale ad a. Dalla (3) si r icava che anche 

A(P) - -  cost. - -  a. 

Introdotti questi valori nella (5) si ha 

(~. + p,)a t ~ "-~'-'P' 
a + 3 - ), + 3 - - - - 7  

S 

Di qui segue subito la (6) qualunque sia la forma del sotido. 

a ~ G~-' 
b) che ~ ~ sempre positiva sul contorno di un corpo convesso. 

Indichiamo infatti con U la funzione armonica che assume il valore M 

in un intorno 8 di P e il valore zero sulla r imanente parte del contorno; la 

derivata  di U secondo l a  normale interna in un punto P '  esterno a ~ sod- 
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disfa alia retazione 

Ma 

8U I M [ 8~G p' dS.  

8 rSnp- -  8np,Su~ 8~' 

perch4 8Sp,Snp--  0; d 'a l t ra  parte 4 ~ =  cos(np, ,  ~') e questo ~ cer tamente 

positivo (o nullo) s e i l  campo 6 convesso perch6 ~" 6 dire,to da P '  verso P 

8~ G~' 
(cio4 verso l ' interno del campo come rip,). Ne segue the  ~--~-~p ~ positiva 

(o nulla), c . d . d .  

8~G~' ~ massima quando la direzione x coincide con la c) poich5 8xl~,Snp 

direzione rip, e d 'a t t ra  parte ho dimostrato in un altro lavoro (0 che 

I ~Gf' I ~:~ 
~ne,0ne I ~ 

cosi si deduce la limitazione 

~2 o Pt  7~2 ~.vp c o s  ( r i p , ,  r )  ........ 
r - -  P ' P .  (7) 0 ~ r a--a:-__ <~ 

o r  v,+t ~, 

5. Premesse queste osservazioni, riprendiamo in esame la (5) sostituendo 

ai coefficienti k e b i coefficienti E (modulo di elasticitY) ed m (inverso del 

coefficiente di contrazione). Si ha 

~. + ~ m 2~ 2(m - -  2) 
k-+-3~--3m--4 t + 3 ~ - -  3m--2 

sicch6 la (5) assume la forma 

° p ,  

m ~ 8~Gp _ 2(m - -  2) 
r ~ O(P)dSp - -  A(P'). (5') O(P') 4~(3m - -  4) 3m - -  4 

s 

(i) S i  veda.:  Sop~'a a lcune  l i m i t a z i o n i  per  le f u n z i o n i  a r m o n i c h e  e le loro der ivate .  
<< R e n d i c o n t i  de l  Circo]o Mat .  di  P a l e r m o  ~,, 1931. 
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(8) 

Poniamo ora 

t Oo(P') - -  2(m - -  2) h iP ' )  3m - -  4 

O,(P') - -  m ~ ~-~'~P' 
4rc(3m - -  4) ~" ~ O°(I))dNP 

S 

o . . . . , . . . . . . . . . . . . . . . . .  . ° 

O,,(P') ~Jz j" ~""P' 

S 

ta serie 

(9) Oo + O~ + .... O, + .... 

converge  s icuramente ,  perch6 indicando con Oo, 0~ .... i massimi di 00, 0~-.., 

si ha  (v. n. ° 4, b) 

ed 6 3 m ~ 4  < 1 (perch6 quando valgono le condizioni di unici th ~ m > 2). 

La  somma della (9) d~t ta fuuzione 0(P ' )  cerca ta .  Se A(P') 6 sempre  uguate  

o minore  (in valore  assoluto) a una costante  posit iva K, al lora dalle limita- 

zioni precedent i  segue :  

[~ I 2 ( m - - 2 )  K = K .  (lO) {o1  m - -  3m - -  4 - -  m 
1 

3m - -  4 

6. Quando la flmzione A(P') a s suma  valori assai  grandi  soltanto in una 

piccola zona del contorno, si pub ot tenere  una l imitazione pifl favorevole  

procedendo nel modo che segue.  Supponiamo per  fissare le idee che A(P') 

sia uguale  a K in una  piccola zona % nulla nel la  r imanen te  zona  di contorno 

(che ind icheremo con %: % + % = S). Si ha  al lora datla pr ima detle (8): 

0 

12(m - -  2) 
3m --4- K in % 

f 0 in % 

Ann~l~ d$ Matem~tica, Serie IV ,  Tomo I X .  13 
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e dalla seconda delle (8) tenendo presente la (7) 

,~(,~ - '_2) ~K ( cos (~.,, ,.) 
0 a l P ' ) =  3 m - - 4  2 ,) r "~ dop; r = P ' P .  

0-1 

Poniamo ora 
H(P') -~- K [ cos (he,,  -J') . 

J 7 az~ 
if! 

e eonsideriamo il massimo di H(P') quando P" si muove sul eontorno; indi- 

cando questo con ~r si pub seguire il proeedimento di .pprossimazioni suc- 

cessive iniziato con i valori trovati di 0o e 0~; segue eosi 

(11) 

2 ( m  - -  2 )  _ m 7: 

I o I~.~_ 3m_----~.j. 

Questa limitazione ~ pifl favorevole perch~ quando la zona ~ sia piccola 

in confronto ad S allora H risulta assai pifi piccolo di K; per esempio sulla 

sfera, se z~ vale 1/20 di S allora 

e quindi se si suppone (come valore pifl frequente) m == 4 segue 

K ~2 5K 
o [ ~ , < - - y + ~ 6 K <  ~ 

K 

§ 3. A l e u n e  e s p r e s s i o n i  m a g g i o r a n t i  p e r  la  s o l l e c i t a z i o n e  e la -  
s t i e a  e o r r i s p o n d e n t e  a d a t i  s p o s t a m e n t i  i n  s u p e r f l e i e .  

7. Siamo ora in g'rado di ottenere aleune limitazioni per la sollecitazione 

elastica Corrispondente a dati spostamenti in superficie. Supponiamo perci6 

c h e l a  superficie limite del solido (convesso) sia divisa in due zone comple- 

mentari  z~ e % e che lo spostamento S assegnato per ogni punto della su- 

perficie stesse~ sia eguale a zero in % minore od eguale (in modulo) ad un 

numero fisso M in ~ .  In questa ipotesi cerchiamo una limitazione per A(P'). 

Tenendo presenti le diseguaglianze per le derivate di una flmzione armonica 
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che  he  s tabi l i to  in p r e c e d e n t i  t avo r i  Q) si r icava ,  da l l a  (3) c h e  in ogni  p u n t o  

di % 6 

7~ M ( ~  
(12) A(P') ~ ~- ~ (~) 

e v e  si ind ich i  con  r~ la  m i n i m a  d i s t a n z a  di P '  da  % .  

D'al t re~ p a r t e  ~ no te  c he  se u, v, zo sono c o n t i n u e  e d e r i v a b i l i  in ~ - i - %  

a l l o r a  A(P ' )  es i s te  l i m i t a t a  iu ogni  p u n t o  del  c o n t o r n o  (~). P o i c h ~  la  d i s egua -  

glianza (12) pub servire soltanto 
d i a m o  in ~ a n c h e  i pun t i  di % 

guaglianze~ 

nei  punt i  di % non v ic in i s s imi  a, ~ inclu-  

la cui  d i s t a n z a  9"~ da  ~ soddisf i  a l la  dise-  

3 

ed  i n d i c h i a m o  c on  a~' h~ z o n a  ~ cos i  a m p l i a t a ,  con N u n  vadore  m a g g i o r a n t e  

a A ( P ' )  in z, ' .  T e n e n d o  eon to  della. (12) si v i e n e  eosi  ad  a s s e g n a r e ,  in ogni  

p u n t o  di S - - G ~  + ~.2 un va to r e  m a g g i o r a n t e  ( l imi ta to)  pe r  A ( P ' ) ;  ques to  v a l o r e  

6 u g u a l e  ad  N in ~,', m i n o r e  di M in ~ - -  ~ ' ;  si pub d u n q u e  m a g g i o r a r e  A(P ' )  

s o m m a n d o  due  f u n z i o n i ;  l ' u n a  e g u a t e  ad  M in tut to  S, l ' a l t r a  e g u a l e  ad  

N - - M  i~ ~ ,  nu l la  sul la  r i m a n e n t e  p a r t e  di S. Si t r o v a  a l l o r a  in base  ai 

r i su l ta t i  dei  n. ~ 5 e 6. c h e  

2(m - -  2) ( N - -  M)  + . . . . .  / t ,  + M 
0 ~ , , ~  3 m - - 4  3 m - - 4  

~')l 71; - -  

0) Si veda: SUPiNe, Alcune Iimitazioni valide per le derivate di una funzione armonica, 
~, Rendiconti della R, Accad dei IAncei ,, 2 ° sere. 1928, pag. 658; e Sopra alcune limitazioni 
per le fu.nzioni armoniehe e le lore. ~erivate~ ~, Rendiconti det Circolo Mat. di Palermo ~, 
1931. La diseguaglianza ottenuta hello spazio ~ data dalla formula 

A ~ 

dove F ~ una funzione armonica minore od eguale ad M in a f mflla in ~2; A ~ an punto 
interne al campo o su ze, rt P la distanza (minima) di A da ~t" 

(.2) Si osservi che A(P J) ha il significato ciil una dilatazione cubica e quindi ~ iadipen- 
dente da]la scelta degli asst. Se in nn pnnto P~ del eonterno ci si riferisce a due direzioni 
oriogonali (x, y) giacenti nel piano tangente e alia norlnale (z) a v 2 in P', si osserva subito che 

~F3 '~ ~ l  ~F~ ~F~--~0 eqnin~li A ( P I ) ~ - ~ Z - ~  r~'.; e .d .d .  
0x ~y 

(.3) Cfr. nel|a ,, Encyclop~idie dei ~ )lath:  ~Vissenschaffen ,~, 1' articolo di L. LICHTENSTEIN~ 
Neuere Entwicklung'en der Potentietlthe.orie.Konforvne Abbildung. 
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essendo 

H, = :  ] H,(P ' ) t , , ,~ ,  r~ 

N e  segue  

(,,,. 2)(N-- M) f~G~ 

dove si 6 posto per  brevifft  
~n 7~ 

N~ --  3 r~ - -  4 4- ~ + M. 

H,(P') =j(N- M) cos (np,, r) dap, 

+ Nt 

r := P 'P.  

La  espressione di 0 pub essere u l te r iormente  esplici taia  

u n ' a l t r a  d iseguagl ianza  che ho stabitito in on campo convesso:  

r icordando 

l a g  Q 2 cos (r, he) 
anp ~ r ~ ('); 

segue al lora 
~ n - - 2  N - - M f c o s ( ~ ' ,  he) 

(13) 0(Q) < - -  3m~- -4  r: ,_I r2 dz~ + N~. 
GI 

L a  (13) most ra  che 0 6 fo rmata  di due pa t t i ;  una che qui compare  come 

costante ( rappresenta ta  da N~) e che rappresen ta  la solleci~azione diffustr in 

tutto il campo pet" effetto dello spostamento  locale;  si t ra t ta  di una parte 

non grande  quando z~ sin suff icientemente piccola, coh~e si pub vedere  da 

un breve  computo in casi part icolar i  (2) e come risuIterS~ dalle considerazioni  

del numero  che segue che confrontano N, col primo termine del secondo 

membro.  L ' a t t r a  parte,  formata  da  questo primo termine diminuisce sensibil- 
? mente  a l lontanandosi  da a~. 

Servendosi  delia (1) si pub de te rminare  u(Q). Tenendo conto ehe 

), -t- t~ m 
- -  - -  (~ - x)  = r cos (x, ~') 

Ix m - -  2 ' 
segue 

(14) i I ( cos (,', ~ !  d~, 1 
u(O) < ~ l J  Y~ -4 

GI 

.,N, f l 
+ (,,--~4~j[ 

s 

r e ( N - - M )  I'l cos(r ,  rip) cos(x ,  r)] 
, .  I + 

UI 

cos(r ,  r ip)cos(x,  r ) l d S .  
r ] 

{t) Cfr .  il  l a v o r o  g i a  e i t a to  d e l  Ci rco lo  Ma t .  d i  P a l e r m o ;  od  a n e h e  ,~ Bol le~ t ino  de l i a  

U n ,  M a t .  I t a l .  % D i c e m b r e  1929; si  6 pos to  q u i  il  s e g n o  - -  p e r c h 6  r 6 d i re r  to d a  Q a P .  

('2) C o n s i d e r a n d o  il  easo  de l l a  s f e r a  e p o n e n d e  m = ~ s i  h a  N~ = y 0) + M 1 es- 

s e n d o  (o 1' a n g o l o  v i s u a l e  s e e o n d o  eu i  d a  n n  p u n t o  q u a l u n q u e  di  z i s l  ~ e d e  h ' -  
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D e r i v a n d o  poi la (1) stesst~ e t enendo  conto delle solite l imi taz ioni  wdide  

pe r  le d e r i v a t e  di una  funzione a r m o n i c a  si t r ovano  f~tcihnente le limi~azioni 

pe r  le c o m p o n e n t i  di de fo rmaz ione .  

8. Le  l imitazioni  da te  devono  esse re  b r e v e m e n t e  discusse  pe rch~  occo r r e  

c o n o s c e r e  in modo  m e n o  i n d e t e r m i n a t o  il va lo re  N se si vuole  s tab i l i re  il 

c o m p o r t a m e n t o  de l la  d i l a taz ione  cub i ca  e delte componen t i  di detbrma.z ione 

quando  ci si a l t on taua  da  a~ e quando  ~ tende  a zero.  Ora  secondo  la con- 

venz i one  deI n u m e r o  p r e c e d e n t e  N r a p p r e s e n t a  il m a s s i m o  (assoluto) di 

A(P ' )  in ~ ' ;  r i c o r d a n d o  che  

ei p r o p o n i a m o  di mostn~re  c h e s e  ~ lende a zero  ma u, v, w (e quindi  F~, 

F.z~ Fa) 6oTtse~"~a~to su S sempve lo stesso massinto M, altova N tende a l l ' in-  

finito ma il p~'odotlo Nz~ tende ad u~ l imile finilo (the pub esse~'e anche 

to ze~'o). 
Cons ide r i amo  d a p p r i m a  il caso  dello spazio  l imita to  sol tanto  da ml piano.  

Al lo ra  una  r iduz ione  d e l i ' a m p i e z z a  di % t h e  l~sci l 'a,  r ea  del la  s tessa  f o r m a  

si pu6 i n t e r p r e t a r e  c o m e  un a u m e n t o  d e l l ' m { i t ~  di m i s u r a  dello spaz io ;  se 

s u p p o n i a m o  t h e  1' a r e a  sia r ido t t a  ne l la  p r o p o r z i o n e  da  1 a ), 1' unith di m i s u r a  

1 ~F, ~F~ ~F:~ 
- -  e quindi , c r e scono  anche  a u m e n t a  nel la  p roporz ione  di 1 a YX ~ x '  ~y 3z 

esse nel la  s t e s sa  p roporz ione .  Ne segue  t h e  la  l imi taz ione  pe r  N d e v e  es se re  

1 
° a u m e n t a t a  nel r a p p o r t o  1 a \ : ~ ,  mentr-e N% diminuisce  nel r a p p o r t o  

d a  I a V],. Q u e s t a  deduz ione  impl ica ,  c o m e  si g gi~ o s se rva t% che  % con- 

se rv i  la  s t e s sa  f o r m a ;  se % tende  a zero m a  una  delle d imens lon i  t e s t a  

f ini ta  a l lo ra  N tende  a l l ' in f in i te  ed Na~ tende  ad un l imite  d e t e r m i n a t o  e 

finito d ive r so  da  zero (~). 

P a s s i a m o  e ra  ad un caso  pifi g e n e r a l e  e s u p p o n i a m o  c h e l a  superf ic ie  S 

l imi te  del c a m p o  c o n t e n g a  una zona  p i ana  S~ m a  del res to  a b b i a  f o r m a  qua- 

lunque .  Se % si t r o v a  su S~ a l lo ra  la  funzione a r m o n i c a  F~ nul la  in S - - ~  

si pu6 p e n s a r e  come  s o m m a  di due ;  una  F~' d a t a  nel s emispaz io  t imi ta to  

(~) Se si considera il problema el~stico in due dimensioni~ quest'uItimo ca so ~ quello 
che sempre si ¥erifica; eio6 N, i tende ad un limile finito diverso da zero. I1 ragionamento 

uguale a quello s~,olto pill sot)ra per il primo caso; basra osser~are the allora z~ ha una 
sola dimensione, 
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dal piano ~ ehe eontiene S~ ed eguale ad F~ su S~ nulla nella rimanente 

parte di e l ' a l t ra  F~" uguale a - -F~ '  in S - - S ~  nulla in S~. 

Ne segue 

~ F  t' 
e mentre, per quanto r iguarda ~ -  si pu6 ripetere il ragionamento svolto 

pifl sopra, invece ~F(' 3~- si conserva limitata (~); il vMore di essa non ha 

dunque influenza sul lialite di N quando ~, tende a zero. 

Resta da considerare soltanto il easo generMe in eui z~ non 6 pimm. 

Faeciamo tendere a zero % considerando sueeessivamente tante zone decre- 

, ~(, .... %(m (l 'una interna alla preeedente); assoeiamo quindi ad scenti 6~, .... 

ogni zona c~ (m un solido S. ottenuto per similitudine dal corpo dato in modo 

the  l ' a rea  ~( ')  su ~a sia equivalente a ~ ;  la successione S~ .... S, ..... 6 una 

successione di solidi convessi, regolari; su ciascuno di questi la F~, nulla 

~F~ 
fuori di ~( '"  e regol~tre in ~ n )  ammette derivata ~ -  l im i ta ta ,  e questa al 

limite (per n ~ )  tende a quella the  si ha, per la stessa F, ,  nel semispazio: 

infatti la curvatura  in ogni punto della superfieie limite di S,  tende a zero 

quando n tende all' ~ .  Ma ora si pub tornare da ~ "  a ~(m data su S ri- 

dueendo S,, nel rapporto %° ' ) :%( re=k ;  e su questa riduzione si pu6 svolgere 

lo stesso ragionamento precedentemente fatto per il semispazio; se dunque 

~cm tende ad una linea N% reade ad un limite diverso da zero; se-@ m reade 

ad un area con due dimensioni ]imitate allora Na~ tende a zero. 

Riprendiamo ora in esame ia (13): da essa si rileva the  quando ~ tende 

a zero, tutti i termini del seeondo membro tendono a zero se la lunghezza 

massima contenuta in  ~ tende aneh' essa a zero; in easo contrario essi restano 

limitati ma diversi da zero. In % il primo e i l  secondo termine del seeondo 

membro della (13) sono dello stesso ordine di grandezza ma N, ~ eostante 

mentre il primo termine diviene pifl grande nell ' interno del eampo e tende 

alt 'infinito quando O tende ad un punto di % e v~ tende a zero. Resta cosi 

dimostrato il primo teorema, enuneiato al n. ° l, almeno per quanto riguarda 

(l) Infat t i ,  quando vi reade a zero, F l  ~' diminu';sce in valore  assoluto (o a lmeno non 

aumenta) in S - - S j  e resta sempre nutla, in S t ;  quindi  ~2"1'--,---- ' resta l imitata in S~. 
~x 
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la d i la taz ione euMca :  ma allo stesso r isul tato si g iunge  fae i lmente  quando  

si eonsider i  una delle eomponen t i  di deformazione .  

§ 4. E s t e n s i o n e  d e l l a  s o l u z l o n e  d i  L i c h t e n s t e i n  a l  c a s o  d e l l e  
f o r z e  e s t e r n e  d a t e  ( p r o b l e m a  p i a n o ) .  

9. Cerch iamo  era  di e s t ende re  il p roced imen to  del n. ° 2 al case in cui, 

iu un campo  piano, siano date  le forze  sul contorno.  R icord iamo perc i6  che  

la sol leci tazione e las t ica  in tm campo a due dimensioni  si pub espr imere ,  

se rvendos i  di una funzione b i a rmon ica  F ;  le componen t i  di tensione sono 

lega te  ad essa dal le  re laz ioni  

a~F a'~F ~ F  
(15) ~o ,=  , % - -  , ~ v - " - -  

ay e ax = axay  

val ide  in coord ina te  c a r t e s i ane ;  ]e condizioni  ai limiti sono a t lo ra :  

essendo P x ,  Py le eomponent i  seeondo gli assi delle forze es te rne  date.  

Le  re lazioni  p reeeden t i  possono essere  ser i t te  nel la  fo rma 

af t  a f  I 
dove  le funzioni ~ - i s  , ~-~ Is sono d e t e r m i n a t e  in 

l ' equ i l ib ro  deve  essere  

S P J S - . ~  O, J 'PvdS  = O. 

s s 

Seguendo  il LAURIOELLA (t) poniamo era  

~F V =  ~F 0 ~U ~V 

h=0 ----- A~A. 2 F : 0 ; 

modo unico pereh~ per  

it p rob lema  dato si r i conduee  eosi alia r i e e r e a  delle funzioui U e V assegna te  

{i) Cfr.  G. LAURICELLA~ S u l l a  i n t e g r a z i o n e  d e l l a  e q u a z i o n e  A 4 V ~ O. ,~ A t t i  de l l a  R.  Ac.  
c a d e m i a  Naz .  de i  L i n c e i  ,,~ 2 o sere. 1907~ fase. 6 °, pp. 373-383. 
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sul contorno e legate nel campo delle equazioni 

30 20 (17) a SU ~x--0' A SV 3y--0' h~0==0 

le quali coincidono con le equazioni dell 'equilibrio elastico per componenti 

di spostamento U e IT, essendo cambiato solo il parametro delt 'elasticit~ che 

in luogo di )' q- ~ 6 eguale a -- 1. La condizione hs0---~0 non 6 pifi conse- 

gue~zt~ delle prime due equazioni e deve essere posta esplicitametite. 

L ' integrazione detle (17) pub esserc eseguita col procedimento indicato 

d a l  LtCHTENSTEI~" e riportato a,1 n. ° 2. 

Dalla prima e dalla terza delle (17) si deduce infatti 

e quiudi, indieando con P(~, ~) un punto di S con Q(x, y) un punto interno, 

si ha 

S S 

Poich4 A~0 = 0 si pub scrivere 

x o(Q) = x O ( P ) d S .  
2 47: O ~np 

s 

Sommando queste due equazioni si trova 

18) U(Q) = 2r : J  3np ~ (~ -- x)O(P)dS. 
s S 

F~(~c, y)-= J 3i~p U(P)dS 
S 

e nora in tu~to il campo perch6 U 6 dato sul contorno; indicando con Fs(x 7 y) 
l' espressione che si ottiene considerando la funzione V: 

F~(x, y) - - d  ~np 
S 

~U 3V 
e ricordando che O ~ q - w - , v y  si r icava dalla (18) e dalla ana loga espres- 
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sione in V: 

(19) O( O) = ~ x  ~ -~ ~y 
S 

-t- ~ I  (~ - y ) ~  O(P)dS. 

Poniamo 

(~o) ~F~ ~,~'~ • + _ A ( Q )  
~x ~y 

-t- 

m 

ed osserviamo c h e s e  r indica il vettore QP (diretto da Q verso P) 

(~ - -  x )  ~ + (~ - -  y )  ~ : r 
~r oy 

la (19) si trasforma cosl nell 'equazione 

(19') 
1 ~ ~ G  q 

S 

Ma in un campo a due dimensioni 6 

r ~r~nr  -- ~ log r + " 

dove h ~ limitata ed infinita come l o g r ;  d 'a l t ra  parte se nel campo stesso 

sul coutorno si ha 

~ log r ? ( P ) d S  f(x, y ) = -  
S 

j " ~ log r ~ ( P ) d S  f(  P') = u~(P')  - 

S 

segue cosi che se Q tende ad un punto P '  del contorno in (19') assume la 

forma 

~7,~;~ O(P)a~  - -  2A(P'). 

S 

10. Le formule (18) e (21) risolvono il problema posto. Si osserva facil- 

mente the  alla (21) si pub applicare la teoria di FREDI-IOLM e che il nu- 

Annctl~ d{ Matemat~ca, Ser ie  I V ,  Tomo I X .  14 
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1 
mero ~ non 6 certo un autovalore  per essa perch6 se la equazione 

O(P') + ~,i ~ _ ( P ) d S =  0 
S 

(cio6 l 'equazione omogenea t he  si deduce dal la  ( 2 t ) ) ammet t e s se  una solu- 

zione O(P') diversa  da zero, questa darebbe luogo ad una funzione a~'monica; 
ponendo i valori 0(P')  nel secondo termine del secondo membro della (18) 

avremmo una funzione U (e quindi una funzione V) diversa  da zero nell ' in- 

terno del campo;  e ci6 non 6 possibile perch6 come ha mostrato LAURICELLA 
la soluzione delle (17) 6 cer tamente  unica (quando U e V sono assegnati su S). 

I1 procedimento ora indicato consente di ot tenere nel campo la funzione biar- 

mouica F determinata  sul contorno per  mezzo delle SUB der ivate  prime (o 

ci6 che 6 lo stesso per mezzo della F stessa e della sua, der ivata  normale). 

Esso si estende senza alcuna difficoltg al caso detle tre dimensioni (al quale 

gig si riferisce la nora citata del LAURICELLA). 

§ 5. U n  p r i m o  a p p r e z z a m e n t o  q u a l i t a t i v o  d e l l a  d i s t r i b u z i o n e  
d e l l e  t e n s i o n i  e l a s t i e h e .  

11. Dovremmo ora studiare COmB si distribuisce la sollecitazione elastica 

in un eampo piano quando le fbrze esterne agiscono soltanto su una piccola 

zona % del suo contorno. Questo studio implica la r icerca  di un valore mag- 

giorante per  la soluzione O(P') della equazione (21) (analogamente a quello 

che si 6 fatto al § 3 per  la equazione (5)); poich6 questa r icerca  6 ora meno 

semplice cosi 6 bene premet te re  una determinazione qualitativa. 

Osserviamo dunque che se le componenti  P.~, Pv sono minori di M in %, 

nulle in S - - %  si ha in base alle (16): 

~F s t M% 

arl 
V ' -  ?x ls < M~ 

.~ 0 

i n  ~ 

in S - - %  

in % 

in %. 

Cr 2 
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Segue  cos[ t h e  in % va le  la d i seguag l ianza  

M~ 
(22) A(p') _< a- ,--7 

dove  si indiehi  con r~ la distanz~t di P '  da % (~). 

D ' a l t r a  pa r t e  ~ noto ehe  se U e V sono con t inue  e der ivabi l i  in S (e 

nel easo p resen te  ei6 g ee r to  pe rehg  U e V sono o t tenu te  per  in t eg raz ione  

da P~, e Pv) al lora  A(P') esiste limita~a in ogni punto  del eontorno.  Poiehg  

lx d i seguag t i anza  (23) pub 

a % ine lud iamo in ques ta  

soddisfi alla d i seguag l ianza  

s e rv i r e  sol tanto  nei punti  di % non vieinissimi 

zona  a n e h e  i punt i  di % la eui d i s t a n z a  r~ da % 

2 

ind iehiamo quindi  con %' la zona  cosi ampl ia ta  e coil N u n  va lo re  maggio-  

r an t e  a A(P')  in %'. In ogni punto di S si eonosee  a l Iora  un va lo re  maggio-  

r an t e  (limitato) per  A(P') ;  questo vMore  g uguale  ad N in %' e minore  

T~ S - -  ! di ~ M% in %.  

R ip rend iamo  ora  la equaz ione  in tegra le  

(21) j', ~ ; : ~  O(P)dS = 2A(P') 

s 

I N in %' 

A ( P ' ) ~  i ~ M %  ill S - - ~ , '  

ed os se rv i amo  ehe  la funzione O(P'), soluzione di essa, si pub s e r i v e r e  eer- 

t amen te  nel la  fo rma  
O(P') ~_ 2N(P') + K(P') 

dove  
N(P') 6 uguale  ad N in %' h u l l o  in S - - % '  

K(P') ~ la soluzione abe cor r i sponde  a 

J'N(P),, ~:M% A,(P;) ~ ~-:~n d%' -t- 4 

(i) La (2"2) si rica.va dalla (20) tenendo eonto delle diseguaglianze ehe ho dimostrato 
nei miei lavori precedentemente eitati (v. § 3) per le deriw:de d i u n a  ftmzione armonica in 
un eampo convesso in due dimensioni. Infatti se F i ~ mmlonica~ aguale ~ ~ in % nulI~ in % 

~F~ < 5 u ___. si ha } x  ~=--~trl~" Poieh~ la stessa diseguaglianza vale per aF~y eos~. ~ immediata la (22). 
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Poich~ 

segue 

(23) 

VG Q 2 cos q~ 

1 f o g  <2:5 f~os ~ d~, +.X~ 
f f j  t 

dove K ~ un numero maggiorante a K(P') in tutto S. 

3F~ 

M a  

12. Per valutare it signifieato di questa diseguaglianza eerchiamo di sta- 

bilire t 'drdine di grandezza di N e di K. 

In % 

A 7 = 1 A( / ) t ) Imax ; A ( P ' ) - - -  3F, 3Fe _ _  
3 x  + ~ - - -  

- -  cos (n, x) + -~ -  cos (n, y) + ~ cos (S, x) + ~ cos (S, y). 

~F~ 3F~ : Pu -- Po~ 
38 ~S --  

i P ~ l < _ i  I P ~ I ~ M  
sicch~ segue 

(2~4) ~' < [ ~n !max [ ~ -  Imax - ]~] ¥ ~" 

I valori di 3F~ 3N~ dovranno essere valutati volta 
~n  ' 3n 

per6 si pub fare iacilmente. 

cos (& x) + cos (8, y) < V2 

per volta; ci6 che 

13. Prima di passare alia r icerca di una limitazione per K vogliamo in- 
dicate un 'a l t ra  valutazione approssimata del primo termine di 0. Si osservi 
infatti che al posto di N, valore n~,assimo di A(P') in %', si pub porre addi- 
ri t tura la funzione A(P') stessa, allora si ha 

(23') O(Q) ~ ~ ~A(Pj ~ dz,'-,-/~£. 

f f l  ! 

Ora se Q 6 assai distante da P e se ~ '  4 sufficientemente piccola, si pu6 

VG~ 
r i tenere che ~ sia costante in %'; atlora 

1 o 3[~_Q 2 cos ?fA(P)dzl," 
¢ 1  

~i f (fi lf  
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Ma 

h(1)') = ~ -  + ~-y = ~n cos (n, x)  + ~ -  cos (n, y) + 

3F~ 3F~ 
+ ~,~ cos (S, x) + ~ -  cos (~, y) 

e d ' a l t r a  par~e 

siech6 se 

res ta  

j "3Ft da'  --~Puda,' ~ 0 
3S 

3S d%' 

cos (s, x) -~ cost . ,  

j~A(P)d%' --J" ( ~  cos (n, x) 
¢Yl f 

Ma si osserva  subito che 

l i I <j ' IA(p) ds 
S - - G J  S IG11  S I ~ 1  t 

dove l indica la lunghezza  del contorno.  

cos (s, y) ~ cost. 

) + ~ cos (~, y) dS. 

< ~:M%l 
4 

Essendo cos (n ,  x ) + c o s ( %  y ) •  V2 segue in un punto Q dilstante 

da % e tale che si possa r i tenere  ~nt---~ costante  per  tutti i P di a~: 

(25) O(Q) < cos_ ~ M~l -t- 
¥ 2 r  

dove, come si g gi~ detto, K ~ la costante  che corr isponde al massimo valore  

assunto dalla soluzione della equazione integrale  corr ispondente  a 

z:M~ l j  ~ 32G 
A(P') _ ~ ~ -1- N(P)r § ~  d~'. 

f l l  t 

Per  appross imazione si pub porre  (in condizioni uguali  a quelle pifi sopra 

O~G;' 
specif icate:  cio4 ~ molto piccola:  r p.o, 3r3np __ cost quando P '  sin fisso e P 

varii solo in ~ ' ) :  
~zM% 7: cos (np,, ~') ~N(P)dz,' --" 

MP' )  ~ - - ~ -  + 2r  
0,1~" 

rzM% r:M%l 
- -  + _ cos(r ip, ,  r). 

4 2 "V2r 
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La limitazione che ne risulta per  O(Q) 6 assai pifi favorevole di quella 
precedentemente  indicata. In essa 1' unica costante da determinate  6 rappre- 

sentgta dal valore di K comprendente  A(P') dato. 

11. Vogliamo ora indicare, come helle stesse condizioni ora specificate, 

si trovi faeilmente anehe una limitazione per le componenti di tensione. Con- 
sideriamo per esempio %.  

Si ha 

~2F] 3U i 1 f 3~Gp Q 
% Io = ~X w t Q = ~ - t ~  = ~ J ~ x ~  U(P)dS-- 

S 

t f 
f= J 3x-Q~e (~ - -  x)O(P)dS -+- ~rc j ~ff-~p O( P)dS. 

S S 

Ora in base alle 

armonica 6 

l l / a  
perch6 6 U(P)< 

Inoltre si ha 

limimzioni ottenute per le derivate  di una funzione 

1 ~G U(P)dS< 
~'z ~xe3np 8r ~ 

S 

in ~ ,  U ( P ) = O  in %. 

1 ~3G O(Q) 

S 

sicch6 resta da valutare il termine 

1~ 3~G 
47: 3x@np (~ - x)O(P)dS. 

S 

A questo si possono sostituire i due termini 

ed 6 

perch6 

1 f3eO 1 f ~ G  

s S 

1 t ~'ZG ~ KT: c°s r '~') dS  ~ J ~ (  - - x ) K d S  < -ff ~i  (_x, 
S S 

~2G r~ ~ cos (x, r) 
(~ - x )  ~ < 2 r 
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Valutiamo ora 

Si ha, supponendo al solito the  ( ~ - - x ) ~  sia 

varia in %' e rieordando the  

~2G ~ cos(x,  r) 

v : M z l l  . 

Nd~i' < 2 V2 " 
G1 r 

4~ J ~ (~ --  x )N(P)dS  16 \ / 2 r  
r:'2Mait cos (x, r).  < 

8 

segue dm,que in definitiva 

~:Mz~ 0(Q) I(?: rlcos(x, r)IdS t - - -  

S 

costante quando P 

cos (x, r) 
16 ¥ 2 r  

formula valida quando O sia distante da a~ e a~ sia molto piccola. Anche 

qui l 'unica  costante cho dove essere determinata 6 K: una limitazione per 

ossa sarh indicata nel paragrafo che segue. 

§ 6. U n  m e t o d o  p e r  l a  s o l u z i o n e  a p p r o s s i m a t a  d e l l a  (21) .  

15. Si 6 accemmto al numero preeedente a, lla possibilith di assegnare un 

metodo abbastanza generale per Ia soluzione approssirnata della (21). II pro- 

cedimento relativo sar'£ indicato in questo paragra,fo. 

~G~ 
Cominciamo col rilevare alcune proprietg di r q z , ~ .  Ragionando in 

modo completamente eguale a quello del n. ° 4 si ha,: 

a) che in un c~mpo a due dimensioni 

dS--  27: 

8 

sc S rappresenta una tinea, chiusa e P, P '  sono due punti di essa. 

b) che 3r~np 6 sempre positiv~ (o nulls) sul contorno di un campo 

C O I l V e S S O .  
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c) che  6 

(27) 

• 2 pc G~ 
perch6  ~nv,~np 

~*Gp ~ '  u s cos (n.,, r) 
O _ ~ r ~  2 r 

6 m a s s i m a  quando  la d i rez ione  x coinc ide  con la d i rez ione  nv ,  

e d ' a l t r a  p a r t e  c o m e  ho d imos t r a to  in altr i  l avor i  (v. n. ° 4) 6 

~ G  ~ 

nei ca, mpi  convess i  a due  dimensioni .  

16. R i p r e n d i a m o  ora  la equaz ione  in teg ra le  

1 j~ ~eG~' 
(21) O(P')+,~ r ~ d S z : 2 A ( P ' )  

s 

e v e d i a m o  di r i so lve r t a  app l ic~ndo  ad essa  il p r o c e d i m e n t o  di NEUMANN per  

il p r o b l e m a  di DIRICttLET. 

Essendo  i d e n t i c a m e n t e  
1 ['~ ~-'z~/"~ ~ p  , 

O( P')  --- -~= 3 ' o( P )dS 
s 

b~G 
(i) I n t e r e s s a  r i l eva re  ehe 6 s empre  ~np,~np> O. In fa t t i ,  dato il contorno S si conside- 

r ino  in  esso due  p u n t i  _P e t )' e sia U u n a  funz ione  a rmon ica  ugua le  ad  M in  u n  in to rno  
di P nu l l a  ne l la  r i m a n e n t e  pa r t e  di S ;  si h a  a l lora  

ed essendo  ~ piccolo a p iacere  a~,p, ~np 

OU M ( 2~G dSp, 
~np, 27: ~ ~np,~np 

P 
G OU 

0 e  ...... con t i nua  r ego la re  (P  6 dis t in to  da  P ' )  se 6 ~'~P~'~- > 0  

0~G ~U 
si deduce  che anche  - - -  > 0. Ora  U 6 pos i t iva  in  tu t to  il campo;  nu l l a  in  s - -  ~; - -  

~t~pr Onp ~np, 
d u n q u e  pos i t iva  o nu l l a  pe rehb  P '  6 in  s -  & Desc r iv i amo  u n  cerchio C i n t e rne  al  campo e 
t a n g e n t e  ad  S in  P ;  si pub anche  sc r ive re  

OU i ~ ~2G 
erie, ~ ] ~ U(O)ds 

c 
~G 2 ~U 

essendo Q i p u n t i  di C. Ma  ~np,~nQ 6 nora  nel  cerchio e va le  - ~ j ;  ~np, non  pub d u n q u e  

essere  nu l l a  se U(Q) (certo non  nega t iva) ,  non  6 n u l l a ;  e se U(Q) fosse nu l l a  su  C (e qu ind i  
OU ~ G  

~np, ~np > anche  h e l l ' i n t e r n e )  savebbe nu l l a  in  tut to i l  campo. D u n q u e  ~ > 0 e qu ind i  0. 

c. d. d. 
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si pub s e r i ve r e  la (21) nella fo rma  

1 ['~ ~ G  P' 
(28) O(P') + ~;:j" ~ 

S 
Poniamo 

(29) 

La  ser ie  

(30) 

{ O(P) - -  O(P')f dSp - -  A(P'). 

0 0 = A(P) 

= ~ Oo(P') - - O o ( P  ) }riSe 
s 

, . . . . . . .  . • , , . . . . . .  , • • ° ° • . * • 

o,, = ~ j . ,  ~ l  o,,_,(p') - o, ,_,(p) t d & .  
s 

r i so lve  fo rmahnen te )  il p rob lema  posto. 

O o + 0 i ... + O,, -t- ... 

Vediamo ora se il p roeed imen to  

con ve rgen t e .  

Osse rv i amo  intantb  ehe  posto 

i = ~  r - -  
C 

dove  C r a p p r e s e n t a  una  porz ione  qua lunque  del con torno  r isul ta  ] I  1 <  1 qua- 

h m q u e  siano i punti  QL e Q2. Ed infatti  i due termini  sotto it segno sono 

a m b e d u e  non nega t iv i  in un campo conves so ;  e se C c o m p r e n d e  tu~to il con- 

torno sono a m b e d u e  uguali  a 27: e quindi  I = 0 .  So C c o m p r e n d e  soltanto 
un t ra t to  del  con torno  a l lora  

r 8~ G~' 

c 

sarg  minore di 2r: a meno  e h e l a  par te  ese lusa  sia un segmen to  di r e t t a  es- 

~ 8 2 G g  ~ 
sendo Ql su di essa. Ma in questo  caso r ~ p d S  sa rebbe  d iverso  da zer% 

C 

qua lunque  sia la posizione di Q2 su C. Resta  cosi d imos t ra to  l ' a s se r to .  

Cons ider iamo ora  un campo  tale che  sia ! I I ~ h  per  ogni C' essendo h u n  

nu m ero  infer iore  al l 'uuit / t .  Ques ta  ipotesi  6 necessa r ia  pe rch6  [ <  1 po t r ebbe  

a m m e t t e r e  l ' un i tg  come  l imite supe r io re ;  nei campi  ordinar i i  ci6 non si ve- 

rifica. Sia da ta  dunque  in un campo  siffatto sui contorno  S una  funzione f(S) 

Annat i  di Ma,tematic~, Ser i e  XV~ Tomo I X .  t5 
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positiva o nulla e si consideri l ' integrale  

i _ _  j)<s)[ d ag, 
S 

Dividiamo S in due zone S, e S~ tati che fissati i punti Q~ e Q~ sia in S~ 

@~ G~' ~ G~ ~ 

e i n S 2  
° 

siano poi I~ e I 2 gli integrali del tipo I estesi per6 ad S~ o ad S 2. 
I - ~ I ~ + I ~ ;  ma I~ e I~ sono di segno opposto quindi [ I  1 6 minore 

del pid grande dei due numeri I I~I e I I21. Se L 6 il limite superiore di f (S)  

in S risulta dunque 
I I l<hL  

quMunque siano i punti Q~ e Q2. 

17. Ci6 posto siano M ed m i l  massimo ed il minimo di A(P') in S ;  

se Q~ e Q~ sono due punti de1 contorno si pub scrivere identicamente 

1 ~ uP d S ~  @2GQ' 
O~(O,) - -  O~(Q~) = ~ Oo(Q,) . Oo(Q~) r 

S S 

+ ~  / O o ( P ) - - m }  r3 r3nv  
S 

+ as .  

S 

~ j  dS+ 

In questa espressione l 'ult imo termine del secondo membro 6 nullo e il 

primo termine vale 
O0(Q,) - O0(Q2) 

2 

- -  D'a l t ra  par te  Oo(P ) - m  ed 6 quindi un valore assoluto minore di 2 " 

6 compreso trt~ zero ed M - - m  e quindi il secondo integI'ale del secondo 

M - - m  
membro vale  al pi~ ~ h. 
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Ne segue  
/ 1 - t - h \  

I(9o(QI)--OI(Q2)I < (M - - m ) ( : - ~ ) .  

l + . h  
Posto  ~ - -  2 segue  1 (9o(Q~) - -  Oo(Q~)t < ( M - -  m)p. 

Ques ta  d i seguag l ianza  vale  qua lunque  siano i punti  Q~ e Q2; perci6  in- 

d icaudo con M~ e m~ il mass imo e i l  minimo di (9~ si ha  

M~ - -  m~ < ( M  - -  m)p.  

Ques ta  l imi taz ione  pub essere  p rosegu i ta  per  (92, @a,..., (9,~,..-; si deduce  

e quindi per  la (29) 
3//,~ - -  m , ~  < (M - -  m)p'* 

M - -  m 
O,,(P') < 2 

l a  serie  (30) 6 dunque  c o n v e r g e n t e ;  e la ser ie  

M - -  m M - -  m _ _  _ _ ~ n  1_.. .  
(31) h (P ' )  + 2 + "'" + 2 

6 ad essa m a g g i o r a n t e ;  cio6 la somma del la  ser ie  (30) 6 minore  od eguale  

(in va lo re  assoluto) ad 
M - -  m 1 
- -  ( se  M > t m I ) .  M +  2 1 - - p  

Una  l imi tazione per  O(P') si pub dunque  conosce re  fac i lmente  appena  

si conosea  ~ (cio6 h). 

§ 7. U n  e s e m p i o  s e m p l i e e  : i l  c e r c h i o .  

18. Si 6 visto nei paragraf i  p receden t i  in che  modo si possa va lu ta re  la 

d i s t r ibuz ione  del le  tensioni  e las t i ehe ;  questo  a p p r e z z a m e n t o  sarg  ora  svolto 

con un esempio  comple to  nel caso sempl ice  del contorno  c i rcolare .  

In questo caso 6 
a~G~ ' 2 
aran~, rp ,p  

(P ,  P '  sono punti  del contorno) ;  quindi  

~2G 2 cos A 

~ (I'P',n) ; 
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i" cos tenendo presente, the  fissato t 'arco S~ 6 t --7-- dS~= cost qua.hmque sia la. 
~J  
S, 

1 
posizione deI punto P '  si deduce subito (v. {} 6) che 6 h---O, quindi ~ =  ~. 

Datle relazioni del paragrafb precedente segue allora, 

6 quindi se poniamo 

si t rova 

O(P') < 31A (P') i ~  

a ,  - -  ~M~, [ [N(P'),' a[G aS 

K ~  3rcMz'. - ~  + 3 j'N(r)r v ,G~dS.  
~'11 

In questa espressiorm si calcola facihnente almhe il secondo termine del 
secondo membro. 

Osserviamo infatti che 

l•N(l')r 8"2G 2 , cos~  
~ p  dS = ~ ~ j N ( P )  r d~ 

ffl  ! U1 f 

e questa espressione 6 costante in tutti i punti delia circonferenza S ed 
uguale alia met& del valore assunto dalla stessa espressione nel centro del 

eerehio. Ponendoci in questo punto si ha 

1 ~'cos ~ N(P)dS~_:l~j'N(P,)dS[ 
e quindi in definitiva si t rova [v. formula (23)]: 

2J'NC°SV d~, + 3RJ -j . . . . .  

"N ( P')d% ' 3rc M% 
0((2)  < -~ r 4 

f l l  t fil l 

dove 
N(P') 6 uguale a A(P') in %'; uguale a zero ill S - - % ' .  

Questa limitazione vale quahlnque sia la posizione di O e l 'ampiezza 

di %; in questo easo oeeorre a noora determinare N(P) ei6 eh6 si pub fare 

senza diffieoltg, quando si eonoseano P~o e Pv sul eontorn% ricordando abe 

, aF, I I aF2 ! cos (n, y) + V2M N(/") i~, < i -g/7. i cos (,~, x) + ] ~ -  i 
essendo 
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19. Giustifiehiamo questa asserzione partendo dall 'ipotesi t he  Px, Pv siano 
continue e derivabiti con der ivata  a variazione limitata. Calcoliamo allora~ 

3F~ 
per esempio, -~-n- essendo F~ la funzione armonica ehe assume sul contorno 

j i valori U - -  PudS; cio~ ealcoliamo la derivata  normale delia funzione 3r- 

monie3 13 cui der ivata  tangenziale assume i vaiori Pv" Se invece della F~ 

si considera la funzione 3rmoniea ad essa eoniugata (ehe indiehiamo con F,) 

il problem3 viene invertigo; noi eonoseeremo eio~ 1~ derivata  norm31e Pv 

della F~ e dovremo inveee eMeolare 13 su3 derivat3 t3ngenziale uguale a an ]" 

Sul eerehio 3vremo quindi 
2 fl' F i = r c j  vl°grdS 

S 

pereh~ derivando in un punto del eontorno si trova 

e per l 'equilibrio 

A 

SFt tp__~ ~ l i p  cos~  d S _ l _ p  u , - = ( r ,  np) 
~n ~ ~ ~ :  ..... s r = tiP' 

j ' cos ~ dS = O. Pu 

S 

j ~' 1 ~2~R lj'Pytlog.~,d S I 'Pu ~I°g dS-~-~[Py log  
~/ 38 J'Js=0 

S ,  S 

3/~t  1 p ~log~dS 
~S p = ~ j °  u ~---~ 

s 

e poieh6 at seeondo membro la parte integrata 6 nulla segue 

! fp ,  c~S - -  r~J ' ~ log r d% 
0" 1 

cio~ integr3ndo per parti 

Osserviamo ora ehe si pu6 togliere a /~ una eostante qualunque e questa 

1 f f  si pub porre nelln forma 7:3 u l o g r d S  essendo flu costante;  ne segue che 

S 

3F~ 
se eonsideriamo la derivat~ - ~  nel punto P di S si pub sempre supporre 

ehe Pv sia nulla in P. Si ha allora 
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poich6 Pv' 6 nulla fuori di z , .  L ' i n t e g r a l e  precedente  si calcola senza dif~- 

colth quando sia nora Pv'. 

20. Risolto cosi nel cerchio il caso genererte (corrispondente a Q in posi- 

zione arbi t rar ia ,  z~ di ampiezza  qualunque) coi~sideriamo il caso di z~ molto 

piccola, Q suff icientemente dista,nte da  ~ ,  in modo che fissato Q, si possa ri- 

tenere  per  P vari~tbile in ~ '  

8~G cos ~ - -  ~ cost~ r - ~  - -  - -  cost. 
~'Q~ 8rSnp 

Si possono al lora r i p r e n d e r e  le l imitazioni dei humeri  13 e 14; essendo 

(con -~  f N ( P )d~ ,' 
U1 ! 

per  j ' N ( P ) d ~  i' ~11o 

ed essendo 

res ta  

[( ~ ~ --t - 37::~~4 

= / ~  = cost) segue dalla (25) e dalh~ t imitazione o t teuuta  

stesso n. ° 13: 

. . . .  3.r:Mz~ 3M% t O(Qt ~. cos ¢? Mz ~ I A- - -  + - -  
V 2 r  4 \ 2 R  

1 - -  2r~R 

0os¢~ 3~ 
( 9 ( Q ) / M % I  + 3 ~ 2 =  ) - 4  

Si pub ora va lu ta rc  ~y procedendo come al n. ° 14. Perch6 K~ 6 costante 

cosi segue che 
I ( 8~G 

4 - ~ ) ~  (~ - x ) K f l S  = ; 

8 

in/h, tti il primo membro  espr ime la de r iva ta  r ispetto ad x della ftmzione a r- 

monica  che a, ssume su S (e quindi in tutto il campo) il valore  (~--x)[K2~. 

Ne segue 
1 ( 8G I(~ 3r :~Mz~l  cos (x, r) i d S  

~ j ~ - x - y n ( ~  - x).gdS = ~-  + 3---T-- 1 7. ] 
S s 

3uMz I 3rc~MG~sI COS X, r d S  
< V---U + - 3 ~ -  i ,~ 

S 
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e quindi 

~ !Q < ~ + - 2 - -  + ,3~:M~, ~ t '" I + S "V'~r 

Analoghe limitazioni si hanno per le altre componenti di tensione. 

CONCLUSIONI 

21. In conclusione i ragionamenti e le formule  esposte nei numeri pre- 

cedenti dimostrano completamente i teoremi enunciati al n. ° 1. A proposito 

dei quali ~ opportuno por te  in rilievo che le limitazioni date (pur essendo 

ottenute senza eccessive difficolt~t analitiche) ham~o carat tere  q u a n t i t a t i v o  

(speciaImente semplice se zi 6 piccola e se il punto considerato dista da Zc 

A me sembra  perb che l ' in teresse del risultato non stia solo nei teoremi 

dimostrati  (che del resto, possono essere estesi anche ad altri campi della 

meccanica  e specialmente delia idrodinamica) ma sopra a tutto nel fatto che 

essi mostrano la possibilitk di stabilire alcune propriet~ generali in varii 

campi della fisica matematica,  basandosi in diseguaglianze semplici relat ive 

alle funzioni armoniche e alle loro derivate.  Questa idea (che mi ha spinto 

alla r icerca di quelle diseguag!ianze) pub essere applicata (in p a r t e ) a n c h e  

in casi uei quali le equazioni  che reggono il fenomeno non  sono del tipo 

ellittico. 


