Sopra alcune limitazioni per la sollecitazione elastica
e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant.

Memoria di Givrio Supino (a Bologna).

Sunto. - L’4, studia in questa Memoria la distribuzione delle tensioni interne in un solido
elastico convesso quando gli spostamenti, dati in superficie, sono diversi da zero solo in
una piccola zona. Nei campi o due dimensioni 4l risultato é esteso al caso in cwi sul
conforno siano dote le forze; si giunge cosi ad wna dimostrazione del principio del De
Saint Venant.

INTRODUZIONE

1. Si consideri un solido elastico convesso, deformato sotto 1’ azione di
sole forze superficiali. Allora:

« Se le componenti di spostamento, che si suppongono assegnate sulla
superficie del soiido, sono diverse da zero soltanto in una piccola zona su-
perficiale o,, la sollecitazione elastica diminuisce quando ci si allontani da
quella zona, e, in un punto fissato (che non si trovi su o,), tende a zero
quando la zona deformata tende a zero insieme con la massima lunghezza
in essa contenuta; tende invece ad un limite determinato e finito (general-
mente diverso da zero) quando l'area o, tende a zero ma la massima lun-
ghezza in essa contenuta resta diversa da zero. In ogni caso se il punto
considerato si trova in o, la sollecitazione tende all’infinito quando o, tende
a Zero ».

In un sistema elastico piano, anch’esso non soggetto a forze di massa e
convesso, vale una analoga proposizione concernente gli sforzi (principio del
DE SAINT-VENANT), cioé:

«Se in un campo elastico in due dimensioni le forze sono applicate
soltanto nella zona o, del suo contorno, allora le caratteristiche della solleci-
tazione diminuiscono di intensitd all allontanarsi da o, e in un punto fissato
(esterno a o) tendono a zero insieme con o, stessa ».

La dimostrazione di questi teoremi forma 1 oggetto del presente lavoro.
Per ottenerla mi servo di limitazioni per le funzioni armoniche e le loro
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derivate, che ho dedotto in .alcuni recenti lavori (') e di una dimostrazione
dovuta al LICHTENSTEIN, sulla esistenza della soluzione elastica per dati spo-
stamenti in superficie. Il procedimento di LICHTENSTEIN (che sard brevemeute
esposto al § 1) viene qui esteso, nei campi piani, anche nel caso in cui sul
contorno siano date le forze (§ 4); in questo modo si ottiene contemporanea-
mente un metodo generale per la soluzione della equazione biarmonica. Nel
problema che ci occupa il vantaggio di questi procedimenti sta nel fatto che,
applicando ad essi le limitazioni ottenute per le funzioni armoniche e le loro
derivate, si giunge ad una equazione integrale del tipe di FrepuHorLM col
termine noto gia effettivamente calcolato in modo maggiorante; I’ unica dif-
ficoltd che ancora rimane consiste allora nella ricerca di una soluzione mag-
giorante per questa equazione. Ora tale ricerca pud essere compiuta in molti
casi con un procedimento assai simile a quello di NEUMANN per la risoluzione
del problema di DIRICHLET; con questo il problema é dunque risolto. Un
esempio semplice, relativo al caso del cerchio, mostra I’ efficacia delle limi-
tazioni ottenute.

§ 1. Una dimostrazione d’esistenza per la soluzione elastica
relativa a spostamenti dati in superficie (Lichtenstein) (*).

2. Consideriamo le equazioni indefinite dell’ equilibrio di un solido elastico
isotropo. In assenza di forze di massa potremo scrivere (seguendo un’idea
di TeEDONE):

Ai(u#«k + ‘”m@):o A,Z(wk)—\i——uz@):O

2p 2p.
A4 p . _du  dv  w
A2(1)+ Em y@)__.o (H)._ag—f—@ﬂ—&—.

Qui u, », w indicano le componenti di spostamento secondo gli assi w,
o? 92 9* . .
é.béé_,_a_y_;-{-é«g»é. Se PE, v, §) é un punto generico della

superficie limite S e Q, y, 3) un punto generico interno ad S si deduce

Y, 3 ed & A, =

(1) Cfr. « Atti della R. Accademia Naz. dei Lincei ». Due note nel 2° sem. 1928. « Bol-
lettino della Unione Mat. Italiana », Dic. 1929, « Rendiconti del Circolo matematico di Pa-
lermo », 1931,

(?) LicHTENSTEIN, Ueber die erste Randwertoufyabe der Elastizitdtstheorie. <« Math,
Zieitschrift », 1924.
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dalle equazioni precedenti

1 (oGd A4p (2G2
S 8

W@+ o) = EO(P)LS

2u

dove G_g indica la funzione di GREEN relativa al contorno dato e all opera-
zione A,.
Poiché A,8 =0 si pud scrivere

7&-—!—;&. )&+}L an
onde segue !’ equazione
263 L AapoGE .
1) Q) = j an; uP)IS + =g *" anP E — 2)B(P)dS
s

mentre analoghe espressioni si ricavano per v(Q), w(Q).
Ma si osserva subito che

Fi@, y, 9= aGf’—f u(P)dS

& nota in tutto il solido quando siano assegnati gli spostamenti in superficie.
In questa ipotesi si conoscono anche le funzioni:

aGp GP

Fyx, v, z)~—~ e o PYS, Fjix,y, z)= 4 a w(P)ds;

ricordando la espressione di 8, si ricava allora dalla (1) e dalle formule ana-
loghe per (@), w(@Q) la equazione:

aF IF, 3F, X4up(]?d 3 263
2 1 et 3 ~3 — - it
@ %Q) = w oy Tt 8rp [356 €—=) onp +
8
3 GE | 3 362 )] .
gl Y g P | € ) 5 J()(P)dS.
Poniamo ora
oF,  OF, OF,
(3) _9_90— +_37 "f“ -— A(Q)
ed osserviamo che se s indica il vettore QP (diretto da Q verso P), &
2 ) 2 2
‘g‘fma +(n — >@+(C“Z)QE:75’
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la (2) si trasforma cosl nell’ equazione

A+ ,EQG%

473\ + Hp) ’ 2rdnp
s

@ 0(0) = g AQ) + 8(P)ds.

A+ By

Ma, come si deduce da un lavore di P. Livy (!}, &

¥GE 9 (1
vt =)+ 1P @

dove h & limitata (0(1 infinita come A oe se ricordiamo che quando in un

punto interno ad § é
' 9 /1
i, vy 21 = ;) oas
8

”
su S stesso si ha

(&, O =258, 7, 9+ 3 1 oy
Jan

possiamo scrivere la (4) facendo tendere @ ad un punto P’ del contorno; si
ha allora

o B = 1R AP +

r OP)dS

A4 g j}‘ 2263
dn(h + 3p)J  9rdnp
s

essendo 7 — P'P,

3. Le formule (1) e (5) servono a determinare le componenti di sposta-
mento in tutio il solido quando siano noti i loro valori in superficie. Si os-
serva facilmente che alla (5) si pud applicare la teoria di FrREDHOLM e che il

A+

numero - -————— non & certo un autovalore di essa perché se I’ equazione
4n(A + 3u)

4 A -+ P « ang/ ) —
oP)— 4An(h + 3p) " dronp O(P)dS =0
5

(cioé I equazione che si deduce dalla (B) per A(P’)==0) ammettesse una solu-
zione O(F") (certamente armonica) diversa da zero, questa sostituita nella (1)
darebbe luogo a componenti di spostamento nulle in superficie, diverse da
zero nell’interno del solido; ¢i¢ che non & possibile per la unicitd della so-

(*) Cfr. « Acta Mathematica », Vol. 42.
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luzione elastica. Per fissare !'andamento delle funzioni %, », w, in tutto il
solido basta dunque studiare il comportamento di F,, F,, F,, e delle loro
derivate e risolvere in modo approssimato la (5).

Questo argomento sard studiato nel paragrafo che segue.

§ 2. Una limitazione per le soluzioni della equazione
integrale (5).

4. Ci proponiamo di indicare in questo paragrafo una soluzione maggio-
rante per la funzione O(P), determinata dalla (b), quando si supponga nota A(P).

2 @
E necessario percid conoscere alcune proprietd del nucleo: » ;.gf.
nwp
Osserveremo duuque:
a) che
2
(6) ggP dSp=4x

quando P, P’ sono punti del contorno.
Infatti si assumano come componenti di spostamento le funzioni

a a a
u=z®, v=3Y, W=35;

queste componenti soddisfano alle equazioni dell’ equilibrio elastico e danno
luogo ad una dilatazione cubica eguale ad «. Dalla (3) si ricava che anche
A(P) = cost. = a.

Introdotti questi valori nella (b) si ha

(A pa asz
4dn(d 4 Sp) "o onp

2pa A4
W=y =" 133"

Di qui segue subito la (6) qualunque sia la forma del solido.
2 P!

P L .
b) che 5 € sempre positiva sul contorno di un corpo convesso.
P

Indichiamo infatti con U la funzione armonica che assume il valore M
in un intorno & di P e il valore zero sulla rimanente parte del contorno; la
derivata di U secondo la. normale interna in un punto P’ esterno a ¥.sod-
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disfa alla relazione
| _M [ ¥6

0 < =] = Vi
o |\pr 4w Snpdnp
5
Ma
2GE  ¥GE np
drdnp  Onpdnp o
2G5 n
perché ———?i—zO; d’ altra parte & TP cos (np/, 1) & questo & certamente
aSP,QnP o
positivo (o nullo) se il campo é convesso perché s & diretto da P’ verso P
2B/
(cioé versc linterno del campo come np/). Ne segue che é-éﬁ & positiva
'enp
(o nulla). c. d. d.
2L
¢) poiché P _ & massima quando la direzione « coincide con la
amp/anp

direzione np, e d’altra parte ho dimostrato in un altro lavoro (*) che

752
7,—.3

e
anpranp

cosl si deduce la limitazione

Pr o
*Gp _wfceos(np, 1) e
: < . r = P'P,
drdnp »®

(1) 0<

5. Premesse queste osservazioni, riprendiamo in esame la (5) sostituendo
al coefficienti A e p i coefficienti F (modulo di elasticitd) ed m (inverso del
coefficiente di contrazione). Si ha

Ad-p  m 20 2Am —2)
A43p" 3m—4 Ao-38p 3m—2

sicché la (D) assume la forma

o ~ P
M . a'Gp

®) oF) — 4n(3m — 4) ! ronp
8

@(P)dSp:Q(m— 2) AP).

3m — 4

(1) 81 veda: Sopra alcune limitazioni per le funzioni armowniche e le loro derivate.
« Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo », 1931,
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Poniamo ora

_2(m — ,
By(Py= m A(P )
o P
. N "t . a”GP N .
0P = pr T ) 0,()dSp
(8) { 5
12 n * angl
Py = .
6“( ) 4 (3 — 4) j7 a'.anP@oz—g(P)dSP
S
la serie
(9) 0, +0, +...0, + ..

converge sicuramente, perché indicando con ©,, 0,... i massimi di @,, @,-.,
si ha (v. n.° 4, b)

B m = e m V=
1@”£’3m-—4;®°l’ W-')i“%mmél}@% (:Bm——élz)l@i
18, 1< (57—) 15,

ed ¢ gﬁn—f_—z < 1 {perché quando valgono le condizioni di unicitdh & m > 2).
La somma della (9) da la funzione O(P’) cercata. Se A(P’) & sempre uguale
o minore (in valore assoluto) a una costante positiva K, allora dalle limita-

zioni precedenti segue:

8,

Am — 2)

“8m—4—m K=K

(10 19| <

T 3m—4

6. Quando la funzione A(P’) assuma valori assai grandi soltanto in una
piccola zona del contorno, si pud ottenere una limitazione piu favorevole
procedendo nel modo che segue. Supponiamo per fissare le idee che A(P")
sia uguale a K in una piccola zona o, nulla nella rimanente zona di contorno
(ché indicheremo con o,: 6, -+ 6, = S). Si ha allora dalla prima delle (8):

‘Q(m — 2)
0,=='3m - 4
0 in o,

K in o,

Annali di Matemotica, Serie IV, Tomo IX, 13
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e dalla seconda delle (8) tenendo presente la (7)

0,(P)=—5——713 - dop; r=P'P.

G

_m{m — 2)ﬂ{j cos (npr, 1)

Poniamo ora
cos{(nps, 1) ,
——-—{7_2 4 )acp

HP)=K J

Oy

e consideriamo il massimo di H{P’) quando P’ si muove sul contorno; indi-
cando questo con H si pud seguire il procedimento di approssimazioni suc
cessive iniziato con i valori trovati di 8, e 0,; segue cosi

20m — 2) m T
01, < K+ .
10 = 3m—4 3m—4 4

" T =
|®|aa£?‘;m'1 H.

H

(11)

Questa limitazione & piu favorevole perché quando la zona o, sia piccola
in confronto ad S allora H risulta assai pin piceolo di K; per esempio sulla
sfera, se o, vale 1/20 di § allora

= 7
HMEK

e quindi se si suppone (come valore piu frequente) m = 4 segue

K =, bK

! - e i

10l =% +gK<g
K

}@iﬁz<§’

§ 3. Alcune espressioni maggioranti per la sollecitazione ela-
stica corrispondente a dati spostamenti in saperficie.

7. Siamo ora in grado di ottenere alcune limitazioni per la sollecitazione
elastica corrispondenfe a dati spostamenti in superficie. Supponiamo percid
che la superficie limite del solido (convesso) sia divisa in due zone comple-
mentari o, e o, e che lo spostamento S assegnato per ogni punto della su-
perficie sfessa sia eguale a zero in o, minore od eguale (in modulo) ad un
numero fisso M in o,. In questa ipotesi cerchiamo una limitazione per A(P").
Tenendo presenti le diseguaglianze per le derivate di una funzione armonica
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che ho stabilito in precedenti lavori (}) si ricava dalla (3) che in ogni punto
di o, &

(12) MPY =TT 0

ove si indichi con », la minima distanza di P’ da o,.

D’ altra parte & noto che se u, v, w sono continue e derivabili in o, g,
allora A(P") esiste limitata in ogni punto del contorno (*). Poiché la disegua-
glianza (12) pud servire solfanto nei punti di o, non vicinissimi a o, inclu-
diamo in o, anche i punti di o, la cui distanza », da o, soddisfi alla dise-
guaglianza

3
», < Vo,

ed indichiamo con o, la zona ¢, cosi ampliata, con N un valore maggiorante
a A(P) in g, Tenendo conto della (12) si viene cosi ad assegnare in ogni
punto di S=o, + 6, un valore maggiorante (limitato) per A(F’); questo valore
¢ uguale ad N in o/, minore di M in o—o¢,; si pud dunque maggiorare A(P’)
sommando due funzioni; I'una eguale ad M in tutto S, Taltra eguale ad
N—M in o, nulla sulla rimanente parte di S. Si trova allora in base ai
risultati dei n. 5 e 6 che

2(m ——-2) 1t e
®01——m<2\7_2‘4)+ MjH{+M
2] L. H -+ M

(1) Bi veda: SvriNo, dleune limitazioni valide per le derivate di wia funzione armonica,
« Rendiconti della R, Accad dei Lincei », 2° sem. 1928, pag. 658; e Sopra aleune limitazioni
per lo funzioni armoniche e le loro derivale, « Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo »,
1981, Lia diseguaglianza ottenuta nello spazio & data dalla formula

=T Msi
696

dove F & una funzione armonica minore od eguale ad M in o, nulla in 0,5 4 & un punto
interno al campo o su gy, ¥, & la distanza (minima) di 4 da o,-

(2) Si osservi che A(P’) ha il significato di una dilatazione cubiea e quindi & indipen-
dente dalla scelta degli assi. Se in un punto P’ del contorno i si riferisce a due direzioni
ortogonali (i, %) giacenti nel piano tangente e alla normale (2) a o, in P/, si osserva subito che

oF, oFy aF3 s Msi

T 0 equindi AP)=—<~ i,

c. d. d.

(3} Cfr, nella « Encyeclopidie deir Math. Wissenschaften », P articolo di L. LicHTENSTEIN,
Neuere Entwicklungen der Potentialtheorie-Konforme Abbildung.
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essendo
H, == | H(P") jnax, H,(P'):J’(N— M)igs (1) gon e B
Ne segue o
dove si é posto per brevita
N, = 3‘“&2‘_‘1 TH M

La espressione di © pud essere ulteriormente esplicitata ricordando
un’ altra diseguaglianza che ho stabilito in un campo convesso:

963 __2cos(r, np) .
np 72 03
segue allora
m—2 N— M pcos(v, n
(13) 0@ < — gy —— j (7,2 " ds, 4 N,.

T3

La (13) mostra che © & formata di due parti; una che qui compare come
costante (rappresentata da N,) e che rappresenta la sollecitazione diffusa in
tutto il campo per effetto dello spostamento locale; si tratta di una parte
non grande quando o, sia sufficientemente piccola, come si puo vedere da
un breve computo in casi particolari ()} e come risultera dalle considerazioni
del numero che segue che confrontano N, col primo termine del secondo
membro. L’ altra parte, formata da questo primo termine diminuisce sensibil-
mente allontanandosi da <.

Servendosi della (1) si pud determinare u(@). Tenendo conto ehe

A4-p  m o '
T —T (€ — ®)=1rcos(x, 1)
segue
M | pcos(r, np) } m(N— M) ¢|cos(r, np) cos(x, #)|
1 L . T T i 4
(14) W@ < QnIJ 5 dc‘]+(3m——4)2n J . s+

Ty

mN, cos (7, 1.p) cos(w 7 1dS
(m — 2 4nj ? ’

(*) Cfr. il lavoro gid citato del Circolo Mat. di Palermo; od anche « Bollettino della
Un. Mat. Ital. », Dicembre 1929; si & posto qui il segno — perchs & diretto da @ a P.
Nr T
g o+ ]l[(l — ﬁS-M) es-
sendo ® I’angolo visuale secondo cui da un punto qualunque di o, si vede 3/,

(*) Considerando il caso della sfera e ponendo m =4 si ha N, =
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Derivando poi la (1) stessa e tenendo conto delle solite limitazioni valide
per le derivate di una funzione armonica si trovano facilmenie le limitazioni
per le componenti di deformazione.

8. Le limitazioni date devono essere brevemente discusse perché occorre
conoscere in modo meno indeterminato il valore N se si vuole stabilire il
comportamento’ della dilatazione cubica e delle componenti di deformazione
quando ci si allontana da o, e quando o, tende a zero. Ora secondo la con-
venzione del numero precedente N rappresenta il massimo (assoluto) di

P

A(P’) in o,; ricordando che &
A(P’)—aFi | oF, oF,

% T T

ci proponiamo di mostrare che se o, lende a zero ma u, v, w (e quindi ¥,
F,, F,) conservano su S sempre lo stesso massimo M, allora N tende all’ in-
finito ma il prodotio No, tende ad wun limile finito (che pud essere anche
lo zero).

Consideriamo dapprima il caso dello spazio limitato soltanto da un piano,
Allora una riduzione dell’ ampiezza di o, che lasci Iarea della stessa forma
si pud interpretare come un aumento dell’ unita di misura dello spazio; se
supponiamo che ' area sia ridotta nella proporzione da 1 a A I’ unita di misura
aumenta nella proporzione di 1 a J-— e quindi ?-li, ;—952, oF,

by dw’ %y’ oz

esse nella stessa proporzione. Ne segue che la limitazione per N deve essere

crescono anche

1 S
aumentata nel rapporto 1 a ﬁ; mentre No, diminuisce nel rapporto

da 1 a VX Questa deduzione implica, come si & gia osservato, che o, con-
servi la stessa forma; se o, ftende a zero ma una delle dimensloni resta
finita allora N tende all infinito ed No, tende ad un limite determinato e
finito diverso da zero (%).

Passiamo ora ad un caso pit generale e supponiamo che la superficie S
limite del campo contenga una zona piana S, ma del resto abbia forma qua-
lunque. Se g, si trova su S, allora la funzione armonica F, nulla in §—o,
si pué pensare come somma di due; una F data nel semispazio limitato

(!) Se si considera il problema elastico in due dimensioni, quest’ ultimo caso & quello
che sempre si verifica; ciod No, tende ad un limite finito diverso da zero. Il ragionamento
& uguale a quello svolto pilt sopra per il primo caso; basta osservare che allora o; ha una
sola dimensione.
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dal piano o che contiene S, ed eguale ad F, su S, nulla nella rimanente
parte di « I'altra F,” uguale a — F,” in §— S, nulla in |
Ne segue

I

OF, _ 3F 3K
dx — dx A

7

e mentre, per quanfo riguarda 5%; si pud ripetere il ragionamento svolto

7
4

dw
dunque influenza sul limite di N quando o, tende a zero.

Resta da considerare soltanto il caso generale in cui s, non & piana.
Facciamo tendere a zero o, considerando successivamente tante zone decre-
scenti ¢/, 0,”...0, ... (I'una interna alla precedente); associamo quindi ad

piu sopra, invece si conserva limifata (*); il valore di essa non ha

ogni zona o, un solide S, ottenuto per similitudine dal corpo dato in modo
che Tarea o, su S, sia equivalente a g,; la successione S, ... S, ... é una
successione di solidi convessi, regolari; su ciascuno di questi la F,, nulla

.o T I . oF, ..
fuori di ¢, e regolare in o, ammette derivata éza-‘: limitata, e questa al

limite (per n—oc) tende a quella che si ha, per la stessa F,, nel semispazio:
infatti la curvatura in ogni punto della superficie limite di S, tende a zero
quando n tende all’ co. Ma ora si pud tornare da o, a 6, data su § ri-
ducendo S, nel rapporto 51("’55—4(”’:7\5 e su questa riduzione si pud svolgere
lo stesso ragionamento precedentemente fatto per il semispazio; se dunque
5, tende ad una linea No, tende ad un limite diverso da zero; se 6, tende
ad un area con due dimensioni limitate allora No, tende a zero.
Riprendiamo ora in esame la (13): da essa si rileva che quando o, tende
a zero, tutti i termini del secondo membro tendono a zero se la lunghezza
massima contenuta in o, tende anch’essa a zero; in caso contrario essi restano
limitati ma diversi da zero. In g, il primo e il secondo termine del secondo
membro della (13) sono dello stesso ordine di grandezza ma N, & costante
mentre il primo termine diviene pidt grande nell’interno del campo e tende
all’infinito quando @ tende ad un punto di o, e o, tende a zero. Resta cosi
dimostrato il primo teorema, enunciato al n.” 1, almeno per quanto riguarda

(4} Infatti, quando o, tende a zero, F,” diminuisce in valore assoluto (o almeno non

Fln

aumenta) in §— 8, e resta sempre nulla in §;; quindi 2 resta limitata in S,.
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la dilatazione cubica: ma allo stesso risultato si giunge facilmente quando

si consideri una delle componenti di deformazione.

§ 4. Estensione della soluzione di Lichtenstein al caso delle

forze esterne date (problema piano).

9. Cerchiamo ora di estendere il procedimento del n.° 2 al caso in cui,
in un campo piano, siano date le forze sul contorno. Ricordiamo percié che
la sollecitazioue elastica in un campo a due dimensioni si pud esprimere,
servendosi di una funzione biarmonica F; le componenti di tensione sono

legate ad essa dalle relazioni

*F *F *F

(1b) Gw:W, Oy = 3% Tmy_.mgx—'a?/

valide in coordinate cartesiane; le condizioni ai limiti sono allora:
o [eF] d [oF] P

oS ' @ aS|2xlg 7Y

oy
essendo P,, P, le componenti secondo gli assi delle forze esterne date.
Le relazioni precedenti possono essere scritte nella forma

oF| N oF|
(16) @\s_"—f["”“ds %is_xJP@,dS
dove le funzioni oF| ,QE[ souo determinate in modo unico perché
dy |s” I

Vequilibre deve essere

|Paas=o, J P,dS = 0.
5 )

Seguendo il LAURICELLA (') poniamo ora

F  _3F . _3U 3V
U"”%E 1_@ 8_&%4—8?/

A0 = A,A,F=0;

per

il problema dato si riconduce cosi alla ricerca delle funzioni U e V assegnate

(t) Cfr. G. LaurIiCcELLA, Sulla integrazione della equazione A*V =0. « Atti della B. Aec-

cademia Naz, dei Lincei », 2° sem. 1907, fase. 6° pp. 873-883.
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sul contorno e legate nel campo delle equazioni

- 20 00
(17 AzU——%:O, A2V—@20, 4,0 =

le quali coincidono con le equazioni dell’ equilibrio elastico per componenti
di spostamento U e V, essendo cambiato solo il parametro dell’ elasticitd che

in luogo di }:gﬁ" ¢ eguale a — 1. La condizione A,8 =0 non & pii conse-

guenza delle prime due equazioni e deve essere posta esplicitamente.

I’ integrazione deile (17) pud essere eseguita col procedimento indicato
dal LICHTENSTEIN e riportato al n.° 2.

Dalla prima e dalla terza delle (17) si deduce infatti

., x0
s,(v—-F)=0

e quiundi, indicando con P(§ %) un punto di § con @, y) un punto interno,
si ha

o 1 (3GE 1 [oG3
U@ —35 8@ = %1% UpPyls — Iﬁ:f’a‘%; EQ(P)dS.
S S

Poiché A,® =0 si pud scrivere

1 aGp

x
5 Q)= Frn wOP)AS,

Sommando gueste due equazioni si trova

1 aGP

1 (269
=5, L oPus — o f (E — mO(P)dS

(18) vQ

Ma

F(x, y)= aGP £ Py

S

é nota in tatfo il campo perché U & dato sul contorno; indicando con Fy(x, ¥)
I espressione che si ottiene considerando la funzione V:

262

)

- V(P)dS

] vV
e rivordando che 0—-—%%—{—3?/, si ricava dalla (18) e dalla analoga espres-
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sione in V:
. _Elﬂ'“alf“z_“l 9 SGPQ
(19 =% "% "I [3702(5 D g
s
3 363 ] o
+ 3—27? (n )m o(P)as.

Poniamo
s oF, OF,
(20) EG“‘— ay —-—A(Q>

ed osserviamo che se s indica il vettore QP (diretto da Q verso P) &

) ) d
(Eﬂw)@+(n~y)a—y—v 5

la (19) si trasforma cosi nell’ equazione

1 82(}1:

(199 M — " rony

O(P)dS =0

Ma in un campo a due dimensjoni &

rGE 3. g
7m_—2§~210g7 + hp

dove h & limitata ed infinita come log; d altra parte se nel campo stesso &

0
@, 1) = — [ 5, log ro(P)as
S
sul coutorno si ha

(P = j log 19p(P)dS

segue cosi che se Q tende ad un punto P’ del contorno la (19') assume la
forma

2 1B/
21 B(P)) + o L f PG> opyis = 2A(P).

dronp

10. Le formule (18) e (21) risolvono il problema posto. Si osserva facil-
mente che alla (21) si puo applicare la teoria di FrREDHOLM e che il nu-

Annali di Matematica, Serie IV, Tomo IX. 14
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1 .
mero - non & certo un aufovalore per essa perché se la equazione
ks
5 P/
1 &*Ge

0P + I ! oronp
s

O PYdS =0

(cioé ! equazione omogenea che si deduce dalla (21)) ammettesse una solu-
zione O(P') diversa da zero, questa darebbe luogo ad ana funzione armonica;
ponendo i valori ©(P") nel secondo termine del secoudo membro della (18)
avremmo una funzione U (e quindi una funzione V) diversa da zero nell’in-
terno del campo; e c¢ié non & possibile perché come ha mostrato LAURICELLA
la soluzione delle (17) & certamente unica {quando [J e V sono asseguati su S
Il procedimento ora indicate consente di ottenere nel campo la funzione biar-
mouica F determinata sul contorno per mezzo delle sue derivate prime (o
cid che & lo stesso per mezzo della F stessa e della sua derivata normale).
Esso si estende senza alcuna difficoltd al caso delle tre dimensioni {(al quale
gid si riferisce la nota citata del LAURICELLA).

§ 5. Un primo apprezzamento qualitativo della distribuzione
delle tensioni elastiche.

11. Dovremmo ora studiare come si distribuisce la sollecitazione elastica
in un campo piano quaudo le forze esterne agiscono soltanto su una piccola
zona o, del suo contorno. Questo studio implica la ricerca di un valore mag-
giorante per la soluzione O(P') della equazione (21) (analogamente a quello
che si & fatto al § 3 per la equazione (B)); poiché questa ricerca & ora meno
semplice cosi & bene premettere una determinazione qualitativa.

Osserviamo dunque che se le componenti P,, P, sono minori di M in o, ,
nulle in § — o, si ha in base alle (16):

__OF| Ms, .
U-.»@is =—5 in o,
= 0 in §—o0 =0,
-
V:%EE ‘gMc’ in o,

s 2
?m 0 in g,.
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Segue cosl che in o, vale la diseguaglianza

n Mo}
4 #?

L3

(22) AP <

dove si indichi con », la distanza di P’ da o, (*).

D’altra parte & noto che se U e V sono continue e derivabili in S (e
nel caso presente cié & certo perché U e V sono ottenute per integrazione
da P, e P,) allora A(P’) esiste limitata in ogni punte del contorno. Poiché
la diseguaglianza (23) puo servire soltanto nei punti di o, non vicinissimi
a g, includiamo in questa zouna anche i punti di ¢, la cui distanza- 7, da o,
soddisfi alla diseguaglianza

2 —
7, < Vg,

i

indichiamo quindi con o,” la zona cosi ampliata e con N un valore maggio-
rante a A(P’) in ¢,". In ogni punto di § si conosce allora un valore maggio-

rante (limitato) per A(P'); questo valore & uguale ad N in ¢ e minore
. T .
di ZIMcr1 in §—aq/.

Riprendiamo ora la equazione integrale

R P
(21) @(P ),+'~2—-RS7 é;’agp

A(P)dS = 2A(P)

SN in ¢/
A(P’)gngci in S—o,

ed osserviamo che la funzione ©(P"), soluzione di essa, si pud scrivere cer-
tamente nella forma

O(P) < 2N(P') + K(P')
dove

N(P') & uguale ad N in o, nullo in S —o,/
K(P") & la soluzione che corrisponde a
, . Mo,

32@_ do,’ 4
don ! 4 -

no-Llf .
AP =~ JN(P);

oy

(!) Lia (22) si ricava dalla (20} tenendo conto delle diseguaglianze che ho dimostrato
nei miei lavori precedentemente citati (v. § 8) per le derivate di una funzione armonica in
un campo convesso in due dimensioni. Infatti se F; & armonica, uguale a w in o, nulla in o,

T %

LI -

si ha —=| == - —, Poichs la stessa diseguaglianza vale per oy cosl & immediata Ja (22).
9% oy “L"'l" oy
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Poiché
e D J—
267 = 2 cos Y. r=@QP, ¢=(PQ np),
Mnp 3
segue
1 peoG 2N peose ., =
S oy

dove K ¢ un nuwmero maggiorante a K(P') in tutto S.

12. Per valutare il significato di quesfa diseguaglianza cerchiamo di sta-
bilire !’ ordine di grandezza di N e di K.

In g, & |
N=[AP) nax; AP)= 931; _,m%%__
= %_Zi cos (1, %) + a—a% cos(n, y) + aa—l;i cos (S, @) + %cos S, .
Ma ¢
g@%:Py % =—P,

|Prl=M |P,|<<M cos(S, o) +cos(S, )< V2
sicehé segue

oF ‘ |OF, | -
24 N<!___i = MV
@4 i on lmax——*_f n 1max A
I valori di ?gf, %%— dovranno essere valutati volta per volta; cié che

perd si pud fare facilmente.

13. Prima di passare alla ricerca di una limitazione per K vogliamo in-
dicare un’ altra valutazione approssimata del primo termine di 8. Si osservi
infatti che al posto di N, valore massimo di AP’y in o/, si pud porre addi-
rittura la funzione A(P’) stessa, allora si ha

, 1 o0 , , =
28') 0O =<~ jA(P, o 3+ K.
Ora se Q ¢ assai distante da P e se g, é sufficientemente piccola, si pud
Q
ritenere che °G» sia costante in o,'; allora
3?’&1:
1 ) 2G3 2 cos cpj‘
— 2 ! —F LA ‘.
ﬁJA(l ) dnp do/ < 1IN (Pdo,
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Ma &

o oF oF oF
o LAN G Wil R ol RPN T wos -
AP = 3 +- = o cos (n, x) -+ m cos (n, y)

oF, ,
abv . S? y)

E')S
e d’alira parte &

o '__jpydc;:()

’c)S
a;; do, = — j Pds,' =0
sicché se
cos (s, x)=cost., cos(s, y) = cost.
resta

J‘A(P)dcz’ :j (%% cos (17, ) + %1-23 cos(n, y)> das.

Ma si osserva subito che

|05 = s s <2

S—cy! S—oy’ S—oc,’

dove [ indica la lunghezza del contorno.

Essendo cos (n, &)+ cos (n, y) < V2 segue in un punto Q distante

Q
da o, e tale che si possa ritenere aiP costante per tutti i P di o,:
l)
@5) 0Q <8 Mo i+ &
V2

dove, come si & gia detto, K € la costante che corrisponde al massimo valore
assunto dalla soluzione della equazione integrale corrispondente a

—_ TCMG
AP = N(P da/.
87 Snp
Per approssimazione si pud porre (m condizioni uguali a quelle piti sopra
: o P!
. s N P .
specificate: cioé o, molfo piceola: TPPI 3 =cost quando P’ sia fisso e P
ronp

varii solo in ¢,'):

AP <

nMa, + T COS (ny

i ! )JN(P)(ZG =

__wMo, " nMa,l cos (11r, 1)
T4 2Vv2r Fo




110 G. Svrivo: Sopra alcune limitazioni per la sollecitazione elastica

La limitazione che ne risulta per ©(€) & assai pit favorevole di quella
precedentemente indicata. In essa 1 unica costante da determinare & rappre-
sentata dal valore di K comprendente A(P’) dato.

14. Vogliamo ora indicare, come nelle stesse condizioni ora specificate,
si trovi facilmente anche una limitazione per le componenti di tensione. Con-
sideriamo per esempio o, .

Si ha
PF| aUg__1J #G3
ovle= 5z o dxlg ananp Pyds—
*G . 1 BGP
a%anp E— @)0(P)S + 5= | 52 O(PYiS.
s

Ora in base alle limitazioni ottenute per le derivate di una funzione

armonica é

1 R . T:Mc
| o U(P)dS <

perché ¢ U(P)<M2G‘ in o, UP)=0 in q,.

Inoltre si ha

36 )
o O(P)dS ===

sicché resta da valutare il termine

1 ¢ 26 i
8

A questo si possono sostituire i due termini

1 26 e _—

= j e N(P)E— )dS—}— axa (E — ) KAS;
S

ed &

82(7 Kr plcos(z, )],
o (E— @)K < o i}—-—~7 lds

perche
*a * cos (a, 1)

€ - ”)axan <
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Valutiamo ora
2

{ »26
= j N(P)E — @) 5 do, .

2

*G
dxonp

Si ha, supponendo al solito che (§ — x) sia costante quando P

varia in o,' e ricordando che

e
JNdci’ < ﬂ;ﬁ‘éz :
1 | oy € = NPl < THECCEE 1),
S
segue dunque in definitiva
(26) oy lg < %ﬁ’f —- (@ + %EJI b (jc’ﬁ)]{ds 4 fg%g}l cos (@, 7)
8

formula valida quando € sia distante da o, e o, sia molio piccola. Anche
qui 'uanica costante che deve essere determinata & K: una limitazione per
essa sard indicata nel paragrafo che segue.

§ 6. Un metodo per la soluzione approssimata della (21).

15. Si & accennato al numero precedente alla possibilita di assegnare un
metodo abbastauza generale per la soluzione approssimata della (21). TI pro-
cedimento relativo sara indicato in questo paragrafo.

63

Cominciamo col rilevare alcune proprietd di QP 3TA
croitp

. Ragionando in

modo completamente eguale a quello del n.° 4 si ha:
a) che in un campo a due dimensioni

26

’ orénp
P

aS—=29=n

se S rappresenta una linea chiusa e P, P’ sono due punti di essa.
ard

*Gp
b) che dronp

¢ sempre positiva (o nulla) sul contorno di un campo

CO1Vesso.,
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¢) che &

270 07

2 L

*2ar _ n* cos (npr, 1)
orénp — 2 r

perché & massima quando la direzione x coincide con la direzione 7 p,

9 pfa np
e d’altra parte come ho dimostrato in altri lavori (v. n.° 4) é
*G

— s i
0< anp,anpg 29* )

nei campi convessi a due dimensioni.

16. Riprendiamo ora la equazione integrale

1 a(*P’

@1 OP) -+ Jr oot

dSp = 2A(P")
s
e vediamo di risolverla applicando ad essa il procedimento di NEUMANN per
il problema di DIRICHLET.
Essendo identicamente
, 1 EVG
B(P) = "o onp

A(PdS
S

2
7G_ > 0. Infatti, dato il contorno § si conside-
8%P,5%P

rino in esso due punti P e P’ e sia U una funzione armonica nguale ad M in un inforno 2
di P nulla nella rimanente parte di §; si ha allora

(1) Interessa rilevare che & sempre

U M 26
=} ————dS
8”/13/ gnja'npra%p o
P
. . PG foks - , .U
ed essendo 2 piccolo a piacere oo continua regolare (P & distinto da P') se & >0
mp inp Mp,
si deduce che anche — > 0. Ora U & positiva in tutto il campo; nulla in § — 3; 20 &
np, onp T anp,

dungue positiva o nulla perchd P/ & in s — 9. Descriviamo un cerchio C inferno al campo e
tangente ad S in P; si pud anche serivere

oU 1
mp, 2—'&'[8% Peg U(Q)as
C

2 2
esgendo @ i punti di C. Ma _Pe & nota nel cerchio e vale —-; oY non pud dungque
BﬂpranQ re anpr

essere nulla se U(Q) (certo non mnegativa), non & nulla; e se U(@) fosse nulla su € (e quindi

20
anche mnell’interno) sarebbe nulla in tutto il campo. Dunque o >0 e quindi ———— _&e >0,
p
MP, on P;f}np
c. d. d.
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si puod scrivere la (21) nella forma

(28 0P 4L [ 282 op) — 0Py} dsp = AP
) 4 ?aranp% (P) —B(P)} dSp = A(P).
s
Poniamo
®0 = A(P)
L ¥6E _
' )’ 31'@7213{ 0,(P") — 0,(P) 1.dSp
(2% 8
N O )
O =12)" sy O P) — Oui(P) | dSp.
S
La serie
(30) @0 ~+ 64 ‘“"!“ ser "‘l“ ®ﬂ ‘*"‘ res

risolve formalmente) il problema posto. Vediamo ora se il procedimento &
convergente.

Osserviamo intanto che posto
1 ( a6 ,am%ﬂ)

n ’ ronp ! rong
c

I =

dove C rappresenta una porzione qualunque del contorno risulta |I| < 1 qua-
lunque siano i punti @ e @Q,. Ed infatti i due termini sotto il segno sono
ambedue non negativi in un campo convesso; e se C comprende tutto il con-
torno sono ambedue uguali a 2% e quindi 7==0. Se € comprende soltanto
un ftratto del contorno allora
aTanP
I3

dSp

sard minore di 2m a meno che la parte esclusa sia un segmento di retta es-

ead .
dS sarebbe diverso da zero,
d1onp

sendo @, su di essa. Ma in questo caso j?*
¢
qualunque sia la posizione di @, su C. Resta cosi dimostrato 1’ asserto.
Consideriamo ora un campo tale che sia |I|<C/h per ogni C’ essendo % un
numero inferiore all’ unitad. Questa ipotesi & necessaria perché I <71 potrebbe
ammettere I’unith come limite superiore; nei campi ordinarii cié non si ve-
rifica. Sia data dunque in un campo siffatto sul contorno S una funzione f{(8§)
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positiva o nulla e si consideri I'integrale
1 s SN
I= %Jﬂs) [7 drdnp ! dronp a5
N
Dividiamo S in due zone S, e S, tali che fissati i punti @, e @, siain 8,

G S 5
ronp = romp

e in §,
32 Ggl az ng
Parar— < VPia—"
erdnp ronp

siano poi I, e I, gli integrali del tipo I estesi perd ad S, o ad §,.

E I=1+1,; ma I, e I, sono di segno opposto quindi |/| & minore
del pit grande dei due numeri |I,| e |I,]|. Se L & il limite superiore di f(S)
in S risulta dunque

| 1| < hL
qualungue siano i punti Q, e @Q,.

17. Cid posto siano M ed m il massimo ed il minimeo di A(P') in §;
se Q, e Q, sono due punti del contorno si pud scrivere identicamente

1 6 2GE
8,(Q) — 0,(Q) = - [@mi)jf S 05— 0@ r 5o ds} +
S S
1 e L
* iz j {O(P) —m | [7 sane aranJ @S+
S

+mﬁ *ap ,aza%}d
S

omd | Sronp | dronp

In questa espressione l’ultimo termine del secondo membro & nullo e il
primo termine vale

60( Qi) - ®o(___Q_2)

2
ed & quindi un valore assolute minore di M; 2 D altra parte O (P)—m
& compreso tra zero ed M — m e quindi il secondo integrale del secondo
membro vale al pitt e h.

2
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Ne segue

|04@) — 8,(Q.) < (W — m) (=),

Posto ¢ = 1 ”;h segue | 0(Q)— 0(Q,) | < (M — m)p.

Questa diseguaglianza vale qualunque siano i punti €, e @,; percio in-
dicando con M, e m, il massimo e il minimo di ®, si ha

M, —m, < (M — m)p.
Questa limitazione pud essere proseguita per ©,, 0,,.., 0,,..; si deduce

M, — My, < (M — mp"
e quindi per la (29)

M —
Bu(P') < =

la serie (30) ¢ dunque convergente; e la serie

M-m+ +M—vm -
5 5 e’ ...

(31) AP+

¢ ad essa maggiorante; cio® la somma della serie (30) e minore od eguale

(in valore assoluto) ad
M—m 1

2 1—p

M+ (se M=|m]|).
Una limitazione per O(FP’) si pud dunque conoscere facilmente appena
si conosea p (cioé A).

§ 7. Un esempio semplice: il cerchio.

18. Si & visto nei paragrafi precedenti in che modo si possa valufare la
distribuzione delle tensioni elastiche; questo apprezzamento sard ora svolio
con un esempio completo nel caso semplice del contorno circolare.

In questo caso &

*ar 2

Eranp - "pip

(P, P’ sono punti del contorno); quindi

G 2cosy

1'pr puosi
Paranp 3

¢ == (PP'\n);
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cos
’DdS = cost qualunque sia la

tenendo presente, che fissato I'areo §, éj
S,
1
posizione del punto P’ si deduce subito (v. § 6) che & A =0, quindi ¢ = 5
Dalle relazioni del paragrafo precedente segue allora
Py << 3| AP) lmax

& quindi se poniamo
Mo,

1 n G
A=t s sz(P); a8
si trova "
K< ‘)’“M"’ ‘NI ds.
37 anp

In questa espressione si calcola facilmente anche il secondo termine del
secondo membro.
Osserviamo infatti che

1 L PG 2 cos g
- jNu " e, 8= % jN(P) 2 as

e questa espressione & costante in tubti i punti della circonferenza S ed
uguale alla metd del valore assunto dalla stessa espressione nel centro del
cerchio. Ponendoci in questo punto si ha

T 7

L j CO% N(PYAS = — fN(P')dM

e quindi in definitiva si trova [v. formula (23)]:

cos g

N 3nMs,

2 , 3 [nriprg. s
@(Q)<EJN dci—i—,&RjN(P)dciﬂ >

dove
N(P') & uguale a A(P') in ¢,; uguale a zero in §— o,
Questa limitazione vale qualunque sia la posizione di @ e I'ampiezza
di o,; in questo caso occorre ancora determinare N(P) cido che si pud fare
senza difficoltd, quando si conoscano P, e P, sul contorno, ricordando che

oF,

NP e < \| o

cos (n, x) + }GF icos 7, y) + VEM

essendo
F, ?s:jl)de, F,ls :-.:JPwdS.



e sopra la dimostrazione del principio del De Saint Venant 117

19. Giustifichiamo questa asserzione partendo dall’ipotesi che P,, P, siano
continue e derivabili con derivata a variazione limitata. Calcoliamo allora,

. oF, . .
per esempio, —* essendo F, la funzione armonica che assume sul contorno
7

i valori U ::JPde; cioé calcoliamo la derivata normale della funzione ar-

monica la cui derivata tangenziale assume i vaiori P,. Se invece della F|
si considera la funzione armonica ad essa coniugata {che indichiamo con F))
il problema viene invertito; noi conosceremo cioé la derivata normale P,

= . . . oF
della I, e dovremo invece calcolare la sua derivata tangenziale (uguale a a—‘~ .
n
Sul cerchio avremo quindi

7= %j[’y log rdS
S

perché derivando in un punto del contorno si trova

ljp 8% ys4p, =0y np)
9= PP

oF,
on |p

e per I’ equilibrio &

J p, = Y 45 =0.
r
S

Osserviamo ora che si pud togliere a F, una costante qualunque e questa
L s 5
si pud porre nella forma -T—le’y log »dS essendo P, costante; ne segue che

se consideriamo la derivata % nel punto P di S si pud sempre supporre

che P, sia nulla in P. Si ha allora

or, | 1 dlog
FER }EJP v 35 48
8
cioe integrando per parti
JP C'}IogidS_.._ [P log s ] —~~J[”logu18

e poiché al secondo membro la parte integrata ¢ nulla segue

oF 1o
—S_St- o= - Ejpy log 7'(]‘3'(l

]
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poiché P, & nulla fuori di o . L’integrale precedente si calcola senza diffi-
coltd quando sia nota P,/

20. Risolto cosi nel cerchio il caso generale (corrispondente a @ in posi-
zione arbitraria, o, di ampiezza qualunque) consideriamo il caso di o, molto
piccola, @ sufficientemente distante da o, in modo che fissato ¢, si possa ri-
tenere per P variabile in ¢/

2

—t == co8t, 7' z—— == cost,
1P ! rdnp

Si possono allora riprendere le limitazioni dei numeri 13 e 14; essendo

= 3 , . omlg,
<% jN(P)doi +

(con %J.N(P)dci’: ’izcost) segue dalla (2D) e dalla limitazione otteuuta
oy
per JN(P)dc" allo stesso n.° 13:

Gy

0(Q) < COSQ 4ro o 3nMo, 4 32{1042
V2 4 V2R
ed essendo
=2nRR
resta
8(Q) < Mo, 3@‘5@ 3V2r +-_:

Si pud ora valutare g, procedendo come al n.° 14. Perché K, & costante
cosi segue che
*G

dacdn
)S

& — mEas="2

infatti il primo membro esprime la derivata rispetto ad « della funzione ar-

monica che assume su § (e quindi in tutto il campo) il valore (€ — ac)%.
Ne segue
K, nch !cos(w )|
M G & RS = s j as
Y
Y 2 "
<3m’l{ci 3n*Mo, {t cos @, 7|
V2 2 Ji o
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e quindi

nMs®  &(Q
GZ/§Q<_‘_§4+ 2)

2] A 3 )
'+3ﬂﬂ101§£j[wld8+i: 4 WMo, R cos (@, 1)
(32) 1 V2 8 Var

Analoghe limitazioni si hanno per le altre componenti di tensione.

CONCLUSIONI

21. In conclusione i ragionamenti e le formule esposie nei numeri pre-
cedenti dimostrano completamente i teoremi enunciafi al n.® 1. A proposito
dei quali & opportuno porre in rilievo che le limitazioni date (pur essendo
ottenute senza eccessive difficoltd analitiche) hanno carattere quantitativo
(specialmente semplice se o, & piccola e se il punto considerato dista da o,.

A me sembra perd che Uinteresse del risultato non stia solo nei teoremi
dimostrati (che del resto, possono essere estesi anche ad altri campi della
meccanica e specialmente della idrodinamica) ma sopra a tutto nel fatto che
essi mostrano la possibilita di stabilire alcune proprietd generali in varii
campi della fisica matematica, basandosi in diseguaglianze semplici relative
alle funzioni armoniche e alle loro derivate. Quesia idea (che mi ha spinto
alla ricerca di quelle diseguaglianze) pud essere applicata (in parte) anche
in casi nei quali le equazioni che reggono il fenomeno non sono del tipo
ellittico.




