
Sur le probl~me biologique h6r6ditaire (le deux esp~ces 

d6vorante et d6vor6e. 

Memor ia  di ~L BRELOT (a Paris) .  

S u n t o . -  Ce mdmoire apporte  u n  compldment  a u x  t r a v a u x  de M. "~OLTERRA SYf f  le8 f luc tua t ions  
biologiques et p l u s  prdcisemdnt  a u  Chapi tre  I V  de son ouvrage <~ Lemons sur  la thdorie 
ma thdmat ique  de la lut te p o u r  la vie ~). J '  dtudio l e c a s  hdrdditaire de deux  espdces ddvo. 
r a n t e  et ddvorde~ m a i s  en i n t r o d u i s a n t  des  t e rmes  d'  amor¢issement  --)~N~ celui r e l a t i f  

4 l'esp~ce ddvorde n ' d t a n t  s~rement  p a s  nul .  Alors  les f luc tua t ions  sont  l imit4es  supd. 
r i euremen t  et l' espdce ddvorde a des v a r i a t i o n s  bo rn4es ;  [orsqu' i l  n '  y a pa~ d' dtat  s ta,  
t i onna i re  ta  seconde s' 4pulse ; s i~on  else adme t  auss i  des v a r i a t i o n s  borndes, et la loi 
des moyennes  asympto t iques  est alors valable  a u  sons le p l u s  gdndral. 

1. Je  me propose d 'appor te r  ici quelque contribution ~ u n e  4tude ma- 

th6m~tique d4ja longuement d4velopp4e par M. VOLTERRA, SUF los fluctua- 

tions d' esp6ces animales vivaut  dans un mSme milieu. Aprgs avoir  publi5 sur 

ce sujet deux m6moires (~), M. VOLTERRA vient de faire paraitre un ouvrage 

plus complet  intitul4 ~, Lecons sur la th6orie math4matique de la lutte pour 

la vie ~ (Collection des Cahiers scientifiques, fasc. VII, Gauthier-Villars) et 

auquel je  renvoie tout d 'abord.  

Daus l '4 tude faite au Chap. IV du probl4me biologique h~r4ditaire de 
deux esp4ces dont t' une d4vore 1' autre , -e t  qui est l 'extension h4r4ditaire de 

celle du premier Chapitre, on ne peut affirmer que los fluctuations soient 
bo~'ndes; c'est ,  pour I 'iuterprStation biologique, un inconvdnient 4vident, et 

d' autre part, ~ cause de cola (~), i l  a fallu donner/~ la loi des moyennes, pour 

(i) 1Vfemorie de l la  ,, t~. Ace.  ~ a z i o n a l e  dei  L ince i  % ser ie  V I ,  vol. I I ,  fasc. I I I ,  1926 - 
pu is  u n  exposg e o n t e n a n t  en  out re  une  4rude avec  l ' h y p o t h ~ s e  d'h6rddi t4 ,  V a r i a z i o n i  e 
f l u t t u a z i o n i  del numero  d' i n d i v i d u i  i n  .specie a n i m a l i  convivent i  (,, R .  Comitato Talassograf ico  
i t a t iano  % 5~emoria  C X X X I ) .  

(z) On pout  facil :ement r econna i t r e  que, avec  l ' h y p o t h ~ s e  que les f luc tua t ions  sc ien t  
bornges  ( l imites i n f4 r i eu res  et  supgr ieu res  > 0 au  de]~ de to) , la  ddmons t r a t i on  de la  loi  des  
m o y e n n e s  pe rmet ,  sans  los in4gal i t4s  pr41iminaires ,  d '  d tab l i r  la  loi sans  r e s t r i c t ion  - -  o¢ on 
p e u t  m~me ne  pas  l imi te r  l' hdrddit6, d' a i l leurs  - - ;  a jon tons  que les f luc tua t ions  se ron t  borndes  
si 1' on suppose  s e u l e m e n t  N~ l imit~e supdr i eu remen t .  Tout  ceei s'  ¢ tabl i t  p a r  des  r a i sonne .  
m e n t s  ana logues  h ceux  qni  s u i v e n t  dans  ce mdmoire .  
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qu'elle soit g6n6rale, une forme un peu sp6eiale avec une interpr6tation re- 

strictive de ta ~ moyenne asymptotique ~. 

Pour rendre les 6quations valables pour de grandes valeurs des nombres 

d'individus, on peut songer, de meme que dans l '~tude sans h6r6dit6 du 

Chapitre III, d introduire dans tes dq~ations hdrdditaires, des termes 
--)~N~, - - )~Ns,  clans l 'espoir aussi qu' i ls  limiteront sup6rieurement les 

fluctuations et mOme les borneront (limites inf6rieures et sup6rieures positives) 

s' il existe un 6tat d' 6quilibre, et sans doute alors feront disparaItre la restriction 

sur la loi des moyennes asymptotiques; nous verrons qu' i l  en est bien ainsi. 

D 'au t re  part, s 'il a 6t6 facile pour les petites fluctuations biologiques 

d'Otendre A l'hOr6dit6 illimit6e les raisonnements primitivement dOveloppOs 

avec une hOrOdit6 limit6e, il a 6t6 nOcessaire, presque au d6but de 1' 6rude du 

cas gOnOral (§ II), de conserver l'hOrOdit6 limit6e, essentielle pour l'Otablis- 

sement de ia loi des moyennes. Si cette hypothOse suffit parfaitement au 

biologiste, il peut y avoir quelque int6r~t mathOmatique A ne pas borner la 
durOe d' hOrOdit6. 

Tout comme aprOs une premiOre 6rude d' un eas remarquable de trois 

esp~ces sans hOr6ditO, ~ .  VOLTERRA a ,  repris la question avee uu terme 

d 'amort issement  don~ il a 6tudi6 le r01e, je vais reprendre et ddvelopper, 
dans l" hypothdse hdrdditaire, le cas fondamentat  de deux espdces ddvorante 
et ddvorde, avec des termes --)~N, et sans fMre d'hypothOse sur la durOe 
d' h6rOdit6. 

Et tout comme au paragraphe II du dernier chapitr% je prendrai, par 

raison de symOtrie, des 6quations un pen plus g6nOrales que celles auxquelles 

conduit le raisonnement simple de la th6orie des rencontres. J' 61a.rgirai 

mOme encore les hypothOses pour que soit indus  dans l'Otude qui suit, le 

cas de non h6rOdit6 qui n ' a  pas 6t6 trait6 ~ part avee les termes --) ,N.  

(1) 

2. Partons doric du syst6me: 

4-oo 

0 

+*oo 

0 

a v e c :  

a, > 0 % > 0 ).~ > 0 

7, ~> 0 y~ > 0 ~'2 --> 0 

(espOce dOvor6e) 

(esp6ce d6vorante) 
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F~, F: fonctions cont inues  > 0  dans (0, + oz) donnant  une va leu r  finie 5o 

enfin : 

-4-oo 4-o0 

0 0 

7 ~ A - F ~ > 0  7~-¢- F2 > 0 

de fagon que ies esp6ees a ient  des actions rgeiproques non nulles. 

On supposera dans  ( - - ~ ,  to) les fonctions N, ,  N.2 connues,  continues,  

posit ives e~ born6es - -  on bien s ' i l  y a une dur6e d 'h6r6di t6  limit6e par  To, 

seu lement  darts l ' i n t e rva t l e  (t o - -  To, to). 

Tout  d ' a b o r d  on v e r r a  qu ' i l  n ' y  a que des modifications insignifiantes 

h appor ter  5~ la d6monstratio~, de M. VOLTERRA re la t ive  au probl6me sans 

les fac teurs  ~. (Voir n. ° 16 de la note ma th6mat ique  du Chapi t re  IV) pour 

qu' elle s '6 tende  imm6dia t emen t  5~ notre eas, en 6tablissant  l" existence des so- 

lutions dans (to, - I - ~ )  et l 'unici td dans tout int6rval le  (to, t~ > to). 

3. Etablissons ma in tenan t  ee r6sultat  essentiel  que les fluctuations sont 

limitdes supdrieurement.  
D ' a b o r d  N~(t) ne peut ddpasser et mdme atteindre apvds t o le plus 

grand, soit A, des deux  hombres N°, = N~(t o) et ~ .  Car aux  ins tants  t~ > t o 

dN~ 
off l ' on  aura i t  N , - - A ,  on aura i t  aussi ~ < 0 de sorte que ces ins tants  t~ 

sera ien t  isol6s; et il y en aura i t  un t ~ ' >  t o pour  lequel  Nt p rendra i t  la 

va leur  A pour la premi6re  fois apr6s t o. 

Comme pour  
to ~ t ~ t,' Ni l )  ~ A, 

iI y a contradic t ion avee  
dN~ 
d r  (t~') < O. 

E t 
Montrons mgme que, quel que soit ~j > O, Ni(t) reste infdrieur d ~ + ~l 

par t i r  d ' u n  certain moment  (qui peut  dgpendre  de v/). 

D ' a b o r d  NI ne pour ra  res ter  aprgs t o toujours au moins +gal ~ ~ + n q  

1 dN i 
sinon Nt dt ~- --  "q;'' ce qui ex igera i t  que N~ tende vers  0. 

Done N, p rendra  ~ un cer ta in  momen t  une va leur  inf6rieure ~ ),~ + ~; 
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en prenant get instant eomme nouvel instant initial, on voit que N~ ne 

pourra plus jamais  ensuite dgpasser on m6me atteindre eette valeur, d' off la 
proposition. 

Plus br igvement  : 
- - - -  g i  

Plus grande limite de N~ pour t ~ A- ~ = N~ <~-~. 

Nontrons maintenant que N~ est limitde supOrieurement, par un raison- 

nement qui ne suppose pas ),~ =t=0. 

Soit M~ > 0  une limite sup6rieure de N ( t )  darts ( - - c~ ,  -I-c~). La se- 
eonde 6quation (1) donne: 

1 dN 2 
N~ dt ~ (Y2 -4- P~)M~ = ~ > 0. 

Remarquons que, apr6s to, la eourbe y~-~-N2(~ ) du plan (t, y), est, par 

rapport  /~ la courbe y-= e ~t, transport6e parall61ement ~ 0/ de faeon tt venir  

passer au point (t~, ~¢~(t~)) off t~ > to, au dessus avant  t~ et au dessous apr6s. 
Si alors pour 0 > to: 

° - -  N~(to) N~(O) = H > h > N~ - -  

on aura n6cessairement:  

T-= 1~ log ~ < 0 -- to 

et pour t o , < O - - T ~ t ~ O  
N~(t) > h. 

Par  suite dans le meme intervalle ( 0 - - T ,  0) 

t 1 d2~ j~ 
N, dt ~ % -- y~h-- h F~(t-- ~)d~ 

O--T 

t--(O--T) 
< e ~ -  h(,~ A-SF ~(u)d~t). 

0 

Puisque y~ + r~ > o, on pouvra  t rouver  I~ et ~(> o) tels que u > Ix entralne 
*t 

+j'F~(u)du } > 0. 
o 

Supposons que h soit assez grand pour que:  

H 
et ~- assez grand pour que:  T >  3~t. 
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Alors dans l ' in terval le  ( 0 - - 2 ~  ', O)on aura  

dN, 

et par  suite dans l ' in terval le  (0 - T ,  0), on aura sl]rement 

T 

N~ ~ M,e -r~ . 
Donc, h l ' ins tant  0 

T 

. . .  T 8 TO 

N--~21 alv 2d___t_ < --s~ + 72M, e -v~ + M,J'F.~)O-- z)dx + M,e-VOfF.2(O- x)dz 
--oo T 

0 - - -  
3 

T -4oc 

- -  z.2 +(72  + F )M~e -r  "~+ M,j'Fdu)du. 

Si T est assez grand pour que, s6par6ment,  
T ~ o o  

(Y2 + F~)M~ e-va et M~J'F~(u) du 
T 

H 
soient iuf6rieurs k :~-, et c ' e s t  ce qui a r r ivera  si )7 est sufi isamment grand, 

dN~ 1' alors ~ sera n6gatif  h instant  0. 

H 
Finalement ,  en choisissant d' abord h assez grand, puis -~ assez grand, on 

peut  t rouver  un hombre  H~>N~ tel que si N 2 at teingnait  cette valeur, sa 
d6riv4e h c e  moment  serait  n~gative. On en d6dui t  aussit6t que N~ ne pourra  
jamais  apr4s to d~passer ou m e m e  at teindre cette valeur, ce qui d~montre  
que N~ est limit6e sup@ieurement .  

~. Montrons main tenant  que N~ est limit~e inf@ieurement  par un nombre  
0, donc que la premidre  esp~ce a des variations borndes (~pr~s to). 

Remarquons  essent iel lement  que M~, M~ ~tant des limites sup@ieures 
de N~, N~ dans ( - -0% + c~) 

1 dN, 
N, d t >  - -  ),~i~ - -  7 i i~  - -  F,3I~ = - -  co oft to > O. 

La  comparaison des courbes y ---- N~(t) et y --~ e -Èt montre  facilement que, 



62 M. BRELO~: Sur le problOme biologique hdrdditaire 

si pour 0 > t o 

o n  a u r a  

et pour  t 0 < 0 - T ~ t < _ 0  

NdO ) = l < L < N~, 

T - -  1 logL 7 < O - - t o ;  

N#) < L. 

Done, dans le mgme intervalle  ( 0 -  T, 0) 

O--T t 

l dN ,  ~ ~ ' F ~ ( t -  x)dz 
N~ dt < - -  ~ + Y2L + M~ F~(t - -  z)d~ -t- 

- - ~  O- -T  

+oo  

< --  % + (V2 + F~)L + M,~F2(u)du. 
t - - (O--T)  

Supposons L assez peti t  pour  que 
% 

-- % + (Y2 + ]?~)L < -- -- 

et T assez grand pour que 
-I-oo 

T 

L 
ee qui aura  lieu si -~- est assez grand. 

Alors dans l ' in terval le  0 - - - 3 - ,  0 

1 d N  2 < z 2 
dt 6 

et par  suite dans l ' in terval le  

Done h l ' ins tant  O: 

0 T 0) 

< 6 3 

T 
O-- 

a~ T 3 :.~ T 0 

N~ dt  > ~ - -  X~L - -  y~M~e 6 ~ _ M~ F~(O --  z)d~ --M.2e - g  ~ F~(O - -  z)dz 
- -00  T 

0 - - - -  
3 

e~ T -4-oo 

> z~ --o i~L - -  (y~ + F~)M2e 6 3 __ M2~F~(u)du" 

T 
-3 
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Si L est assez petit pour que:  

si T est assez grand pour que:  

et que : 

~2 T 

T 

ee qui arr ivera  si T e s t  assez grand, alors ~ sera 2> 0 ~t l ' instant  0. 

0 u  en dgduit en ehoisissant sueeessivement  L, puis t, qu ' i l  est possible de 

t rouver  l assez petit pour que N~ ne puisse jamais  deseendre jusqu'~t eette 

valeur.  NI est done bien limitge inf@ieurement par un nombre posidf. 

5. Cherehons si un dtat s tat ionnaire  est possible; les ~quations des va- 
leurs stationnaires sont: 

(2) i ).~h~ + (T~ + I',)h2 = % 
t (7~ + P~)h~ - -  i~h 2 :=- -- % 

d'ofi :  

solution unique finie puisque: )~X 2 + (7, -I-PJ(~A -I- F 2 ) ~  (7, --1- P~)(T~. -t-F~):> 0. 

h i e s t  avec  nos hypothgses, toujours > 0 ;  mais h 2 peut  ~tre de signe quel- 
eonque. 

6. Examinons d ' abord  le cas o¢~ il n" y a pas d" Otat stationnaire,  e' est 

dire, en laissant de eSt~ le cas d'6galit6 h~ = 0 l 'hypoth6se:  h~ <" 0 ou 

Je  vais montrer  qu 'a lors  N 2 tend vers 0 et N l vers ~ ,  autrement  dit, 

la seconde espdee s'dp~tise et la premidre  a la mdme l imite  que si etle 

exis tai t  seule. 

On remarquer~ que cette circonstance, inddpendante de la valeur ~ 0 de ~ 

se produit quand X~ est assez grand, e ' e s t  /~ dire quand la r6sistance de la 

premi@e esp~ee ~ son propre dgveloppement  d@asse  une eertaine valeur. 
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Montrons d ' abord ,  en ce qui concerne  N~, que si ~ > 0 est choisi con- 

venab lement  petit, on aura,  g par t i r  d' un cer ta in  m o m e n t :  

1 dN~ 
N 2 dt < - - ~ o .  

En effet, ~ > 0 6tant  choisi a rb i t ra i rement ,  g par t i r  d' un cer ta in  mo- 

men t  t~ on aura  N~ < ~ -1-- ~q, d' off: 
^~ 

et par  sui te :  

+ ~  t~ t 

0 - -oo  t~, 

t t~ 

,<('~- ~ ~ )~F f l - -  x)d': + M~G(t - "~)d; 
t I --cxa 

4;oo 

t--t~ 

~-oo  

N-~ d ~  < ~ - % + ' %  ~ - I - ' q  -t- ~ + r j  P2-I-M~ (u)du 
t - t ,  

+ o o  

< - -  % + (y~ -+- r , )  ~ + "~(y~ + r~) + M~ F2(u)du. 
t - - t ,  

-I-oo 

Soit T tel que : ~fF2(u)du < ~. 
T 

Puisque - -  s 2 + (y~ + P2) ~ < 0, on voit  q u ' e n  choisissant  ~ assez peti t  

1 dN~ N~ dt deviendra ,  apr6s l ' i n s t an t  t~-4-T, inf6rieur ~t un cer ta in  n o m b r e <  0, 

d' off il suit que N~ ~ 0. 
--t-¢x~ 

Pour  voir  ma in t enan t  que N l tend  v e r s -  pu isqu 'on  sait  que Ni ~ -  
;~ '  iv i ' 

il suffira de p rouver  que, 6rant donn6 ~ > 0 arbi t ra ire ,  on aura  g par t i r  d' un 

cer ta in  moment  N~ :> ~ - -  ~. 

-4-oo 

Remarquons  d ' abo rd  que t F,(z)N.~(t- z)dz tend vers 0 quand t ~ +  oo. 
! 

0 
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Car cela s'6crit, en introduisant un instant 0 < t :  

0 t 

- -oo 0 

et si pour t ~> 0, N~ < ~o, on aura :  

0 t--O 

+oo 

Soit To tel que SF~(u)du < ~qo; pout" t > 0 + To, il v iendra:  
T 

~pe, o 

~ F~(x)N2(t - -  "~)d'c < (F~ 
o 

Comme on peut ehoisir ~o arbi t ra i rement  
conclusion est imm6diate. 

4¢:'O 

Nais alors ~(t)--" y ~ N ~ ( ' ~ ) ? ~ ( t -  t)dz tendra vers 0 quand t ~ - t - o 0 .  
0 

1 dN~ 
ConsidO'ons N~ dt  ~ s~ - -  ),~N~ - -  ¢~(t) et supposons, si ~ > O, qu' ~ partir  de t~, 

~(t) < X~ ~- 
2" 

+ M~)~o. 

et t rouver  ensuite 0 et To, la 

~, 1 dN,  
N i ne pourra rester  apr6s t i ,  inf6rieur ~ ~-~---~, sinon N~ dt  resterai t  su- 

p6rieur /~ ~ ,  ce qui est incompatible avee le fait que A r e s t  born6. 

$ t  Done N~ finira par prendre une valeur au moins 6gale ~ ~ - - ~ q ;  ~ ce 

moment  adtU > 0 et dans la suite N~ ne pourra jamais redescendre ~t la 

valeur consid6r6e, car  la premi6re fois qu 'el le  la reprendrai t  en particulier, 

on devrai t  avoir aussi ~ > 0, ce qui est incompatible avec le fait qu ' au  

voisinage ant6rieur de cot instant N~ est au moins 6gale/~ la valeur consid6r6e. 
D' off la propri6t6 annonc6e puisque ~ est arbitraire > 0. 

7. Cas d ' u n  dtat  s t a t i o n n a i r e  possible:  h 2 > 0 ou 

0 < ~ < s-~ (7~ + l~) • 

A~nat i  dl Matematica., S e r i e  I V ,  Tomo I X .  9 
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Montrons d ' a b o r d  que la seconde esp~ce comme la p r e m i e r e  a ses 

fluctteations borndes; il suffira de voir  que N~ est limit6e inf6r ieurement  par  

un hombre  > 0. 

On ra i sonnera  comme au n. ° 4 en pa r tan t  de:  

Si pour 0 > to, 

011 a u r a  

et pour :  

puis : 

1 dlV~ 
5~ dt > - -  ~"  

N,(O) = l < L < N O 
2 

T---~ 1 log ~- < 0 - -  t,~ 
~2 

t o < O - - T ~ t ~ O ,  N#)<L,  

4~e~ 

t dN~ 
N~ dt > s~ - ),~N~ -- (y~ -I-. F,)L - -  M 2 P~(u)du. 

t--(O--T) 

Etan t  donn6 ~ > 0 et moindre  que 

assez grand  pour  que :  

alors dans l ' i n te rva l l e  (0 - -~3T , 0) 

~ ,  supposo~s L assez 

, + o o  

M2~ F~(u)du < 2 
T 

, on a u r a :  

pet i t  et T 

1 dN~ 
N~ dt  ~ ~ -- ~ - -  ~ N ~ .  

Soit v~ une l imite inf6rieure > 0 de N~ qu 'on  p rendra  inf~rieure ~ ~--~" si 

est assez petit, v I < ~ - -  ~ et la courbe y ~ y(t) int6grale  de 1 d y _ _  e 

et qui par t  du point (t ~ 0, y - - - v , )  i ra  en croissant  pour tendre  asymptot i -  

~ - -  "0 su ivant  la loi : quemen t  vers  

y 

t" d y  
t 0 

Yl 



de deux esp~ces ddvorante et ddvorde 67 

Elle atteindra la valeur  ~ - - 2 ~  - -  au bout du temps 

= y ( ~  - -~ ~ , , y ) "  
Y l  

I1 est facile de voir, en raisonnant par l 'absurde,  que dans l ' intervalle  

(0 - -z3 / ' ,  0 ) t a  courbe N~ sera au dessus de cette courbe y. Si done nous 
\ - -  / 

supposons ~ < ~ - ,  on aura  dans l ' in terval le  0 - T ,  0 

> - 

On en d6duit qu'~t l ' instant  0: 

1 dN~ ~ - -  2~  

N~ dt ~ - - ~ - - ) . ~ L + y ~ .  ).~ 
- - . . +  _ _  

0 

e~ - -  2 ~  ~ F ~ ( 0  - -  ":)dr, 

T 
0 - - -  

3 

+ + + f (u)du. 

T 

Si L, "~ sont assez petits et T assez grt~nd, la quantit5 entre crochets, :> 0, 

sera inf4rieure ~ la quantit4 par  hypoth~se positive --  e 2 + (y~ + F2) ~-~ et par  

suite ~ t  ~ sera positive a t ' instant  0. 

Si on choisit suceessivement  ~ assez petit, L assez petit, puis T assez 

gra, nd, c ' e s t  £ dire l :>  0 assez petit, on conclut que si N~ prenait  cet te  

valeur l, d--~ 2 serait  ~ ce moment  n6cessairement ~ 0. I1 s 'ensui t  encore que 

cette vMeur l est une limite inf4rieure de N.2. c . q . f . d .  

8. I1 eSt commode, pour poursuivre cette 6rude, d '6cr ire  les 6quations en 

mettant  cn 4vidence les valeurs stationnaires positives ha, h~. II v ient :  
-4-oo 

(3) o 
+ o o  

dN~ r 

dt - 
L .J 

0 
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Comme dans le probt~me traitg sans les faeteurs k, oll peut encore 

4tabtir que pour chacune des fouctiohs N~, N.2, il est impossible qu 'd  par t i r  
d ' un  certain moment, elle diffOre de la valeur stationnaire correspondante 
d 'une q~antitd de module s~,tpdrie~r ~ m, nombre positi~ Autrement  dit 

en d6signant par N, ,  N~, N ~  N~ les plus grandes et plus petites limites 
-4-oo - ~ o o  

quoond t - - +  0% et qui sont > 0 et fin@s: 

+ o c  -4-oo 

N ~ < _ h ~ N  l, N2~_~h~<_No. 
-i-oo -I-oo 

De sorte que, pour chaque esp6ce, s ' i l  y a une limite, ce ne peut dtre que 
la valeur stationnaire correspondanle. 

Par  exemple, supposons que pour t >_t~ on ait toujours N ~ >  h ~ + e  

o~ e > 0. On verroo qu 'an  bout d 'un  certain temps, c. ~. d. pour t > t 2 > t~ 

h2)d'c 
o 

sera supgrieure h un certain nombre ~ > O, d'ofi 

1 dN~ 

partir d 'un  certMn moment  t~, N~ devra  d 'apr6s  cela rester  infgrieure 

quelconque pris entre h~ - -  ~ et h~. Car on verra  d' abord que N~ UIt nOl l lbre  

ne peut rester  sup6rieure ~ un tel nombr% puis que si elle prend une fois 

cette valeur  elle resteroo n(~cessMrement dans la suite toujours pins petite. 

Mais alors, apr~s un nouvel instant oossez 61oign6 t 4 ~ t~ 

-4-oO 

o 

restera infgrieure h uu certain nombre nggatif - -~ ,  d 'od  

1 dN~ 

ce qui exigerait  que N~ tendit vers 0 e~ fair done ooppooraitre Ioo contradiction. 
On traiterait  de mani~re analogue les autres coos. 



de deux esp~ces ddvorante et ddvorde 69 

J ' a j o u t e  m~me le r4sul ta t  su ivan t  qui s'6tablira+it p a r  des r a i sonnemen t s  

ana logues  h c eux  des n. ° 4 e t  7~ et  bas6s sur  la propriSt6 des deux  limita- 

tions posi t ives  pour  N~, N 2. 
C'es t  que, dlant donnd ~ ~ 0 quelconqu 6 on peut trouver T fini tel que 

chacune des indgalitds: 

I N ~ - - h , I >  ~, I N+-- k~I> "~ 

soit impossible pendant  une pdriode de du~'de T arbitrai+'ement post~- 

rieu~+e d t o . 

9. On 6tabl i ra  maintenant~ en ra i sonnant  ~t peu pr6s c o mme  darts le eas 

de M. VOLTERRA~ la loi des moyennes asymptotiques, mais a v e e  le sens 

g~n6ral  de ta m o y e n n e  asympto t ique ,  c ' e s t  ~ dire  que  les m o y e n n e s  

t t 
1 ' 1 

t - -  t o t - -  t o 
to to 

t enden t  vers  les va l eu r s  de l 'S t a t  s t a t ionna i re  h+ et h¢, lorsque  l ~ +  c~ pa r  

va leurs  quelconques. 
Des ~quat ions (3) on t i r e :  

to to to 0 

Trans fo rmons  l ' in tOgrale  double  : 

t I -t-oo 

+ > -  +.>++ 
t o 0 

t l  t 

=j+d+~+(t- +>I+~<+>- +++++ 

t~ t o t~ t 

- 

to - - ~  to t0 

L a  p r e m i e r e  par t ie  est  de module  inf6r ieur  /~ 

t t  to t~ +¢x~ 

to - -oo to t+to  
-4-oo 

Or ~F~(u)du~O quand  t ~ +  ~ ;  il s ' ensu i t  a i s6ment  que  la v a l e u r  m o y e m l e  
t - - t  o 

de ee t te  fonet ion de t en t re  t o e t  t~ t end  vers  0 quand  t ~ - t - c ~ .  
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t l  to 
1 

Ainsi t~ - -  t o 
to --¢~ 

d'apr~s la formule de DIRICHLET: 

÷ ~. D' autre part, 

t~ t t l  t~ 

to to to ¢ 

to 0 

t I t 1 -+-co 

to to t , I ¢  

La seconde partie est de module inf~rieur g 

t t ~,-cx2 

t o t~--¢ 

4-00 

et comme ~F~(u)du-*O quand 

tendra  vers 0 quand t ~ - l - ~ .  
t~ --{-o0 

Ainsi t,--1 to~[N2(~)-  h~]dz~F,(~t)du 
t o t1--¢ 

d6duit de 1' gquation initiale, puisque, N~ 

positifs~ l o g ~  demeure  born6, que 

t~--to +c~ 

0 v 

v~, -F  ~o, sa valeur  moyenne entre 0 e t t , - -  t o 

0 quand t ~ +  ~ .  Finalement, on 

restant comprise entre deux nombres 

t l  
1 

- -  ).~ ti _ to~(N~ --  h,)dt 
to 

t l  

+ (7~ + r , )  (N~ - -  h~)dt  

to 

quand t~--* + ~ 

= %(t~)~O 

et de m~me~ on obtiendrait  parei l lement:  

t~ t l  

to to 

quand t~ ~ + c~. 

- -  ~ ( t ~ ) - - O  



de deux esp~ces ddvorante et ddvorde 71 

R6solvant ee syst6me par rapport  aux valeurs moyennes  de N , -  h~, 

~.~--h~ et passant h la limite, on t rouve que cos valeurs moyennes tendent 

vers  0, ca qui 6tablit la propri6t6 annonc6e. 

10. Etudions la perturbat ion des moyennes asymptot iques par destruction 

uniforme et proportionnelle dans ehaque esp6ce au nombre des individus 

pr6sents. On regardera,  quand on fait var ier  ~ et z~, domment var ient :  

~I~ ÷ ~(~'& + r~) sl(y~ -4- 1.'~) ~ I ~  
h~ = i ,1~ + (~,~ + r,)(~,~ + r ~ )  

Quand on ne d6truit que l 'esp6ce d6vorde, la m0yenne asymptot ique de 

l 'esp4ce d6vorante diminue, et cello de 1' esp6ce d6vor4e diminue ou reste in- 

variable  suivant que t~ > 0 on I~ --- 0. 

Quand on ne d6truit que l 'esp6ce dSvorante, la moyenne asymptot ique 

de l 'esp6ce d4vorante diminue, cello de l 'esp4ce d4vor6e croit. 

Quand on d4truit simultan4ment les deux esp6ces, la moyenne asympto- 

tique de l 'esp6ce d6vorante diminue mais cello de l ' au t re  pout augmenter  
on diminuer suivant le proc6d4 de destruction, ~ moins que ) , ~ = 0  dans quel 

cas elle a, ugmente toujours. 

En posant : 

x > 0  : ~ + % > 0  

x mesurera  l ' intensit6 de la destruction, a~, % caract6riseront  le mode de 

destruction. 

On volt que k~ est toujours fonction d6croissante de x, tandis que k, est 

croissante, d6croissante on eonstante suivant q u e - - t ~ + ( ~ , ~  + r ~ ) %  est > 0 ,  

< 0 ou nul. 

Ajoutons que pour qu 'on  reste darts l e c a s  d 'exis tence  d 'un  6tat sta- 

tionnaire et dans los conditions du probl6me, il faut et suffit que l ' intensit6 
reste inf6rieure t~ 

11. Pour  terminer, j ' indiquerai  un cas simple, o~t, lorsqu'un dtat sta- 
t ionnaire est possible, on pout af f irmer que le syst~me admet un dtat 
l imite  qui est done l 'd tat  stationnaire.  
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C" est celui o~ : 

~,~;% > (y~ -+- F,)(7 = + tL~). 

:Nous ut i l iserons les 6quat ions  (3), 
On salt que, queI que soit ~q ~ 0~ g par t i r  d ' u n  cer tain m o m e n t  t~ 

d' off 

1 dN~ 
N= dt 

t l  

~,~ h.~ ÷ r~, + (M i q -  h~) 
- - o o  

t 

X~ 

et par  suite aprgs  un cer ta in  instant  t~ > t~, 

1 dN~ G 
d--t- + X~(N~ - -  h~) < ~, (y~ + r , )(r ,  + r , )  + 

od % ~ 0 pent  6ire choisi inddpendamment  de -q, et  fonction seu lement  des 

donn6es (coefficients et condit ions initiales). 

Pa r  un r a i sonnement  d4jh utilisG on d6duit  de lh, q u ' a p r 6 s  un nouvel  

instant  c o n v e n a b l e m e n t  61oign6 t 3 ~ t~ 

~,~ 
(7, + r',) 

off % a et6 ehoisi eonvenab lemen t ,  c o m m e  %, i nd6pendammen t  de ~q. 

Mais alors,  d ' a p r 6 s  la p remi6re  6quat ion,  apr6s  t, > t a c o n v e n a b t e m e n t  

pris, on a u r a :  

1 dN, q- )~t(Ni _ hi ) > _ (y~ q- pi)(g~ -+- P , ) ( y ,  -t- P~) 

off % > 0 a 6t6 choisi c o n v e n a b l e m e n t  i nd6pendammen t  de 7. 

De  sorte  q u ' a p r 6 s  t~ convenab te  et ~ 14, oil a u r a :  

N, > hi - -  Y~ + p'  • (Y' + r,)(7~ + P~) h~ - -  z ~  

off ce t te  quant i t6  est  e f fec t ivement  posi t ive si ~q est assez pet i t  puisque,  sons  
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1' hypoth6se ~.,;.2 > (7, + P~)(Te + I'~), il vient:  

h,~ ~> 7~ -4- P~ 

En cons6quence, apr6s t~ convenable et > Q, il viendra, d 'apr6s la seconde 

6quation (3): 

1 dN~ --5~ - -d r  -1- ?,~(N~ - -  h.. a) ~ (7~ q- P~) L q-t~ Pi (L + PiXT.~X~. q-'I~)'a~ %~ 

de sorte qu 'apr6s un certain instant t 7 > Q 

f ]' N2 > h 2 __ (L + F,)(7~ q- r~) h~ --  %~q 

les a 6rant toujours choisis convenablement  ind@endamment  de ~. 
Ainsi, /~ partir  d 'un  moment  assez 61oign6 

X~X~ ~ " 

off le hombre positif ~l peut 6tre choisi d '~vance  arbi t rairement  petit. 
Reprenons la premi6re 6quation et utilisons comme limite inf6rieure de 

N ~ -  h~, au lieu de - - h .  2 (ce ~t quoi revenai t  le raisonnement fournissant la 

limite s.up6rieure h~ q Yl q- F~ 1' ),~ h~ pour N~), expression qu 'on vient de trouver. 

On ve r ra  alors qu'~t partir  d 'un  certain moment :  

N - -  h~ < % + F ~ [  ! L +  P~)(Y~ q- P~)]~h~ q- 
J 

off ~ eat choisi arbitraire > 0. 
On pourra reprendre  le raisonnement it partir  de cette limitation meilleure, 

puis refaire autant  de lois qu 'on voudra le cycle  du raisonnement.  On obtient 
ainsi le r6sultat suivant :  n 6tant un entier fix6 ~ 1, quel que soit ~ > 0, on 

aura ~ partir  d 'un  moment  assez 61oign6, en posant 

ki 

Annali d~ Matematiea, Ser ie  IV~ Tomo I X .  10 
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Puisque q < 1, on en d~duira bien facilement que N~ et N 2 doivent 
tendre vers k~ et h: .  II n ' y  aura, 4rant donn~ ~0, qu '~ prendre d 'abord n 

~ssez gr~nd pour que Y' + F, y~ + r~ ),~ qn+~h2' X~ qnh 2~ q~+~h~ q~+~k~ soient 

que _~o puis choisir ~ ~ ~o; on sauro~ alors qu'~, partir  d' un mo- moindres 

merit assez 61oign6 

ce qui 5tablit la proposition. 
Ainsi ),~ dtant f ixd assez pet i t  pour qu" il exis te  un dtat stationnaire,  

d~s que X 2 ddpassera une certaine valeur (Y~ + F')(Y'z + F~) ),~ , on est ~ r  que 

le syst~me aura un dtat limite, l 'dtat stationnaire. 


