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S u n t o .  - In questo lavoro, nato dalle discussioni ehe ebbi anni ]a eon A. Laseu, riconsidero, nella 
teoria dei fibcati vettoriati su una cu~'va algeb~'ica, il problema classieo dei punti (v+ 1).upli 
di una serie lineare g~. 

1 .  - Sin X un~ curvu Mgebrica irriducibile, non singolare, definit~ sopra un 

corpo Mgebricamente chiuso k. Denoteremo con 0 il fascio costante delle funzioni 
r~zionMi su X e con K il fibrato cotangente  di X, cio~ il f ibrato per cui ]e funzioni 
di t ransizione sono y ~  = dtJdt~ (ore t~ ~ la coordinata  locale in un aper to  U~ di X ,  
e t~ ~ lu coordin~tu locale in un  aper to  U~ di X),  ossia il fibr~to delle forme diffe- 
renziMi di primo grado. 

Sin L ua  fibr~to vettoriMe di rango 1 su X e sin F ( X ,  O(L)) lo spazio vettoriMe delle 
sezioni 4i L regolari sulla X. Consideriamo un numero naturMe r < d i m F ( X ,  O(L)) --  1 
ed un  sottosp~zio A di F ( X ,  O(L)) di dimensione r + 1. 

Si~ no, . . . , a ,  una  base di A. 
Denoteremo con { U~}~ x un r icopr imento aperto della X,  costi tuito du intorni 

di coordinute per L e per K ;  con 9 ~  le funzioni di transizione del f i b r a t o / i  e con 
/~(U~, 0) Fanello delle funzioni r~zionMi su X regotari nei punt i  di U~. 

Sin, per ~ ~ I ,  t~ un~ coordinata  locale in U~, cio~ un~ funzione razionMe, regolare 

nei punt i  di U~, ivi iniet t iva e tale che~ per ogni x E U~, t ~ t , ( x )  sin un para- 
met ro  locMe nel punto  x. Un siff~tto sistema di coordinate locMi si pub sempre us- 

segnare scegliendo abbastanza fine il r icopr imento { U~}~ z. 
Ogni sezione a e F ( X ,  O(L)) ~ r~ppresentat~ da uua  collezione {s~},~ z di funzioni 

s ~ F ( U ~ ,  0) collegate fr~ di loro mediante  le relazioni 

(1) s~,(_P) = ?~(P)s~(P) ,  per ogni P e U~ (~ U~. 

(*) Entrata in Redazione il 5 agosto 1973. 
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In  p~rtieolare, ognuna delle sezioni o, (i = 0~ 1~ ..., r) ~ ra.ppresentata mediante una 

eollezione s~ di tall  ftmzioni. Una sezione quMunque di A o = ~ ~o~ sar~ rappre- 

sentata  da {ss} con s~-=-~ 2,s~s. 
i = 0  

Deno~iamo~ ~1 solito, con v~(o) il eoeffieiente del punto a e X nel divisore ((r) 
~ssoci~to a ~r (err. [1]). Se a e Us, abbi~mo %(0)=  v~(sfl, per definizione (efr. [1]). 
L~ eondizione vo(o)>h ~ dunque equivalente Mla condizione v~(ss)>h ~ la quale a 
sua volta si esprime mediante le relazioni 

ds~ d h-18s 
ss(a) = o ,  at--~ (~) = o ,  ..., ~ (~) = o .  

Quindi la condizione neeess~ria ~ sufficiente ~ffinch~ esista un~ sezione a e A ed 
un punto  P e X per cui v~(o) sia maggiore od uguale a. r + 1 si scrive, in U s ,  me- 
diante le equ~zioni line~ri nelle ).0, . . . ,2 ,  

~=o ~=o ' d.ts (P) = O, . . . ,  ~ Z, ~ (P)  = O. 

Questo sistem~ ~mmette  un~ soluzione diversa d'~ (0, . . . ,0)  s e e  soltanto se, deno- 
tundo con w~ il determinante [d~sis/dt~[, 0 <~i, j<r~ ~ soddisfatta ls eondizioae 

(3) %,(P) = O. 

L~ funzione razionale w s ~ regolare in ogni punto di U s. l~ieordiamo ora ehe una 
sezione o ~ A, al pari d i u n a  funzione razionale sulla curva X, ha soltanto un numero 
finito di zeri e che il divisore ( 0 ) =  ~vp(o)P si chiama il divisore della sezione 0. 

Supponendo chela, curva X sia eomple~a, vi g unu biezione tr~ lo spazio proiet- 
t ivo P(A), ~ssoeiato allo spazio ~ettoriale A, e la serie lineare g~(A), costituito dai 
divisori de]le sezioni o E A; la dimensione r della serie coincide con la dimensione 
di P(A). La condizione (3) g neeessaria e suifieiente per l 'esistenza di un divisore 
(0) eg~(A) per eui v~(o)~>r + 1. ]~ nora la formula elassiea di Brill-Segre (err. [5]) 
la quale d~. il numero 

(4) (r -+- 1)(n + gr-- r) 

dei punti  (r -k 1)-upli d i u n a  serie lineare g~. Di questa formula~ Severi ha dato una 
interpretazione funzion~le (cfr. [6]) 

(5) H ~ ( r + l )  G - k ( r - k l ) K  
2 
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ore  H indiea il divisore costi tuito dui punt i  (r + 1)-upli della g~, ognuno preso con 
la debita  molteplicit~;  G indica un  divisore (gruppo) della serie g~ e K un  divisore 
(gruppo) eanonico della curva  X ;  il segno ~- indica l 'equivalenza lineare. 

Nella presente  nora ci proponiamo di dimostrare  il r i s ~ t a t o  equivalente,  ne]t 'am- 

bi to della geometr ia  degli spazi fibrati,  cio~ il seguente 

TEORmIA. - Sia X una curva algebriea non singolare, sia K il ]ibrato eotangente 
di X ,  L un fibrato vettoriale di rango 1 s~t X e A uno spazio vettoriale di dimensione 
r + 1 eontenuto hello spazio F ( X ,  0 (L)) delle sezioni regolari nel ]ibrato L sulla eurva X ;  
sia ao, ..., (~ una base dello spazio A.  Consideriamo un rieoprimento U ~  {U~}~ 
di X ,  tale ehe K sia rappresentato da un eoeielo (Y~B) ed .L da un eoeielo (q~B) di U. 
Consideriamo inoltre, per ogni i (O<i<r),  le ]unzioni razionali s~ ( ~ I )  le quali 
rappresentano la sezione a~ e, per ogni ~., il wronskiano w~ delle ]unzioni So~ , ...,s~.~. 
Ze eoppie (U~, w~)~ z rappresentano una sezione w in un ]ibrato M isomor]o al pro- 
dotto .L ®(~+~) @ .K ®(m'+~))/~. 

DDms~mtzm~-E. - Poich8 per ipotesi (s~)~e, rappresen~a la sezione a~ nel fibrato L 
e ~ sono funzioai  di transizione di questo fibrato, possiamo scrivere s~----~ss~B 
e, denotando con t~ una coordina$~ locale in U~ e con t~ una coordinata locale ia U~, 

] d j si~ d j 

q~3 sob 

(q~,p dsoB d%~] dt B 
- ~  +SoB dt 3]  

~B 813 ... q)=B s*'B dr3 
[ dsaB dF~B~ dtB (q~,# de*B s dq~B] 

d*so~ [d~f u 
,,~ 

d.-s 3 

 +1Vt4 
= ~ ~ I  ws(x)' o<i, i<r 

come si verifica subito operando sulle linee del determinante .  
Le funzioni 

sono le funzioni di transizione per un  fibrato vet tor ia le  di tango 1, ehe denoteremo 
con M. 
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Dalle formule generali r iguardant i  le operazioni con fibrati vettorial i  (cfr. [2]) 
risulta la relazione 

(7) M ~ L®(~+~) ~)K®(~(~+~))~. 

Le eoppie (U~, W~) rappresentano una sezione W nel fibrato M, la quale, quando 
si sostituisee la base {~o, ..., a,} con un 'a l t ra ,  viene molt ipl ieata per un  fa%ore co- 
s tante  non hullo; quindi il f ibrato M e i l  divisore della sezione W dipendono sol- 
t an to  da A e non dalla base {00, . . . ,g,}.  Con questo il teorema b dimostrato.  Chia- 
meremo la sezione w il wronskiano dello spazio A. 

2. - Consideriamo un punto  P ~ X. Le sezioni a e A che si annullano nel punto  P 
costituiseono uno spazio lineare A1, di dimensione r = d i m A -  1. Supponiamo ehe 

la sezione generica a eA1  abbia nel pun to  _P uno zero ml-uplo e sia A S lo spazio 
vet tor iale  delle sezioni a eA~ le quali hanno nel punto  P uno zero m-uplo con 

m > m ~ ;  d i m A 2 = d i m A ~ - - l = r - - 1 .  Lu sezione generiea a~A2 ha nel punto  P 
uno zero m2-uplo con m2 > m~. 

l~ipetendo su A2 il ragionamento fa t to  su A~, e proseguendo nello stesso modo 

arr iveremo ad esso spazio A~ = { ~ a ~ e k } ,  di dimensione 1, eosti tuito da sezioni 
aventi ,  tu t t e ,  uno zero m~-uplo nel punto  P. Troveremo, in questo modo, una sue- 
eessione ereseente di interi  positivi m~< m~< . . .<  m~, eorrispondenti  ai sottospazi 

A 1 > A~ > ... > A  r. 

TEORE)fA 2. - (Teorema di C. S E ~ E )  cfr. [5], [6]. I1 wronskiano w dello spazio A 

ha nel punto P, di eui sopra, uno zero n-uplo con 

n = v~(w)  = m~ + ... + m ,  
r(r + 1) 

DI~OSTI~AZIONE. - Osserviamo che si pub seegliere una base dello spuzio A coati- 
tu i ta  da sezioni a0, . . . ,~ ,  per cui 

VA~o) = o ,  vp(o-~) = m~, . . . ,  ~A~,)  = m~ 

(supponiamo in tanto  eke non siano n~lle t u t t e  le sezioni di A n e l  punto  P).  
Sia U~ un aperto del r icopr imento U, contenente  il pun to  P e sia si~ a n  rappre- 

sentante della sezione a~ nello spazio F(U~, O). Se t~ ~ un paramet ro  locale nel punto  P, 

di U~, possiamo serivere 

8o~ = 1o ,  s l~  = t~, f l ,  "'", 
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con 1+ e Or, x ,  L(P) ¢: 0 ; quindi  abb iamo  

W o g  

t+ I~ . . . . . .  t++% 

]o m l t . h - l f x _ ~  m, , m~ , 

• . . . . , , ° , . • , , ° , . o o , • + 

+n,! C , - "% + 
fo ''~) mt ] jr]. -I- . . . . . .  (mr - -  ml)! "*" 

m,!  tm,_,]" 
f :> m~ ! V -'+°> + . . . . . .  (+n, - r~! 

I1 determinar t te  w~ 6 una  s o m m a  di t e rmin i  della fo rma  a~a~ ~ ... a~,, ogni ele- 

men to  a~' essendo una  serie di potenze  intere di t~. I1 t e rmine  iaiziale della serie a~' 

6 uguale  al t e rmine  iniziale della serie (m~!/(m+--h~)~lt "*'-h'~..t ~ ~+, se m + ~  h+~> 0 (mo = 0), 
oppure  al t e rmine  iniziale della serie /~,-h,) se m + - - h , <  O. 

Quindi vp(aho o ... a~ ~) ~ maggiore od aguale  alla somma dei te rmini  positivi  della 

successione mt - -  h+, m+ - -  h.2 ~ ..., m r - -  hr • 
Dunque,  da to  che {h~, ..., h , } :  {1, ..., r}, possiamo scrivere 

vv(a~o o ... a~,) ~ / m l - - h i  + ... + m ~ - - h ,  = ~ mi 
4 = 1  

r(r + 1) 
2 

h+ h, per i quali m~--h~>O,  per ogni I1 segno ~ vale sol tanto per  quei p rodot t i  a o ... a, 
i (1 < i < r ) .  

Per  calcolare la s o m m a  So dei te rmini  iniziali di questi  prodot t i ,  cio~ dei termini  

di grado minimo,  osserviamo che questa  somma  ~ uguale alla somma  dei te rmini  di 

grado m i n i m o  del de te rminunte  

7 =  

t+,-/ t °  t++"t~ . . . .  . 

0 ml t~ ~-1 }1 -~,- I + • . • m r ~  ]'r 

• . o o . • • • o o , , . , ° 

m r [  

0 m~!i~ .•. (m_m~) ! t~ '~+ ' t ,  

. . . . .  , , o . . . . .  • , 

mr ! t'~, -" t 0 0 . , .  ~ +, ~, 
( m , - - m ) :  

! 

il quale si deduce dat de te rminan te  w~ sost i tuendo io zero alle der ivate  fo, ¢~) 

t[, #') 

2 3  - .4nna~t d i  Matemat ica 
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I1 de terminante  d ~ ugusle sl prodot to  m~ . . . . . .  m~/o]~ j ~  ~(m~+...m,/~(~+l):ma~, ove 

I 1 

(m~--1)! 
(m~-- I)! 

0 (m~-- 1)! 

0 (m2--1)!  

0 0 

, , ,  1 

mr- 1 

(m~--1)! 
(m,.--m~)! 
(m~--1)! 

(mr--  m~ - -  1)! 

(m,--1)! 

(m~ - -  r)  ! 

(m,--:~ )! 

Questo si vede moltiplicando, ordinatamente ,  per 1~ t~,  . . . ,  t ~ le righe di d~ in modo 
che t~ ~ appsia  come fa t tore  netla seconds eolonna, t~ ~ hells  terza colonna, ..., t~ ~ 

hell 'ult imo. 
Per  csleolare il de te rminante  d~, consideriamo r vsriabil i  indipendenti  x~ ...,x~ 

ed il de te rminan te  

~(x~, ..., x~)= 

1 1 ... 1 

X 1 X~ , , ,  X r 

x,(x,--  1) x,(x~-- .1) x~(x~- 1) 

. , .  

x~(x~--l)  ... (x~-- r  ~- 2) x ~ ( x ~ - - l )  ...  (x2- - r  + 2) x,,(x~ - -  1) ... (x~ - -  r ~- 2) 

Questo de te rminsn te  ~ evidentemente ,  uguale al de terminante  di Vsndermon/~e di 
x~,  ...~ x~ e d~-~  ~(m~--l~ m 2 - - 1 ,  . . . ,  m r - - l ) .  Siccome gli interi m~, ..., m~ sono di- 
versi i ra di loro, risulta d~ =A 0. l~isulta poi che la somms S0 dei termini  di grsdo 
minimo figuranti  nello sviluppo di w~ secondo le potenze di t~ ~ uguale a 

~m2 ... m~ ~ (m~-m,)/o(P) .../~(P)t~ m ~ ÷ ' ' ' + ' ~ - ~ + 1 ' 2 >  

il che dimostra il teorema di C. SEG~E. 
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3 .  - O s s e r v a z i o n i .  

a) I1 t eo rema  1 vale per  una  curva  algebrica non singolare qua.lunqu% anche 
non comple ta ;  per  esempio,  par  una  eurva  algebriea afi3ne. 

b) Se la curva  X g eompleta ,  il t eo rema  i si t raduce,  median te  i divisori asso- 
ciati  ai f ibrati  ehe vi intervengono,  nella relazione di equivalenza lineare (5) di 
SEVElCI (err. [6]). 

c) I1 t eo rema  di Segre res ta  valido anehe se P g uno zero eomune a t u t t e  le 
sezioni dello spazio A (il caso delle serie lineari con punt i  fissi). Se P g zero mo-plo 

per  la sezione generica ( ~ A ,  (mo+m~)-p lo  per  ]a sezione generica ~ A ~ , . . . ,  
(too + m~)-uplo per  la sezione generica di A~, allora 

r(r + 1) 
re(w) = (r + 1)too q- m~ q- ... q- m~ 2 ' 

come r isul ta  dallo stesso rag ionamento  fa t to  sul wronskiano w~ in cui si sostituiscono 
m r ~ n  1 /o, t~/~,  ... , t~ /~ con t~/0,  t(~°+'~')~ ~ ,  ..., ~(~°+~) ~ ,  r i spe t t ivamente .  

4 . -  I1 t eorema 1 pub essere formula to  e d imost ra to  sopra utt corpo algebri- 

camen te  chiuso di cara t ter is t ica  p > 0. Occorre perb osservare che in carat ter is t ica  

posi t iva  il wronskiano w ~ =  [d~s/~dt~]o<<i,~<~ pot rebbe  r isul tare ident icamente  hullo, 
pro" essendo le funzioni So~ , ... , s ~  l inearmente  indipendenti .  

I n  questo caso, considerando con F. K.  SCm~gDT oppor tune  derivazioni ed il 
wronskiano general izzato (err. [4]), t r ove remo  r humer i  na tura l i  1 < #~ < #2 < ... < /~ ,  

ed un f ibrato N analogo ad M, associato allo spazio A,  soddisfacente la relazione 

(7') _iV ~ L ®(~+11 @ K®I~,+...+p~ / . 

5 .  - l~i teniamo interessante  il p rob lema  della generalizzazione a pifl dimensioni 

del t eo rema  1, e qualche raff ronto con i r i sul ta t i  di W. F. Po~5  (err. [3]) sul ealeolo 
differenziale degli spazi fibrati.  
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