
Etude de l '6coulement autour d'un di~dre 
pour un gaz h quatre vitesses (*). 

HEN]~I CABAi~I~ES (Paris) (**) 

A DARIO G~AFFI nel suo 70 ° compleanno 

R~smm6. - Darts ce travail ~ous vousiddrons, en thdorie ciudti~ue, uu gaz dont les moldcules ne 
peuvent premdre pour vitesse que l'~tu des quatre veeteurs obtenus eu joignant l'origine de 
l'espace des vitesses aux sommets d'un carrg. Pour ce gaz les ~quations des ondes de choc 
sout'dtablies et dtudides; l'application du crit~re de .Lax ou du thdor~me H de Boltzmanu 
permet de dgmontrer ta stabilitd de tons les choes supersoniques et de terrains chocs subsoniques. 
.Les rgsultats obtenus sont appliques d l'~tude de l'dcoulement plan stationnalre autour d'un 
di~dre; malg,rd l'extr~me simplification du schema adopt~ pour reprgsenter le gaz, la plupart 
des conclusions sont analogues ~ celles que l'ou obtient eu dynamique des gaz. 

Summary. - Iu  this work we consider, in  kinetic theory, a gas the molecules o] which can have 
as velocity only one o] the ]our vectors obtained by joining the orlgiu o] the velocity space to 
the vertex o] a s~uare, tZor this gas the equations o] shock waves are derived and studied; the 
application of the Lax  criterion or o] the Boltzmanu's H-theorem prove the stability o/ all 
supersonic shocks and o] some subsonic shocks. The results obtained are applied to the study 
o / the  stationuary plane ]low around a wedge; in  spite o / the  extreme simplicity o] the scheme 
adopted /or representing the gas the greatest part  o] the conclusions are analogous to those 
obtained in gas dynamics. 

Introduction.  

L'6 tude  des 6coulements  en th6orie ein~tique des gaz so raln~ne £ l '6 tude  des 
solutions de l '6quat ion de Bol tzm~nn ou des 6quations modNes  qui ont  ~t6 propos6es 

pour  la rempl~cer .  Pour  t e s t e r  la vMeur  de ces 6quations modNes,  it est in t6ressant  

de compare r  les 6coulements  obtenus  ~ l 'a ide  de ees 6qu~tions aux  6coulements  ob- 
tenus  en r6solvant  l '~quat ion  de Bol tzmann.  Lorsque  le n o m b r e  de Knudsen  est  

born6 et non nul, le gaz se compor te  c o m m e  un  fiuide v i squeux  et les 6coulements 
obtenus  sont cont inus;  lorsque le h o m b r e  de Knudsen  est  nnl, 1~ forme l imite  de 

l '6qu~t ion de Bo l t zmann  est  eonst i tu6e d 'une  p~r t  pa r  les 6quations d 'Euler ,  d '~u t re  
p a r t  pa r  l '6qu~tion ob tenue  en 6cr ivant  que l ' in t6grale  de collision est  nulle, c 'es t -  

(*) ]~ntrata in Redazione il 9 febbraio 1975. 
(**) Professeur ~ l'Universit6 Pierre e,t Marie Ctu-ie, Paris. 
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~-dire que la distribution des vitesses est maxwellienne; on obtient ainsi les 6quations 
de la dynamique des gaz. 

Parmi les m6thodes propos6es pour simplifier F6quation de Boltzmann figure 
la m6thode de discr6tisation de Fespace des vitesses, dont une 6rude g6n6rale tr~s 
complete a 6t6 faite par 1~. GATIG~OL (1975). Cette m6thode consiste ~ supposer 
que les mol6cules fluides ne peuvent prendre pour vitesses que des valeurs discr~- 

tes u~, u2, . . . ,u~.  Les densitSs £V~ des particules de vitesse u~, v6rificnt alors un 
syst~me de p 6quations aux d~riv6es partielles quasi lin6aires, appel6es 6quations 
cin6tiqnes,~ et jouant le rSle de F6quation de Boltzmann. Lorsque le nombre de Knud- 
sen est nul, ]es 6quations cin6tiques se d6composent en un syst~me de q 6quations 
lin6aires qui sont des 6quations de conservation et de p - - q  6qu~tions ulg6briques, 
relations quadratiques entre les densit6s N~. Le syst~me ainsi obtenu constitue les 
6quations d 'Euler du module, et ses solutions correspondent ~ des 6coulements qui 
pcuvent comporter des ondes de choc. I~'objet de ee travail est F6tude d'une de ces 
solutions : 6coulement stationnaire autour d'un di~dre pour un gaz ~ qu~tre vitesses. 

I~e module que nous consid4rons est un module plan, constitu6 par un gaz dont 
les mol6cules ne peuvent prendre pour viCesses que les quatre vitesses obtenues en 
joignant le centre d 'un carr6 aux sommets. Suivant le repute choisi, le centre du 
cart6 coincide ou non avec Forigine de l'espace des vitesses. Tous les  mouvements 
sont suppos6s plans parall~les au plan d6fini par les vitesses, et les ondes de choc 
seront suppos6es planes perpendiculaires ~ ce plan. L'6tude sera divis6e en deux 
parties; duns la premiere partie nous 6tudierons la propagation des chocs instation- 
naires, en suposant le centre du curr6 situ6 ~ l'origine de l 'espace de vitesses, et duns 
la seconde purtie nous appliquerons ]es r6sultats ~ F6tude de F6coulement station- 
naire autour d 'un di~dre, en supposant pour cela que le centre du carr6 occupe une 

position arbitraire duns FesPace des vitesses. 

1. - Etude de la propagation des ondes de choc.  

1.1. Equations cindtiques. 

Le plan 6rant rapport6 £ deux axes rectanguluircs ox, oy, nous consid6rons un 
gaz dont les mol6cules ne peuvent prendre pour vecteur vitesse que Fun des quatre 

vecteurs suivants : 

to o 
Ul  0 ~ 15 2 ~ u 3 u~ 

0 0 ~ - - C  

Ce module a 6t6 envisag6 par J. B~])~ (1971) pour l'~tude de l'6coulement autour 
d'une plaque plane de longueur finie. La densit6 JV~ des mol6cules anim6es de la 
la vitesse ui est suppos6e fonction des vuriables x~ y~ t: £Vi= )[~(x, y, t) et ind6- 
pendante de la troisi~me variable d'espace, z. Si on suppose que duns une collision 
entre deux mol6eules t ous l e s  couples possibles sont obtenus avee la m~me proba- 
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bilitd, et si on ddsigne par  S l u  section etIieaee de collision, les dquations cindtiques 
s 'derivent sous tu forme suivunte (*): 

(z) 
~N, c ~N, = cS(N2Q L N~N,) - ~  ÷ ~y 

~ i  ~ -  e ~2q = cS(2ciN~-  ~ d v , )  . ~y 

Les seconds membres des dquutions prdcddentes sont dgaux au signe prgs; leur dli- 
ruination permet  de remplucer trois des dquutions (1) par les dquutions suivantes: 

(2) 

W +  ~x + ~g~t~+~ ~N~ 0y - - 0 ,  

~t c- ~x ~t ÷ ~x 0 ,  

-~/-+ C~x + -~ - -  ~-~=o. 

Lorsque lu section eflieuee de collision S est infinie (e'est-~-dire, lorsque le hombre 
de Knudsen  est hal), la qnatrigme 6quution s'~crit: 

(3) N 1 N 3 -  2Q2Q ; 

elle exprime que le gaz est duns un gtut muxwellien. 
Duns le cas d 'un  mouvement  unidimensionnel duns lu direction A de veeteur 

unitaire n qui fair uvec ox l 'ungle f i -  ~z/2, les densitds 2gi sont des fonctions de lu 
forme N~(t, X)  uvec X = x sin f l - -  
forme (4): 

÷ c sin fi 

(4) Ot c sin fi - -  

- - d  + e sin fi 

y cosfi, les dquations (2) s 'dcrivent alors sous lu 

- ~  +-~--ccos~ ~ - =  o, 

3X ~t ~- c sin fi ~ = 0 ,  

cosp ~X- 0 

(*) Cf. R. GATmNOL (1975). 
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1.2. Equat ions  des oboes. 

Les 6quations (2), ou les 6quations (4) sont des 6quations de conservat ion il leur, 
correspond done des 6quations de choc lorsque les fonctions _N, sont discontinues. 
Ainsi lorsque la section effieaee de collision S est infinie, le mouvemen t  du gaz, r6gi 
par  les 6quations (2) et (3), est susceptible de compor ter  des ondes de ehoe. Pour  
6tablir  les 6qua~ions des ehoes, nous supposons qu 'une onde de choc plane perpendi- 
eulaire an plan x y  se d@laee avee la vitesse ~ duns la direction A. Les 6tats du gaz 
avant  et  apr~s le passage de l 'onde de ehoe seront rep6r6s par  les suffixes (~) et <~> 
et  on pose [Q] = Q¢~)_Q(1); des 6quations (4) on d6duit  les relat ions qui l ient les 
discontinuit~s des densit6s: 

(5) 

(~ - -  c sin 8) [N~] ÷ (~ ÷ c cos 8) [_N~] = 0 

(~ - -  e sin 8) [_N~] - -  (~ ÷ c sin 8) [_N~] = 0 

(~- -  c sin 8) [£V~] ÷ ($ - -  c cos 8) [h~] =- 0 

Comme la re la t ion (3) est v6rifi6e aussi bien pour  l '6 ta t  (1) que pour  l '6tat  (2), on 
obt ient  ensuite la va leur  de [N~]. Pour  explici ter  les r6sultats,  nous supposons que 
darts la r6gion (1) Ie gaz est  au repos duns un 6tat  maxwell ien;  on a alors 

N < i ) _  ?V<I) i V a )  ~7(1) _N o 

On obt ient  ainsi 

_ - -  2~(2~  2 -  c~) 

puis:  

(7) 

N~ ~) ( ~ ÷ c s i n f l ) ( 2 ~ - - e s i n f l - - c c o s f l ) ( 2 ~ - - c s i n f i ÷ c c o s f l )  

Xo (~ --  c sin fl) c ~ cos 2fl 

N(~ ~) (~ - -  c cos fi)( 2~ ÷ c cos fl ÷ e s in  fl)( 2~ ÷ e cos fl --  e s in fi) 

No (~ + c cos 8) c~ cos 28  ' 

N(2 ) (~ - c sin 8)(2~ ÷ c sin fl ÷ e cos f~)(2~ ÷ c sin ~ - c cos 8) 

= (~ ÷ e s in 8) c~ cos 28  ' 

~ T  (~ ÷ c cos 8 ) ( 2 ~ -  c cos fi ÷ c sin 8 ) ( 2 ~ -  c cos ~ -  e sin 8) 
( ~ -  c cos 8) c~ cos 28  

De la valeur  de la densit6 ~c2) -.1 , on d6duit les valeurs des densitis 2V~ '~) (i : 2, 3, 4) 

par  ehangement  de fl en f l +  ( 1 - - i ) ~ / 2 .  
Les seules valeurs  acceptables pour  ~ et fi sont celles pour  lesquelles les densit6s 2V~ 2) 

sont routes positives ou nulles. No et c sont positifs, et on peut  supposer que l 'on 
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a ~/2<fl<<.3~/4 et ~>~0 (les r~sultats obtenus s '4tendront ensuite par  sym~trie par 
rapport  aux axes de coordonn~es par  rappor t  aux bissectrices de ces axes). On doit 
avoir ainsi 

soit ~-~<inf (-- cos fi, sinfl + c°sfl ) 
v 2 

soit sin fl -- cos fl < ~_ < sin fi 
2 o " 

Sur la figure 1, les r~gions du plan darts lesquelles doit se t rouver  l 'extr~mit~ du vec- 
teur  O P  ~ a t  pour qu'il  en soit ainsi sont indiqu~es par  des hachures;  ces r~gions 
sont limit4es par  des arcs de cercles. 

Pour  ~ = ~* ---- e/V~, toutes  les discontinuit~s [Ni] sont nulles; la valeur ~* repr~- 
sente done la vitesse de propagation des chocs infiniment faibles, c'est-~-dire des 
ondes sonores; cette vitesse est ind4pendante de la direction de la propagation. Ainsi, 
bien que la fluide consider6 soit un  milieu anisotrope, la vitesse du son est une grandeur 
isotrope. Sur la figure ],  les rSgions qui correspondent ~ un choc supersonique sont 
marquees par des hachures verticales; les r~gions qui correspondent ~ un choc sub- 
sonique sont marqu@s par  des hachures horizontales. On est ainsi amen6 ~ distin- 
guer trois types  de chocs possibles: 

les chocs subsoniques lents, 

les chocs subsoniques rapides, 

les chocs supersoniques. 

Y 

U2 

r 
U l  

Figure 1. - Valeurs limites de la vitesse du choe. 

~ X  
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La vitesse d 'un choc subsonique lent est toujours inf6rieure ~ c/2; la vitesse d'un 
choc subsonique rapide est sup6rieure ou 6gale ~ e/2. 

1.3. Caleul des grandeurs maeroscopiques. 

A partir des valeurs des densit6s on calcule les grandeurs maeroseopiques : densit6 
totale n, vitesse moyenne u (de composantes u et v), temp6rature T, pression p: 

(8) 

(9) p = kn/' = ~ n { e ~ -  (u~ + v~)} ; 

# d6signe la masse des particules, et k la constante de Boltzmann. Darts le cas d'une 
distribution maxwellienne, on peut ~ l'aide des formules (8) exprimer les densit6s 

en fonetion de n, u et v: 

(]o) 

1Q = n 4c ~ , ~2  = n . 4c ~ 

( e  - -  ' a )  ~ - -  V ~ 
n 

En portant  ces valeurs des densit6s dans les 6quations (2), on obtient les 6quations 
d'Euler du module: 

(]_1) 

~n, , 3n.u 3nv 
$ / ~ -  ~-x +-~-y = 0  , 

-~-+~x3nU 3 (n cz+u~-v2)2  = 0  

--~'÷~3nv 3 ( n ~ C ~ - - u ~ ÷ v ! ) = O  

Ces 4quations peuvent ~tre 6crites sous une forme matricielle, en introduisant le 
veeteur z de composantes no, nu,  n v e t  ies matrices A(z) et ~(z) d4finies par les for- 

A(z) = 

mules suivantes: 

e 2 _ u 2  - j -  v 2 

2 c  

0 0 



HE~I~I CA~&~ES: Etude de l'deoulement autour d'un di~dre, etc. 25 

~(z) = 

(0 
0 0 

2c 

Le systgme des 6quations (11) a'6crit ainsi sous la forme 

(11') ~z ~z ~z ~-~ + A(z) ~ + ~(~) ~y - o .  

Des formul.es (8) et (9) et  des 6quations de choc on d6duit,: 

(12) 

n(~) c ~ sin~fl c o s ~ f i -  ~ 
n~-- U - -  (c~ sin ~ fi -- ~)(e2 cos ~ fi -- p )  ' 

p(2) _ fN(2) N(2) 7V(2) ~(2))  

pm 3 5"? + N'? + ~ ? +  _~'?' 

~ ( 2 ~ , -  e ~ ) ( 2 ~ , -  e -~ ain~ 2#)  

= 1 ~-  c o s 2 2 ~ d ( ~ 4  - e ~ s in~/~ cos~ fi) . 

La pression augmente  ~ t ruvers  le choc si l 'on a: 

1 ~ 
soit ~ <  ~ ,  

soit 2 sin 2/~ cos ~ fl < ~2 j <  s i n e  COS/~ . 

Comme, pour  s / 2 < / 3 < 3 s / 4  on a toujours  les in6galit6s suivantes:  

-- ~--~ @ sin/3 cos/3, 

(13) 
2 ~ /~  sin fi cos/~ < sin/3 - cos f i ,  

on peu t  conclme que la pression augmente  dans les chocs supersoniques e~ diminne 
d~ns les chocs subsoniques. On constate  6galement que la masse v o h m i q u e  ~ugmente 
d~ns les chocs supersoniques et  dans les chocs subsoniques lents,  t~ndis qu'elte dimi- 
hue darts les chocs subsoniques r~pides. 

I1 eat possible na ture l lement  d '6tablir  lea 6quations de choc ~ par t i r  des 6quations 
d 'Eu le r ;  cellos-el sont des 6quations de conservat ion a, uxquelles correspondent  les 



U~ 

It~,~RI CAB~_N~ES: Etude de Pdeoq~lement autour d~un di~dre, etc. 

~quations de discontinui t6s su ivantes :  

[n~ --  n u  sin fl -~ nv  cos fl] 

(14) nu~ --  n 2 

uv~ ÷ n 2 

= 0 ~  

= 0 .  

On r e t rouve  ainsi  les ~quutions (12) qui sont les conditions de choc pour  un  gaz r4gi 

pa r  les 5quations (11). Cependant  si on ne s~occupe plus de la descr ipt ion microsco- 
p ique  du gaz, la condit ion que nous avons  impos~e ~ routes  les densit4s iV~ ~) (~tre 

posit ives) dolt  ~tre remplac~e  pa r  la condit ion moins for te  n(2) > 0; l~extr~mit~ du 
vec teu r  O P  ~ n~ dolt  alors se t r ouve r  dans  l ' une  des r4gions hachur6es  indiqu~es 
sur la figure 2. Pou r  les chocs supersoniques~ les conditions 

n (~) > et hT~ 2~ > 0 

Y 

r 

26 

Figure 2. - Valeurs du rapport 

hachures vertieales 1 < 

hachures horizontales 0 < 

pas de hachures 

u l  

~(~) 

~(1)  

fl,(2) 
~8; < 1  

- - < 0  . ,~(1) 

X 
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sont 6quivalentes;  pour  les chocs snbsoniques, les conditions iY~ ~ > 0 sont plus resSric- 
t i r e s .  

La conditions n6cessaire que nons avons impos6e aux densit6s 1V~ "2~ d 'e t re  toutes  
positives n ' es t  pus suffisante pour  que les chocs correspondants  puissent  ~tre consi- 
d6r6s comme ayan t  une r6alit6 physique.  En  dynamique  des gaz on doit satisfaire 
1~ condit ion qui expr ime que Fent ropie  sp6cifique augmente  au cours du choc, ou 
6tudier 1~ stabilit6 des chocs et  exclure  les chocs instables. E n  th6orie  cin6tique on 
dolt ,  &une  fa~on analogu% 6crire la condit ion qui expr ime  que la fonetion H de 
Bol tzmann  diminue au cours du choc on 6tudier la stabilit6. Nous allons faire cet te  
6tude pour  le modble ~ quat re  vitesses. 

1.4. Etude de la stabilit~ des ondes de vhoc. 

L'6 tude  de la stabilit6 des ondes de ehoe ~ Faide du crit~re de Lax  (1957) consiste 
comparer  la vitesse du choc et les vitesses caract6rist iques du syst~me des 6quations 

C ! 

:- I _ /  / i f / " , ,  / / ,"  , 
" / i ]  

.~- / / i / /  / 
/(. :.,'/ / 

o .~ ~ i  ~v 

- 5 -  ! 

J ! / 
b,. / /  
I \  / /  

Figure 3. - Vitesses earaet6ristiques aprbs le ehoe (~ = 15°). 
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d ' E u l e r .  Ce s y s t g m e  6tung 6t r ig  SObS lu f o r m e  (11 ') ,  l es  v i t e s s e s  cu ruc t6 r i s t i ques  duns  

lu d i r e c t i o n  A qui  fa i r  uvee  Ox l ' u n g l e  e - - f i - - z / 2  s e n t  les  v u l e u r s  p r o p r e s  ~* de  

lu m u t r i c e  A cos e ~- B s in  ~; ces  v u l e u r s  p r o p r e s  s e n t  les  ruc ines  de  l ' 6 q u u t i o n  curac-  

t 6 r i s t i q u e  

(15) ~*~-- (u COS c¢ @ v s in  ~)~*~ @ ( u ~ -  v:) cos  2e  - -  c ~ ~ ,  _~_ 
2 

+ s in  ~. cos ~ e~(u s in  ~ + v cos ~) == 0 .  

I zo r sque  le  f lu ide  e s t  uu  r e p o s ,  on  r e t r o u v e  que  lu d i s t r i b u t i o n  d e  lu v i t e s s e  d u  son  

e s t  i s o t r o p e ;  que l  que  so i t  t ' u u g l e  e,  l ' 6 q u u t i o n  (15) u d m e t  p o u r  ruc ines  l e s  v u l e u r s  0, 

:J:: c/3/-2. D u n s  le  cus g6n6rul  on  sui t  (1) que  les  v i t e s s e s  c a r u c t 6 r i s t i q u e s  s e n t  r6el les  

chuque  lo i s  que  les  dens i t 6 s  N~ s e n t  r o u t e s  p o s i t i v e s .  P o u r  cu lcu le r  l e u r s  v a l e u r s  

uprgs  18 choe  i l  suft l t  d ' e x p r i m e r  u e t  v £ l ' u i d e  des  6quu t ions  d e  ehoc.  On  o b t i e n t  

u ins i  l ' 6quug ion  s u i v u n t e :  

(15')  c 4 s in  3 ~ cos 3 ~ {~*(2~ *~ - -  c 3) - -  25(2~ 3 - -  e2)} - -  

- -  ~2~*{~3(2~'3 - -  0 3) - -  2 ~ * ( 2 ~  3 - -  0 3) @ (2~ 3 - -  e3) 2} : 0 

L e s  v u l e u r s  des  t r o i s  v i t e s s e s  c a r u c t 6 r i s t i q u e s  duns  1~ r6g ion  2, ~*, ~* eg ~+, song ind i -  

qu6es  duns  les  t a b l e s  I p o u r  e = 0°7 e = 15 ° e t  e = 30 °, e t  r e p r 6 s e n t 6 e s  su r  lu fi- 

g u r e  3 p o u r  ~ =  15°; su r  c e t t e  f igure  les  a rc s  en  t r a i t s  p l e in s  c o r r e s p o n d e n t  ~ des  

v u l e u r s  de  ~ p o u r  l e sqne l l e s  r o u t e s  les  dcns i t 6 s  N~ 2) s e n t  p o s i t i v e s ;  lea uu t r e s  urcs  

s e n t  i nd iq6s  en  po in t i l l 6 s .  L e s  v a l e u r s  des  v i t e s s e s  curucg6r i s t iques  p o u r  les  cus l imi -  

t e s  off l ' u n e  des  dens i t6 s  N~ 3) c h a n g e  de  s igne  s e n t  i nd iqu6es  duns  le  t a b l e a u  sub ,  a n t  

(0<~<~/4): 

0 

-- OOS 

sin fl + cos fl 

2 

sin fl - -  cos fl 

2 

1 

sin fl 

1 

-- OOS 

- -  O O S  g 

0 

sin 

sin 

1 

4 sin ~ cos a(sin ~ - -  cos ~) 

- -  c o g  

1 

- -  sin c¢ 

- -  sin 

0 

sin 

1 - -  6 sin ~ cos c¢ 

4 sin a cos a(sin c~ + cos 6) 

1 ÷ 6 sin zt cos c¢ 

1 

cos 

(1) R. G~-TIGlgOL (1975), chap. I I I .  
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TABL]~ I. -- V~tesses caract~ristiques. 

0 ~ 0  ° 

= 1 5  ° 

= 30 ° 

0,50 
0,55 
0,60 
0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 
1,00 

0,00 
0,05 
O, 10 
0,15 
0,20 
0,25 

0,60 
0,65 
0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 
0,95 

0,00 
0,05 
0,10 
0,15 

0,70 
0,75 
0,80 
0,85 
0,90 

- -  1,000 
- -  0,986 
- -  0,901 
- -  0,816 
- -  0,721 
- -0 ,619 
- -0 ,510  
- -  0,395 
- -  0,273 
- -0 ,142 

0,000 

- -  0,707 
- -  0,764 
- -  0,826 
- -  0,885 
- -  0,932 
- -  0,962 

1,035 
- -  0,835 
- -  0,722 
- -  0,625 

0,533 
- -  0,444 
- -  0,359 
- -  0,281 

- -  0,707 
- -  0,756 
- -  0,802 
- -  0,843 

- -  0,693 
- -  0,644 
- -  0,581 
- -0 ,519 
- -  0,459 

0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 
0,000 

0,000 
0,097 
0,179 
0,231 
0,254 
0,259 

- -  0,328 
- -0 ,112 
- -  0,010 

0,047 
0,088 
O, 128 
0,173 
0,234 

O,O00 
O, lO0 
0,202 
0,309 

- -  0,I00 
0,271 
0,388 
0,412 
0,568 

0,000 
0,250 
0,434 
0,578 
0,693 
0,786 
0,860 
0,919 
0,962 
0,990 
1,000 

0,707 
0,668 
0,663 
0,705 
0,799 
0,937 

0,461 
0,580 
0,693 
0,785 
0,857 
0,911 
0,947 
0,965 

0,707 
0,657 
0,606 
0,551 

0,723 
0,782 
0,838 
0,864 
0,856 

L a  v i tesse  du  choc et  les v i tesses  ca rac t6 r i s t iques  v6r i f ien t  les in6gal i t6s  s u i v a n t e s :  

A v a n t  le choc 

p o u r  les chocs subso n i que s  

p o u r  les chocs s u p e r s o n i q u e s  

- - ~ * < 0  < ~  < ~ * ,  

- - 8 * < 0  < ~ * < $ ,  

3 - Annali di Matemattca 
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Apr~s le ehoe 

pour  les chocs subsoniques lents 

pour  les ehocs subsoniques rapides 

pour  les chocs subsoniques rapides 

< < < 

Les ondes acoustiques sent divergentea (par rappor t  au choe) si leur vitesae avan t  

le choc est sup6rieure ~ cc]le du choc et si leur vitesse aprbs le ehoc eat inf6rieure 
celle du choc. Le nombre  des ondes divergentes eat done 

pour  les choes subsoniques lents 1 + 1 = 2 

pour  les chocs subsoniques rapides 1 + 3 = 0 

pour  les ehoes supersoniques 0 + 2 = 2 

D'apr&s le erit@re de Lax,  un  choc est stable si le nombre  des ondes divergentes est 
@gal ~ q- -  1, en d@signant par  q le nombre  des variables ind~pendantes dn probl&me. 
Duns le cas actuel  on a q = 3, ee qui prouve que le choca superaoniques et les 
chocs subsoniques lents sent  stables, tandis que les ehocs subaoniques rapides sent  
instables. 

Une seconde re@rhode pour  @tudier 1~ stabilit@ des ondes de choc consiste ~ ut i -  
liser te th@orSme H de Boltzrnann.  

E t a n t  donn@ un gaz den t  les mol@cules ne peuven t  prendre  pour  vitesses que p 
vecteurs u~, u~, ..., u , ,  un  choe plan perpendicttlMre au vec teur  unitMre n, se d@pla- 
9ant avee la vitesse ~ dana la direction n, sera stable si la fonetion 

(16) Ha ----- ~ (~-- n.u~)N~logN~ 
i = l  

diminue ~ ta travers~e de l 'onde de choc. I1 est en effet na ture l  de eonsid~rer eomme 
stables les discontinuit~s qui peuven t  ~tre obtenues eomme limites, pa r  un  cer ta in  
proeessus, d%coulements continus. Duns un  6eoulement eont inu les densit6s N~ 

vSrifient les ~quations cin~tiques 

~t -~ u~ divN~ = A~](NkNI--N~N~) 
i/el 

les A~ son~ des constantes  positives qui reprSsentent  les probabilitSs de transi t ion.  

On d~duit des ~quations ein~tiques la relat ion 

~t .= 

Le second membre  est n~gatif ou nul, quelles que soient les densit~s N~, lorsque ces 
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fonctions sont discontinues,  on en d6duit  que le saut  de la fonct ion H~ est  n~gatif  
ou nul. 

Pour  appl iquer  ce r~sul ta t  au cas du module ~ qua t re  vitesses,  nous posons 

Y l  log + 

- } - ( ! + c o s  ] N0 l o g ~ o  + ( ! - +  - 
sin ~) N~ N4 

Cette  fonct ion est  nullc a v a n t  le choc;  les chocs stables seront  donc ceux lesquels 
on a H ~ ) <  0. Les valeurs  de ce t te  fonct ion sont  indiqu~es dans  les tables  I I  pour  

----0 °, ~ = 15 ° et ~ = 30 °. On ob t ien t  les m~mes conclusions que pa r  l 'appl ica-  

t ion du critSre de Lax ;  les chocs supersoniques et  les chocs subsoniques lents sont  
stables, tandis  que lea chocs subsoniques rapides sont instables.  

TABLE II.  - Discontinuitd de la ]onetion H de Bottzmann. 

L ~ I J  - -  .LL 1 - -  .U_ 1 

0,00 
05 
10 
15 

0,20 
25 
30 
35 

0,40 
45 
50 
55 

0,60 
65 
70 
75 

0,80 
85 
90 

1,00 

0,57536 
0,18263 

0,05285 
0,00780 
0,00001 

--0,00361 

--0,03878 
--0,16040 
--0,48004 
--1,34145 

- - o o  

~ , ~  0 o 

0,00000 
--0,00362 
--0,03061 
--0,11522 

--0,33729 
--1,25180 

0,01655 
0,00003 

--0,00587 

--0,06271 
--0,25911 
--0,81547 
--2,99269 

~¢ = 15 ° 

0,0000O 
- -  0,00362 
--0,03069 
--0,11827 

0,00028 
--  0,03704 

- -  0,36623 
--2,13570 

= 30 ° 
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2. - Le probl~me du di~dre. 

Aprgs uvoir 6tabli  e t  6tudi6 lea 6qu~tions des ondes de choc, nous nous proposons,  
d~ns une  seconde pur t ie ,  d ' app l iquer  les r6sut ta ts  obtenus  ~ l '6 tude  de l '6coulement  
supersonique s ta t ionai re  au tour  d ' u n  di~dre. Si on se place duns un  repgre  li6 all 

choc on a ~ = 0 et  les vi tesses  ne p e u v e n t  gvoir  les vMeurs  adopt6es  d~ns 1~ premigre  
par t ie ,  car  duns ce cas la va leur  m i n i m a l e  du choc supersonique (le seul auquel  nous 

int6ressons) est  e / ~ .  2qous nous nous placerons  duns un  repgre,  anita6 pa r  r appo r t  
all rep~re ~dopt6 d~ns 1~ p remie re  par t ie ,  d ' une  ~r~nslation de vi tesse  constante .  

A u t r e m e n t  dit nous supposons que les mol6cules  dn fiuide peuven t  p rendre  pour  
v i tesse  r u n  des qua t re  vec teurs  su ivants :  

U l  
u° + e c°s ~ ] u° - -  c sin g l u° - -  e c°s g [ u° + e sin ~ sin 

U~ U 3 U 4 , 
c 9 c cos 9 t - -  e ~ - -  e cos ~o 

Ces vec teurs  sont repr6sent6s sur la figure 4.a. Duns une r6gion de l 'espaee,  r6gion (1), 
la d is t r ibut ion  des vi tesses  est  un i forme,  les qua t re  densit6s 7V (1) out  pour  valeur  

~ b .  U,  

Figure 4a. - Espace des vitesses. 

c h o c  

o..... 
n 

Figure 4b. - Espace physique. 

~ X  
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commune  No, et  Uo(Uo, 0) repr6sente  18 vitesse moyenne ;  les vitesses &agi ta t ion ont 
alors m4me module c, et  font  avec ta vitesse moyenne  les angles ~, ~ q- ~/2, ~ + ~, 
~o+ 3z[2;  on pen t  toujours  supposer 0 < ~ < ~ / 2 ,  ce qne nous ferons. 

2.1. Equations des ehocs. 

lgous supposons qu 'une  ondc de choc plane, perpendicnlairc  au plan xy se d6place 
paral161ement £ la di rect ion A avcc la vi tesse ~, la direct ion A fair  avec ox l 'angle 
f l - - ~ / 2 :  figure 4. Comme dans la premi6re  par t i e ,  on 6crit  suceessivement les 6qu a- 
t ions cin6tiques, les 6quations des mouvements  unidimensionnels dans la direct ion A, 
e t  les 6quations de chocs; les discontinuit6s [iV/] sont reli6es entre  elles par  les rela- 

t ions suivantes:  

(16) [iV1] {Uo sin fl + c sin (fl - -  q~) - -  ~} = 

- -  liVe] {Uo sin fl - -  c cos (fl - -  ~) - -  ~} = 

[iV3] {uo sin fl - -  c sin (fl - -  ~) - -  ~} = 

- -  [N,] {uo sin fl q- e cos (fl - -  ~) - -  ~} 

na ture l lement  lorsque uo et ~ sont nuls on re t rouve  les relat ions (5). On a en outre,  
6crivant  que la relat ion (3) est  satisfaite avan t  et  apr6s Ie choc. 

(17 )  ~'~[ivd + h~[iv,] + [ivd [N~] = 

~ [ h S ]  + ivo[G] + [ G ]  [iv,].  

Les 6quations (16) et  (17) d6termincnt  les discontinuit6s des densit6s ~ t ravers  le 
choc. Igous supposerons darts ce t te  pa t t ie  que le choc est s tat ionaire:  ~ = 0. Posant  

= t an  (i5 -- ~) , /,t - -  
uo sin fl 
c c o s  ( / ~ -  q~) " 

On obt ien t :  

(18) 

N~" (~ -- r)(2/~ + ~ + 1)(2# + ~ -- :1) 
N o  (1 - -  ~:~)(;u + r )  ' 

N~ ~ ~ (/~ + 1)(2#-- :~ + ~:)(2#-- 1 . -  ~) 
No (1 - -c~)(,u - 1) 

iv(d ~ (,u ÷ r ) ( 2 , u  - -v ÷ 1) (2 ,u  - r - 1) 

N o  - -  (1  - -  "v~) (,u - -  ~ )  ' 

iv'g~ ( /~-  1)(2~ + 1 + ~:)(2,u + 1 - ~:) 
. ~  (1  - ~ ) ( ~  + 1)  
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Ces formules sont ~ comparer aux formules (7); si dans les formules (7) on avai t  
pos6 

= t . a n f l ,  t t -  eeos f l '  

on aurai t  obtenu les formules (18). Ainsi tous les r6sultats obtenus darts la pre- 
miere partie peuvent  ~tre utilis6s, ~ conditions de remplaeer fl par  f l - - ~  et 

par  -- u0 sin ft. 
L'expression de X~ 2) se d6duit  de celle de 2¢~) par changement  de Ft en --/~; l'ex- 

pression de /¢¢a 2) se d6duit  de eelle de 2¢~ 2) de la m~me fapon. 
Les quatre  diseontinuit6s [2¢~] sont nulles, lorsqu'on a 

1 c 
(19) sin fl = ~/--~ u-~ ; 

l 'onde de choe est alors une onde sonore, et l 'angle fl ainsi d6fini est l 'angle de Mach 
de l '6coulement amont ;  cet angle est ind6pendant  de l 'angle q, c'est-£-dire de l'orien- 
ta t ion des vitesses d 'agitation.  

Lorsque u0/c et q sont donn6s, les seules valeurs physiquement  aeceptables de 
l 'angle fl sont celles pour lesquelles les densit6s 2V~ 2~ sont toutes positives. Darts un 
plan rapport6 aux eoordinn6es 3, # cela correspond aux points ~pp~rtenant aux 
r6gions hachur6es de la figure 5. SeuI le quar t  de plan ~ > 0, /, > 0 est repr6sent6; 
mais la figure se complete par  sym6trie par rapport  aux de coordonn6es. Stir ta eourbe 
d'6quation 

(20) 2 # ~ -  ~ = 1 

l '6quation (19) est satisfaite. 

0 

/ 

Figure 5. - Signe des densit~s N~ ~. 
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Les grandeurs  macroscopiques se d6duisent des formules obtenues dans la pre- 
miere par t ie ;  en part iculier  on a 

(21) P(~)-I+ ~3{2~- (I + ~)}{~(i + ~)-2~} 
p(n (1 - -  z~)2(#4__ T~) 

Dans Ies zones ~ hachures verticales de la figure 5, le choc est accompagn6 d 'une  
compression; dans les zones ~ hachures horizontales le choc est aecompagn6 d 'une  
d6tente .  

2.2. Ecoulement  autour d~un d@dre. 

Dans le module adopt6, les grandeurs macroscopiques n, u, v ont pour  expression 

(22) 

n = 2/1 ÷ N~ ÷ N3 ÷ N , ,  

u = uo ÷ n c- {(/v~ - -  N3) cos ~ - -  (/72 --/V~) sin ~ } ,  

v = c {(/V~ --/V3) sin ~ ÷ (N~ ÷ 2/4) cos ~ } .  

La vitesse moyenne  apr~s le choc, u (2), fair avee l ' axe  ox l 'angle 0 tel  que l 'on ait  

?)(2) 
(23) t an  0 ---- 

~ ( 2 )  " 

Si on impose h. ce t te  vitesse moyenne  une  direction donn6, l '6quation (23) d6termine 
pour  chaque couple de va]eurs 0, % l 'angle/9 du choe, en fonction du quot ient  ~---- 
= (uo/e) de la vitesse amont  par  le module des vitesses d 'agi tat ion.  L~6quation (23) 
s 'explicite sous la forme suivante  

(24) A ÷ B C = 0 

a v e c :  

A = sin4fl{2 sin fl cos (fl -- 2~) -- cos 2~ tan  0} 

B ---- sin~fl{tun 0 sin (/9-- 2~) fl- t an  0 cos/9 sin 2(/9-- ~) -- 

-- cos (/9-- 2 ~ ) -  sin/9 sin 2(/9-- ~o)} 

C ---- sin (/9 -- ~) cos (/9 -- ~0){sin2/9 + t an  0 sin (/9-- ~) cos (/9-- ~) cos 2(/9 -- ~o) -- 

-- t an  0 sin/9 cos/9}. 

Les courbes 0 = constantes,  courbes de choc, d6pendent  de I~angle ~ qui d4finit 
l~orientation des vitesses d~agitation. Sur chaque courbe, seuls les arcs qui corre- 
spondent  ~ une  valeur  posit ive des qua t re  densit6s 2V~ '~) ont  line signification phy-  
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s ique ;  nous  nous  l i m i t e r o n s  a u x  chocs  d e  c o m p r e s s i o n :  c ' e s t - ~ - d i r e  a u x  a r c s  su r  l e s q u e l s  

l e s  i n6ga l i t 6 s  s u i v a n t e s  son t  s a t i s f a i t e s  

(25) 1 + ~ 2 < # a < s u p  (1, v~) ; 

l ' i n6ga l i t 6  de  g a u c h e  es t  s a t i s f a i t e  si on  a 0 > O, l ' i n6ga l i t 6  de  d r o i t e  e n t r a i n e  fi~> O. 

I~a c o u r b e  de  choc  0 = O, qu i  e s t  l a  c o u r b e  d6f inie  p a r  l a  f o r m u l e  (19) es t  i n d 6 p e n -  

d a n t e  de  r a n g l e  q.  
lgous  s u p p o s o n s  ~ c o m p r i s  e n t r e  0 e t  z /2 .  Les  c ou rbe s  de  choc  c o r r e s p o n d a n t  

u n  6 c o u l e m e n t  s y m 6 t r i q u e  son t  r e p r 6 s e n t 6 e s  su r  les  f i gu re s  6 (~ ---- O) e t  7 (~o ---- ~/4) .  

S u r  tes  q u a t r e  f igures  s u i v a n t e s  son t  r e p r 6 s e n t 6 e s  Ies c o u r b e s  de  choc  c o r r e s p o n d a n t  

50 ~ 

30 ~ 

~ =15  o 
0=0  o 

36 

' 1 

Figure  6. - Courbes de choe pour ~o = O. 

Uo lm,-- 
C 

P 

90°~ 

50 ° 

30 ~ 

• 8=75 ° 

0=45 ° 

t=30 ° 

i t I l 
o 1 2 

Figure 7. - Courbes de ehoc pour ~ = ~14. 

?=15 ° 
- 0 = 0  o 

Uo 

C 



H ] ~ l ~ l I  CABAI~/~ES. • Etude de l'deoulement autour d'un di~dre, ere. 3 7  

a u x  v a l e u r s  ~ = 15  °, 30  °, 60  ° e t  75 ° r e s p e c t i v e m e n t .  L e s  e o u r b e s  d e  c h o c  ( l e s  a r c s  

u t i l e s  o u  l e u r  p r o l o n g e m e n t )  p a s s e n t  r o u t e s  p a r  l e s  p o i n t s :  

o i l  

f l =  q~'+- 4 '  ~ - -  s i n q d -  c o s ~  ' 

3zr 1 

f i =  q +  ~ '  ~ =  c o s q - - s i n ~ '  

P 
J 

90 ° . 

60 ~ 

30 ° 

zr 1 

fl = q~ - -  4 ' '~ - -  s i n  q~ - -  co s  q ' 

1 

f i =  ~o-4- ~ ,  2 s in~o + cos~v ' 

o = 1 5  
0 = 0  ~ 

o ' i ' 

F i g u r e  8. - Courbes  de choc p o u r  ~ = 15 °. 

C 

90 o . 

60 ° 

30 ° 

~ o  

Uo I I I I }~ -- 
1 2 c 

F i g u r e  9. - Courbes  de choc p o u r  ~ = 3 0  °. 
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s u i v u n t  q u e  l ' o n  a q < u / 4  o u  ~ / 4 < ~ .  E l l e s  s o n t  t a n g e n t s  e n t r e  e l l es ,  d u n s  c h u c u n  

d e s  d e u x  cus ,  a u  p r e m i e r  p o i n t .  

L e s  v i t e s s e  u l  e t  us  f o n t  a v e c  ox les  a n g l e s  0~ e t  03 t e l s  q u e  1 'on a i r :  

e s i n  ~ c cos  
t a n  01 - -  , ~ a n  02 - -  

Uo + c cos  ~v u o - -  c s i n  9 

90 c 

60 ~ 

30' 

75 o 

50 ° 

\,,<,,,<5° 
~-,,~=3oo 

. 0 ~ 0  o 

o ' i ' ~ ' 

U o  

-C  

Figure  10. - Courbes  de choe pour  9 = 60°. 

120 ° - 

90 o 

60 ° . 

30 o 

0 = 7 5  ° 

0=60  ° 

 75;o. 

Figure  11. - Courbes de  ehoe pour  9 = 75 °. 

,~15 o 
0 = 0  ° 

r - -  
c 
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lorsqu'on a 0~ ~ 0~ les mol4cu]es qui rebondissent  sur la surface du di~d~'e sont 

les mol6cules de vitesse u~ ou u~ si 0 ~ 0~ 

les mol6cules de vitesse u~ si 0~ < 0 < 0~; 

Pour  0 sup6riem • ~ 0~ routes les moI6cules heu r t en t  la surface du di6dre et  aueune 
ne rebondit .  Ces trois cas correspondent  respec t ivement  

,% sin 0 ~ sin (~ -- O) 

sin (~ -- O) < ~ sin 0 ~ cos (q~ -- 0) 

cos (~--  O) < ~ sin O. 

Le dernier  cas ne se pr6sente jamais, car il correspond £ fl < 0. Done il y a tou- 
jours des mol6cules qui rebondissent .  Pa r  excmple pour  ~ = 45 °, les mol6cules de 
vitesse u~ sont les seules £ rebondir  si 0 > ~rctan ½ = 26°,565. Pour  0 < arc tan  ½, 
les mol6cules de vitesse u2 sont encore les seules £ rebondir  si on a ,% s i n 0 ~  sin(q~-- 0) ; 
d~ns le cgs contraire  tes mol6cnles de vitesse u~ ainsi que celles de vitesse u~ rebon- 
dissent  sur la pgroi du di6dre. Comme il n ' y  a au max imum que deux  esp6ces de 
mol6cules, sur quatre,  qui rebondissant  il n 'es t  pas possible de pr6ciser la loi de 
r6flexion diffuse a laquelle correspond l 'hypoth6se ia i te  suivant  laquelle la vitesse 
moyenne  u (2) ~pr6s le choc est colineaire ~ la pgroi du di6dre. Cette hypoth6se cor- 
respond en fair  g une  condit ion macroscopique.  

3 .  - C o n c l u s i o n .  

Le probl~me que nous venons de t ra i te r  est une  i l lustrat ion de 1~ m~thode de 
diserStis~tion de l 'espaee des vitesses en th6orie cin~tique, i l lustrat ion qui mont re  
la valeur  de ce t te  m~thode. En  effet, si les courbes de choc different sur plusieurs 
points des courbes analogues obtenues en dynamique  des gaz, ee qui est normal  
6tant  donn~ la simplicit~ ex t reme du schema adopt~ (schema ~ quatre  vitesses), 
un  nombre  impor t an t  des conclusions obtenues sont satisfaisantes: d 'unc  par t  les 
chocs supersoniques sont des compressions aceompagn~es d 'nne augznentation de la 
masse volumique,  d ' au t re  pa r t  pour  un  di~dre donn6 l 'angle du choc est une  fonction 
d~croissante de la vitesse amont ,  tandis que pour  une  vitesse amour  donn~e cet a~ngte 
est une fonct ion croissante de l 'angle du di~dre. Ces r~sultats sont encourageants  
pour  t ra i t e r  des probl~mes plus compliqu~s avec le m~me module, en part icul ier  des 
probl~mes d"~coulements continus au tour  d 'obstacles dorm,s,  comme l~a fai t  
J .  B]~D]~ (1971); ils sont encourage~nts ~galemcnt pour  t ra i ter  des probl~mes ~vec 
des modules dont  le nombre  des ~dtesses discr~tes que peuven t  p rendre  les molecules 
est plus grand.  
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