Sur les courbes de convergence des séries de polynomes & une
variable complexe et leur application & la détermination
des fonctions holomorphes dans des domaines donnés.

par N. ABramrsco (Cluj-Roumanie).

INTRODUCTION

Les séries de polynomes & une variable complexe, 2 4,P,(x), &

. . . . A -
apparaissent comme une généralisation des séries X 4, x", Egﬁ En com-

mencant par les séries X A4,P,(x), on peut faire l’étude de ces séries &
deux points de vue. Premiérement, étant donnée une fonction f(x), réguliére
dans un domaine limité par la courbe (C), trouver le développement de f{x)
en série de polynomes, f(x)=2 4, P,(x), valable seulement & 1’ intérieur de
la courbe (C). Ce probléme a été résolu par M. FABER (*), qui a montré que
les polynomes P,(x) dépendent seulement de contour (C) et les coefficients 4,,
dépendent de la courbe (C) et de la fonction f(x).

Un autre point de vue de I’étude des séries de polynomes I 4, P, (x) est
le suivant. On donne les polynomes P,(x)de degrés égaux aux indices et les
coefficients 4,, et on demande les courbes de convergence de ces séries.
Ce probléme inverse a été abordé, il y a b0 ans, par DARBOUX (%) et
PoiNcARE (*). Dans ce qui snif nous congidérons les cas ot les polynomes
P, (x) sont donnés par des relations de récurrence de Poincaré pour lesquelles

. P . L .
on trouve lim _—12—*, ou quand on connait lim VP,(x). Nous construisons,
n

('} FaBER, Ueber polynomische Bulwickelungen (« Math. Annalen », Bd. 57, 1903, p. 389;
Bd. 64, 1907, p. 118). Voir aussi, P. MontEeL, Legons sur les séries de polynomes & une va-
riable complexe.

(*} Darpoux, Mémoire sur I approximation des fonctions de trés grands nombres et sur
une classe élendue de développements en séries {« Journal de Math. pures et appliqudes »,
t. IV, 1878, p. 411).

(') Poincars, Sur les équations lindwires aux différentielles ordinaires et auax différences
finies (<« American Journal of Math. », vol. VII, 1884, p. 201).
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comme application, des fonctions holomorphes dans des domaines limités
par de courbes donneées.

. 4, : . < 5
Les séries 2 5 (1;0—} suivant les inverses de polynomes donnés, rencontréeg
7

par MM. GurLner et AUBERT (°), ont 66 étudides en premier lieu par
M. AprpeLL (*). Nous étudions les courbes de convergence dans les cas ou
les polynomes P,(x) sont donnés par de relations de récurrence de Poincars,

B?L (
B L)

W
ou guand on connait lim V P, (x); de méme pour les séries £ 4, P, (x) +- =

Les séries X 4, P, (r).

1. Les courbes de convergence des séries X 4, P, (x), les polynomes P, (x)
étant liés par de relations de récurrence de Poincaré. Séries de Poincaré. —

Considérons la série
(1) S A4,P,(x),

les polynomes P, (x) étant liés par la relation de récurrence de Poincaré
(2) BiPoyr + By Pojpey + oo + B P, =0,

4,, 4,,... 4,,... étant donnés tels que

H—Hi\//jA¢7E:';

et B, de fonctions qui dépendent de x et de rangmn. Ces séries ont été con-
sidérées premiérement par POINCARE (%), (*), (°). On sait que le rapport P, :P,

{(*} 8. PINCHERLE, Sui sistemi di fumzioni amnalitiche... (> Annali di Matematica «, II,
vol. XIT}.

(") E. Prcarp, Cours d’4nalyse supérieure de la Sorbonne, en 1912, 1918, Lies séries de
DarBoux et de PoINCARE on ét6 considérées par M. Picarp dans son Traité d’Analyse,
t. I11, p. 419.

(%) GuiLLeT et AusERT, « Comptes Rendus », t, 155, 1912, pp. 139, 204, 708, 820.

{7y P. AppELL, Sur les développements en séries smivant les inverses de polynomes donnés
(« Comptes Rendus », t. 157, 1913, pp. 5, 1042); « Bulletin des Sviences Math. », 2° série,
t. 87, 1913, p. 345; « Bulletin de la Société Math. de France », t. 48, 1920, pp. 1-8).

(}) Voir mes Notes: Sulle serie di polinomi di una variabile complessa. Le serie di
Darboux {« Annali di Mat. pura ed applicata », serie 1II, t. XXXT, 1922, p. 207); Sur les
séries de polynowes & wne wvariable complexe {« Journal de Math. pures et appliquées »,
9° série, t. I, 1922, p. 77); Sur les courbes de convergence des séries procédant suwivant les
inverses de polynomes donmnds (« Comptes Rendus », t. 180, 1925, p. 566); Sulle relazioni vi-
corventi di ovrdine infinito (<« Bollettino dell'Unione Mat. Italiana », anno IV, n. 4, 1925,
p. 156}; Nouvelle wméthode pour Uétude des régions de convergence des séries de polynomes
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tend, en général, vers la racine pf(x) de plus grand module de 1’équnation

(8) F()\) == Gk)\k -*—* oo + C(, == 0, Ox = ].im FS.
) I e OO R
Pour trouver les courbes de convergence de ces séries, conzidérons la
série
A+ Ao+ .+ A4,x" + ..,
dont le rayon de convergence est 3 Supposons premiérement |p(x)| < [ et

considérons un nombre [, tel que |p| <!, <. On a

P‘n 9%
e :p(m), t it

7 !

lim-—2rt <1, <,

et si, pour fixer les idées, on suppose que l'on a cette inégalité en partant
de n =0, nous aurons
By Py
TR AR “PM‘U*'
| P | <[Py |17, [4aP

Done, si |plw)| </, la série (1} est convergente, comme ayant les modules
de ses termes plus petits que ceux de la série convergente X A4,71,", I, < I.
Supposons, au contraire, que |p(x)|>{, et que |p|>1, > 1 Nous aurons

‘)11

P“‘L 7
RS L, P> (P LY, | AP@) > | P[] A

9

Done, si |p(x)| > 1, 1a série (1) est divergente, comme ayant les modules de
ses termes plus grands que ceux d’une série divergente, X 4,17, I, > L

Il en résulte que la courbe de convergence de la série de Poincaré,
2 4,P,(x), ot les polynomes P,{xj sont donnés par la relation de récur-
rence (2), est donnée par 1'équation |p(x)| =1, p(x) étant la racine de plus

grand module de 1’ équation (3} et %:Tiﬁ V|4, |. La série est valable sen-

lement a I'intérieur de la courbe |p(x)| =1 x =X 4 iY.

2. Exemples. — 1° P,(x) les polynomes de Legendre

o 1 d”(ﬁ@g _— 1)%
Pn(m) T 9npl W ’

orthogonaux (« Bulletin des Sciences Math. », t. LIV, nov. 1930); Sur le facteur de conver-
gence uniforme de M. Leja d’une série de polynomes {« Comptes Rendus », t. 198, 1921, p. 984);
Sur la détermination de fonctions holomorphes dans des domaines dmmes (« Comptes Ren-
dus », t. 194, 1932, p. 163); Les polynomes orthogonaux {(« Annales de Tonlouse », t. 24, 1982,
pp. 67-87).
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la relation (2) et I’ équation (3) sont

wP, — (2n 4 )P, _, +m—1)P, _, =0, X»*—2hx+1=0.

1
!

donnée par |p(x)] =1, plx) étant la racine de plus grand module de I équation

¥ — 2w +1==0, gu on peut écrire

ki3
La courbe de convergence de la série X 4,P,(x), -==1im \/IA,,|, est

1 1
Done, la courbe de convergence est donnée par

66::%(7\ +%> X =1,

et en posant A=1le!® x =X +14¢Y, on a

1 1 1 1\ .
X-_§<l+3)cose, Y:§<Z~—Z)sm9,
ce qui montre que cette courbe est 1’ellipse

4X2 1Y?
4

i) =)

de foyers — 1 et -1, et la série est valable seulement & 1’intérieur de cette

-1,

ellipse.
20 Comsidérons la série T A Py(x), les polynomes P,(x) étanl donnés par

dry _ Py

(e L L A e
et qui vérifient la relation de récurrence
P, + 2uxP,_, +nn — 1)1 + 3P, _, =0.
Changeant » en #n -+ 2, cetfe relation devient
Py + 20 4 2)1P, 1, = (0 2) 0 4 1)1 4-2°) P, = 0.

Les coefficients R, de cette relation de récurrence n’étant pas de méme
degré, posons P, =(n!pP’, et U'on a (%)

4 (n 4+ 2 4+ 1)#P,, + 2(n + 2)(n 4+ )P, +
4 (1 + 2+ 1)1 +a?) P, =0,

{*) Lies courbes de convergence des séries % 4,P, sont les mémes que celles des
séries £ 4, P, .
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et la relation de récurrence générale (2) devient

Sk—i
{n+ Kk

S,

P nx —H [(77/ 4= k}(n +k — 1)]?‘

7
P,

Pg“,‘_k___? -'}— PPppa— 0.

I1 faut déterminer p. tel que pour 5 — oo, les expressions
e +9) g
n+k'

soient finies. Dans notre cas, il suffit de prendre p—=1, et la relation (4)
devient
Py +22P 4+ (1 4o P, =0.

I/ équation qui donne la limite du rapport P',, . P, est

220 4+ 1 - =0,
d’ ol
A= —xq
Sie=X+iY, on a
N=—pt+i=—X4+il—Y) V=—2x—i=—X—il+7),
[ VP=X?+(1—Yp, [ NP=X*4+14+Y)3 |X|[>]|N].
Les courbes de convergence sont les cercles
|A"|={l=const,, X*+(14+Y)P=1.

3¢ Considérons la série I A,P,(x), Pu(x) éfant les polynomes de Laguerre,
qui admettent la fonction génératrice

24
el=¢ = (1 — o)X a"P,(x).
Prenant la dérivée par rapport & a«, on trouve

9%
et

]-‘_—OC 1‘:“—& = (1 - OC) bX nanﬁiPn(W) — 2 OC”P“({B),

S 2P, 1‘% —(1 — &) Sna"P, — P,
2Xa"P, =(1 — af)Zna""'P, — (1 —a)Za"P,.
Egalant les coefficients de a”, on trouve la relation de récurrence
(+ 1P, —(x+2n+1)P, +nP,_, =0.

Changeant % en n-+1, on a

(5) (n4+2)P, ., — (& + 20 + 3)P,y, + (# + 1) P, = 0.
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Pour #-—oo, lim Pg*"‘__ A, FA) =2 -2 +1=0, =1, F(1)=0,

o

((iF
223

} =0, lim Purts =1, indépendante de x.
a=t- P,

En désignant par [ le rayon de convergence de la série X A, 2", si [ > 1
[Hm l—:’i@i‘—‘: A== 1»{ la série 2 4, P, (x) est toujours convergente; si ce rayon
! =1, le critérium fondé sur la limite du rapport ’-’;—7—‘ est en défaut. On peut

employer le. eritére imaginé par Poinearé. En écrivant le rapport sous la forme

Pkt o By

1
Uy, n

on cherche la limite B de B, pour m——oco. Si cefte limite a sa partie réelle
plus grande que 1, la série Zwu, est convergente, si cette partie réelle est
plus petite que 1, la série est divergente.

Cela posé, trouvons les courbes de convergence des séries X 4, P, (x),

pour lesquelles

. P, .
llm—}ﬁi‘—:l, 11111%: 1.
k12 k13
Posant
P 8 . At Y .
ﬂj-bl‘-:l—ﬁ-”, lim 3,, =B, -j‘?l%:l—ﬁ, lim v,, = v,
on a

B
et en appliquant le critére de convergence employé, on trouve que la condition
de convergence de la série X A4,P, est donnée par la relation: la partie.
réelle de (B +v)> 1. Comme seulement § depend de w, les courbes de con-
vergence des séries 2 4, P, (x) sont données par: la partie réelle de § = const.

Dans le cas des polynomes de Laguerre, pour lesquels F(})=2*—

— 24+ 1=0, F(1)=0, rgkzi: 0, il faut substituer

— o — B 7= T Y I
Pn—}-x,—"‘P (1‘—1/_,};"‘;%’)’ P, =P, (1 Vet 1 4&-%1)(1 Va n>’

et la relation de récurrence (D) devient

. B . Bty _‘B_, _m&_cn, -
e )

—(x+2n+u)&1—~%-%)+%+1:0,

(B — )+ Buwy — 8+ H =0
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S8i lim 3, =38, la dernitére parenthése est nulle, done, pour #-— oo, il
2 . . 1
reste B*—x =0, car H est la somme des termes qui s’ annulent avee W

Done B*=ux. Les courbes de convergence sont données par: la parfie réelle
de B == const.
Posant f=wu + v, x =X +4Y, on a, de §* =u,

X=uw—v, Y=2u, Y*+4u’X—4du'=0,

et comme # la partie réelle de 3 est une constante, il résulte que les

courbes de convergence des séries de polynomes de Laguerre, X 4, P, (x),

avec liméz”i‘zl, sont les paraboles Y? -+ 4u*X — du'* =0, avec le foyer
1t

en origine.

3. Les courbes de convergence des séries X A4,P,.(x) pour lesquelles

on connait TEW\L/TP%(QG)}-—-—-)})@H, lim \/}_Zn—}::%. — Tj Supposons d abord

[ple) | < . On peut trouver p, et I,, tels que

| ple) | <p, <1, <L
On a

< 1P <pr (4P <(2).

n?
li

et donc la série est valable, car ses termes sont en valeur absolue plus petits
que les termes d’une série convergente. Supposons, an contraire, |pix)| > L
On peut trouver p, et ,, tels que

[p@)| >p, > 1, > L
On a

1 oy
I A” { > 27’ J 'P"(x) l >p2n: JAnPn(x) I > (%) 9
2 2

et la série diverge.
Done, la courbe de convergence de la série X A, P,(x) est donnée par
iplx) | =1, ef la série est valable dans la région intérieure & cette courbe.
II) Considérons le cas ou les suites

% k- —
(6) Vid.| et V|P,x)|, n=0,1,2,..
ne tendent pas vers de limites uniques pour #-— oo, quand la région de

convergence de la série X A4, P,(x) ne dependra seulement en général des
limites supérieures des suites {6), mais aussi des autres points limites de
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ces mémes suites, ce qu'on voit dans I'exemple suivant communiqué par

M. Karamata. Considérons dans la série S(x) = §A,,P7,(m), ot les polynomes
n=0
P, (x) sont de la forme

P(x)=[z + (— 1)"]", n=0,1,2, ..,

séparément les sommes S (x) des termes de rang pair et S,(x) des termes
de rang impair. La série S{x) convergera dans le domaine (D) intérieur
aux cercles

. 0 1
o +1]=1,, llmsup\/]Ag,,I:Z—,

% —v 00 A
i 2%+1/ 1
Iw—“lt:l?, thﬂp \/}Azn—i-igzr

D’ autre part,

| p(w) | = lim sup V[ Pa) | = lim sup | + (— 1),

9 = 00 B e OO

done le domaine (D) |plx)]| <l ot %:lim sup @144,,[, est la partie com-
P e K

mune aux deux cercles
le+1|=1 |e—1]=1

et puisque, dans le cas général, I <!, , [ <[,, le domaine (D) sera contenu

dans le domaine (D). Les deux cercles |x + 1| =/, |x— 1|=1 se coupent

si leur rayon !>>1, ou ce qui revient au méme si la série T 4,, est convergente.
Ainsi que, dans le cas général, du fait que

kil
lim sup \ | 4, P, (@) | < lim sup {L/E;.ﬁ? sup VP | :?1 p() |,
B 00 o X0 e OO
la série S(x) convergera toujours 2 1’ intérienr du domaine (D) défini par
|ple)| =1 mais |p{x)|=1 ne sera pas en général la courbe limitant le
domaine de convergence de la série S(x). Cependant, si 'une des deux
suites (6) tendent vers une limite déterminée pour n-—oo, la série Six)
converge senlement & 1’intérienr de cette courbe.
Des exemples de séries de polynomes offrant de singularités de conver-
gence plus profondes ont ét6 données par M. HeLee vox Kocu (*).

(*y Herere vox Kocu, Remarques sur gquelques séries de polynomes (« Bulletin de la
Société Math. de France », . XXXIV, 1906, pp. 269-274).
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4. Les séries de polynomes orthogonaux. — I) Supposons que P,(x)
soient les polynomes orthogonaux, donnés par
b b‘
ﬁmmmmmm:q m=n,  [o)P, w)ds = I, = const.
On sait (*) que
— " ——— b—a
lim V[ Pfa) | =" 2],

z ¢tant la racine de plus grand module de T équation

(7) ﬁ—bfa&mﬁ;w%+120
Les courbes de convergence des séries X A4, .P,(x), ?1: Hm ©1An |, sont
données par Z @ 2| =1, avec la relation (7), ou par
mx%j+%it(z+fi), 2] = E“i_&’

et sont des ellipses de foyers a et b.
I} Remarque relative & lo relation de vécurrence enlre frois polynomes
orthogonaux consécutifs. On sait (°) que les polynomes orthogonaux

— 1 —1 —_
-P'n(x’) =&y ; ”wn -+ C, B n—iw“ + e On 502 Cn s 0 T 17

vérifient la relation de récurrence

(8) Py () — (6 — 1) Pyyf) + v, P, ) =0,
[ 9, 4, wGney Gnas | Y gy Gn—y Gn 1
U == G s1 s — Crugym == In Gua-y - GJon—y Gons | | Guei Gn - Gon—y Jon—y 1
S b D,(%) D,._(9) ’
gO gl e g7l b
L, D (%) s '
’Un :In-«i 2 In == Dnii(@)’ D”(CP) = 91- 92. g l+1‘ 2 gs ::y/@(t)tsdt'

Yn Gnay -+ Gon
Le développement T 4, P,(x) étant valable dans la région de convergence

trouvée, et hml—gﬁlgi‘:?\ étant la racine de ' équation

"

(©) X — (@ — u + v =0,

Annoli di Matematica, Serie IV, Tomo XII. 27



206 N. ABRAMESCO: Sur les courbes de convergence

qu on obtient (n® 1) de (8), il suit que IimIlP;‘i‘i}:lim \L/}Pni, et done
l:b — “gz |, 2 étant la racine de I équation (7); donc limli“ii:: L est la

4

racine de 1’ équation
, a-+b b — a\?
12_(x»~ T>R+(T'>

et en comparant avec (9}, on trouve

P,

[l

0,

w=limu =20 lim :({)—:gy.
7 2 bl " 4
1Ty Comme cas particuliers des polynomes orthogonaux sont les poly-
nomes de Legendre, pour lesquels o¢lx)=1, o =—1, b=1, les polynomes
de Jacobi, ol
o) = —ape—bpr, A+1>0, p+1>0;

les polynomes qui résultent de la série hypergéométrique, considérés par
DarBoux (3,

o) =l —apry, v>0, a—y+1>0, a=0, b=1

Un cas intéressant des polynomes orthogonaux est donné par les polynomes
de Laguerre, qui peuvent étre obtenus de la maniére suivante. En posanf

Px)=a,+ ax+ ... + a,x",
considérons 1’ intégrale

o0

(10) Iy) = ] e~ %Y~ Pyac)dw = S aif e PV d.
=0
0 0

i

On sait que
[(a) ::/e*””m““idx, Mo + n) = af@ + 1) ... (@ + n — Ll'(a).
0
Done
Iiy) =2 al(y + i),

Iy) =) 2 agly + 1) - (y + i — 1),
1. intégrale I(y) est nulle quand

S gy + 1) o (g +5—1) =0,
3=0
ou
(11) Qy)=a.yly+1) .. (y +n — 4 ap_yly +1) . (y+0—2)+ ... +a,=0.
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Eerivons que les polynomes P,(x) sont orthogonaux, ¢’ est-a-dire
[e—“kan(m)dfn == 0, k=0,1,2,... n— 1.
b
Ces conditions expriment que 1’intégrale (10) I{y) =0 pour y =1, 2,... n,
et comme I(y) =0 est donnée par la relation (11), il suit que 1’ équation (11)
a pour racines 1, 2,... n. Donec, les coefficients a,, a,,... a, se trouvent en
écrivant que I’équation (11) a pour racines 1, 2,.. n, ¢ est-a-dire qu’elle est
de la forme
(12) y—1)y—2).(y —n)=ayy+1).(y+n—1)+
+ 0, Yy -+ 1)y +n—2)+ .. +a,.

Pour trouver ces coefficients, considérons les identités (la premidre est
la dérivée avec la formule de Leibniz)

ar{utu—y)

dun - {_~ @J}(— ¥y— 1) ves ("" Yy — 0+ 1}%_?" =

+ O —yf—y— .=y —n+2u Y4 .. +nlu?,
anr{un—y
T =t — gy 1) e (— g+ L.

En identifiant ces expressions multipliées par (— 1) et en simplifiant avec
wuY, on a
=1y —2) .y —n)=yly+1) .. (y+n—1) —
— w0, 'Yy + 1) e (y + 0 —2) 4+ ...+ (— )™l

En comparant avec (12), il suit

=(— 1" nn —1)..(n—i+ 1)C}

n )

a

n—1

de sorte que 1’expression des polynomes de Laguerre est

n

dx)?

P () ={—1)"e" —nC 'w" +n(n—1)C %" — .4 (— 1)'n!] =e” (x"e—%)
et satisfait & 1'équation différentielle zy” (1 — )y’ + ny =0.

Ces polynomes, utilisés dans Ia théorie de 1’atome d’hydrogéne dans la
Mécanique ondulafoire, étant orthogonaux, donnés par

b 00
j:p(ae)Pm(m)P“{as)dx:O, m=n; pa)=e % a=—0, b==oo, /e“xPnz(x)daz:x{n!)",
a 0

on sait que les courbes de convergence des séries de polynomes orthogonaux
sont des ellipses de foyers a et b, qui dans le cas des polynomes de Laguerre
{b—oo) sont des paraboles avec le foyer & I origine (@ =0), de sorte que nous
retrouvons le résultat obtenu (n° 2, 3°).
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5. Détermination des fonections holomorphes dans des domaines limités
par des courbes donmées. — On represente une fonction holomorphe dans un
domaine (D) par une série entiére, [{z) == I q,2”, sans donner une expression
d’ot "on pourrait voir que cefte fonction est valable seulemenf dans ce
domaine. Dans ce qui suit, nons construisons une fonection holomorphe repré-
sentée par une série de polynomes, qui est valable seulement & 1’ intérieur
d’un contour (D) limité par une courbe (C).

Soit

(18) e=5 +92), 9(Z)=aZ+aZ+ .+ a,L"+ .,

la transformation conforme qui fait correspondre le domaine extérieur a la
courbe donnée (C) au domaine intérieur du cercle de rayon |Z|=r7, la
fonction ¢{Z) étant holomorphe & lintérieur du cercle de rayon #, donné

—
par %:Hm V|a,]|. Considérons les polynomes P (x) donnés par les relations

de récurrence d’ordre infini
(14:) a’Pu"'i - xPn 2% S an—i‘Pl -+ (% + 1)00717
Pw)=1, P)=—2,

2

aP, —xP,=2a,,..

1l résulte que = appartenant & une certaine région de convergence, la

gérie en Z,
(15) P +ZP,+ .. +Z"P, ¢ + ..,

est le quotient des deux séries

e+ ol At By 1y L0 A - " b =0
(16) TR e sl CHe P+ ZP, 4.+ Z4"P,  +.., b,=0.

D’ou, par identification, les relations trouvées
- _ »l Ju—
Pb,=c,, Pb, +Pb,=c,, Ppb + Pb,+ Pb,=c¢y,..
doivent étre les relations (14). Donc
0, = —x, C,=2a,, €, =30, Cppy=(0-+1)a,, ..
by=a, by=—x, by=0a,,. b, =0, .
et les séries T ¢ Z", X5, Z" ont le méme cercle de convergence de rayon r,

et done la série (15), qui est le quotient des ces deux séries, a un rayon

de convergence | Z | <.

Remplacant en (16) les valeurs de ¢, et b,, on a
Zo"Z) 4 o(Z) —

t]_']) mj2;:Pi+ZP2+‘.‘7
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ou
, — s+ ¥12) 1
(18) o =— 5+ P (x) -+ ZP (x) + ...
Ln posant
e= 7+ 9l2),
nous aurons le développement
(19) = — 2 Pa) + ZP,) + .

Or, la série P,(v)+ ZP,x)+ .., ou X Z"P(x), a pour rayon de con-
1
T V[P, |
pour |x|<|#!l, ¢ est-a-dire pour les points x intérieurs & la courbe (C)

vergence |7 | == , et le développement (19} est valable seulement

obtenue par la transformation conforme (13)

A= + o(Z)
Donec
— 1 ;
lim V[Pl |=5, == .g+ WZ), 9Z) = a2+ a2 + ...

Considérons une série de polynomes, X 4 P, (x), les polynomes P, (x)

(3 " "

étant donnés par les relations (14), ou par la fonction génératrice (17) ou (18),

——
et les coefficients 4, tels que %F:: lim V|4, |. On sait (n® 3) que la courbe de
convergence de cette série est donnée par |plx)|=r, ou

a 1

w:Z’+CP(Z): m:h
¢’ est-a~dire la courbe donnée (C), et la série est valable seulement & I’ in-
terieur de cette courbe. Donc la série X A4 P (x) représente une fonction

holomorphe seulement & 1’ intérieur de la courbe (C).
Exmmpres., — 1° Considérons 1 ellipse

w=3(2+4), 14]=;.

, qo(Z}::%Z, et donc la fonction génératrice (17),

[ S

On a w:%+cp(Z), &=
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pour les polynomes attachés & cefte trausformation, est

Z9\Z) + 9lZ) —w

a + Zp(Z) — Zx =22
2Z — 20 1 1 -
(2242~ 7 (ot Vir — 1) Z—(o—Var — 1)
= | x 1

TS ve D a(m— Ve — 1)
On a
1 1

o) - EEm——
(x+ Ve —1"  (z—Var —1)"

= — Vor — 1"+ (& + V& —1)",

—P n(w)

les polynomes de TcHEBISCHEF. La fonction f(x) =2 4, P (x) est holomorphe

k)2 "

1
seulement & U intérieur de cette ellipse <7 =lim V|4, \).

2¢ (Considérons les ovales de Cassini

147z 1 [ |
o=V 22 \g)=35 Ve =TT T]= =1

pour les quelles on a

V7

Ly 2
- a=1, )=, (VI+Z —1)

+ (%)

fr—

@
Z
et donc avec la relation (17) on peut former la fonction générafrice des
polynomes P (x),

oz .
Vixz®
VIS ez = D AP =
z* 1.3z 1.3.b77
M T N T E
- ZF 1.17° 1.1-87°
l—aZ+5 —i533 * 1339
Identifiant, on trouve
P = —u,
P, —-aP, =1,

..........
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et de méme les coefficients a, de

1 . Z 1.1z 1-1.3Z°
QO(Z):C—Z{\/Iﬂi—Z“ — 1}:§“TE27+T“2“§27“’

on peut donc former une fonction, fix)==2 A4 P (x), holomorpe seulement
a 1intérieur de cette courbe (**).

En général, la fonction f(x) =2 4, P, (x), %:: im V| 4,1, est holomorphe

4 Vintérieur du domaine limité par la courbe

(20) |ple)| =1, w=(Z), |Z|=const.,
quand on connait

T VT2, = o) |, on tim | T2 = |y,

"
comme nous avons vu dans le cas des polynomes orthogonaux (n° 4), la

courbe (20) éfant une ellipse, on pour les polynomes de Laguerre (n° 2, 39),
la courbe (20) étant une parabole.

. 4,
Les séries Z P () de M. Appell.

K

6. Les courbes de convergence des séries Eﬁ%a les polynomes P (x)

étant donnés par de relations de réeurrence. — Considérons les polynomes
P (x) donnés par la relation de récurrence

@1) BiPosf) + Bae Pyyn () - oo = B (1) = O,

k étant un nombre donné ef B, de fonctions données qui dependent de z

Pn—}%

et du rang n. On sait que le rapport tend, en général, vers la racine

2

ple) de plus grand module de 1’ équation

(22) )\k+ Oh_ﬂ)\k‘ﬂi L T i Oo :O, 03 — }im gﬁ
W 0O &

(1) On peut encore obfenir un développement X (z,x + 8,)[(c — a)(@ — b)|* & V'intérieur
d’'une ovale de CassiNI. Voir A. KiuNast, Ueber die Darstellung der analytischen Funktionen
durch Roihen die nach Pofenzen eines Polynoms.. (« Inaugural Dissertation, Universitat
Ziirich », 1906). Voir aussi ma Note, Sur le développement d une fonction suivani les puis-
sances d'un polynome donné (Congrés des math., roumains & T. Severin, 8 Mai 1932),
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k3

Pyf2)

suivant les

Pour trouver la région de convergence d’une série X -

inverses de polynomes donnés de M. Appell, pour laquelle hm\/ 14, =1,
supposons premisrement |p(x)| > !, et considérons un nombre 7, tel que
l<1,<|p|. Nous avons

lim Eﬂ“_l = p(x), l,J»:i:i_ l >1,>1,
- 00 Pn i n ‘
et si, pour fixer les idées, nous supposons que I’ on ait cette inégalité & partir
de n =0, nous aurons

R A B Bt
P> P ILY |82 < i

Done, si |pix)| > 1, la série de M. Appell est valable, comme ayant les

. . 4, .
modules de ses termes plus petits que ceux de la série convergente I =¥, &

I’ extérieur de cercle |z|=1, I, > L
Supposons, au contraire, que | p(r)| < I et que |p| < I, < I. Nous aurons

114,
<, <l [P, <|P|L", [Pnf>[130[ilgﬂi'

} Py
P,

Done, si |p(x)]| <, la série de M. Appell est divergente, comme ayant les

17

. . A
modules de ses termes plus grands que ceux d’une série divergente X,
)

I, <1

Il en résulte que la courbe de convergence de la série de M. Appell,
oit les polynomes P, (x) sont liés par la relation de récurrence (20), est
donnée par I équation |p(x)| =1, p(x) étant la racine de plus grand module
de U équation (22). La courbe |p(w)j=1, (x = X +¢Y), du plan XOY, sépare
le plan en deux régions, I’une intérieure & la courbe, I'autre extérieure oit
se trouvent les points a 1’infini.

Pour une de ces régions, on a |pfx)| —17 >0, pour I'autre |pfx)| —17<<0;
done, d’aprés ce que nous avons vu, dans la premiére région, |p(w}| —1>0,
la série de M. Appell converge, dans autre diverge. Or, ces séries con-
vergent pour x tendant vers I'infini, qui est dans la région extérieure & la
courbe, et donc la série sera convergente dans la région extérieure & la
courbe |p(x)|=1 qui est en méme temps extérieure & la courbe ou se
trouvent les racines des polynomes P, (x).
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ExEMpPLES. — 1° Considérons les polynomes électrosphériques P (x) qui
admettent la fonetion génératrice (°)
1 PRI A & ¢
ey p=~ P
Ces polynomes ont ét6 rencontrés par MM. Guillet et Aubert dans leurs

recherches sur 1'attraction mutuelle des deux sphéres électrisées, ou d’une
sphére et d’un plan; la capacité commune des deux armateurs en présence

est donnée, & un facteur prés, par la série de M. Appell X 'Pj(x«} La relation

de récurrence entre ces polynomes est
P72+L - 2wP7z+ Pn—-i =0

et on voit, de cefte relation, que la suite de Sturm: P(x), P,(x),... P (x).
devient pour — 1 et 1

L, 2 8., (—Lm+1); 1,2 3., (1),

donc la suite perd, entre — 1 et 1, % variations, et donc les polynomes
P,(x) ont leurs racines réelles sur le segment (— 1, -+ 1). L’équation (22)

est A* —2hwx+1=0, et la région de convergence de la série I ol

1
Py(®)’
n
lim V|4, |=1, est limité par le segment (—1, 4+ 1), x :é(Z 4—17), | Z| =1,

et donc cette série est valable dans tout le plan XOY (x =X 4-¢}Y), sauf la
conpure (— 1, - 1).
2° Supposons que P (x) soient les polynomes de Legendre

¥

1 drfat—1n

g ! dan ’

P (x)=

n

qui ont toutes leurs racines réelles sur le segment (— 1, -+ 1). La courbe de
convergence de la série de M. Appell, 3 FA&-}, est I’ ellipse
1 1
x=5(2+§), | Z| =1,

et la région de convergence est le domaine extérieur & cette ellipse.

- . A
7. Les courbes de convergence des séries = ﬁ), pour lesquelles

1

lim </| P, (x)| =|plx)|, lim </| 4,|=1. — Supposons d’abord |p(x)|>1 On

Annali di Matematico, Serie IV, Tomo XII. 28
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peut trouver [, et p , tels que I <, <p, <|plx}]. On a

" n _iﬂ_t ! li i
\An|<l1* ‘ |>pl/ ‘Pu(-l'J ()’

donc la série est valable, car ses termes sont en module plus peiits que

ceux d'une série convergente. Supposons au contraire, |p{r)| <I. On peut
trouver [, et p,, tels que |plx)| <p, <!, <l On a

I

4y
p ,2)

4,1> 1" | B <p” |3]> (2

et la série de M. Appell diverge. Donec, la courbe de convergence de cette
série est donnée par |p(x)|==17, et la région ont la série est valable est
extérieure & cette courbe ef exidrieure- & la courbe ot sont les racines des
polynomes P (x).

ExeMprLE. — P, (x) étant les polynomes orthogonaux, on sait (n°® 4) que
%/ b —
lim -\llpqz(m)iz—zglzli

z étant la racine de plus grand module de I’ équation

zg—&;—ib(mw“+b)z+1~.0

La courbe de convergence de la série de M. Appell, = FATZE)’ est 1 ellipse

a-+b 4

b—a 1

et la série est valable dans la région extérieure & cette courbe et extérieure
4 la courbe ou sont les racines des polynomes P, (x), le segment ab.

B,
8. La région de convergence des séries 2 4 P, () Pl Supposons

Prn,-!“&

“zl' = p(),

9t __ L3
que lim V|4, |= im V| B, | =7, et que I’on connait, soit lim =3

n
ou lim %\/{ P (x) |=|plx)|, et soient () et (') les courbes |p(x)| =1 |plx)|=1,
La série considérée st valable dans la région intérieure & la courbe (I),
extérieure & la courbe (I') et extérieure a la courbe (C} ot sont les racines
des polynomes P (x).

Dans le cas des polynomes orthogonaux, le domaine de convergence de
la série est une couronne formée par deux ellipses homofocales.
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APPLICATION. — Soient P {x} les polynomes attachés & la transformation
(ne 5)
a

Z

g =

+oZ), oZ)=aZ+ ..+ a "+ ..

et {I')}, {I"} les courbes correspondant aux valeurs

1
‘ = -
Zl=7, 1Zl=1,
Tim \ 1 X e 1
llmVIAnI::?, llmVIBH =, lnn\/[a”l:;_
La fonetion
B
) AN k2
f(ﬂ’)_“ZAnPn(’%)”*""‘P"(m)

est holomorphe dans la région intérieure & la courbe (I'), extérieure a la
courbe (I') et extérieure & la courbe (c) olt sont les racines des poly-
nomes P (x).




