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INTRODUCTION 

Les s6ries de polynomes h une variable complexe, E A,P.(x),  E &~ r,~(x) ' 

apparaissent comme une g~n6rMisation des s6ries E A . ~ ' ,  E x~" En corn- 

men , an t  par les series E A.P.(x) ,  on pent faire l '6 tude de ees s~ries ~, 

deux points de vue. Premi~rement,  ~tant donn~e une fonction f(x), r~guli~re 

dans un domaine limit~ par la courbe (C), trouver le d~veloppement de f(x) 
en sCrie de polynomes, f(x) ~ E  A . P . ( x ) ,  valable seulement h l ' in t6r ieur  de 

la, eourbe (C). Ce probl~me a ~t~ r~solu par M. FABER (~t, qui a montr~ que 

les polynomes P.(x) dependent seulement de contour ~C) et les coefficients A.  

d6pendent de la eourbe (C) et de la fonction f(x). 
Un autre point de rue  de F ~tude des s6ries de polynomes E A.P.(x)  est 

le suiv~nt. On donne les polynomes P . I x ) d e  degr6s 4gaux aux indices et les 

coefficients A . ,  et on demande les eourbes de convergence de ees s6ries. 

Ce probl6me inverse a 6t6 abord6, il y a 50 ans, par DAR~oux ('~) et 

POINCA~E (~}. Dans ce qui suit nous consid6rons les cas o~ les polynomes 

P,(x) sont donn6s par des reta, tions de r¢eurrenee de Poinear6 pour lesquelles 

on trouve lim ou quand on connait im VP,(x). Nous construisons, 

('} FABEP~, Ueber poly~wmische. E n t w i c k e l u ~ g e n  (<, Math. Am~alen ,~ Bd. 57, 1903, p. 389; 
Bd. 6~ 1907~ p. 118}. Vo i r  aussi~ P.  MONTEL, L e f o n s  s~tr les sgries de po lynomes  ~ ~me va. 
r iable COml)lexe. 

(~) DARBOUX, Mgmoire sur  l 'aplg,roximation des [onctions de tr@s gra~ds  ~ombres et su r  
u.~e cl~,se dtendue de dgveloppements  en s6ries (~ 3-onrn'd de ~iath.  pures  et appl iqu6es  >,, 
t. I V ,  1878, p. 411). 

(~) POINCAR~, S ~ r  les gquat ions  l ingaires a u x  dif fgrentiel les ord ina i res  et a u x  diffdre~ces 
f inies  (~, A m e r i c a n  J o u r n a l  of Math.  ~,~ Yol. VII~ 188~, p. 261). 

Annctli di Matematicc~, Serie IV~ Tomo XII. 26 
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c o m m e  app l i ca t ion ,  des fonc t ions  h o l o m o r p h e s  dans  des  d o m a i n e s  l i m i t , s  

p a r  de cou rbes  donn~es.  

An Les  s~ries  E ~ s u i v a n t  les i nve r se s  de p o l y n o m e s  do rm, s ,  reneontr(~es 

p a r  MM. GUILIm~ et AUBER~ (~), 0nt ~t~ ~tudi~es en p r e m i e r  l i eu  p a r  

M. APPELL (~). 57ous ~ tudions  les cou rbes  de c o n v e r g e n c e  darts les cas  off 

les p o l y n o m e s  P~(x )  sont  donn~s  p a r  de r e l a t i o n s  de r ~ c u r r e n c e  de Po inca r~ ,  

ou q u a n d  on conna i t  lira ¥ P , ( x ) ;  de  m ~ m e  p o u r  les s~ries  E A , P , ( x ) ~ - X  ~9,, 

L e s  s d r i e s  v, A , , P ,  Ix). 

1. Les cou rbes  de conve rgence  des sdr ies  ~ A,P , (~c ) ,  les p o l y n o m e s  P , ( x )  

g r a n t  lids p a r  de r e l a t i o n s  de r d c u r r e n c e  de P e i n c a r d .  Sdries  de P o i n c a r d . -  

Considdrons la  sdrie  

(1) ~ A , P , ( x ) ,  

les p o l y n o m e s  P,,(x) 6rant  lids p a r  la r e l a t i on  de r d c u r r e n c e  de P o i n c a r 6  

(2) R ~ P , + k  + R k - ~ P , , + h - ,  + ... + BOP,, --~ 0, 

Ao~ A ~ , . . .  A , , . . .  ~tant  donn~s  tels  que  

l i m V I A ,  l :  1 
l 

et Rq de fone t ions  qui  d~penden t  de x et de r a n g n .  Ces sdr ies  ont  dtd con- 

s id~r~es p r e m i ~ r e m e n t  p a r  POI~CAnE (3), (% (~). On sal t  que  Ie r a p p o r t  P , + ~  : P ,  

(4) S. PINCHERLE~ St~'i sistemi di funzioni  analitiche... (~) Annali di Matematiea % II ,  
vol. XII). 

('~) E. "PItARD, Cours d'Analyse sul)drie~,~ de la Sorbonne, en 1912, 1918. Les sgries de 
]:)ARBOUX et de POIXCARE on gtg considgrdes par M. PICAaD darts son Traitd d'Analysc, 
t. III, p. 419. 

(6) GUISLET et .'~UBERT, <( COlnlOtes Renclus ,,, t. 155~ 1912~ lop. 139, 204~ 708~ 820. 
(~} P. APPELL, S't¢~" les ddveloppements en sdries snivant  Ies i~verses de poly~omes dotards 

{,, Comlotes Rendus ,)~ t. ][57, I913~ pp. 5, 10i2); ~( Bulletin des Sciences Math. % 2 e sdri% 
t. 37~ 1913~ p. 345; (~ Bulletin de la Socigt6 Math. de France ,>, t. 48, 1920, pp, 1-8). 

(s) Voir rues ~otes: Snlle serie di polinomi di una varictbile com,plessa. Le serie di 
Darboux (,~ Annali di )/[at. pura ed applicata ,,, serie I I I ,  t. XXXI~ 1922~ p. "207); Sar les 
sdries do polynomes ~ une variable complexe (:, Journal de Math. pnres et apioliqu~es 'b 
9 e s d r i e ,  t. :[, 1922, p. 77); Sur  les courbes de convergence des sdries procdda~# suivant  les 
inverses do polynomes donnds (,( Comptes l~endus % t. 180~ 1925~ p. 566); Sulle ,relazi(oni ri- 
correnti di ordine infinito (~ Bollettino dell'Unione Mat. Italiana ,,, anno IV, n. 4, 19")5~ 
p. 155); Nouvelle mdthode pour l' dtude des rdgions de convergence des sdries do polynomes 
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tend, en gPn~ral, vers la rac ine  p(x) de plus g rand  module  de l ' ~qua t ion  

j3) F(?,) ----- C~,). ~ + ... + C,, - -  0, C~ = l im R~ 

P o u r  t rouver  les courbes  de convergence  de ces s6ries, consid6rons la 

s6rie 
Ao + A~x + ... 4- A , x  ~ + ..., 

dont  le r ayon  de convergence  est Ii Supposons  p remi~rement  Ip(x) l <  I e t  

consid6rons un  nombre  l~ tel que I P ] <  l~ < l. On a 

lira P+~+~ P+'~+~ 

et ,si, pour  f ixer  les id6es, on suppose que I ' o n  a. cet te in6gali t6 en pa r t an t  

de t~ ~ 0~ nous 3~l]rons 

IP , ]< ; IPoI / ,  ~, ]A,,P,,I<IPoI.IA,J,"I. 

Done, si Ip(~c)I ( l ,  la s~rie (1) est convergente ,  comme a y a n t  les modules  

de ses te rmes  p lus  peti ts  que ceux  de la s~rie convergente  E A , l , ' ~  l~ ~ l. 

Supposons,  au contra i re ,  qne ]p(x) l > l, et que IP l >  l ~ l .  Nous aurons  

I - -p~j~ '>z~,  I P , , I > I  .Pollfl ', I A , ~ P , ( ~ ) I > / P o I . I A , , I ~ I .  

Done, si i l ) ( x ) l ~  l, la s6rie (1) est d ivergente ,  comme ayan t  les modules  de 
ses termes  plus grands  que ceux d~'une s~rie divergente ,  E A,, l~ ' ,  l~ ~ l. 

I i  en r~sulte que la courbe de convergence  de la  sCrie de Poincar~,  

E A , P , ( x ) ,  off les po lynomes  P,(~) sont donn~s pa r  Ia re la t ion  de r6cur- 

renee  (2}, est donnde par  l ' 6qua t i on  I p ( x ) ] ~ - l ,  p(x~) ~tant la rac ine  de plus  
1 n 

grand  module  de t ' ¢qua t ion  (3) et ~--~ l im V t A ,  t. L a  s~rie est valable  seu- 

l ement  i~ l ' i n t~ r i eu r  de la courbe [p(x)I -~  l, x - ~  X + i~ \  

2. Exemples .  - -  1 ° P, {x )  les po lynomes  de Le g e n d r e  

P,(x} - -  ~ n  ! dx ,  ' 

orthogonaux (~, Bulletin des Sciences 3;lath. >,, t. LIV, nov. 1930); Sur le factewr de conver. 
gence uniforme de M. Leja d' une sdrie de polgnomes ~, Comptes Rendus ~,~ t.. 193, 1931, p. 984); 
St,r la ddtermination de fonctions holomorphes dans des domaines donnds (<~ Comptes Ren. 
dus ,>, t. 19~=, 1932, p. 163); Les potynomes orthogonaux (~ Annales de Toulouse :,~ t. 24, 1932, 
pp. 67-87). 
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la re la t ion  (2) et l ' ~ q u a t i o n  (3) sen t  

n P , ~ - - ( 2 n d - 1 } x P . _ , + ( n - - 1 ) P  ......... s = 0 ,  1 " 2 - 2 1 x q - l = 0 .  

L a  courbe  de conve rgence  de la s6rie E A . P . ( x ) ,  1 - - ~ ]  7 : = l i m  A . ] ,  est 

donn6e par  lp(x) I = l, p(x) 6tant  la rac ine  de p lus  grand  module  de 1' ~quat ion  

;? - -  2).x ~ 1 = 0, q u ' o n  peu t  ~erire  

Done,  la eourbe  de conve rgence  est donn6e par  

et  en posan t  k = l e  ~°, x - - X + i Y ,  on a 

1 
X --- ~ (l + {) cos O, , = l ( l - -  ~) sin O, 

ce qui  mont re  que  cet te  com'be est F e l l ipse  

4x~ + ~ S _ = I ,  

de foyers  - - 1  et + 1 ,  et la s6rie est  va lab le  s eu lemen t  ~ l ' i n t 6 r i eu r  de eet te  

ell ipse. 
2 ° Considdrons la sdrie E A.P~(x}, les polynomes P.(x) ~tant donnds par  

a~,y P, dx) 1 
dx. --- (1 + x2)~+ ~ ' Y - -  1 ÷ x 2 ' 

et qui  v6r i f ient  la re la t ion  de r~cur rence  

P .  + 2nx~P._~ -t- n(n - -  1)(1 + x~)P._~ == O. 

Changean t  n e n  n-+-2 ,  ee t te  re la t ion  dev ien t  

P~+-2 + 2(n + 2)xP,,+~ + (n + 2)(n + 1)tl + x~JP. ~ O. 

Les  coef f ic ien ts  Rq de eet te  re la t ion  de r~eur renee  n' ~tant pas  de m~me 

degr~, posons  P,~ = (n !)l~P',, et 1' on a (9) 
t (4) (n + 2)~(n -}- 1),~P'.+~ --~- 2(n + 2)(n ~- 1) x P  ,,+~ -t- 

-I- (n + 2)(n + 1)11 + x~)P',, .-- O, 

(9) I~es eourbes de convergence des s~ries E AnP~J sent ]es m6mes que celles des 
sgries E A~.~Pn. 
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eli l a  r e l a t i o n  de  r O e u r r e n c e  g 6 n 6 r a l e  (2) d e v i e n t  

Sk -~  S k - ~  p ,  
P ' " + ~ '  q O~ + k) ~ P " + ~ - '  + [(n q -  kl(n + k - -  1)]~ ~ " + ~ - ~  + . . . .  O. 

I1 f a u t  d 0 t e r m i n e r  I~ te l  q u e  p o u r  n ~ o %  les  e x p r e s s i o n s  

s o i e n t  f i n i e s ,  D a n s  n o t r e  eas ,  iI  s u f f i t  de  p r e n d r e  ~---~ 1, et  l a  r e l a t i o n  (4) 

d e v i e n t  
P ' . + ~  -4- 2 x P ' , , + ~  + (1 + x2)P',, --~ O. 

L ' 6 q u a , t i o n  q u i  d o n n e  l a  l i m i t e  d u  r a p p o r t  P ' , , + ~ : P ' .  es t  

d' O~t 

Si  x - - ~ X + i ~ ,  on  a 

)9 + 2 k x  + 1 -~- w ~ ~ 0~ 

k ' = - - x - F i ~ - - X + i ( 1 - -  Y). k " = - - x - - i ~ - - - - - X - - i ( l +  ~), 

L e s  e o u r b e s  de  c o n v e r g e n c e  s o n t  l e s  c e r e l e s  

I )~"[ ~-~ l = cons t . ,  X ~ q -  (1 ~ -  y).2 ~ lL 

3 ° Consid&'on8 la sdrie E A . P . ( x ) ,  P . (x )  grant les poly~wmes de Laguerre ,  
q u i  a d m e t t e n t  l a  f o n c t i o n  g 0 n 6 r a t r i c e  

~X 

el-  = (1  - -  

P r e n a n t  t a  d 4 r i v 6 e  p a r  r a p p o r t  h % on  t r o u v e  

g ~  

e 1 - g  

1 - -  ~ 1 - -  ~ - -  (1 - -  a) E n:c~- 'P , ( x )  - -  E ~"P, (x ) ,  

x 
E c~'P,,  1 --- a - -  (1 - -  c~) Z n~'~-~P,, - -  Y~ :~'P,,, 

xY, ~ 'P , ,  = (1 - ~)~ Y, n : , ' - ' t ) , ,  - -  (1 - -  ~)Y, ~ " P . .  

]~ga lan t  les  c o e f f i c i e n t s  de  ~ ' ,  on  t r o u v e  la  r e l a t i o n  de  r O e u r r e n e e  

(n q -  1 ) P , + ,  - -  (x -4- 2 n  -4- 1)P,, q -  r i P , , _ ,  - ~  O. 

C h a n g e a n t  n e n  n -4 -1~  on  a 

(5) (n -~ 2)P,,+2 - -  {x ~ -  2n  -I-- 3 ) P , + ,  -4- (n + 1)P,, - -  0. 
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Pour  n ~ o %  lim-p-~-=--)~, F( )~)=  --  22 + 1 - - 0 ,  ),----1, F(1)--~0,  

ldF~ t-7d2)~=1~0, lira p,~ - -1 ,  ind6pendante de x. 

En d6signant par  1 te rayon de convergence de la s6rie X A,,x,', si l > 1 

lira ~ = ;. = -1  la s6rie E A,P,,(x) est toujours convergente;  si ce rayon 

l = 1, le cri t6rium fond6 sur la limite du rapport  u-~:~t est en d6faut. On peut  

employer  l e  crit6re imagin6 par Poincar6. En 6crivant le rapport  sous la forme 

on cherche la limite ~ de ~,, pour n ~ o c .  Si cette limite a sa partie r6elle 

plus grande qua 1, ta s6rie X u ,  est eonvergente, si carte partie r6elle est 

plus petite qua 1, la s6rie est divergente. 
Cela posG trouvons les courbes de convergence des s6ries Y. A,~P,(x), 

pour lesquelles 

P~ - -  A~ 
Posant  

o n  a 

A,~+iP+~+~ = ( 1  : ~ 1 ( 1  - G I =  1 
= - -  n / \  - -  n / A~ P~ 

Dans le cas des polynomes de Laguerre,  pour 

- -  2), -t- 1 = 0, F(1) = 0, ~-~ ~=i = 0, il faut subst i tuer  

P ,+~  ~ P,~ 1 y;i ' W~.+ i ~-+ V \  V~ +~/' 

lesquels F(),) ~ ;2 

et la relation de r0currence (5) devient 

- -  ( x  + 2 n  + 3 )  1 y.g +, , /+  n + 1 = O, 

( y -  + - -  + H = O. 

et en appl iquant  le crit6re de convergence employG on trouve que la condition 

de convergence de la s6rie E A .P ,  est donn6e par la relation: la p a t t i e  

r6elle de (~ + y ) ~  1. Comme seulement  ~ depend de x, les courbes de con- 

vergence des s6ries E A.P,(x) sont donn6es par :  la pat t ie  r6elle de ~ : c o n s t .  
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Si l i r aS , , - -~ ,  la derni~re parenth~se est nulle, doric, pour n ~ ,  il 
1 reste } : - - : c = 0 ,  car H est la somme des termes qui s ' annu len t  avee ~. 

Done } e = m .  Les courbes de convergence sent donn6es par :  la partie r6elle 
de } = const. 

Posant  ~ = u + i v ,  x = X + i Y ,  on a, de } = : x ,  

X = u ~ - -  v", Y = 2uv,  Y~ + 4u~X  - -  4*# ==- O, 

et comme u la partic r6elle de ~ est une constante, il r~sulte que les 
courbes de convergence des s6ries de polynomes de Laguerre,  Z A , ,P , ( x ) ,  

avec lira A~+~ 1, son~ les paraboles Y~ + 4 u ' ~ X - -  4u  ~--=-0, avec le foyer A~ 
en origine. 

3. Les courbes de convergence des sdries 
1 

on connai t  lim ~/t P - ( x ) i - ~  tP( x} !, lim Vi A .  1 - -  l" 

Ip{x) l ~  l. On peut t rouver  p~ et l~, tels que 

E A , P , , ( x )  pour lesquelles 

I) Supposons d 'abord  

On a 
1 

I A,, I < - /~ j ,  

Ip(m) I < p ~  < l~ < l. 

(p,~n 
1 P,,(~) [ < p , ' ,  [ A,,P,,(~) l < \l, ] '  

et done la s6rie est valable, car ses termes sent en vMeur absolue plus petits 
que les termes d ' u n e  s~rie convergente.  Supposons, au contraire, JP (~) i>  1. 
On peut  t rouver  p~ et l~, tels que 

On ~t 
1 

I A , , l > r ~ ,  
' l .  a 

et la s~rie diverge. 

I p(x) I > p~ > 1~ > ~. 

I P , , ( x ) ' > P 2 " ,  I A , , P , , ( x ) , >  (.~/'~, 
\ b.e/ 

Done, la courbe de convergence de la s6rie E A . P . ( x ) e s t  donn6e par 
!p(x)] -~- l ,  et la s6rie est valable dans la r6gion int6rieure h cette courbe. 

II) Consid6rons le cas otL les suites 

(6} ~i ~ .  [ et ~'1F,(x)f, n = o ,  ~, 2,... 

ne tendent  pas vers de limites uniques pour n - - ~ ,  quand la r6gion de 
convergence de la s6rie E A , , P . ( x )  ne dependra  seulement  en g6n~ral des 
limites sup6rieures des suites I(1), mais aussi des autres points limites de 
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ces m~mes suites, ce qu ' on  voit dans l ' exemple  suivant communiqu6 par  

~[. Karamata.  Consid6rons dans la s6rie S ( x ) ~  v A,P.(x}~ off les polynomes 
++~0  

P,(x) sont de la forme 

P . ( z )  = [z  + (-- n = o,  

s~par~ment lies sommes S~(X) des termes de rang pair  et S~(x)des termes 

de rang impair.  La  s6rie S(x) convergera dans le domaine (D) int~rieur 
aux cercles 

2+~, , - -  i 

] x + l l = l , ,  limsupVlA~.l~--~2,+__+ 

D ~ autre part, 

I a - - l t - - - - - l : ,  l i m s u p  VI/~.+,i-~. 
T t ~ o o  ~ 

lp(x) ! = lira sup Vl P,~(x) I = lira sup i x  d- ( - -  1}hi, 

donc le domaine ( D ' ) [ p ( x ) [ < l ,  oh l = l i m s u p ~ l A , , ' [ ,  est la part ie com. 
~ o o  

mune aux deux cereles 

et puisqu% dans le cas g~n~ral, 1 ~ l~, l ~ l~, le domaine (D'} sera contenu 

dans le domaine (D). Les deux cercles t x + l l - ~ l ,  I x - l I ~ l  se coupent  
si leur rayon 1 ~ 1, ou ce qui revient  au m~me si la s~rie E A ,  est convergente. 

Ainsi que, dans le cas g~n~ral, du fait que 

lira sup ~ I A.P , (x )  I ~ lim sup A,~ I" lira sup \/I P,~(x) I ~ T l p(x) t, 

la s~rie S(x) convergera toujours  h l ' in t~rieur  du domaine (D)d~fini  par  

tp(x) t--~ l. mais t p ( w ) ! :  1 ne sera pas en g~n6ral la courbe limitant ]e 
domaine de convergence de la s~rie S(x). Cependant, si l ' une  des deux 
suites (6) tendent  vers une limite d~termin~e pour n ~ ,  la s~rie S(x) 
converge seulement  h Pint~r ieur  de cette courbe. 

Des exemples  de s~ries de polynomes offrant de singularitds de conver- 
gence plus profondes ont ~t~ donn@s par  5~. IKELC~E VO~ ~ KOC~ (~0). 

(io) HELGE ~ON KOCH~ Remarques sur quelques sdries de polynomes (~ Bulletin de la 
Socidt4 )lath. de France ~ t. X_XXIV~ 1906~ pp. 269-274). 
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4. Les sdries de polynomes or thogonaux.  - -  I) 
soient les polynomes orthogonaux, donn6s par 

b b 

On sait (s) que 

v! b- -  lim - a -  i ~ I ,  

Supposons que P~(x)  

• -- I,, == eonst. 

z 6taut la racine de plus grand module de l '6quat ion 

(7) z~ 4 ( a + b]z b - - a  z ~ ) + 1 = 0 .  

1 
Les com'bes de convergence des s6ries ~ A , , P . ( x ) ,  ~ =-: tim ~1A,~ t ,  sont 

b - - ~ .  

donn~es par - - 4 - - [ z [ : l ,  avec la relat ion (7), ou par 

a , + b  b - - a (  1) 4 
a ~ _  2 + - - g -  ~ + ~ '  I ~ l = t g ~  ' 

et sont des ellipses de foyers a et b. 

I[) R e m a r q u e  relc~Hve & Ic~ r e l a t i o n  de rdcurrence  en tre  trois  p o l y n o m e s  

o r t h o g o n a u x  consdcut i f s .  On sait (s) que les polynomes orthogonaux 

P,,@) : c .. . . .  or. '~ + c . . . . . .  ~x ' ' -~ + ... + c,~, o, c . . . . .  : 1, 

v6rifient la relation de r6currence 

(8) [ ' , , + , ( x )  - -  (x  - -  u ,dP ,~(x )  + v,~P,~_,~a~) = O, 

go g~ ""g,~-* g,~+, go g~ ""g,*-~ g*~ 
• ° . • o ~ . , . • ° ° , o , . . . .  ~ ° ° , , . . 

u, ,  = o,~. ,~_, - -  c,, ,_~ , ,, = /),~(~) - -  D._ , (~)  ' 

go g,  .,. g,~ , 
L L - -  D,~(~) b 

, , =f (t,t dt.l:o  
• . , • . . o , o ~ 

g'~ g,*+i "'" g2,~ 

Le d6veloppement E A,~P,,(:c) 6taut valable dans la r6gion de convergence 

trouv~e, et lira 2P,~+i t 6tant la racine de l '6quat ion 

(9) ~ - -  ( x  - -  u ) ) ,  + v = O, 

A n r b ¢ * l i  d {  M c ~ e m a ~ i e c r ,  S e r i e  I V ,  T o m o  X l I .  2 7  
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q u ' o n  obt ient  (n ° 1) de (8), it 

t = b  ' a t  z l, z 6tant  la rac ine  

rac ine  de l ' 6qua t ion  

?,'~ - -  (x  

suit  que  lira I P'+~PI~-I = l i m V l P , , 1 ,  et done  

de l ' 6qua t ion  ~7); done l im P ' ' + '  
P n  

°;7+(%°;=0 
k est la 

et en comparan t  avec (9), on t rouve  

u ~-~ l im u ,  a. - i-b /b--a~\/i.~[2. 2 , v- -=-- l imv~,= 

III)  Comme cas part icul iers  des po lynomes  o r thogonaux  sont les pol:f- 
nomes  de Legendre ,  pour  lesquelg ~ ( x ) =  1, a - - - -  1, b "--1, les polynomes  

de Jaeobi ,  off 
~(x)=(x--@(x--b)~, x + ~ > o ,  ~ + 1 > o ;  

les po lynomes  qui r6sul tent  de la s6rie hyperg6om6tr ique ,  consid6r6s par  

I ) ~ n ~ o c x  (~), 

~ ( x ) = x r - ~ { 1 - - x ) ~ - r ,  , { > 0 ,  a - - ~ , - t - l > 0 ,  a ~ O ,  b - -~ l .  

Un  cas in t6ressant  des po lynomes  o r thogonaux  dst donn6 pa r  les polynomes 
de Laguerre, qui peuven t  ~tre obtenus  de la mani6re  suivante.  En  posant  

P, (x )  --=- tt o -4- a~X -t- ... -V anx ' ,  
consid6rons 1' in t~grale  

Oo 

(lO) 
0 

On sait que  

Done 

o o  

-xxY+~-~ dx. 
i=o . ]  

o 

O¢9 

P(a) = / e - ~ x a - ~ d x ,  F(a + n) = a(a "4- 1) ... (a + n - -  1)Y(a). 
o 

X(y) = ~ c~ir(y + i), 

I(y) = F(y) E a,y(y -t- 1)... (y + i - -  1). 
i=0  

L ' i n t 6 g r a l e  I(y) est nu l le  quand  

a~y(y -t- 1) ... (y + i - -  1) -= 0, 
i=0  

OU 

(11) Q(y) = a,~y(y + 1) ... (y -t- n - -  1) -t- a~_~yly + 1) ... (y + n - -  2) + ... + % = 0 .  
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]~crivons que  les po lynomes  P,,(x) sont o r thogonaux ,  c ' e s t - k - d i r e  

f e - x x ~ P ~ , ( x ) d ~  -~ O, ~ O, 1, 2, ... n -  k 1. 
b 

Ces condi t ions  e x p r i m e n t  que  1' in t~gra le  (10) I ( y ) ~ - 0  p o u r  y - - 1 ,  2, ... n, 

et comme  I ( y ) - -~  0 est donn4e  p a r  la r e l a t i on  (11), il sui t  que  1' ~quat ion  (11) 

a pou r  r ac ines  1, 2,... n. Donc,  les coef f ic ien t s  v~o, a~ , . . ,  an  se t r o u v e n t  en  

~cr ivant  que  l ' 6 q u a t i o n  (11) a p o u r  r ac ines  1, 2,... n, c ' e s t - h - d i r e  q u ' e l l e  est 

de la f o rme  

(12) (y - -  1)(V - -  2) . . .  (y - -  n)  : a~y(y  A-  1)... (y -+- n - -  1) 4-  

+ a,~_~y(y + 1) ... (y + n - -  2) -4- ... + a . .  

P o u r  t r ouve r  ces coeff ic ients ,  cons id~rons  les ident i tds  (la p r e m i e r e  est  

la d~rivde a v e c l a  f o rmu le  de Leibniz)  

d~t~, - -  ( - -  y}(-- y - -  1)... ( - -  y - -  n -4- 1)u-U A- 

+ n C ~ q - -  y)(--  y - -  1) ... ( - -  y - -  n -4- 2 ) u - u  _+_ ... A- n !u-U~ 

d,~(u,,-~) ~ (n  - -  y j ( n  - -  y - -  1) ( - -  y -4- l~u -u .  

En  iden t i f i an t  ces exp res s ions  mul t ip l ides  p a r  ( - -1 )  n e t  en s impl i f i an t  avec 

~f,-'Y~ o n  a 

ly - -  1)(y - -  2) ... (y - -  nj - -  y ( y  q -  1) ... lY + n - -  1) - -  

- -  n C , ~ y ( y  + l j  ... (y + n - -  2) -t- . . .  + ( - -  1 ) ' n ! .  

En  c o m p a r a n t  avec  (12)~ il sui t  

a,~_,  = ( - -  1 ) ' + ~ n ( ~  - 1) . . .  (n - -  i + 1)C, / ,  

de sor te  que  F e x p r e s s i o n  des  p o l y n o me s  de L a g u e r r e  est  

d n 
P,~(x) -~  ( - -  1 ) ' [ x "  - -  ~C,  ' x  " - ~  + n ( n  - -  1 )C , j~  " - ~  - - . . . +  ( - -  l ) ' n ,  !] -= e x ~ (x"e  - ~ )  

et sa t i s fa i t  ~ F dqua t ion  d i f f4 ren t i e l l e  x y "  -I- (1 - -  x )y '  + n y  ~ -  O. 

Ces po lynomes ,  ut i l is6s dans  la th~orie  de Y a tome d ' h y d r o g ~ n e  dans  la 

M~canique  ondu la to i re ,  dtant  o r t h o g o n a u x ,  donn~s p a r  

b 
2 ~  

a 0 
/ 

on sal t  que  les courbes  de c o n v e r g e n c e  des s6ries de po lynomes  o r t h o g o n a u x  

sont  des e l l ipses  de foyers  a et b, qui  dans  le cas des po lynomes  de L a g u e r r e  

( b ~ )  sont  des  pa rabo les  avec  le foye r  h 1' o r ig ine  (a ~ 0 ) ,  de sor te  que  nous  
r e t r o u v o n s  le rdsu l ta t  o b t e n u  (n ° 2, 3°). 
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5. Dgterminat ion des fonctions holomorphes dans des domaines l imitds 
par des courbes donndes. - -  On represente  une fonction holomorphe dans un 

domaine 4D) pa~r une s6rie cnti6re, f ( z )== E a~y ' ,  sans donm~r une expression 
d'ofi l 'on  pourrai t  voir que cette fonction est valable seulement  dans ce 

domaine. Dans ce qui suit, nous construisons une fonction holomorphe repr6- 

sent6e p~r une s6rie de polynomes, qui est valable seulement ~ l ' in t6r ieur  

d ' un  contour (D} limit6 par  une courbe (C}. 

Soit 

(13) z .=  Z + c?(Z), ~?(Z) --= a~Z + % Z  ~ ~ ... + a ~ Z  "~ + . . . ,  

la t ransformation conforme qui fair correspondre le domaine ext6rieur i~ la 
courbe donn6e (C} au domaine int6rieur du cercle de rayon !Z 1 = r ,  la 
fonction v(Z) ~tant holomorphe h l ' in t6r ieur  du cercle de rayon r, donn6 

1 n 
par  - - - l i r a  V I a,~ I" ConsidCrons les polynomes P,~(x) donn6s par  les relations 

de r6currence d ~ordre infini 

(14) aP,~+, = xP , ,  - -  a ,P ,~_ ,  - -  ... - -  a ,~_ ,P,  q -  (n + 1)a,,, 
x 

P o ( x ) = l ,  P , ( x } : - - a ~  aP~ - - x P ~ - - ~ 2 a ~ , . . .  

I1 r6sulte que x appartenant  h une certaine r6gion de convergence, la 

s6rie en Z, 
(15) P ,  + ZP~  + ... + Z"P, , ,+ ,  + .. . ,  

est le quotient des deux s6ries 

(16) c~ ÷ c~Z.+-...-~ e~+~z,~+... ~___ p~ + Z P :  + ... -+- Z " P ~ + ~  + ... b I ~ O. 
b~ ÷ b ~ Z  ÷ ... ÷ b ~ + i Z  '~ ÷ ... 

D'o~l, pal' identification, les relations trouv6es 

P~b t = c~, P~bj + P~b., " -  c~, P3b~ -,- P~b 2 + P~b3 :-- c3 , . . .  

doivent ~tre les relations (14). Donc 

c ~ = - - x ,  c . z = 2 a , ,  c3__~3a~, . . .  % + ,  = { n  + l)a,~, . . .  

b~---a~ b ~ = - -  x ,  b 3 = = a  1~... b~+ i =ct~,~_~,...  

et les s6ries E % Z ' ,  E b~Z ~' ont le m6me cercle de convergence de rayon r, 

et doric la s6rie (15), qui est le quotient  des ces deux s6ries, a u n  rayon 

de convergence I ZI ~ r .  
Remplacant  en (16) les valeurs de c~ et b~, on a 

z~'~z) ~ ( z ) - -  x = p~ + ZP~ + . . . ,  
(17) ~ +  z ~ ( z ) - -  Zx  
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O U  

t~ 
z~ + v ' (Z)  , 

(18) ~, == - -  ~ + P~(x) + ZP~(x) + ... 
+ ~ ( Z t - - x  

En posant 

nous aurons le d~veloppement 

a 

0 9  ) z' 1 - ~ - -  -2 + P , ( x )  + z P ~ ( x )  + . . .  

Or, la s6rie P~(x)+ZP~(x)+. . . ,  ou E Z'P~,(x), a pour rayon de con- 

1 
vergenee I Z t==  , et le d~veloppement (19) est valable seutement  

l i ra  V I P~(x) t 
pore" I x [ < it' I, c ' es t - l t -d i re  pour les points x int6rieurs '~ la courbe (C) 

obtenue par  la t ransformation conforme (13) 

: ~ ÷ ~(z) .  

Donc 

lira t P ,  Ix) I = ~ ,  x = ~ + ~(z) ,  ~(Z)  : a ~ Z  + a.~Z '~ + . . . .  

Considdrons une s6rie de polynomes, E A~P~(x), les polynomes P~(x) 
6rant donn6s par  les relations (14), ou par  la fonction g6n~ratrice (17) ou (18), 

et les coefficients A,~ tels que 1 __~ lim ~tA~,I. On sait (n ° 3) que la courbe de 
?, 

convergence de cette s6rie est donn~e p~r Ip(x) l-~r, ou 

a 1 
x ----- 2 + ~(Z), ~'z--~ = r, 

c ' e s t -h -d i r e  la courbe donn6e (C), et la s6rie est valable seulement  h Fin- 
ter ieur de cette eourbe. Done la s6rie E A~P,~(x) repr6sente une fonetion 

holomorphe seuiement  ~ l ' in t6r ieur  de la courbe (C). 

E X E ~ ] P L E S .  - -  1 ° Consid~rons I' ellipse 

x - =  z +  , I z l = ~ .  

1 -~z  On a x ~ 2  + ¢~(Z), a ~ :~ ,  ~ ( Z ) : 2  , et donc la fonction g~n~ratrice (17), 
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p o u r  les pol2"nomes a t tach6s  h ce t te  t r a u s fo rma t i o n ,  est  

On a 

z ~ ' ( z )  + ~ ( z l  - 
= - - .  ~, Z"P, ,+~  

a + Z ~ ( Z )  - -  Z x  

2 Z -  2x  1 1 

1 - 2 a ~ z + z " -  = z -  (o~ + V . ~ - 1) + z - (,+ - V x - v - - ] .  

= - -  ,,~ - o ( x  1 ~ 1 
-t-  ~¢w ~ -- 1) ~+1 -- E 1) , ,+t .  . = o  ( ~  - V ~  '~ - -  

1 1 
--P,~(x)--:- (m + Y x ~ - -  1) n + (-7 ---~- Ym ~ - -  1) ;  

-= (x - -  V x ~ )  ~ + (x  + \ / x  ~ - -  1)+*, 

les po lynomes  de TCI{EBISCtIEF. L a  fone t ion  f ( x ) =  E A,,P,,(xl est 

2 ° ConsidOrons les ovales  de Cassini  

h o l o m o r p h e  

V t  + z  ~ 1 
~ =  z , I z l - = = / ;  v l x - l l l x ÷ l  

1 
IzI  

po u r  les que l les  on a 

a ¥ 1  -+-Z ~ 1 
x = ~ - I - ~ ( Z ) - -  Z , a = l ,  ~ ( Z ) =  ( ¥ ' l - t - Z ' - - - 1 )  

et  done  avec  la 

po lynomes  P,,(x), 

r e l a t ion  (17) on peu t  f o r m e r  la fone t ion  

Z 

~(1 - I - Z  2 

¥ i  + Z ~ - -  x Z  
- -  P ~  + Z P ~  + . . .  - =  

Z a 1 . 3 Z  ~ 1 . 3 . 5 Z  7 
- -  x + Z - - - f f - t - l . 2 2 ~ -  1 . 2 . 3 2 3  

- -  Z ~ 1 . 1 Z  ~ 1 . t . 3 Z  6 
1 - - x Z +  2 1 . 2 2  ~ + 1 - 2 . 3 2  a 

Ident i f ian% on t rouve  

+ ... 

P ,  - -  xP~ = 1, 
1 

Pa - -  x P e  + ~ P~ = 0 

g6n6ra t r ice  des 

O I I I I i I O I I I O 
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et de m~me les coefficients a~ de 

Z 1 . 1 Z  ~ 
~ ( Z ) =  ( V I + Z  ~ - - 1 ) - ~  2 1 .22  ~ 

1 . 1 . 3 Z  ~ 
+ 1 . 2 . 3 2  ~ ...; 

on peut  done former nne fonction, f ( x ) - - 2  A~P~(x~, holomorpe seulement  

l ' in t6r ieur  de eette eom'be (~&). 

, En gdndral, la fonetion f(;c) --~ E A~P~(x), -[ A~ ! est holomorphe 

h l ' in t6r ieur  du domaine limit~ par  la courbe 

quand on connait  

, lim P,~(x) l =  lp(x) l ou lim 

- - e o n s t . ~  

t :  llo(x) I, 

comme nous avons vu darts le cas des polynomes orthogonaux (n ° 4), la 
courbe (20) 6rant une ellipse, ou pour  les polynomes de Laguer re  (n ° 2, 3°), 

la courbe (20) ~tant une parabole.  

Les  s 6 r i e s  Z A ( ~  de  M. A p p e l l .  

A~t 6. Les eourbes de convergence des sdries ~ p ~ ,  les polynomes P~{x) 

dtant donnds par de relations de rdeurrenee. -  Consid6rons les polynomes 
P~,(x) donn6s par  la relation de r6currenee 

+ + . . .  + = o ,  

k 6tant un nombre donnd et R~ de fonctions donn6es qui dependent  de x 

et du rang n. On salt que le rapport  ~ - ~  tend, en g6n~ral, vers la racine 

p(x) de plus gr~,nd module de F6qua t ion  

R.. 
(22) ~ -I- C~_~I k-4 d-  ... + Co ~- 0, C~ :~__~lim R~" 

(it) On pe~tt encore obtenir  un d4veloppement  E (%~x + ~ n ) [ ( x - - a ) ( x -  b)] ~ h l ' i n t4 r i eu r  
d ' u n e  ovale  de CASSI~I. ¥ o i r  A. I~I~XAS~ Ueber die Darstellu+~g der analytischen ~t~nktio~e~ 
dutch Reihen die nach Potenzen eines Polynoms... {,~ I n a u g ~ r a t  Dissertation~ U n i v e r s i t a t  
Zi ir ich >b 1906). Vo i r  aussi ma  ~o te ,  S~r le ddveloppement d'une foncbion suivant les puis- 
sances d'un polynome donnd (Congr~s des math. roumains  ~ T. Sever in ,  8 ~Kai 1932). 
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A~ 
Pour  trouver la r6gion de convergence d ' une  s6rie v t ~ )  suivant [es 

inverses de polynomes donn6s de M. Appell, pour laquelle  lira A,~ t-~-l, 
supposons premi6rement  ]p(~c) i ~  l~ et consid6rons un nombre l~, tel que 

/ <  1, < I P l .  ~¢ous avons 

l ira I P,,I 

et si, pour f ixer les id6es, nons supposons que 1' on nit cette in~galit~ ~t part ir  

dc Tb ~ 0~ n o u s  a u r o n s  

P~ P+ .oo l ' ~T-~I > l~; 

Done, si Ip{x) I>  l, la s6rie de 3I. Appetl est valable, comme ayant  les 
An 

modules de ses termes plus petits que eeux de ]a s6rie convergente E z-~-, ~ 

t' ext6rieur de cercle i z i = l, l~ > 1. 
Supposons, au eontraire, que p(x)] < 1 et que !Pl  < l~ <21. 5Tous aurons 

-F~,~- ~ 1 2 < l '  tP'~ ~ I P ° l l ' - "  P~ I-P0[ 1¢* " 

Done, si l p ( x ) ] <  l, la s6rie de M. Appell est divergente, comme ayant les 

modules de ses termes plus grands que ceux d~une s6rie divergente E / ~ ,  

l ~< l .  
I1 en r6sulte que la courbe de convergence de la s6rie de M. Appell, 

off les polynomes P~,(x) sont li{~s par  ]a relation de r6eurrence (20), est 

donn~e par l '6quat ion  ip(x) l =  l, p(x) 6rant la racine de plus grand module 

de F6qua t ion  (22). La courbe Ip(x) i-~-l, ( x = : X + i Y ) ,  du plan XOY,  s(~pare 
le plan eu deux r6gions, l ' une  int6rieure t~ la eourbe, l ' au t re  ext6rieure off 

se trouvent les points '~ l ' infini .  
Pour  une de ces r6gion% on a I p(x) ] -- l ~ O, pour F autre  ]p(x) l - -  l ~ O; 

done, d 'apr6s  ce que nous avons vu, dans l a  premiere r~gion, Ip(x) t - - l >  O, 
la s6rie de M. Appell  converge, dans l ' au t re  diverge. Or, ces s6ries con- 
vergent pour  x tendant vers l ' infini,  qui est dans la r~gion ext~rieure tt la 

eourbe, et done la s6r ie  sera convergente dans la r6gion ext~rieure g la 
courbe Ip(x) t =  l, qui est en m~me temps ext4rieure ~ la courbe or1 se 

trouvent  les racines des polynomes P+,(x). 
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EXEMPLES. - -  1 ° Consid~rons les polynomes ~lectrosph~riques P~(x) qui 
admet tent  la foaction g~n~ratrice (~) 

1 - -  2tx  + t "2 - -  ~' t " P  (x) 

Ces pol~-nomes ont 6t6 rencontr6s pal. NM. Ouillet et Aubert  darts leurs 
recherehes  sur l ' a t t rac t ion  mutuel le  des deux sph6res 61eetris~es, ou d ' une  
sphbre et d ' u n  plan;  Is capacit6 commune des deux armateurs  en pr6sence 

] 
est donn6e, /~ un facteur  pros, par  la s6rie de M. Appell E ~ .  La relat ion 

de r6eurrence  entre ces polynomes est 

P,~ + ~ - -  2xP,~  + P , , _  ~ = 0 

et on volt, de cette relation, que la suite de Sturm:  Po(x) ,  P,(x),... P+~(x). 

devient pour - - 1  et 1 

1, 2, 3,..., ( - - 1 ) ' ( n + l ) ;  1, 2, 3,..., ( n + l ) ,  

done la suite perd, entre - - 1  et 1, n variations, et done les polynomes 
P~(x)  ont leurs racines r6elles sur le segment ( - -1 ,  + 1). L '6quat ion (22) 

1 est t 2 - 2 ) ~ x + 1 ~ _ - 0 ,  et la r~gion de convergence de la s6rie E p i C ,  off 

l i m V I A , . , l = l ,  est limit~ par le segment ( - -1 ,  + 1 ) ,  ~ = ~  Z +  , I Z I = l ,  

et done cette s~rie est valable dans tout le plan X O ¥  ( x = - X +  i~t ), saul la 
eoupure (--  1, + 1). 

2 ° Supposons que P,~(x) soient les polynomes de Legendre  

2 n n  ! d x  n 

qui ont routes leurs racines r6elles sur le segment ( - -1 ,  + 1). La courbe de 

convergence de la s6rie de M. Appell, v A~, l' -, ~ - ~ ,  est ellipse 

et la r~gion de convergence est le domaine ext~rieur '~ cette ellipse. 

7. Les courbes de convergence des sdries E A~ P~,(x) '  pour lesquelles 

lim P , ~ ( x ) i - = l p ( x ) l  l i m V I A ,  l = / . -  Supposons d 'abord ]p(x )  t 2 > l .  On 

A n n a l i  d i  Mo~temooticrt, S e r i e  I V .  Tomo X I I .  28 
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peut  t rouver  l, et p , ,  tels que 1 < 1~ < p ,  < Lp(x) I. On a 

iA. I  < U', I I > p,",  < 

donc la, s6rie est valable, car ses termes son~ en module plus petits que 

eeux d ' u n e  s6rie convergent  e. Supposons au eontraire, ]p{m) i < I .  On peut 

t rouver  l~ et P2~ tels que {p(x) l < p~  < l.~ < l. On a 

et la s6rie de M. Appell diverge. Donc, la courbe de convergence de cette 

sSrie est donn~e par ]p(x) I -~ l ,  et ta r~gion off la s~rie est valable es~ 
ext6rieure ~ cette courbe et ext6rieure- it la courbe off s e n t  les racines des 

polynomes P~(x). 
EXEMPLE. P,~(x) 6rant les polynomes orthogonaux, on sait (n ° 4) que 

n _ _  b - - a  
l imVIP, , (x)[  - -  ~ Iz[,  

z 6tant la racine de plus grand module de F6quat ion  

z ~ - ~  ~ - - - -  z - t - l = O .  

A~ 1' La eourbe de convergence de la s6rie de N. Appell, E ~ ,  est ellipse 

x - =  ~ - - g - - z +  , ! z l = g T - l ,  

et la s~rie est ra table  dans la rdgion ext6rieure it cette courbe et ext6rieure 

la courbe off sont les racines des polynomes P,,(m), le segment ab. 

8. La rdgion de convergence des sdries E A,~P~(x)-4-E B,~ P,~(x) " Supposons 

- - ' *  1 ~ m  ~/i B,, i ._  l, ' et que l 'on  eonnait, soit I i m - ~ ? ~ - p ( x ) ,  que lim \"h A,~ I --~ 7 '  

ou lira ~/t P,~(x)t---tp(x)[, et soient (F) et (l"j los courbes [p(x)I==l , I p (x ) l= l ' ,  
La s~rie consid~r~e est valable dans la r6gion int~rieure h la eourbe (P b 
extdrieure g la courbe (P') et ext6rieure g la courbe (C} o{l sent les racines 

des polynomes P,,(x). 
Dans ]e cas des polynomes orthogonaux, le domaine de convergence de 

la  s~rie est une couronne form6e par deux ellipses homofocales. 
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APPLICATZO~ ~. - -  So ien t  P,~(x} les p o l y n o m e s  atta, ch6s h la  t r a n s f o r m a t i o n  

In ° 51 

z = ~ + ~ ( z ) ,  d z )  = a~Z  + ... + a ~ Z  ~ + . . .  

e~ (1"), (F') les  courbes  cor respondan~  aux  va l eu r s  

1 Izl= 1, Izl=?, 
= t  l i m ~ / ] A , , t = i ,  l im ~ / I B . . l = - l ' ,  l im~/ la ,~ i  r" 

La  fonc t ion  
.Bq~ 

f (~ )  = ~, A, ,P, , (x)  + ~. .P,,(x) 

est  h o l o m o r p h e  darts la~ r6gion in t~ r i eu re  ~ la  courbe  (F), ex t~ r i eu re  h, la  
courbe  (F') et ex t~ r i eu re  ~ la courbe  (c) oh  sont  les r ac ines  des poly- 


