
Sur  1:~ solut ion (le l '6quat i ( )n  g6n6rale  du c inqui~me degr6 

r6dui te  ~ la forme libre. 

par K. ]3OHLIN (~ Stockholm). 

I. Il est bien connu q u ' a u  moyen de r6ductions 616mentaires, on peut 

61iminer des 6quations alg6briques completes, en outre du second terme, 

encore un certain nombre des termes suivants. La forme n o r m a l e  des 6qua- 

tions du troisi~me~ du quatri~me et du cinqui~me degr6 devient ainsi 

z 3 ~ -  3 s z  = 2~: 

(1) z ~ -4- 4 s z  == 3~ 

z ~ + 5 s z  --~ 4~. 

Ces 6quations poss6dent les r6solvantes 

(2) n, 3 + 3~w = 2s'l~ 

C' est au moyen des s u b s t i t u t i o n s  suivantes 

u = - - ;  ~ = z .  ---  
8 8 

qu 'on  peut r6duire la forme normale des 6quations h eelle qu ~on a nomm6 
la f o r m e  l i b r e ,  savoir 

C ÷ 3 u ~  = 1 - -  u ~ 

(4) ~ + 4u~ = i - -  2 - 2 . u  ~ 

~ + 5u~ =: 1 - -  3 .3 .3-  u s 

qui~ duns les cas du troisi~me et du quatri~me degr6, donne les solutions 
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bien  s imples  
~ =  1 - - u  

(5} ~ - - ~ + t q -  V l - - u  s; ~ = - - u - t -  V1 + u  ~ 

dont,  en pa r t i cu l i e r ,  la so lu t ion  de l ' 6 q u a t i o n  du q u a t r i 6 me  degr6 pa ra t t  

o f f r i r  un  ca lcu l  p lus  exp6di t i f  que  les fo rmules  a n c i e n n e m e n t  propos6es.  

Au m o y e n  de la subs t i tu t ion  
¢ 

les 6qua t ions  se s impl i f i en t  encore ,  d e v e n a n t  (') 

3 1 

4 1 
(6) ~ + ~7~ ~ =-- u~ - -  4 

5 - -  L - - 2 7  

et poss6dant  les r d s o l v a n t e s  
1 

1 
(6a) v~ z + vi + ~ =: 0 

1 O. Vi 3 A- Vi ~ --b Vi -~ 27u~ == 

Ayan t  form G p o u r  l ' 6 q u a t i o n  du  c i n q u i 6 me  degr  G les t rois  r ac ines  de la 

de rn i6 re  r6solvante ,  et en posan t  

(7) p , - - ~ -  ; p . , - ~  ; p ~ - - ~ \ ~ ]  , 

c ' e s t  au  m o y e n  de ces dl6ments  q u ' o n  peu t  c h e r c h e r  d ' a b o r d  les solut ions  

convenab le s  (~') de l ' 6 q u a t i o n  du  c inqu i6me  degr  G savoir  

5 1 27, (8) ~ + .+ ~ - -  ~ 

et ce la  de p lu s i eu r s  mani6res .  En  p a r t i c u l i e r  on pen t  adop te r  la fo rmule  

(9) ~ ~ ~-  1 t p~ -~-p.~ + p a  K - -  3~1~3 

condi t ion  qu  ~on fasse va r i e r  la cons tan te  k, qu i  en t re  dans  les quant i t6s  

V 2 ~ P"  eiO-b2k~i "~ ~)a - - -  P"  o-- iO--2kni  

(i) I. Sur  une dquation algdbrique remarquable, se trouvant  en rapport  & la Mdcanique 
Celeste, ,, Astron, iaktt, o. unders(Jkn. Stockholms Observatorium % Band 8, n. 7, Stockholm i907. 

(~) I I .  S u r  l' dquation algdbrique du cinquidme degrd, <~ Annali di Matematica pura ed 
applicatu ~>, Bologna~ Tome XI;  ~t, 1933. 
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de la mani6re expos6e duns le memoire II, n °. 2 (~). La forlmfle (9) se trouve 
1 

ainsi exp6ditive duns les environs de l' o r i g i n e  des u~. 

2. Consid6rons maintenant  le d6veloppement,  dit r a c i n a l ,  de la, racine 
de l '6quat ion  (8), subsistant  tout d ' abord  pour  des valeurs petites du para- 

m~'tre u, c. a. d. aux environs du point 1 
"b~,5 

Cette expression~ 61aborOe j u s q u ' a u x  termes du degr6 u ~° entre les pa- 
renth6ses, est la suivante (cfr. I I  (61)) 

~) 46644 ] 52 u~ 0 .34  ~., ~ u~ o ... 
u ~ _ 5 ) _  + 2 ~ : T ~  + 5 v -  

1 6 

3 
- -  1 ÷ 5  

2 
u i +  5 

77 1672 
u ~ + 5~ u ~° + 

33 2352 
_ UtO __ _ .  

U:' 5~ 5: ~ 

168 ,0 721 
l + = = u  5 - ~ 6  ~-u + ~ t ~ 5  

$ $ * 

(10} 

18964 ] 
_ _ U ~ q _  5 C -  U 2'~... 

u>~ __ 83961 u~O ] 
4 " ' "  J 

107406 u2 o } 
4 "*" 

• • , • ] - [ - ~ t t  3 [ ,  

ou bien, pour  abr6ger, 

(10a) 1 
-~- - A - B - -  u C  - -  u~D,  

U 

THEOR~E I. - -  Les termes de la dernibre ligne s '~vanouissent.  I1 y a~ 

duns ce cas~ une nouvelle r6solvante aux m~me points doubles que duns le 
cas ant6rieur, savoir II, (67) 

(11) ~3 + ~2 + ~ "t- 3u ~ = 0  

et on peu L en prenant  la petite racine o: correspondant  h une petite valeur  
de u ~, 6videmment employer la quanti t6 ~ eomme 610nent de d6veloppement 

au lieu de u ~ dans la formule (10). I1 sera m~me avantageux d ' in t roduire  
une nouvelle  quantit4 ~, ti4e h ~ par  la relation 

( l la)  i3 = ¢ + ~ 
d' oh il s' ensuit  

(12) 

6 52 

3 77 ~ 2 _  B=I--Gi +I  

÷ ~1116 ~3 37506154 ~ 

2347 ~3 83989 ~ 
153 -1-- ~ -  

(~) I I .  Sur  l 'dquation alg~bvique du cinqui~me degrd, <( Annali  di Matematica pura ed 
applieata ,,, Bologna, Tome XI ;  ~, 1933. 

A n n a l i  di  M a tem a t i ca ,  S e r i e  I V ,  T o m o  X . I I .  18 
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2 '33 1902 ,83 78561 
c = 1 - ~5 ~ - -  `8~ ~ -  - i5  ~ . . . . . . . . . . . . .  ~5 ~- ,8` 

11 168 ~ 3111-; ~:, 79569,8,. 
D = 1 - - 1 ~  ,8-+-15 - 15:" + 15 w 

En r6du i san t  ees  s6ries h la fo rme  de p rodu i t s  [II. ~77)], on va  t rouver  

(13) 

6 i 

A = (1 + ~)+i:~ I1 + ~ } - 5  

3 2 

B = (1 + ,8) lz (i -t- ,8~)+9 

2 2 

C -= (1 -t- ,8) ~ 11 q -  ,se) 9 
1i  1 

D -= (1 + ~)-~5 (1 + ~)+~  

1 9 t 4 1 

3 3 2 7 7 

(1 + ~ ) - 5 + 8 i  (1 + ~ ' ) + - 9 + ~ - ~  

3 1 2 7 1 

- -  (1 + ~:~1+ 5 - ~  (i + ~1 9 5 8~ 
1 7 1 4: 9 

( 1 + ~ i  5 8~(1 + ~)+~+~ ~ 

- -  express ions  fo rman t  le poin t  de d6par t  du  m6moi re  pr6sent .  De l 'obser -  

ra t ion ,  fai te  ~ la fin du m6moi re  II,  sur  les exposan t s  de ces express ions  

en produi ts ,  savoir  q u ' e n  g6n6ral  

(14) 

a,  b, c, d d6signant  les 

de p lus  

a, + d - ~  b - t -  c 

n u m d r a t e u r s  des exposan ts  dans  A, B, C, D, et que  

a + d - - ~ 0 ;  b + - c - = O  

pour  les exposan t s  ayant  les d6nomina t eu r s  at t tres que  15 ou 81, il s ' en su i t  

q u  ~ o n  a 

Tm~om~m~ II.  
(15) A D  --= B C  

- -  re la t ion  fondamenta le ,  qui  se v6rifi% en fo rman t  ees p rodui t s  d ' ap r~s  ]es 

exp re s s ions  (10), ce qui  donne  en effet  

A D  = -  B C - -  1 + u ~ - -  2u ~° - -  5u  ~5 - -  t 14u  ~° .... 

P o u r  s implif ier ,  nous  a l lons  in t rodu i re  les quant i t6s  

(16} ~" = -~ ; 

Se lon  que  u ~, 7 on ~ sont pr i ses  eomme  
t rouve  des  express ions  diverses .  Soi l  

(17) A D  -~- B C  -~- 1 - -  s .  

3" 

~l~ments des  d6ve loppements ,  on 
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Le  p lus  s i m p l e  des  d 6 v e l o p p e m e n t s  poss ib les  de  s est  a lo r s  le s u i v a n t  

(17a) s z 7 2;+ ~ + 47 ~ - -  37 ~ 

- -  e x p r e s s i o n  f in ie ,  qui  j u s q u ' a u x  t e r m e s  du q u a t r i b m e  degrO possSde l'in- 
version : 
(17b) "( ~ s + 2s ~ -~-4s 3 + 38 ~. 

E n  p o s a n t  enco re  

AC 
(18) P = D '  

on r e m a r q u e r a ,  p a r m i  les d i ve r s e s  r e p r e s e n t a t i o n s  poss ib les  de ce t te  quan t i td ,  

la  s u i v a n t e  de s imp l i c i td  ia r6pond~rante  

{19) p --- 1 -t- 38 -t- 58 ~ - 483 - -  4~ ~. 

3. On d~dui t  des  f o r m u l e s  (15) et (18) les r e l a t i ons  s u i v a n t e s  

1 --- 8 
D - -  

A 

C - -  p .  D __ p(1 - -  s) 
A A~ 

1 - -  s A e 

C p '  

de m a u i ~ r e  q u ' o n  a u r a  tout  de su i te  

1 A~ 
( 2 o )  ,j = - .  A - - - -  - -  P ( 1 - - s t  s ) .  ~ t - A ~ -  , - -  ~i, ~ .  - -  

I1 s~agit  m a i n t e n a n t  de la d ~ t e r m i n a t i o n  du  coe f f i c i en t  A, quan t i t d  qui,  des  

q u a t r e  s~r ies  A, B. C, D, p a r a l t  en  ef fe t  l a  p lu s  c o n v e n a b l e  p o u r  no t r e  but .  

Tou te fo i s ,  c o m m e  ce t t e  s~rie  A r~s is te  enco re  h la  d~duc t ion  d ' n n e  

e x p r e s s i o n  a c c e p t a b l e  au po in t  de r u e  de la  simplicitY, nous  avons  proc~d~ 

en f o r m e r  la  c i n q u i ~ m e  pu i s sance ,  et p a r m i  p l u s i e u r s  r e p r e s e n t a t i o n s  

de A 5 avec  l~une ou l ' a u t r e  de nos  va r i ab les ,  on a a ins i  t rouvd  la su ivan t% 

j o u i s s a n t  de la  sym~t r i e  a n a l y t i q n e :  

( 2 1 )  A~ = 1 -C 68 + 228 q -  3683 + 228 ~ + 685 --I- 86. 

Mais,  a ins i  que  p o u r  ce qu i  c o n c e r n e  les  a u t r e s  quan t i t 6 s  e n t r a n t  dans  

l ' e x p r e s s i o n  (20}. n o u s  avons  auss i  consid6r~ c o m m e  614ment de d6velop.  

p e m e n t  la  qnan t i t~  s ~ c6t6 des  au t res ,  c o m m e  ~,, 8: ce la  fu t  r6i t6r6 p o u r  A s 
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et eonduis i t  encore it une  express ion  sym6tr ique,  savoir  

(21a) A 5 = t + 6s + 16s" + 52s s -+- 16s ~ + 6s 5 + s ~, 

qui pour t an t  ne para l t  pas appar t en i r  it notre  ques t ion  p roprement  dite. 

Ayant  pa r  sui te  choisi  la fo rmule  (21), il s ' ag i t  encore d ' e n  donner  une  

ex tens ion  propre it teni r  compte des termes sup6r ieurs  au  quat r i6me degr6 

de u ~ dans  le d6veloppement  (t0). P renons  ~ Be but  le cas sp6eial 

1 
u-~= + 3 

off, comme on se persuade  (cfr. I I ,  page 2), on a 

__~ - -  3"1~ = - -  1.5518461. 

On a encore dans  ce cas 
1 262 

s = = - - l ;  ~ = : 0 ;  7 = 0 ;  ~ - -  3; s = = 0 ;  A ~ = 7 ~ .  

Fa i san t  usage des formules  (21) et (20), on obtient  avec un  accord avee la 

va leur  vraie  de ~ = -  1.55185, qui  h ce point  61oign6 de 1 ne serai t  u - -~  c~ 

gu6re a t tendu,  la va leur  de 
--~ --  1.58149, 

p r6sen tan t  pou r t an t  la  d i f f6renee  /~ - - - - -+  0.02964, propre  it la d6 te rmina t ion  

de l ' e x t e n s i o n  dont  il s 'agi t .  L ' 6 t u d e  num6r ique  du cas condui t  d ' a b o r d  it 

t' dquation du quatridme degrd: 

(22) A o5 _-- A~ [1 + 66~5A 5, + 668i°(A~)~ + 8'~(A~) ~] 

pour  la d6 te rmina t ion  de la quant i t6  A~, devant  r emplace r  au  p remier  abord 

la quant i t6  A dans  l ' 6qua t i on  (20), aprbs quoi on t rouve encore la seconde 

dquation du quatridme degrd: 

(23} {A~)=' : (AS) :' [1 + ~"AS], 

t enant  it un  ~cart petit ,  r es tan t  apr6s l ' emplo i  de (22). Cette 6quat ion (23) 

fai t  d6 te rminer  la, va l eu r  de A, qui, en d6finit ive,  appar t i en t  ~ la fo rmute  (20), 

et qui  m a i n t e n a n t  fourn i t  la. va l eu r  de la rac ine  pour  ~ -1-3j savoir  
~t~ 5 

~ - -  1.5518462; va l eu r  vra ie :  ~ ~ - -  1.5518461. 

Les  express ions  entre  parenth6ses  de (22) et (23) devant  ~,tre eonsid6r6es, 

pa r  rappor t  it leurs  coeff icients ,  comme engendr6es  par  l ' exp re s s ion  (21), on 
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vol t  que  les m o y e n s  de c o r r e c t i o n  p a r  ce t te  vole  sont  b i en  6puisds  p a r  les  

d e u x  6qua t ions  (22) et (23}. 

1 
4. Comme,  au  eas  sp6eia l  cons id6r6  de ~ = ~ - 4 - 3 ,  on a s ~ O ,  il n ' e s t  

pa s  e e p e n d a n t  e x e l u  q u ' i l  y ex i s tc  enco re  q u e l q u e  cor rec t ion ,  d 6 p e n d a n t  

de s, et ce la  se t r ouve  en effe t  ~tre le cas.  Cons id6rons  en effe t  en second  

l i eu  le po in t  
1 

- - - -  27 

oh For t  a ~ - - - -0  et, c o m m e  on t rouve  a i s emen t ,  

1 
~ -4- ~2 + ~. __~ _ 6 ; a = - -  0.1247277 ; ~ ---~ - -  0.1091707 ; y := - -  0.0363902 

A o ----- + 0.7860507 ; 5 ~ - -  0.0415759 ; p ~ + 0.8841906 ; s ---~ - -  0.0392366. 

D a n s  ce ca.s, a ins i  q u ' h  lu p l u p a r t  des  cas  a p p a r t e n a n t  tt la  f o r m u l e  (20), il 

est  s u p e r f l u  de r6 soudre  d i r e e t e m e n t  les 6 q u a t i o n s  ~')~ ~ . ~  et (,3}, les  v a l e u r s  

de  A~ et de A s ' o b t e n a n t  p a r  u n e  ou d e u x  a p p r o x i m a t i o n s  faci les .  On t r ouve  

- -  - -  0.0000030 et p a r  su i te  5~ ~ + 0.0000030. 

C ' e s t  la  d i f f6 rence  susdi te ,  t e n a n t  /~ la  quan t i t 6  s, p o u r  l aque l l e  il n ' y  a 

p lus  de d i r ec t i ve  d i rec te ,  p a r c e  que  ce t te  c o r r e c t i o n  n ' a  pas  l i eu  p o u r  les 

6qua t ions  de degr6  mo ind re .  L~ seu le  chose  don t  on p e u t  s ' a s s u r e r  sans  

ca.lcul, c ' e s t  que  le t e r m e  de c o r r e c t i o n  dont  il s ' a g i t  dol t  se t r o u v e r  en 

dehor s  de l ' e x p r e s s i o n  (20), ~ l aque l l e  p a r  cela,  et p a r  q u e l q u e s  m6d i t a t i ons  

n u m 6 r i q u e s ,  nous  a l lons  s u b s t i t u e r  en  d6f in i t ive  la  f o r m u l e  

~q . . . .  k s~ 1 = + - - A  
"hi/3 ~;  

( 2 0 ~ )  - -  ~ 
p 
p 

- -  u - ~ - ( 1 - -  s) 

-2 1 
- -  U - ~ - ( 1 - -  S}, 

off p o u r  des  v a l e u r s  de 1 e xc6dan t  la  va lem,  de 27 o n  peu t  a d m e t t r e  

k ---~ 1. 

1 En  g6n6ra l  le t e r m e  c o r r e s p o n d a n t  est  i n sens ib l e  p o u r  ce d o m a i n e  de u~. 

P o u r  k ~ 1, ta  de rn i 6 r e  f o r m u i e  r e m p l i t  la  valem" de la r a c i n e  p o u r  _1 27. 
~t 5 
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1 
Dans le cas de - - = 3 ,  off l 'on  a s = 0 ,  le terme accessoire de (20A) ~ 5  . 

s' ~vanouit. 

Au sujet de ce terme - -  soit ~0(u ~, s) - -  on peut  ~ F aide des ~carts 
1 1 

ayant  lieu p o u r - - - - 7  et - - ~ - - 9  chercher, ~tu moyen de la formule d' in- 
$f5 145 

terpolation de LAGRAN~GE~ une expression remptissant  la condition d 'accord  

absolu aussi pour ces points, par  exemple en inerrant 

o(U ~ , s ) = u ~ [  i6.36 + - ~ ]  __ 1 

++° +-+ 

reals, parce qu ' i l  s ' ensuivra i t  de petits inconv~nients pour d ' au t res  motifs, 

il faut pr0ferer la formule {20A). Anssi, parceque en tout cas il sera n0cessaire 

de contr61er le calcul -- qui n ' es t  gui~re plus long que, par  exemple, 

pour l '~quat ion du quatri~me degr0 - -  en inerrant la valeur  trouv~e de 

la racine clans F~quation originaIe (8), on t rouvera aussit6t la correction 

tenant au terme 

kS:~, 

sans qu ' i l  soit nSeessaire de connaltre 1' expression analyt ique du coefficient k. 

1 
5. Pour  le domaine s' approchant  de 1' origine ++~---~ 0, il faut avoir recours 

la formule (cfr. II, n. ° 2) 

(24) -~ ~--- 1 -~-p~ -l-P2 + P +  K 

avec les conditions expos0es loco citalo, y inclus la relation remarquable  

2f  T-p~ : O, 

1 
- - -~0°  ayant lieu aN voisinage imm0diat de u5 

6. Pour  le proc6d6 de solution d6crit dans ce qui pr6e6de, le point 

- -  41, appar tenant  ~ 1' argument  ++~t ~--_ 8.+ m6rite d' ~tre consid6r6 en parti- 

culier, rob,is il n ' y  a pas lieu h s ' en  oecuper  ici. 
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7. P a r  ra, ppo r t  h l ' e x p r e s s i o n  s e c o n d a i r e  de  A ~ (21a) on  p e u t  c o n s i d 6 r e r  

le eas  de  1 :3. O n  t r o u v e r a i t  a i n s i  
.it5 ~ =  

1 
i~) = -  = =  3'to 

........... 1 - - 1  

1 
- - U  

1 
_ _  tb  "~ 

d 'of l ,  p a r c e  q u e  d a n s  ce cas  ~ = -  3'1~, i l  s ' e n s u i ~  

(,~) = i V ~ .  

- -  1 

i 

1 

r~ 

e. a. d. u n e  q u a n t i t 6  n o u v e l l e ,  n e  coYne idan t  p a s  avec  la v a l e u r  de  la r a c i n e .  

1 
8. Exemple de calcul pour ~ =  54. On  a d a n s  ce cas  

t 
18 ' ~ : = - - 0 . 0 5 8 8 1 0 8 . 5  y - = - - 0 . 0 1 8 4 5 0 7 . 1  

a ~ - - - - - 0 . 0 1 9 6 0 3 6 . 5  

s - - - - O . O 1 9 1 a t O . 3 .  

L e s  c o r r e c t i o n s  s u c c e s s i v e s  s o n t  i n s e n s i b l e s ,  et  l ' o n  o b t i e n t  

1 
- - A  = ÷ 2 .1697610 

A e 
- -  - -  --=-~- 1 .0122550 

P 

u . ~ .  (1 - -  s ) =  - 0 . 4 5 3 3 9 0 5  

1 . (1 - -  s) = - -  0 .2115195.  - -  u e . ~ -  

S o m m e  : ~ = q -  0 .4925960 ; 

v a l e u r  v r a i e  : ~ = + 0.4925958.  
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9. E x p o s 6  s u c c i n c t  d e s  f o r m u l e s ,  p o u r  l ' 6 q u a t i o n  d u  c i n q u i 6 m e  d e g r 6 ,  

(b) 

(c) 

~ -t-  ~ + ~ -t-  3u~ ~_ 0 ~ _ ~  + . ~  

p - -  1 --~- 35 + 5~ ~ - -  4~ 3 ---- 4~ ~ 

s = 7 - -  2Y "~ + 4¥ 3 -  37 ~ 

A~ = i + 6~ +- 2 2 F  ~ q -  3683 q -  225 ~ -f-6~ 5 + ~6 

A~ = A~[1 t -  66aSA~ + 66~'°(A~) ~ - t -  ~'5(A~)3] 

(A~) 3 = (A~) ~ [1 + ~ A  ~] 

85 
1~5 

1 A 
U 

A 2 

P 

__ u~ 1 - ( l - - s } .  "\;t- 


