
Sul calcolo plurivettoriale negli spazi S,, 
e applicazioni alia meccanica dei sistemi rigidi. 

Memoria di M~RIO MA~CARI~¢I (a Bologna). 

Sunto. - Si stabiliscono alcttni complementi s~tlle omografie vettoriali e in particolare sulIe 
omografie assiali; si applicano i ~'isnltati ottenuti per sviluppa~'e il Calcolo plurivet. 
toriale in modo assoluto, cio~ senza, l'~so dell'ordinario Ca lcolo te~soriale. 

Come consegue~za~ si estende allo spazio Sn, con n ~ 3. l'operatore /~ (prodotto vet. 
to riale) ed il coneetto di vettore di una omr)grafia~ fi~ora consgderati soltanto hello 
spazio ordinario. Cos~ si sviluppe~ unct teoria vettoriale che con attre ad essa riattac. 
cantesi si prestct utihnente per le indagini geometriche e fisico-matematiche negti spazi 
a pi,h dimensioni. 

Infine. come esempio illustrativo, si ~ fatta una a~oplicazione meccaniea; stabilendo 
i fot~damenti della Cin.ematiea dei sistemi ~gidi  negli spazi Sa~ ottenendosi ra~ida- 
me,de una discussione pih esauriente di quelle gi~ note. 

Molti Autori {~) rielaborando il Calcolo differenziale assoluto per applicarlo 
allo studio degli spazi curvi usano enti geometrici chiamati bivettori, tri- 
vettori ecc. (che estendono l'ordinario concerto di vettore) riferendosi alle 
coordinate cio6 considerandone le componenti covarianti e contravarianti e 
trattandoli come particolari tensori. 

I1 Bo~GIO ed il BUBALI-FOB~I tr~ttar0no pure i principali argomenti 
relativi agli spazi curvi con metodo assoluto, cio6 senza 1' uso delle componenti, 
operando esclusivamente sul vettore ed estendendo invece ]a teoria delle omo- 
grafie vettoriali nella teoria delle iperomografie od omografie di ordine n (.2). 

Nondimeno con questo ultimo modo di proeedere, ottimo so,to molteplici 
aspetti per le semplificazioni notevoli che apporta, permane, nell'ordinaria 
analisi ,¢ettoriale, l ' impossibilith di estendere in modo naturale agli spazi 

(t) Cfr. ad es.: E. CARTAN~ Legons sur Ic~ Gdomdtrie des Espaces de Riemann, Gauihier- 
Villars~ Paris ,  1928: E. CARTA~ L a  Gdomdt~rie des Esl)aces de Rien~ann~ (~ Mgmorial de~ 
Sciences Mathdmatiques ,~, Fasc.  IX~ Gauthier-Villars,  Paris,  1925; J. ~ .  SCHOUTEN~ Der 
Ricci.Kalkitl, Springer~ Berlin, 19"2i; A. DUSCHEK e ~V. MAYER, Lehrbuch der Differential- 
geometr,ie, B. II~ W.  MAYER~ Riemannsche Geometrie, B. G. Teubner~ Leipzig, 1930. 

(e) Cfr. C. BURALI-~ORTI e T. BO~GIO~ Espaces Cou~-bes et critique de lce Relativitd, Sten~ 
Torino, 192~t; Analisi  Vettoriale Generale, Vol. I I ,  I ~. BUnGATTI~ T. BOGaIO, C. BURALI-10ORTI; 
Geometria differenziale, Parte  I I ,  BOGGI0, Zanichelli, Bologna, 1930. 
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S+/n ~ 3) le t eo r i e  che  in S:~ d i p e n d o n o  d a l l ' o p e r a t o r e  f \  (prodot to  vet tor ia le} 

e c o n s e g u e n t e m e n t e  dagl i  o p e r a t o r i  rot  pe r  i ve t to r i  c R o t  per  le o m o g r a f i e  (~), 

e che  t r o v a r o n o  app l i caz ion i  i m p o r t a n t i s s i m e  s p e e i a l m e n t e  ne l l a  geo lne t r i a  e 

ne l l a  f i s i c a - m a t e m a t i c a  del lo spazio  ord inar io .  

Allo spazio  S,~, col det t i  metodi ,  si pub  so l t an to  e s t e n d e r e  il g r a d i e n t e  

di uno  s ca l a r e  e la  d i v e r g e n z a  di u n  ve t tore .  

I n  q u e s t a  Memor ia ,  i ned ian te  F uso  del le  o m o g r a f i e  ve t tor ia l i ,  s t ab i l i sco  

i n  m o d o  a s s o h # o  ('~) cio~ senza  l '  uso  de]le  coord ina te ,  i f o n d a m e n t i  del  ca lco lo  

p lu r i ve t t o r i a t e ,  t r a t t a t o  c a r t e s i a n a m e n t e  nel  senso  det to  dagt i  Au to r i  ci tafi .  

Questo  s tudio  mi  p e r m e t t e  poi  di e s t e n d e r e  al lo spazio  S~ l ' o p e r a t o r e  /~ 

(prodot to  ve t tor ia le) ,  il conee t to  di ve t t o r e  d ' u n a  omogra f i a ,  l ' o p e r a t o r e  rot  e 

t e o r e m i  re la t iv i ,  ed a n c o r a  l ' o p e r a t o r e  d iv  in modo pifi g e n e r a l e  di quel lo  

f a t t o  f ino ad ora.  

Ques te  due  u l t i m e  e s t ens ion i  di c a r a t t e r e  d i f f e r enz i a l e  s a r a n n o  t r a t t a t e  

in a l t r i  l avo r i  che  a p p a r i r a n n o  ne i  << R e n d i c o n t i  dello, R. Ace.  dei Lincei>>. 

Si c o m p r e n d e  come  si a f f a c c i a n o  tosto i m p o r t a n t i  app l i caz ion i  ai lo s tudio  

degl i  spazi  cu rv i  con un  n u o v o  me todo  ve l t o r ia l e  d ' i n d a g i n e  che o p e r a  diret-  

t a m e n t e  sugl i  ent i  g e o m e t r i c i  a ques t i  col legat i .  Qui, inveee ,  come  app l i caz ione  

del  solo ca leolo  p l u r i v e t t o r i a l e  e pe r  m o s t r a r n e  l ' u t i l i t h ,  mi  sono l im i t a to  a 

t r a t t a r e  la  c i n e m a t i e a  dei s i s t emi  r ig id i  neg l i  spazi  S~, gi~ t r a t t a t a  da  v a r i  

Autor i  con  me tod i  d ivers i .  Molte  a l t r e  app l i caz ion i  si i n t r a v e d o n o  f a e i l m e n t e .  

P r e m e t t o ,  in q u e s t a  ) I e m o r i a ,  u n ' i n t r o d u z i o n e  su l le  o m o g r a f i e  ve t t o r i a l i  

ne l lo  spaz io  S~,  ne l l a  q u a t e  s tud io  in  p a r t i c o l a r  modo  le o m o g r a f i e  ass ia l i ,  

s v i l u p p a n d o  que l l e  proposizioni~ in p a r t e  nuove ,  con le qua l i  mi  5 s ta to  pos- 

s ib i le  f a r e  la  t r a t t a z i o n e  e l ' e s t e n s i o n e  aeeenna te .  

P r e s u p p o n g o  inveee  nel  l e t to re  la  conoscenza  de l la  t eor ia  del le  o m o g r a f i e  

(~) Cfr. C. BURAL[=FORTI e ~]~. BOGGIO, Espaces Courbes ecc., loc. cir,, pagine 19, 56, 58; 
e .  BURGATTI, <~ Boll. Un. Mat. It. ,7, 1928, pag. 70. 

(2) Mi permetto a questo proposito di citare qllanto afferma iI C:t~TAN nella prefazione alia 
Tesi del prof. DELENS, Mdthodes et Probl&nes des Gdomdtries differentietles Eu, clidienne et con- 
forme~ Gauthier-~Villars, Paris, 1927 e cio~: <~ L' iddal serait de raiso+~ner et de calc~ter s~w les 
dtres gdomdtriques eux mdmes ..... , ed a questo idea]e corrisponde in modo lusinghiero il metedo 
vettoriale della Scaola italiana. Giox~er'~ anche riflettere su  cluanto dice I'APPELL a. proposito 
del Ca]eolo Vettoriale in Elements de Calcul Tensoriel, ~ol. V del Traitd de Mdcanique ra. 
tionnelle~ 19-°6~ @authier-Villars, Paris. Ivi, a pag. 21, l'illustre Scienziato accetta detto 
calcolo per lo spazio $3, rimanendone titubante per gli spazi S~, specie se non sono enclidei. 

Ancora it SEVERI neI SUO Discorso << La matematica iialiana >>, tenuto a Trento nel 1930, 
(~ err. Atti della Soc. It. per il Progresso delle Seienze ~,, 1931, VoL I, pag. 191) giudica 
,< .... la moderaa teoria dei ~ettori, ta~'~to importante in Immerose questioni matematiche e 
fisiehe ,>. 
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veltoriati per quanto pub trovare helle opere fondamental i  seguenti :  Ana.lisi 

vetloriale Generale: Vol. I, C. BuRA~I-FoR~I e R. MAROOLO~GO, Trasforma- 

zioni lineari, 1928, Zanichelli,  Bologna; Vol. II, P. BunGA~I,  T. Bo~c~IO, 
C. BURALI-FORTI, lOC. cir. ed ancora C. BURALI-FORTI e T. BOGGIO, Les Espaces 

Courbes, loc. cit. 
Nel primo paragrafo tratto la teoria dei plurivettori  in S,i con metodo pu- 

ramente  vettoriale, r iservando al paragrafo successivo la traduzione cartesiana 
degli enti e delle operazioni considerate;  in tal modo intendo anche collegare 
il metodo da me seguito con quello adoperato dagli Autori c i ta t i . . Inf ine nel 
terzo paragrafo sviluppo l' aceennata  applicazione alla cinematica dei sistemi 
rigidi, come esempio scelto fra le tante altre che si potrebbero fare, stabilendo 
nuovi semplici caratteri  differenziali  fra spazi di indice pari e dispari. 

A proposito di questa applicazione mi sia concesso di osservare ehe il 
metodo facile e assai celere da me seguito hello stabilire i fondamenti  della 
cinematica in S~ pub manifes tamente  essere adoperato, con vantaggio rispetto 

a 'qne l l i  in uso, nello svilappo degli stessi argomenti  nella Meccanica ordi- 
naria  qualora siano conosciuti gli elementi  delle omografie vettoriali. 

INTRODUZIONE 

1. C o m p l e m e n t i  su l le  0mograf i e .  - -  Per  ottenere in 6;~ una esatta clas- 
sificazione delle omografie vettoriali  in proprie eel improprie come in S 3 e 
speeialmente per avere le varie specie di omografie improprie, 6 importante il 
seguente teorema generale t he  estende l 'analogo ben noto dello spazio Ss: 

S e u n a  n -p la  di vettori a~ i h ... a~ non linearmente dipendenti ~ trasfe~r- 

mata  dall' omografia o~ in  una  n ,p la  di vettori pure  linearmente indipe~,denli, 

lo stesso aecade per ogni alh'a n -p la  di vettori non linearmenle dipendenti che 

si eonsideri ; se invece a, ... a, vengonv da ~ lrasformati  in  una  n-p la  di vettori 

parallel i  ad ~na giacitura p-dimension,ale (~) con p < n  .... 1, senza essere 

paralleli  ad una  giaeitura q-dimensionale con q ~ p e parallela alla prece- 

denle, ogni altra n-p la  b~ ... b ,  di vetlori anehe linearmente indipendenli  gode 

della, stessa propriel&. 

Non ne espongo per brevith la dimostrazione che ho stabilito in modo 
quasi analogo a quello che trovasi, per lo spazio S~, in Vol. I delFAnalis i  

Veltoriate Generale, loc. cit., pag. 54. 
Con questo teorema classifico le omografie vettoriali  in proprie le prime 

e degeneri o improprie o singolari e di specie o tango n - - p  le altre. 

(~} Con  ei6 i n t e n d o  il  << q u i d  ~> c o m n n e  a t u t t i  g l i  spaz i  Sp di  S~ p a r a l l e l i  I r a  lo1'o. 
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Ne consegue  f ac ihnen t e  t h e  le omogrcefie degeneri  di range  p sono tutte 

e soltc~nto quelle the ammet tono  p direz ioni  nul le  d is t in le  (~) ossia per  le qual i  

esistono p direz ioni  l i nearmen te  i nd ipenden t i  e qui~idi u n ' i n l e r a  g iac i tura  

p -d imens ioncde  tale che ogni  vettore ad  essce paral lelo,  v iene tra s formato  da 

nel  vettore hullo.  

Allora  si ha  1' osservaT, ione,  s f ru t t a t a  spesso nel  seguito,  che le omogra f i e  

d e g e n e r i  di specie  p sono tu t te  e sol tunto  que l le  che,  usando  u n a  s c r i t t u r a  

ben  nota~ possono me t t e r s i  sotto la f o rma  

~ = ( b ~ ' " b ~ - ' 0  . . . 0 )  

con b~ ... b~_p non  nul l i  e non  e~ppartenenti  ad uno  stesso S+~_~:_~. 

P e r  esempio  ]a d iade  H(a ,  b) che  come ~ note  t r a s f o r m a  i ve t io r i  del lo 

spazio, o in ve t to r i  null i ,  quel l i  p e r p e n d i c o l a r i  ad a, o in vet tor i  pa ra t l e l i  a b, 

gli altr i ,  ~ un'omografice degenere di  range  n -  1. 

V e d r e m o  in segui to  che questo  t e o r e ma  si pub i n w r t i r e .  

P e r  le cons ideraz ion i  che  seguiranno~ mi sar~ ut i le  r i f e r i rm i  spesso al la  

cos ide t ta  form(~ d iad ica  delle  omograf ie .  

Se ~ ~ d e t e r m i n a t a  da l !a  n - p l a  a~ ... a ,  che v iene  t r a s f o r m a t a  n e l F a l t r a  

u, ... u,~ r i so lvendo  un  s i s tema a lgebr ico  ve t to r ia le  f ac i lmen te  ot tenibi le ,  he  

d imos t ra to  che  ~ ~ s empre  possibi le  por la  sotto fo rma  di somma di n d iad i :  

~ H ( a / ,  u,)  + ... + H(a,(,  u,~), 
con 

E (a I a~ ... a,._~ a,.+~ ... a~) 

a, . '~--  E(a~ ... a~._~ ar+~ ... a~) X a,.' 

dove E(a,  ... a,._~ a,.+~ ... a,~) ~ il ben  no te  (~) ve t to re  p e r p e n d i c o l a r e  agli  n - - 1  

ve t tor i  scr i t t i  en t re  paren tes i .  

Da, ques t i  t eo remi  t raggo  subi to  la proposiz ion% i m p o r t a n t e  per  il seguito,  

che :  un '  omograf ia  degenere di  range  r si  p u b  sempre  espr imere  come, sommc~ 

di  n -  r d iad i  e non  di  u n  n u m e r o  inferiore.  

0) In tal mode si ricade nella definizione di range di altri Autori: cfr. B. DE FINETTI, 
Studio delle omografie vettoriali in ~'elazione alte ~'adici di I n ( z -  x ) =  0, ~( Atti della Acea- 
demia Pontificia dei ~uovi Lincei >~, Anne LXZ(XII, 19297 pag. 387; per it case delle 
assiali eft. P. BURGATTI, Propriet4 de tle omografie assiali in un Sn euclideo con applicazione 
atle formule di F~'enet, (, Rend. della R. Aceademia dei Lineei ~>, 1928, 1 ° sere., Vol. VII,  
:pug. 791. 

Si ]9otrh eonsultare uti]mente anche S. PINCHERLE e U. ~fALDI~ Le operazioni distri- 
butive e le lore applicazioui all' aucdisi~ Cap. I I I  e IV, Zanichelti, Bologna, 1901. 

(~) Cfr. C. BURALI-FORTI e T. BOGGIO~ Espaces Courbes ecc., lee. cir., pag. 7~ oppure 
¥ol. II~ dell'Analisi Vettoriale Generale, loc. cir, pag. 158. 
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In  par t icolare:  ogni omografia degenere di rango n -  1 si p u b  porre 

se,m:pre in forma di diade. In tal modo si ha Finvers ione della proposizione 
poco fa accennata.  

La forma diadica permet te  inoltre di s tabil ire con metodo assotuto che 

un'omograf ia  o: e la sua coniugata K¢ sono proprie o degeneri eontempora- 

neamente e quando sono dcgeneri lo sono della medesima specie. 

In particolare,  come 6 noto, 6 

KH(a,  b ) =  H(b, at. 

2. C o m p l e m e n t i  su l le  omograf ie  assial i .  - -  Indicherb,  seguendo altri 
Autori, con A l 'opera tore  l ineare che applicato ad un' omografia ~ d'~ la sua 
assiale : 

A~ ~ - - K : ¢  
2 

In part icolare osserviamo che per  la diade H(a, b) si ha:  

1 
AH(a,  b) -~ ~ / H(a, b) - -  H(b, a) t, 

dalla quale si scorge ehe AH(a,  b) 6 un'ass ia le  sempre degenere qualunque  
sia F indice n dello spazio, e lo ~ di rango n - - 2 .  

Vedremo fra breve che qnesta proposizione si potrh invertire. 

1~ ben noto the  le omografie assiali possono essere proprie soltanto se 
l ' indice  n dello spazio 6 pari ;  le assiali in genere ed in specie quelle  di 

rango n - - 2 ,  hanno importanti  proprieth che useremo nel seguito e delle 
quali  si 6 occupato in modo part icolare anche il prof. BURC~A~I (~). 

Nella Nora ora citata il prof. BU~R~A~I dimostra che << un'iomografia 
assiale non pub essere di rango maggiore di n - - 2  >> e r icordiamo che ad 

esempio un' assiale di rango n -  2 6 data dall' assiale di una  qualsiasi  diade. 

Inol t re  il prof. BVRGAT~I, nello stesso lavoro, in base al l 'osservazione 

che per un'  assiale tutti gli invar iant i  di ordine dispari  sono nulli, r icorrendo 
all' equazione in x 

/ ,~(~"  - -  x )  = x '~ - -  [ , ~ , .  x ' - '  + ... + ( - -  1 ) ' I ~ ,  = O, 

alle cui radici reali corrispondono direzioni unite per l 'omograf ia  ~,, fa 

nota te  che qnesta  equazione, nel caso di ~" assiale, contiene soltanto i termini  
di grado n, n - - 2 ,  n - - 4 ,  ecc. 

(1) Cfr. P. BURGATTI~ Propriet4 delle omografie assiali in Sn ecc., loc. cit. 
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Ne deduce  t h e  a l l o ra  essa non  p u b  avere che rad ic i  reali  uul le  (l) e che 

la radice  n u l l a  polr& essere di ordine  di molteplicit& O, 2, 4, 6 ... n - -  2 eiob pa r i  

se n ~ par i ,  1, 3, 5 ... n - - 2  cio6 d i spa r i  s e n  ~ d i spar i ;  c o r r i s p o n d e n t e m e n t e  
1' o m o g r a f i a  y potrdt avere O, 2, 4 ... n - -  2, o p p u r e  1, 3 ... n - -  2 direz ioni  nu l l e  

d is t in te  a seconda c h e n  ~ pa+ri oppure  d ispar i .  

Quind i  p o s s i a m o  a g g i u n g e r e  ehe  le as s ia l i  i n  S ,  p o l r a m w  avere  in ter i  

spaz i  (o meg l io  g iae i tu re )  di d i rez ion i  nu l le  con d imens ion i  p a r i  o d i spar i  

var iab i l i  da  0 a n -  2 a seconda che l ' i nd ice  n di S~ ~ p a r i  o dispari .  

Di qnes to  r i su l t a to  me  ne se rv i rb  spesso  nel  segui to  ed in p a r t i c o l a r e  

ne l l a  a p p l i c a z i o n e  c i n e m a t i c a  a n n u n c i a t a .  

Po ich6  a n c h e  d e l F u l t i m a  p a r t e  de l l a  p ropos i z ione  del  prof .  B v R G A ~ I  

ne l l a  Nora  c i t a t a  non f i g n r a  la  d i m o s t r a z i o n e  e da to  che  sa rg  da  m e  a p p l i c a t a  

ne l  segui to ,  mi  p e r m e t t o  di d a r n e  la s eguen te .  

S u p p o n i a m o  che lo zero sia  r ad i ee  m u l t i p l a  d e l l ' e q u a z i o n e  se r i t t a  sopra  

e delF o rd ine  di m o l t e p l i c i t h  r, pa r i  s e n  6 par i ,  d i spa r i  se n 6 d i spar i .  Dico, 

con il BURGATTI, che  y dow'& avere r d irez ioni  nu l l e  dis t in te  cio6 l i n e a r m e n t e  

i nd ipenden t i .  I n f a t t i  p e r  l ' i p o t e s i  si  h a :  

I : r = o ,  I , ,_:r=o;. . .  L .... .+,-c=o, L,_,.q:o. 

Essendo  I,~y = 0, y 6 d e g e n e r e  e qu ind i  e s i s t e rh  a l m e n o  un  ve t to re  a~ 

non  nullo,  ta le  che ya~ == 0. 

Es sendo  I,,_~y--~-O, c o n s i d e r a n d o  l ' e s p r e s s i o n e  di ques to  i n v a r i a n t e  pren-  

dendo  la  n - p l a  di ve t to r i  l i n e a r m e n t e  i n d i p e n d e n t i  G b~ ...b,~, ne  v i ene  di 

c o n s e g u e n z a  a~ yb  2 ... yb,~ l i n e a r m e n t e  d ipenden t i ,  p e r  modo  che  e s i s t e r a n n o  

gli n -  1 n u m e r i  r ea l i  m~ ... m,~ non  tut t i  nul l i  ta l l  che 

(*) a, -~ m2yb 2 -I- m:~yb a q -  ... + +Gxb,, .  

Allora  il v e t t o r e  
~ -~ ~*,.2b~ -q-  . . .  "'t- ~ b  n 

i n d i p e n d e n t e  l i n e a r m e n t e  da  a~ p e r  Fipotesi~ 6 t a le  t h e  

ya.z = 0 
r i s u l t a n d o  p e r  {*) ya~ .... ya~. 

Quindi  se I~y = I~_. d, ~ 0 ,  esislera+vno due direz ioni  nul le  dis t in le  a , ,  a~. 

Cosi segu i t ando ,  s t an t e  l ' i p o t e s i  del t e o r e m a  in pa ro la ,  si possono  c o s t r u i r e  r 

ve t to r i  a~ a s ... a~. l i n e a r m e n t e  i n d i p e n d e n t i  e d i rez ion i  nu t l e  di y. 

1~) Invero se avesse una radiee reale non nulla, m, si avrebbe the g m sarebbe de- 
genere ed esisterebbe u tale ehe (y - -  m)u ~---- O, ossia y u z m u  con m=~-O, cib the non pub 
essere per y assiale. 
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I n o l t r e  ~,, ne l le  ipotes i  adot ta te ,  non  pub a m m e t t e r e  pifi  di r d i rez ion i  

nu l le  d i s t in te  pe rch6  a l t r imeu t i  r i s u l t e r e b b e  d e g e n e r e  di o rd ine  maggio re  

di r e qu ind i  s a r ebbe ro  nul l i  a l t r i  i n v a r i a n t i  d' o rd ine  mi n o re  di n - - r  4= 1, 

con t ro  l ' i po t e s i  (~. c . d . d .  

3. Assial i  sempl ie i .  - -  P e r  quan to  segu i rh  6 p a r t i e o l a r m e n t e  i n t e r e s sa n t e  

lo s tudio del le  omogra f i e  ass ia l i  di t a n g o  n - - 2 .  Anzi tu t to  s t ab i l i amo il 

s eguen te  : 

TEORE~IA. - -  Tut le  le assial i  di  rango n -  2 avent i  le stesse direzioni  

nul le  d is t in te  a~ ... a ,_2  non dif[eriscono che per u n  [b, ttore di proporz ional i t& 

In fa t t i  se b 6 un  ve t to re  non  pa ra l l e lo  a l la  g i ae i t u r a  ( n -  2 ) -d imens iona le  

d e t e r m i n a t a  da  a~ ... a~_~, e y 6 un '  ass ia le  a v e n t e  que l le  d i rez ion i  nu l l e  si ha  : 

~'b ~ mE(a  t ... a,~_z b), 

co~ m d~= 0 e d ipende~te  solta~,to da  y, cio6 i n d i p e n d e n t e  da b, u n a  vol ta  

f issat i  a~ ... a~_~. 

S iano  inve ro  a+,_~, a+~ a l t r i  due  ve t to r i  i n d i p e n d e n t i  f ra  loro e da i  pre- 

cedent i  a~ ... a,~_~ cio6 tal i  che :  

E(a~ ... a+~_~ a~_,) X a~=~= 0;  

si cons ider i  il ve t to re  ya,~_,; esso non  r i su l t e rh  nul lo  ma p e r p e n d i c o l a r e  

ad an_ , stesso, essendo 

pe r  le p rop r i e th  del le  assiali .  I no l t r e  ~: 

y a . _ ~ X a , . : - - a + , _ ~ X y a , . ~ 0  pe r  r - ~ 1 , 2 , . . . , n - - 2 ,  

e perc ib  yah_ ~ r i su l t a  p e r p e n d i c o l a r e  a l la  g i a c i t u r a  ( ~ t -  1 ) -d imens iona le  de- 

t e r m i n a t a  dai  ve t to r i  a~ ... a~_~ a~_~. 

Quindi  sarh pa ra l l e lo  al ve t t0 re  E(a~ ... a~,,_~ a,~_~) ed a v r e m o :  

(1) ~(a,+~_~ ~ mE(a~ ... a~_ 2 a+~_,); 

con m ~ 0, n u m e r o  reale .  

A n a l o g a m e n t e  si potri t  s c r ive re  

(2) ya~ = mE(a~ ... a~_~ a+~) 

con  m n u m e r o  r ea l e  non  nul lo .  

(~) A ques to  propos i to  r i ch i amo  l ' a t t e n z i o n e  del  le t tore  su l la  Memor i a  de l  ]DE t~INE'rTI 
10C. c i r ,  o r e  si t r a t t a  i l  easo g e n e r a l e  di u n a  omogra f i a  ~ q u a l u n q u e  e in  pa r t i co l a r e  queUo 
del le  d i l a t az ion i ;  la d l seuss ione  cite l 'A.  fa p e r  ques te  u l t ime mi  pa re  che p o t r e b b e  essere  
r i p e t u t a  anehe  p e r  le assial i .  

Anna l i  di Matemat~ca, Serie IV~ Tomo XII.  1l 
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Dieo che ~ m ~ m. In fa t t i  esseudo 

E(a, ... a,~_~ a,,_,) X a,, = - -  E(a~ ... a~,_ 2 %) X a~_, 

si ha  per  le (1) e (2): 

t 1 1 
m ya~_~ X a~ - -  _ ;+a,~ X a~_~ : _ 7a,~_~ X a~ 

da cui 

Cosi t e s t a  provato  che per  ogni  b non  para l le lo  a l la  g iac i tu ra  ( n -  2)- 

~.imensionale d e t e r m i n a t a  da  a~ ... a~_~ si ha  e f fe t t ivamente  

7b ~-- mE(a~ ... a~_ 2 b). 

h~e consegue che per  un  ~ a l t ra  ass ia le  7~ avente  le stesse direzioni  nu l le  

si ha  
y~b --= m~E(a~ ... a+~_~ b), mi :4=0 

ed al lora  per  ogni vet tore  b dello spazio si ha :  

1 yb -'~ 1 ~ y~b 

ossia 

Y ~ m-~ Y~ • c . d . d .  

I n  par t ico la re  esiste 1' omograf ia  7 tale da  dare  proprio  

7b --~ E(a~ ... a , _  2 b). 

Essa  si pub fo rmare  nel seguente  modo:  si consider ino i due vettori  

a~_~, a,, or togonal i  a l la  g iac i tu ra  ( n -  2) -d imens ionale  d e t e r m i n a t a  dal le  di- 

rezioni  nul le  a~ ... a+~_: ; inol t re  il va lore  assoluto de]F a rea  del pa r a l l e log ramma  

formato  CON i due  vet tor i  a~_t~ a+~ sia ugua le  al valore assoluto del vo lume 

del para l le lep ipedo ( r e -  2) -d imensionale  eost rui to  sopra  a~ ... a~_: ed ancora  

i due vet tor i  s iano tal l  che il verso del la  n - p ] a  a~ ... a,~_~ a~,r , a+~ sia quello 

posit ivo pref issato  per  le n - p l e  di S~. 

Al lora  F assiale  

y--~H(a~_~, a . ) -  H(a,~, a ~ _ , ) ~  2AH(a~_~, a~) 

per  ogni b dh appunto  
7b = E(a~ ... a._~ b). 

Cib si pub vedere  d i r e t t amen te  oppure  vedremo che r i su l te rk  mani fes to  

dopo quan to  avremo det to pifi avant i  al n. 15. 
U n ' a l t r a  proposizione usa ta  nel  seguito ~ il s eguen te :  
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TEORE~A. - -  I~t U~O spazio di  d imens ion i  p a r i  se 7 ~ un '  assiale non  

degenere anche l' inversa  7 -~ ~ p u re  un '  assiale  non  degenere. 

Invero,  essendo 7 ~ -  KT, esis tendo 7 -~ ed appl ieandola  ai due  membr i  

(a sinistra) abb iamo:  
1 ~-- - -  y - ' K T .  

Essendo K 7 non degenere ,  esisterh (/(7) -~ che appl icata ,  a destra,  ne l la  

p reeedente  d~ : 
K T - ' ~ -  7 - k  e . d . d .  

Assai  impor tan te  per  quanto  ci occuperh  pifi ol tre ~ il:  

TEORE~IA. - -  LTI"t ' O ~ . O g ~ ' t ~ f i ( t  assiale  7 qualsiasi ,  di  q u a l u n q u e  tango ,  p u b  

sempre eonsidera~si, in, in f in i t i  modi ,  come so m m a  d i n  c~ssiali di  rango n -  2. 

Invero,  d iamo all '  ass ia le  7 la fo rma diadica~ ehe, r i cor rendo  ad u n a  n - p l a  

fondamen ta l e  i, ... i~, a s sumerh  1' espress ione sempl iee :  

? -~ H(i~, 7i~) q- H(i2, 7i2) -~ ... -p H(i~, 7i~). 

Considerando la con iuga ta  

K 7 --~ H(Ti~, i~) ~-  H(7i2,  i~) ~- ... -t- H(7i~,  i~) 
si ha, subi to :  

i i 1 
7 ~(7 K y ) - - ~ [ H ( i ~ ,  7i~) H(Ti~, i~)]~- 7i~) i j ] ,  . . . . .  ... -t- ~ [H(i,~, - -  H(Ti . , 

ore  ev iden temente  gli n addendi  sono del tipo A H ( i r ,  7i,.) ossia assial i  di 

rango n -  2. c . d . d .  

P e r  ques ta  ragione  chiamo assiale semplice F assiale  di una  diade e 

assiale mul l ip le  le altre.  Queste u l t ime  sono qu ind i  decomponibil i  i~  u n a  

s o m m a  di ass ia l i  semplici.  

Si not i  che il prodot to  di u n ' a s s i a l e  semplice  per  un  numero  reale  6 
aneora  u n ' a s s i a l e  sempliee.  

0SS:~RVAzIO~. - -  Poieh6 un '  assiale  di t ango  r pub scriversi  sotto fo rma 

di somma di. n --  r diadi  (e non  di un  nmnero  minore,  cfr. n. 1), ne consegue 

che un 'as s ia l e  mu l t ip la  di t a n g o  r potr~ scriversi solto f o r m a  di somma 

di n -  r assial i  semplici  ed anche perb di  u n  numero  inferiore,  come avviene 
per  esempio per  un '  a ssiale semplice  stessa che, essendo di t ango  n - - 2 ,  pub 

r idurs i  a l la  somma di due diadi ,  dal le  qual i  appl icando l ' ope ra to re  A con- 

segue la somma di due  ass ia l i  semplici ,  che debbono r idurs i  all '  assiale  sem- 
plice pr imi t iva .  

Ci sar~ anche  ut i le  il s eguen te :  

T E O ~ E ~ A . -  Condizione neccessaria e suff iciente affinch~ in  S~ u n ' a s .  
siale s ia  semplice ~ che s ia  di  t ango  n -  2. 
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Gi~t sappiamo the  le assiali sempliei sono di tango n - - 2 ;  viceversa 

dimostriamo ora the  un 'ass ia le  di rango ~ , -  2 6 un 'ass ia le  semplice. Cib 6 

anchc conseguenza di una osservazione precedente di cui perb per la dimo- 

strazione r imandammo ad un n. ° pi~ innanzi. Diamone percib la seguente 

dimostrazione diretta. 
Se y 6 di tango n 2, ammetterh n - - 2  dire~ioni nulle non l inearmente 

dipendenti  ed esisteranno, in infinit i  modi, n - - 2  versori i:+ ... i~ l inearmente 

indipendenti  ortogonali a due a due, tali che: 

(1) 7i,. = 0 r = 3, ..., n. 

Insieme a questi consideriamo nella giacitura 2-dimensionale perpendi- 

colare alla giaci tura (n - -2 ) -d imens iona le  determinata  dai v~rsori precedcnti, 

altri due versori i~ e i~ tall chc con i precedenti  n l  2, formino in S~ una 

n -p la  fondamentale.  Scrivendo la 7 in forma diadica, mediante questa n-pla,  

abbiamo semplieemente 

(2) 
Si ha per la (1) 

ed inoltre 

7 - ~  H ( i , ,  7i,) + H(i.2, 7i~). 

7i~ X i,. : O, 

7i i  X it -= O, 

per le proprieth delle assial i ;  quindi ne consegue 

con m numero reale non hullo. 

Analogamente risulta 

e per essere 7 assiale:  

onde si deduce che 6 

Percib la (2) diviene 

7i. 2 ---  m i i ,  

7i i  X i~ = - -  yi  2 X i ~ ,  

, ~  ~ - -  ~ .  

r - - 3 , . . . ,  n, 

con m rcale, ~ 0 ,  

y = m t H( i~ ,  i2) - -  H( i~ ,  i j) l ,  

cio6 7 6 un' assiale semplice, essendo 1' assiale della diade H(2mi~, i2). c. d. d. 
Dopo queste considerazioni possiamo affermare che le assiali semplici 

sono senz' altro le assiali degeneri di rango n -  2. 

§ I. C a l c o l o  p l u r i v e t t o r i a l e .  

4. Ricordiamo che il vettore di cui t rat ta  l 'ordinar io  calcolo vettoriale 6 

un ente geometrico determinato da un numero reale positivo (il suo modulo) 

da una direzione e da un verso. Si suole in  generale rappresentare geome- 
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tr icamente o con una coppia di punti  A, B, serivendo in questo easo B -  A, 

oppure con una lettera minuscola lat ina scritta in grassetto. 

Si chiama bivettore semplice o soltanto biveltore (aImeno fino a c h e  non 

darh luogo ad equivoco) un ente geometrico determinato da una giacitura 

duedimensionale,  da un numero reale positivo e da un ~< verso ~>. 

Per  rappresentarlo completamente si potrebbe far uso di una terna di 

punti  non in l inea te t ra ;  ma ~ preferibile far  uso col CARMAN di una coppia 

di vettori a~, a~ non paralleli~ considerati  in un dato ordine: e paralleli  a 

quella giaci tura;  l' area del paral lelogramma costruito con essi presa in valore 

assoluto ci d~ il modulo del bivettore~ il loro ordine determina il verso ossia 

determina il senso del percorso de l l ' a rea  del paral le logramma considerato. 

Evidentemente per rappresentare lo stesso bivettore disponiamo di infinite 

coppie di vettori. I1 bivettore considerate lo rappresenteremo con la serif- 

tura (a~, a:), oppure pifi semplieemente con a. 

Se il bivettore ~ di modulo unitario, lo chiamerb biversore. L'  uguaglianza 

dei bivettori si avrh con le uguaglianze dei moduli, delle giaciture e dei versi. 

Pi~t avanti  considereremo altri  bivettori ehe si diranno bivettori multipli .  

5. Si chiama trivetlore un ente geometricamente rappresentabile mediante 

una terna ordinata di vettori a i ,  a~, a~ non appartenenti  ad uno stesso S~, 

e che indieheremo con a. Questo ente ~ determinato ancora da un modulo, un  
3 

~< verso >> ed una giaeitura ttridimensionale): il modulo ~ dato dal valore 

assoluto del parallelepipedo tr idimensionale avente gli spigoli rappresentat i  

dai tre vettori al~ a2, a~; il verso ~ determinato dal] ~ordine dei tre vettori 

a~, a~, a3, che si conserva per una permutazione pari eseguita sui vettori;  

esso stabilisce l 'o r ientamento  positivo o negativo delle terne di vettori negli 

spazi S~ paralleli  alla giaei tura tr idimensionale determinata  da essi; la gia. 

ci tura (tridimensionale) di a ~ quella dianzi accennata,  determinata  dai tre 
3 

vettori. 

L 'uguag l ianza  si definisce in modo analogo a quello per i bivettori e se 

ne deduce l ' inf ini t~  dei modi per rappresentare uno stesso trivettore mediante 

terne ordinate di vettori. 

Se il modulo del trivettore ~ unitario si pub chiamare triversore. 

Cesi si pub seguitare e definire in generale il p-vet tore  a con p ~  n 
p 

essendo n l e  dimensioni dello spazio entro eui si opera. 

Nello spazio ordinario S:~ esistono sottanto vettori, bivettori e tr ivettori;  

questi ul t imi poi hanno tutt i  la medesima giaci tura (tridimensionale) che 
quella stessa di S~. 
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5Tello spazio S,~ si possono considerate  

tutti  gli n-vet tor i  sono fra loro paralleli  
(n-dimensionale) che 6 quella di S,~. 

plurivettori  fine a lFn-ve t to re  e 

ossia hanno la stessa giacitura 

6. I b ivet tor i  in relazione alle omografie vet torial i .  - -  Dato il bivet- 
tore a, rappresentabile  geometr icamente  con la coppia di vettori a, b, consi- 

2 
derinmo la diade H(a, b) ed il doppio della sua assiale: 

2AH(a, b ) :  H(a, b ) -  H(b, a). 

0sservando che fra i bivettori semplici e le assiali delle diadi, ossia le 

assiali semptici, intercede una corrispondenza biunivoca~ chiameremo a i l  bi- 
2 

vettore semplice corrispondente all' assia.le semptice 2AIt(a, b). 
In  generale 18 assiali dello spazio S~ possono essere di rango 0, 1, 2 .... 

fino ad n - - 2 ,  escluso ]o zero nel caso d i n  dispari, e sappiamo che in ogni 
caso si pub sempre (cfr. n. ° 3) decomporle nella somma di assiali semplici. 
Estendendo la corrispondenza con i bivettori anche alle assiali multipl% 
chiamando bivet~ore multiplo il corrispondente dell' assiale multipla,  assmne- 
remo questo eonle 8omm~ dei bivettori semptici corrispondenti  alle assiali 

sempliei secondo cui si pub decomporre F assiale mult ipla assegnata. Al- 
l ~assiale nul.la corrisponderi~ il bivettore hullo e il concetto di somma cosi 
stabilito soddisfa alle leggi ordinarie di tale operazione giacch6 queste sono 

soddisfatte dalla somma delle omografie e in particolare delle assiali. 
I1 bivettore multiplo cosi introdotto corrisponde, come si ,¢edr~ meglio 

al § 2 alloreh6 t ra t teremo della rappresentazione cart~siana~ a l l ' en te  geome- 

trico chiamato dai C_a.RTAY;, * Syst4me de bivec[eurs ~> (~), e dallo Sc~ou~.E~ 

<~ Allgemeine bivektor >> (-2). 
L' uguaglianza dei bivettori multipli sara, per definizione, conseguenza del- 

l'uguaglic~nza delle assiali multiple corrispondenti e cosi pure attraverso la 
somma delle assiali mult iple si definirh la so mmv~ dei bivettori multipli. 

In  particolare,  esselldo 

a - ~  ( a .  b ) ,  - -  a = ( b ,  a ) ,  
'2 2 

si avr~ 
a + ( - -  a)----~0, 
2 '2 

come in corrispondenza 6 

2AH(a, b) ~= 2AH(b, a) -~ 0. 

(') Cfr .  E .  CARTAN~ LeF, ons s u r  les Espaces de R i e m a n n ,  loc: cit., pag .  11. 
(u) Cfr .  J . . £ .  SCHOUTE~ Der Ricci .Kalk~l~ loc. cit. 
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Diremo tango del bivet tore multiplo il rango deIt 'ass iale  eorr ispondeute;  

i bivettori di tango n -  2 sono bivettori semplici~ essendo I 'ass ia le  corrispon- 

dente un 'ass ia le  semplice (cfr. n. ° 3). Ricordando la decomposizione delle 

assiali  mult iple vista al n. ° 3 possiamo affermare che: 

Un bivettore multiplo (corrispondente ad un' assiale multipla} pub sen@re 

pensarsi  deeomposto nella somma di n bivettori semplici; se r ~ il tango del 
bivettore, si pub anche pensare  decomposto Jaella somma di n - - r  bivettori  

semplici  (e anche di un num~ro minore). 
~e l lo  spazio S~, con n dispari, ogni bivettore 6 almeno di tango 1; negli 

spazi di indice pari  pub essere di rango zero. 

Come si # visto, la somma di bivettori '  semplici deve considerarsi  come 

un bivettor% in generale multiplo; ma pub anche r isul tare un bivettore sere- 

pl ice;  basta pensare al bivettore semplice corrispondente ad una assegnata 

assiale semplice;  questa  pub scriversi,  in infiniti  modi, sotto forma di somma 

di n assiali semplici r iferendosi ad es. ad una n-p la  fondamentale  qualsiasi ;  

a c iascuna corrisponde un parUcolare bivettore semplice e la somma di questi  

# manifes tamente  il bivet tore seraplice iniziale. 

Xello spazio S 3 tutte le assiali sono semplici (di tango 1) e quindi in esso 
la somma delle assiali ~ ancora un 'ass ia le  semplice a cui corrisponderh un 

bivettore semplice. Ne consegue ehe in S 3 non esistono che biveltori sempliei 

la cui sommct ~ sempre un  bivettore sempliee che si ottiene facilmente aftra- 
verso la somma delle assiali corrispondenti.  

7. P rodo t to  scalare di due bixet tor i .  - -  Cominciando da due bivettori  

semplici, siano essi a e b, rappresentabi l i  geometr icamente con le coppie di 
2 2 

vettori (a~, a~) e (b,, b~) r ispet t ivamente.  

Si chiama prodotto scalare di qucsti  due bivettori  l ' espress ione 

a X b ----- (a~)4 b~)(a~ X b2) - -  (a~ X b2)(a~ X b ~ =  !a~ )4  b~ a~ )% b~ I 
~ [a2 X bi a ~ X b 2 t  

che. come si vede~ ~ r iconducibi le  a l l 'operazione di prodotto scalare per  i 
vettori. 

Se ci poniamo nello spazio S s e ci rappresent iamo a e b con due coppie 
2 2 

di vettori  (a~, a2) , (b~ b~) tall che sia a~ /~ b ~ - - O  e a~, b~ siano i lati della 
sezione ret t i l inea del diedro formato dai piani dei bivettori,  essendo 

si ha che a ) 4  b viene ad essere uguale  al prodotto dei moduli  dei due bi- 
2 2 
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vet to r i  per  il coseno d e l l ' a n g o l o  d iedro  fo rmato  dai  p ian i  dei  due  b ive t to r i ;  

in tal  modo si scorge  la n a t u r a l e  es tens ione  ai b ive t to r i  del la  noz ione  di 

p rodot to  sca lare  di due  vet tor i .  

In  p a r t i c o l a r e  pe r  il q u a d r a t o  di un  b ive t to re  si ha  

a l a, I 

e la sua  r ad ice  q u a d r a t a  6 il modu lo  del  bivcStore che coinc ide  a p p u n t o  con 

F a r e a  del  p a r a l l e l o g r a m m a  de t ta  in principio~ come si ve r i f i ca  fac i lmente .  

Si hanno  l e - p r o p r i e t ~ :  
a X b = b X a ,  
2 2 2 2 

m(a X b) = ma X b = a X rob, 
2 2 2 2 2 2 

con m n u m e r o  reale .  

0 s s e r v i a m o  che con F u s o  del le  ass ia l i  si pub anche  sc r ive re  

(1) a X b = 2AH(a~, a~)b~ X b~ = 2AH(b~, b o)a~ X a2 
2 2 

e qu ind i  
a 2 -~- 2AH(a~, a~)a~ X a.~. 
2 

P e r  comple t a r e  le p ropr i e th  del p rodot to  sca la re  di due  b ive t to r i  semplici~ 

d i m o s t r i a m o n e  la proprietit distributiva rispetto allc~ somma : 

In fa t t i  si h a :  

(a + b ) X  c =, a X  c A - b  X c .  
2 2 2 2 2 2 2 

(a + b) X c = [2AH(a~, a~) ~- 2AH(b~,  b.~)]c~ X % : 
2 2 2 

= 2AH(a~,  a2)c ~ X % -4- 2AH(b~,  b2)c~ X G = a X c A- b X c. 
2 2 2 2 

c. d. d. 

Qucs ta  propriet '~ ci p e r m e t t e  di e s t ende re  il p rodot to  sca lare  ai b ive t to r i  

mul t ip l i  e di ques to  d i remo f ra  poco. 

Cons ide r iamo anco ra  il p rodot to  sca lare  a X b e sia j = (j~, j~) il h i re r -  
2 2 2 

sore  del  b ive t to re  b~ per  modo che si avr/~ 
2 

b ----- rood b . j~ .  
2 2 

~ e  consegue  : 
a X b  = rood b - a  X j.2. 
2 2 2 2 

Come si vede f ac i lmen te  in S 3 e come si vedrh  in gene ra l e  pifi avant i ,  nel  § 2, 

ove t r a t t e r e m o  del le  r a p p r e s e n t a z i o n i  ca r tes iane ,  F espress ione  a X j  m i s u r a  
2 2 

la proiezione ortogonale del biveltore a sul piano del bivettore b. Pe rc ib  pos- 
2 2 
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siamo affermare  che: il prodolto scalare di due bivellori ~ uguale al modulo 

dell' uno per la proiezione ortogonale dell ~ alb'o su questo. 

E veniamo ora al prodotto scalare dei bivettori multipli. Potendoli  con- 
siderare come somma di bivettori semplici e valendo la propriet/~ distributiva 
per il prodotto scatare di somme di bivettori semplici, ne consegue la possi- 
bilit~ di definire e di calcolare il prodotto scalare di due bivettori multipli, 
come somma dei prodotti scalari di bivettori semplici, scguendo l 'a lgori tmo 
algebrieo del prodotto dei polinomi. 

0sserviamo c h e s e  7 ~ un 'ass ia le  multipla e b---~ (b~, b2)un  bivettore 
2 

semplice, il prodotto scalare del bivettore multiplo corrispondente a 7 per il 
bivettore b ~ rapprcsentabile  con ;+b~ X b~, poich~ questa espressione vale 

e 
appunto la somma dei prodotti scalari  dei bivettori semplici costi tuenti  il 
bivettore multiplo per il bivettore b. 

2 
Poich~, se 7 e 7~ sono assiali qualunque,  condizione necessaria e suffi- 

ciente perch~ esse siano uguali  ~ ehe per ogni coppia di vettori arbitrari  b~, b.z 
si abbia 

7bj X b~ ~ 71b~ ~,( b~, 

ne consegue, in virtTh della condizione di uguagtianza di due bivcttori mul- 
tipli~ che:  

Condizione neccessaria e sufficiente affinchb due bivetlori multipli  siano 

uguali  ~ che, moltiplieati sealarmente per uno stesso bivettore semplice arbi- 

trario b ~---(b~, b2) diano lo stesso risullato (err. CAn.¢~, toc. cir., pag. 11). 
2 

Questa condizione acquisterh anche un ' a l t r a  forma pifl avanti  al n. 10. 

8. 0r togonal i th  totale di due bivet tor i  (semplici). - -  Due bivettori 
a--~ (a~. a2), b - ~  (b,, b~) si dicono tolalmente ortogonali quando ogni vettore 
2 2 

parallelo alla giaci tura di a ~ ortogonale ad ogni vettore parallelo alla gia- 

c i tura  di b. 
e 

Condizione neccessaria e sufficienle perch~ cib avvenga ~ che sia 

× b,) + × + X b,) + × = O. 

Poich~ nel seguito noi non sfrut teremo che questa osservazion% ci limi- 
tiamo a questo cenno, r imandando per  tale argomento ad altri  lavori (~). 

(i) Cfr. E~E~- BORTOLOTTI, I n v a r i a n t i  a n g o l a r i  n e l l a  metricce bivet toriale~ ~ Rend.  del  
Seminar io  del la  3~acolti~ di  Scienza di  Cagliar i  ,~, 1932, Vol .  I I ,  pag. 4-5 e le opere  citate in 
ques ta  ~'ota.  

An~ali di Matematica., Serie I'V~ Torao XII. 12 
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9. Angolo  di due b ivet tor i  ( sempl ie i )  e di due g iac i ture  b id imens iona l i  
in S~e. - -  Si def in isee  l ' ango lo  p di due  bivet tor i  semptic i  ponendo 

(1) cos ~ = 
a2 >< b~ __ (a~ >< bt)(a~ >< b~) - -  (a, X b2)(a.2 X b~) 

rood a.mod~ b.~ - -  S'~ a~a~ ~ ~ - -  (a~ >< a~) "2 Vb~b~ - -  (b~ >< b~)'-' ' 

eve il secondo membro  ~ in valore assoluto minore  di 1, come si pub ver if icare .  

Due  bivet tor i  a, b si dicono sempl icemente  (~) or togonal i  quando  
2 2 

a X b ~ 0 .  
2 2 

Si pub ver i f icare  c h e s e  il b ivet tore  b ~ para l le lo  ad a, cio~ se a e b 
2 2 2 2 

hanno  la stessa g iac i tura ,  ~ cos ~ ~--~__-1 e si ver i f ica  pure  ehe 1' espressione 

di cos ~ ~ ind ipenden te  dal la  seel ta  delle coppie di vet tori  atte a rappresen-  

tarc i  i bivettori .  

Considerat i  in S~ due piani  $2, si d i rh  angolo dei due piani  o delle 

g iae i tu re  b id imens iona l i  da essi de te rmina te ,  F angolo di due bivet tor i  o 

biversori  semplici  avent i  le g iae i tu re  para l le le  ai due  p iani  e la sua  espres- 

sione sarh da ta  da  (1). 

10. P r o d o t t o  vet tor ia le  in terno  di un bivet tore  sempl iee  o m u l t i p l o  per  

un  ve t tore .  - -  Sia  a un  bivet tore  semplice  ed u un  vettore.  
2 

Chiameremo prodotto vettoriale interno di a per  u e lo ind icheremo 

con a>~u  oppure  u >~a, il vettore che si ot t iene appl icando ad u l ' a s s i a l e  
2 2 

semplice  cor r i spondente  al b ive t tore :  

u ;;< a = a ;~ u -~  2AH(a~, a~)u -= (a~ X u)a~ - -  (a~ X u)a~. 
2 2 

Si not i  ehe il r i su l ta to  ~ u n  vet tore paral le lo  ad a ed ~ perpendico la re  

ad u ;  esso ~ nul lo  quando  il vet tore u ~ perpendico la re  a l ia  g iae i tu ra  del 

b ive t tore ;  ~ un ' ope raz ione  d i s t r ibu t iva  r ispet to  al ia  somma di b ivet tor i  e a l la  

somma di vet tor i  ed ~ p e r m u t a t i v a  con il prodotto per  un  numero .  

(t) L ' o r t ogona l i t h  semplice  non por ta  la conseguenza  che ogni ve t tore  parallelo ad uno 
dei b ive t tor i  sia or togonale  ad ogni ve t tore  paral lelo al l 'a l t ro .  ~ e l l o  spazio $3 ci6 non  av- 
v iene  m a i e  qu ind i  i b ive t to r i  in esso non  possono essere  che sempl lcemente  ortogonali .  
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Invero  : 

u ~ (a + b) = [2AH(a , ,  a~) q- 2AH(b~,  b.~l]u = 
2 2 

= 2AH(a~, a2)u -I- 2AH(b~, b2)u -~ u >~ a + u j< b, 
2 2 

(u + v ) ~ a  ----- 2AH(a~, a2I(u + v) = 2AH(a~, a2)u -1- 
2 

-t- 2 A H ( a , ,  a2)v = u ~ a + v ~ a. 
2 2 

Simi lmen te  
u = a :k  m u  = +n(a u) .  

2 2 2 

L a  condizione di ort,ogonalitdb di  u n  vet,tore u con u n  bivet,lore a ~ da ta  
2 

dall '  annu l l a r s i  del loro prodot,t,o velt,oriale int,erno : 

a ~ u : O .  
2 

Se dic iamo i~2 = (i~, i2) il  b iversore para l le lo  ad a, il vet tore 
2 2 

u~ = (u X i~)i, q -  (u X i~)i.2 

6 la componente  or togonale  di u secondo il piano del bivet tore,  l~ faci le  

ve~lere a l lora  che 6: 
a ~u----=- a ~ u i ,  
2 2 

cio6 il prodot,t,o velt,oriale int,erno di  u n  bivet,lore per  u n  vet,,t,ore ~ lo st,esso di 

quello che si ot,t,iene sost,ituendo il  vet,t,ore con la sua  component,e ortogonale 

secondo il  p i a n o  del bivet,tore. 

In fa t t i  la componente  di u secondo 1' S+~_~ perpendico la re  al p iano del 

bivet tore  da ta  da E (u >< i~.)i,., essendo i~ ... i~ vet tor i  ta l i  che con i~ e i~ for- 
r = 3  

mano una  n - p l a  fondamenta le ,  si vede ehe non  d~, eontr ibuto  al prodotto 

ve t tor ia le  in terno,  r i su l tando  perpendico la re  a l p iano del bivettore.  

Se u 6 para l le lo  al p iano del bivet tore  a, si ha  
2 

a ~<u = m o d  a . i ~  >~u 
2 2 2 

= m o d  a.[(i~ X u)i~ - -  (u X i~}i~] 
2 

mod a.  rood u- k, 
2 

essendo k un  versore del p iano del bivet tore  pe rpend ico la re  ad u e nel  senso 
del bivettore.  Ne consegue che:  
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se u ~ nel  piano del b ivet tore  a, si ot t iene il prodot to  vettoriale interno 
e 

di a per  u, facendo ruot~re u d ' u n  c~ngolo retto para l le lamente  al  p i a n o  del 
2 

bivettore nel senso del bivettore e al terandolo nel  rapporto di  1 a rood a (~}. 
2 

Dalle  due u l t ime  osservazioni  segue che q u a l u n q u e  sia u, s e a  >:<u non 
2 

nullo,  ~ un  vet tore  del p iano di a pe rpendieo la re  a l ia  componente  ortogo- 
2 

na le  di u nel  piano di a e ne l la  direzione posi t iva del b ivet tore  a;  ossia il 
2 2 

bivet tore  (u, a >~u) ha  lo stesso verso di a. 

I n  par t ico lare  se i ~ il b iversore di a, r i su l ta  che u~< i  ~ lo stesso vet- 
2 2 2 

tore u girato di 90 ° nel  piano del b ivet tore  e nel  senso del bivet tore  stesso. 

Quindi  t ' ope raz ione  i ~ per  i vet tor i  para l le l i  ad i pub essere sos t i tu i ta  con 
2 2 

l ' ope ra to r e  i di TAI% ana logamen te  a quanto  si fa per  i vettori .  F r a  breve 

vedremo che ques t ' ope ra to re  i sost i tuirh una  operazione che sarh pifi parti- 

co la rmente  ana loga  di quel la  che sost i tuisce nello spazio S~. 

Osserviamo per  ora  ehe nel lo spazio a tre d imens ion i  per  tale prodotto 

ve t tor ia le  inferno si ha :  

rood (a >~ u) ~ rood a.  rood u .  cos % 
2 2 

essendo ~ l ' ango lo  che u fo rma col piano di a. 
2 

Basra pensa re  che ivi esso vale  anche (a~ A a:) A u. 
In  base a eib si dice angolo ~ di un  bivet tore  a con u n  vet tore u, in 

un  S~ qua lunque ,  quel lo def in i to  da 

rood (a ~ u) 
2 

cos ~ ~ rood a.  rood u" 
2 

0sse rv iamo  in f ine  col CAn~.~,  sempre  a proposi to del  prodotto vet tor ia le  

in te rno  di u n  bivet tore  a ~ (a~, a.z) per  un  vet tore  u, c h e s e  i l  vettore w z a ~ u 
2 2 

lo molliplichicemo scalarmente  per  u n  altro veltore v, si ottiene il prodotto 

sealare del bivetlore a per  il bivetlore semplice determinato da,i due veltori u 
2 

e v pres i  i n  quest' ordine, b-~-(u,  v). 
2 

( i )  C f r .  E .  CARTAN, Le~O~8 8U~" [e8 ~$~90tCe8 de R i e m a n n ,  toc .  cir . ,  p a g .  10.  
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I n v e r o  si ha  

w x v = -  (a~ x u)(a~ x v) - -  (a= X u)(a,  x v) : a X b. 
2 2 

Questa  osse rvaz ione  ci sarh u t i l e  pe r  d e t e r m i n a r e  1' e spress ione  ea r t e s i ana  

di w se rvendoc i  d e l l ' e s p r e s s i o n i  ca r t e s i ane  di a e di u, cib ehe f a remo pifi 

avan t i  al n. o 18. 

D i r emo  prodotto vettoricde inlerno di un  b ive t to re  mul t ip lo  per  u n  vet- 

tore  u, il ve t to re  r i su l ta to  d e l l ' a p p l i c a z i o n e  a! ve t to re  u d e l l ' a s s i a l e  mu l t i p l e  

e o r r i s p o n d e n t e  al  b ive t t o r e ;  v i e n e  ad essere  il ve t to re  so mme  dei  p rodo t t i  

ve t to r i a l i  i n t e rn i  pe r  U~ dei b ive t to r i  sempl ie i  secondo eui si d e c o mp o n e  il 

b ive t to re  mul t ip lo .  

Osse rv iamo a n e o r a  col CAn~x~: ehe  mo l t i p l i cando  s c a l a r m e n t e  il r i su l ta to  

per  un  ve t to re  v si o t t i ene  il p rodot to  sea lare  del b ive t to re  mul t ip lo  pe r  il bi- 

ve t to re  sempl iee  b = (u, v). R i c o rd a n d o  un  r i su l t a to  del n. ° 7 si eapisee  a l lora  
2 

ehe  due  b ive t to r i  mu l t ip l i  s a r a n n o  ugua l i  s e e  so l tan to  se~ mol t ip l i ea t i  inter-  

n a m e n t e  per  uno stesso ve t to re  u danno  lo stesso r i su l ta to .  

11. ( n  - -  2 ) - v e t t o r e  s u p p l e m e n t a r e  di  un  b i v e t t o r e  sempl ice  o m u l t i p l o .  - -  

Dato  un  b ive t to re  sempl ice  a, chiamasi ( n -  2)-vettore supplementare di a, 
2 2 

1' (n - -  2 ) -ve t to re  sempl ice ,  che i n d i c h e r e m o  con a, tale c h e l a  g i a c i t u r a  ( n - -  2)- 
re--2 

d im ens iona l e  a eui  6 para l le lo ,  sia totahnente n o rma l e  al la  g i a c i t u r a  2 -d imen-  

s iona le  di a, il che  avv iene  e v i d e n t e m e n t e  q u a n d o  c iascuno  dei ve t to r i  
2 

a3 ... a~ r a p p r e s e n t a n t i  l ' a  s ia o r togona le  a sc iaseuno  dei  ve t to r i  a~, a s rap- 
+~--2 

p r e s e n t a n t i  1' a:  
2 

(a,  X a3)" + ... + (a,  X a~) = + (a~ X a J  + ... + (a.~ X a~) = = 0 ;  

ino l t r e  il vo lume  del  pa r a l l e l ep ipedo  ( n - - 2 ) - d i m e n s i o n a l e  cos t ru i to  sopra  

a 3 ... a~, s ia in  va lo re  asso lu to  u g u a l e  al va lo re  assolu to  del l '  a r ea  del  paral le-  

l o g r a m m a  cos t ru i to  sopra  a , ,  as, cio6: 

m o d a  =-= m o d a  ; 
~- -2  2 

i n f ine  1' n - v e t t o r e  r a p p r e s e n t a t o  dai  ve t to r i  a~a2a 3 ... a,~ abbia  o r i e n t a m e n t o  

ugua le  a que l lo  del l '  n - p l a  f o n d a m e n t a l e  di S+~. 

Se a 6 un  b ive t to re  mul t ip lo ,  si de f in i see  suo ( n - - 2 ) - v e t t o r e  mul t ip lo  
2 
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sapplementare  la somma degli ( n - -2 ) -ve t t o r i  semplici supplementar i  dei bivet- 
tori semplici che costi tuiscono l 'a, la cui definizione ~ manifesta.  

La definizione di plurivettori  supplementar i  si pub trat tare in modo 

analogo anche in generale (cfr. CA~a~AN, Lefons sur  les Espaces de Riemann,  

loc. cit., pag. 16); noi ci l imiteremo al caso accennato. Soltanto osserviamo 

the  il bivettore supplementare  del (n - -  2)-vettore a g, reciprocamente,  il 

bivettore a e cib dipende dal fatto ehe la disposizione degli indici 3.. .  n, 1, 2 
2 

di classe pari. 

lg.  P rodo t to  vet tor ia le  esterno di un ( n - - 2 ) - v e t t o r e  per un vettore.  - -  
Chiameremo prodotto vettoriale esterno delF (n - -  2)-vettore semplice a per  il 

vettore u, il vettore E(a~ a 4...a+~ u) la cui definizione ~ stata r ichiamata 

al n. 1~ ore  a~ ... a~ sono n - - 2  vettori atti a rappresentarci  l' a. Indicheremo 
n--2  

quest '  operazione scrivendo 

a A u = E(a~ a~ ... a~ u). 
n--2  

Come si vede r isul ta  un vettore di grandezza mod a-mod u . c o s %  es- 
n- -2  

sendo ~ I' angolo ehe u forma col bivettore a supplementare  di a, di direzione 
2 ~--2  

ortogonale alia giaci tura {n - -1 ) -d imens iona le  determinata  da a 3...a,~ u, e 

verso tale che 1' n -ve t tore  determinato da a s... a~u E(a 3... u) abbia  il verso 

positivo fissato a priori per  le n -p le  di vettori in S~. 

Si ha subito il teorema:  

(1) a S < u =  a A u ,  
2 n- -2  

cio~ il prodotto veltoriale inlerno di un  biveltore semplice per u n  vellore 

uguale al prodotto vettoriale esterno per  lo stesso veltore dell' ( n -  2)-vetlore 

supplemenlare del biveltore. 
Infatti ,  per  le cose dette, i due vettori  r isuttati  hanno manifes tamente  

ugual  modulo, ugual  direzione ed ugual  verso. Circa ques t 'u l t imo ci si con- 

vince subito pensando che nell '  espressione di E(a 3 ... a~ u) si pub sostituire u 

con la componente u~ Considerata in precedenza. 
L a  p~'oprieth distributiva del prodo#o vetloriale eslerno rispelto a somme 

di (n - -  2)-veltori o a somme di vettori ~ conseguenza della validith della stessa 

propriet~ per il prodotto vettoriale interno, del teorema espresso da (1 )e  

della definizione di supplementarit/~ data, per  i bivettori.  
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iNello spazio a tre dimensioni il supplementare del bivettore a : (a~, a, 2) 

~ il vettore dato da a = a~ A a.2. 

Quindi si ha, sempre in $3, 

a A u : a A u = (a, A a2) A u - -  (a, X u)a.~ - -  (a~ X u)a~.  
2 

Tornando allo spazio S+~, nel caso particolare che a s i a  unitario, anche 
2 

l ' ( n -  2)-vettore supplementare a ~ uni tar io;  indicandoli  con i e i rispettiva- 
n--~2 2 n--2 

mente, abbiamo 
i > ~ u  : i  A u;  
2 +~--2 

se u ~ nel piano di "i ciascuno dei due membri rapprcsenta il vettore u 
2 

girato di 90 ° nel verso di i. h'e consegue c h e l a  naturale  estensione dell'ope- 

ratore i usato in Ss (~)e gih accennata al n. 10 ~ quella di rappresentarci  qui 

l 'operazione i /\  da applicarsi ai vettori della giaci tura 2-dimensionale per- 

pendicolare ad i. 

Per  note proprieth del l 'operatore  E essendo 

si ha 
E(a ,  a~ ... a,~_~ u) = ( - -  1)'~E(u a,  ... a~_~) 

a A u - -=  ( - -  1 ) ' a  A a. 
n--2 n--1 

Inol t re :  la condi~ione necessaria e sufficiente affinch~ il veltore u appar- 
tenga alla giacitura di a ~ espressa da 

n~-2 

a A u-----0;  
n--2 

essa coincide con la condizione di ortogonalith di a con u espressa come 
2 

sappiamo da a x u =- 0. 
.9 

Per  un {n- -2) -ve t to re  multiplo, somma di (n - -2 ) -ve t to r i  semplici, si 
definirk il prodotto vettoriale esterno per un vettore u come la somma dei 

prodotti  vettoriali  esterni per u dei in - -  2)-vettori semplici sccondo cui quello 
si dec0mpone. 

Cib ~ conseguenza della validith della proprieth distributiva accennata. 

(t) Cfr .  P .  BUROATTI~ Lez i on i  di  Meccanica razionale~ Z a n i c h e l l i ,  Bo logna~  I n t r o d u z i o n e .  
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13. P r o d o t t o  ve t to r i a l e  di due ve t to r i  in 8+~. - -  Dat i  due vet tor i  a~, as, 

ch i ameremo prodotto vettori~le di essi I' ( n -  2)-vet tore sempliee  supplemen-  

tare  del  b ivet tore  a rappresen tab i le  con i due vettori .  
2 

Lo ind icheremo usando  ancora  il segno A :  

a~  A a ~  : a .  
n - -2  

1~ello spazio S~ coincide con F ord inar io  prodot to  vet tor iale .  

Le  sue propr ie t~  sono iden t iche  a quel le  che esso ha  nelto spazio S~. 

In  par t ico la re  ~ man i f e s t amen t e  a~ /~ a e - - - - a ~  A a~ e d imos t r i amo la pro. 

priet~ distributiva rispetto alla somma. Osserviamo che essendo 

2AH(a~, a2) q- 2AH(a~, a~) ---- 2AH(a~, a,~ + a3), 

per  i bivet tor i  semplici  cor r i spondent i  abbiamo la re lazione 

(a~, a~) + (~,,  a~) = (a~, a~ + a~) 

e qu ind i  la s tessa relazione passerh  f ra  i r i spet t iv i  (n - -  2)-vet tori  supple- 

mentar i .  Ne consegue che 

a, A a~ + a~ A a~ = a~ A (a~ + a~. 

Condizione di parallelismo dei due vettori a~ e a. 2 ~ : a~ A a2 = O. 

14. P r o d o t t o  mis to .  - -  Sia  v un  vet tore  non para l le lo  a l la  g iac i tu ra  

( n -  1)-dimensionale  d e t e r m i n a t a  dai vet tor i  a~ ... a~_~ u de! n. 12, ossia:  

E(a i ... a~_, z u) X v =~ 0. 

Si ha, essendo a 1' ( n -  2)-vettore de te rmina to  da a~ ... a+~_~, 
'v~--2 

a / ~  u X v : E(a~ ... a~_~ u) X v : vol (a~ ... a~_~ u v). 

Si hanno  le propr ie th  

In  par t ico la re  

a A + X u = - - a A u X v =  
~--2 n - -2  

== (-- 1)~-~u A a X v 
+z- 2 

= ( - -  1)'v A a X u .  
n - - 2  

u A a X v  : - - v  A a X u  

u X a  A v = - - v X a  A u. 
n - - 2  n --2 
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Ho dimostrato che anche hello spazio S .  nella espressione a /~  v X n 

possibil6 come in S~, scambiare i due segni /~ e X .  La ,~crittura che si 

ottiene con lo scambio ha un facile significato trat tandosi  di prodotto scalare 

di due ( n - - 2 ) - v e t t o r i  semplici. La dimostrazione sarh accennata  pifi avanti  
al n. 21. 

Ora limitiamoci a far notate  che il prodotto scalare di due p -ve t to r i  

a -~- (a~ ... ap), b ~ (b~ ... b~,), si ottiene estm~dendo l' espressione che d'~ il pro- 
p P 

dotto scalare di due bivettori  e cio~: 

a, ) < b ,  a, X b ~ . . . a l X b  p l 
a > ~ b :  a ~ X b ~  a ~ X b ~ , . . . a ~ X b ~  

J P P . . . . . . . . . . . . . . . .  

(cfr. CAR~AZ% lOC. cit., pag. 13). 

Si noti che (a A u) A v rappresenta  un 0~- -2 ) -ve t to re  parallelo atla gia- 
nt2 

ci tura ( n - - 1 ) - d i m e n s i o n a l e  determinata  da a e da u, mentre (a/~ u)/~ b rap- 
n--2 n--2 n- -2  

presenta un vettore parallelo alla stessa giacitura. 

S e a  6 un (n -= 2)-vettore multiplo, basta  pensare che esso ~ la somma, in 
n- -2  

infiniti  modi, di ( n -  2)-vettori semplici che sono i supplementar i  dei bivettori  
semplici di cui si compone il bivettore multiplo supplementare  di a. 

~t--2 

L'omograf ia  a /\ r isulta la somma delle assiali semplici corrispondenti  

agli ( n -  2)-vettori semplici componenti ,  quindi risulta un'a,ssiale; chiamo a 
n - - 2  

l' ( n -  2)-vetlore di questa assiale. 

Essendo K il solito operatore che app]icato ad un 'omograf ia  dh la co- 

niugata, verif ichiamo che, essendo a multiplo o semplice, si ha appunto  
n- -2  

la ben nota proprieth caratteristica, 

K(a, h ) : - - a  ?\. 
n - - 2  n - - 2  

Invero, presi u e v arbi trar i  abbiamo:  

a A u X v ~ u X K ( a  A)v. 
n- -2  ,~--2 

D' altra par te  
a A u X v = v X a / \ u = - - u X a A v  

n--2 n - -2  n- -2  

= u X ( - - a  A)v 
n- -2  

e dal confronto si ha l 'asserto.  

Annctli d.i Mc~tematica, S e r i e  I V ,  Tomo X I I .  13 
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15. ( n -  2 ) -ve t to re  di  una  omograf ia .  - -  Da qu~mto precede  abbiamo 

ehe se si eonsidera, l ' a s s i a l e  delb~ diade  H ( a ~  a~) si ha  

(1) 2AH(a~, a~) ~- a ~ ~ a A ,  
2 n--2  

essendo a il b ivet tore  semplice  rappresen ta to  dai  vet tor i  a~, a~ che determi-  
2 

nano  la  d iade  e a F ( n - - 2 ) - v e t t o r e  semplice supp lemen ta re  (t). 

Chiamo (n --  2)-vettore della assiale dell~ diade H(a~  a~) ed anehe della 

1 
- -  a .  diade stessa, I' n 2-ve t tore  2 ,~-2 

Pe r  quanto  d icemmo al n. 13, esso pub anche  venire  indicato  con la 

1 
sc r i t tu ra  ~ (a~ /~ a2). 

I n  genera]e,  p resa  un '  omograf ia  q u a l u n q u e  di S~,~: 

a t a, 
la si scriva nel la  fo rma d iad ica :  

~--- H(a / ,  u~) t -  H(a~', u2) + .... -~- H(a , ' ,  u~) 

come si 6 detto al n. 1. 

Calcolando l ' a s s i a l e  di ~ abbiamo 

A~ ~ AH(a~', u~) + ... + AH(a,/ ,  u~) 

e per  la (t) del n. ° p recedente  r i su l ta  

___1 (a, + a~ -I- ... + a,,) A 
- -  2 n,--2 n,--2 ~,--2 

ove i s imboli  hanno  evidente  s ignif icato .  

(~) O r a  ~ i l  m o m e n t o  di  c o m p l e t a r e  l a  d i m o s t r a z i o n e  l a s c i a t a  in  s o s p e s o  a l  n.  3. 

S e  a~ . . . a n _ ,  z s o n o  le d i r e z i o n i  n u l l e  d i s t i n t e  d e l l ' a s s i a l e  % di  r a n g o  n - - 2  i v i  cons i -  

d e r a t a ,  e s s e  d e f i n i s c o n o  u n  ( n - - 2 ) - v e t t o r e  s e m p l i c e  a ;  s e a  ~ i l  b i v e t t o r e  s u p p l e m e n t a r e  
n - - 2  2 

d e t e r m i n a t o  d a i  v e t t o r i  a , ,_~ e a n s i  ha ,  e s s e n d o  b u n  v e t t o r e  q u a l u n q u e  di  S n :  

2AH(an--~, a~)b = a ~ b ~-  a A b z E(a~  ... a+~_, b) 
2 n - 2  

e p o i c h ~  

"fb .......... E(a~  ... a n _  2 b) 
c o m e  a p p u n t o  d i c e v a m o  a] lo ra .  

D u n q u e  l ' a s s i a l e  T i n  p a r o l a  ~ a / ~ .  
n - - 2  
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L' ( n -  2)-vettore (multiple in generale) 

1 a-~- ( a ~ + . . . + a j  
n--2 ~ n--2 n--2 

sar~ detto l' (n---2)-vettore dell' omografia A~ ed anche dell' omografic~ ~ e l' in- 

dicheremo con V~. In generale quindi si tratterh di un (n - 2)-vettore multiple. 
Si  dir?e range di questo (n =-- 2)-vettore it ra~go di Ao: e se A~ ~ semplice 

il sue range sarh n - - 2  e vieeversa.  
Nello spazio ordinario, n ~-3,  l ' ( n -  2)-vettore di una qualunque  omo- 

grafia ~ diventa semplicemente un vettore ed ~ il ben note vettore del l 'assiale 

di ~, ossia il vettore di o: ehe si suole indiea.re appunto con V~. Per  questa  

ragione he eonservato Io stesso simbolo V ehe con maggiore espressivitk si 

potrebbe indieare con V. 

1 
Pe r  la diade si avra Vtl(a~, a . 2 ) ~ o  (a~ /\ a.2) ; anehe in S~ si ha, 

1 
come ~ note, VH(a, b ) =  o~(a A b)(~). 

S e n  ~ dispari il range di A~ ~ ahneno uno e quindi l ' ( n - - 2 ) - v e t t o r e  
di a ~ almeno di range 1. 

Con pit~ esattezza, per  quanto abbiamo visto al n. ° 2 sul range deHe 
assiali e pitl preeisamente  sulle direzioni nulIe delle assiali~ ei6 ehe equivale~ 

possiamo dire ehe negli spazi di indiee pari  gli ( n - - 2 ) - v e t t o r i  sono di 

range nullo o pari fine ad n ....... 2, negli spazi di indiee dispari sono di 
range dispari ehe pub variare da 1 a n - - 2 .  

Potendosi  serivere ~-----D~ + A~, eve D~ 6 la dilatazione di a, abbiamo 
anehe i ' a l t r a  espressione 

~ = D ~ + a  A - - D ~ +  V~ /~, 
n--2 

ehe estende for,malmente e coneeltualmente allo spazio S~ la formula analoga 
dello spazio S~. 

Come conseguenza della linearith dell' operatore A per le omografie in S , ,  

ne r isul ta  la l ineari la dell'operatore Y che applieato ad una  omografia d~ il  

sue i n -  2)-vettore. 

Allora posta l 'omograf ia  ~ sotto la forma:  

essendo i~ ... i~ una n -p la  fondamentale  di S+~, si ha, subito 

2V~ ~ i~ / \  ~i~ + i~ A ~i~ + ... + i~ A ~i~,, 

(~) Cfr. Analisi vettoviate generale, Vol. I, C. BUI~ALI-~OR'rI e R. ~iARCOLONGO~ iO0. (3J_t,~ 
pag. 86. 
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la quale ~ una formula del tutto analoga a quella dello spazio S~; qui perb i 
singoli addendi sono (n - -  2)-vettori semplici~ supplementar i  dei bivettori sem- 
plici rappresentabil i  dalle coppie di vettori i~., ai~. che determinano le diadi. 

In tal mode l' (n - -  2)-vettore di una omografia ~ che in generale b mul- 
tiple, b decomposto nella somma d i n  (n - -  2)-vettori semplici, servendosi di 
una  n -p la  fondamentale.  

§ II. R a l ) p r e s e n t a z i o n i  c a r t e s i a n e .  

16. Consideriamo nello spazio S~ una n -p la  di vettori fondamental i  i~ ... i,~ 
ehe determinerh 1 ~ordinamento positive delle n -p le  di vettori dello spazio. 

Essa, in sostanza, costituisce Fn-ve r so re  i dello spazio S+~ che determina 
T t  

il verso in S+~, in mode analogo a quello per cui si dice che un  Yersore i 
de termina  il verso sulle rette ad esso parallele. 

Con i vettori di (i~ i~,) si possono determinare  n(n--1) biveltori fonda. " "  

mental i  (biversori) combinandoli a due a due, senza ripctizione, e facendo in 
mode che le disposizioni dei due indici siano di classe pari. 

Sia date il bivettore qualunque a rappresentabi le  con la coppia di vet- 

tori (a, b). Si chiamano componenti  (car tes iane)di  a rispetto alla n -p l a  scelta, 
2 

le proiezioni di (a~ b) sui piani dei bivettori fondamental i  accennati .  Sia (i~, i~) 
il primo di questi e diciamo a~, a~, bi, b~ r ispet t ivamente le proiezioni 
di a e b, sugli assi determinat i  dai versori i~, i2; la proiezione di (a~ b) 
sul piano (i~, i.~) sar/~ l ' a r ea  del para l le logramma proiezione su (i~, i~) del 
paral le logramma costruito su a e b portati ad esempio a part ire dall ~ origine; 

essa proiezione come ~ note b data da 

b, b~ 
0 0 

ossia dalla differenza 
aib 2 - -  a~b~. 

Cosi si ha  il valore algebrico della componente cartesiana di a secondo 

il biversore (i~, i~), t he  indicheremo con a,~. 
2 

In  generale  la componente cartesiana a~.~ d i a  sarh~ la proiezione di (a, b) 
2 2 

su (i~, is) ed b data da 
ars -~- arbs --' ttsbr. 
2 
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]~ da notare subito ehe 

2 2 

Le condizioni geometriehe di uguaglianza di due bivettori  mediante 
l 'uguagl ianza  dei moduli, delle giaeiture e dei versi vengono tradotte anali- 

t icamente mediante il sdguente teorema:  

Condizione necessaria e sufficiente affinch~ due bivettori siano ugual i  

che siano ri.spettivamenle ugual i  le n(n- - t ) com~onen t i  rispelto ad u n  riferi- 2 
mento eartesiano qualsiasi  (~). 

Se calcoliamo le componenti  cartesiane a~  del l 'ass ia le  2AH(a,  b) rispetto 
alla see]ta n -p la  fondaments, le, in corrispondenza della qu . l e  

v | b - - E b , i ~ ,  
t 1 

si seorge ehe esse coineidono con le eomponenti  eartesiane d i a  secondo i 

biversori  coordinati  e test~ calcolate. 

Invero si ha 

ar~ = 2AH(a, b)L X i~ --  (a X L)(b :>< L) --(b X L)(a X i~) 

a~bs - -  ctsbr ~ errs. 
2 

In estensione di eib, diremo componenti  cartesiane a~ di un bivettore 

multiplo, le componenti  eartesiane del l 'ass ia le  mult ipla corr ispondente;  esse 
soddisfano pure alia relazione 

0~rs ~ - -  6bsr 
2 2 

e, disposte secondo una matr iee quadrata~ questa  r isut ta  gobba;  i suoi 

eIementi si ot terranno sommando gli elementi  corrispondenti  delle matrici  

gobbe delle componenti  cart, esiane corrispondenti  ai bivettori  sempliei secondo 
eui si decompone il bivettore multiplo. 

Tornando a] bivettore sempliee a-~-(a~ b) osserviamo che per  le posi- 
2 

zioni fatte ~: 

2AH(a,  b) - -  2 A H  az,,.L, E b~i~ = E (a+,b~ - a~b~). 2 A H ( L ,  L), 
i (rs) 

(l) Cfr. E. CAfTAn, Lecons sur lce Gdomdtrie des espaces de Riema+~n, loc. cir, pag. 7. 
In questa dimostrazione si fa uso delle componenti covarianti e contravarianti del bivettore 
che llel caso nostro coincidono essendo gli assi ortogona]i. 
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o r e  la s o m m a t o r i a  ¢~ es tesa  a tu t t e  le combinaz ion i  degli  indie i  1, 2,... n a 

due  a due.  

Poich~ a lFas s i a l e  sotto il segno di so mma t o r i a  co r r i sponde  la compo- 

n e n t e  del b ive t to re  (a~ b) secondo il p iano  (i~, i~), ossia secondo il b ive r so re  

(ir~ i~)~ pe r  la p r e c e d e n t e  r e l az ione  si ha  che il b ive t to re  a - - - ( a ,  b) pub con- 
2 

s ide ra r s i  come la  somma del le  sue c o m p o n e n t i  secondo i b ive t tor i  f o n d a me n t a l i  

coord ina t i  e si pub sc r ive re  pe rc ib  

2 (rs) 2 (rs) 2 2 

ind ieando  con i~.~ il b ive r so re  d e t e r m i n a t o  dai due  ve t to r i  i,.~ i~. 
2 

L a  (1) si d i r ~  a n a l o g a m e n t e  a q u a n t o  avv iene  pe r  i vet tor i ,  r a p p r e s e n t a -  

z ione  c a r t e s i a n a  del  b ivet tore  s emp l i ce  a. 

P e r  un  b ive t to re  multiplo~ se ne potr'~ o t t ene re  la r a p p r e s e n t a z i o n e  car- 

t e s iana  in fo rma  ana loga  cons ide rando lo  decompos to  ne l la  somma di b ive t to r i  

semplic i .  

Si  pub no ta re  che  le comp o n e n t i  c a r t e s i ane  a ~  secondo gli  n (n- -1)  p ian i  
2 2 

coord ina t i  del  b ive t to re  a e ca lco la te  sopra,  sono date  da  
2 

Ors ~ a ~< i,rs 
2 2 2 

essendo i,rs il b ive r so re  co r r i sp o n d e n t e  al p iano  di i~ e i~. 
2 

Si pub qu ind i  anehe  scr iver% a n a l o g a m e n t e  a ctuanto avv iene  pe r  i vet tor i ,  

- a - ~  E a >4 L. , . i~,  
2 {~-s) 2 2 2 

la s o m m a t o r i a  essendo es tesa  agli  ,~t(n--1) b ive r so r i  fondamenta l i .  
2 

Ques ta  si d i rh  p u r e  come per  i ve t to r i  espress ione  c a r t e s i a n a  del  bivet tore a. .9 

Se rvendos i  de l la  (1) del  n. 7 si pub ve r i f i e a r e  che  pres i  qua t t ro  ind ic i  

h~ k, l, m, p e r c o r r e n t i  la p e r m u t a z i o n e  1, 2~... n, f r a  le c o m p o n e n t i  car- 

t es iane  di un  b ive t to re  sempl ice  aven t i  q u e g l ' i n d i e i  passa  F identi tY: 

a n ~ . a l , ,  -t- ah~ 'amk  "~- anm.a~ t  ~ 0 ('). 
2 2 2 2 2 2 

P e r  n == 3 ques t a  ~ s empre  v e r i f i c a t a ;  non  ha  h o g o  pe r  i b ive t to r i  mul t ip l i .  

(') Cfr. E, CARTA~ IOC. cir. pag. ii. 
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17. Veniamo ora a stabilire Ie espressioni  cartesiane degli altri enti ed 

operazioni studiate nel § I. 

Incominciamo col prodotto scalare di due bivettori  semplici o multipli. 

Avendosi per questl  le espressioni  cartesiane 

a = E a ~ i ~ ,  b ~--- E b~i,.~, 
2 (rs) 2 2 (rs) 2 

dalle proprieth studiate discende immediatamente  che ~: 

a X b ---- ~ a~b+.~, 
2 2 (rs) 2 2 

con la quale si ha F e~Tress ione c a r t e s i a n a  del  p r o d o l l o  sca lare  d i  d u e  hi. 

ve t tor i  (semplici o multipli). 

Come si nota, essa ~ del tutto analoga a quella dei vettori. 

18. Determiniamo ora l ' espress ione cartesiana 
interno 

W ~ a > < U .  
2 

Posto w = E w+i+ si ha 
'F 

~Vr = W X ir 

del prodotto vettoriale 

e per  l 'osservazione fatta alla fine del n. 10, si ha che questa  componente w+. 

b anehe uguale  al prodotto scalare di a per  il bivet tore b = (u, i~). 
2 2 

Le componenti  eartesiane del bivettore b sono evidentemente in parte nulle 

r idncendosi  ad n - - 1  quelle diverse da zero; preeisamente  queste  sono: 

b ~ = u ~  s = l ,  2 , . . . ,  n e con s ~ r .  
2 

Allora si ha subito:  

w+. = a X b = E a,~u~ ; 
2 2 s = l  2 

quindi l ' espress ione eartesiana di w ~: 

w - = E  E ~,,.u~ t,.. 
r : : l  \ s = l  

Espressione analoga vale nel easo ehe a s i a  un bivettore multiplo. 
2 

19. Come abbiamo fatto per i bivettori, si possono ottenere le compo- 
nenti  car tesiane dei plurivettori ,  calcolando con opportune estensioni le pro- 
iezioni eli questi  plurivet tori  sugti s p a z i  c o o r d i n a t i  f o n d a m e n l a l i  determinati  
dai vettori  i, ... i,~, opportunamente  raggruppati .  
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P e r  un p - v e t t o r e  semplice  con p ~ n,  le component i  car tes iane  di- 

s t inte  sono ( ; ) e  sono date  dai minor i  di ordine p es t ra t t i  dal la  ma t r i ce  a l p  

l inee ed n colonne fo rma ta  con ie component i  car tes iane  dei p vet tor i  che 

servono a de t e rmina re  il p -ve t to re .  

A noi in te ressa  accennare  in par t ico lare  al la  r a p p r e s e n t a z i o n e  e a r t e s i a n a  

dell '  ( n -  2)-ve t tore  a, supp lemen ta re  del bivet tore a avente  per  espress ione 
n--2  2 

car tes iana  
a-~- E asts.2isis2 , 
2 (s,s~)2 2 

ore  (s~s2) sono le combiuazioni  degli  indici  1, 2~... n a due a due. 

Si r iesce fac i lmente  a vedere  che in cor r i spondenza  si ha  

a ~ E as~s2i+hr2 ... r~-2 
n--2 (s~s2)(rd.2...r~_2) 'z n--2 

ore  (s~s~) ha  il s ignif icato  detto sopra, (r~ ... r~_~) sono le combinazioni  degli  

indici  1, 2,... ~ ad ~ t -  2 ad n - - 2 ;  s , s  2 r~ ... r~_.~, ins ieme,  sono permutaz ion i  

di classe par i  degli  indic i  medes imi  1, 2~... n e inf ine  gli ir~...r~_~ sono 
n- -2  

gli +~(n--1) ( r t - - 2 ) - v e t t o r i  fondamenta l i .  
2 

20. P r e n d i a m o  ora F espress ione del prodot to  ve t tor ia le  es terno a / ~  u 
n--2  

s tudia to  al n. 12. 
Come ~ noto, le component i  car tes iane  del vet tore E(a 3... a~ u) sono i 

minor i  di ordine  n - - 1  che si r i eavano  da l la  mat r i ce  di n - - i  l inee ed n 

colonne fo rma ta  con ]e component i  car tes iane  dei vet tor i  a 3 ... a~ u ;  le 

stesse eomponent i  va r r anno  qu ind i  anche  per  a ?x u, nel  caso di a semplice.  
n-=2 ~- -2  

Oppure, se sono da te  le component i  car tes iane  di a invece di quel le  dei vet- 

tori  che lo cost i tuiscono,  nel  qua l  caso le considerazioni  valgono anche  se esso 

mult iplo,  ~ faci le  convincers i  che delle c o m p o n e n t i  sono u g u a l i  a n c h e  a que l le  del  

bivel lore s u p p l e m e n t a r e  a; a l lora  r icordando che ~ (n. 12) 
2 

a A u = a ~ u ,  
n--2  2 

si ot t iene F espress ione ca r t e s i ana  di a A u app)ieando la fo rmula  che dh 
n--2  

l ' e sp res s ione  ca r tes iana  di a ~ u  (n. 18). 
2 

21. I1 prodot to  misto  a / ~  u >4 v nel  caso d i a  semplice  essendo ugua le  
n- -2  n- -2  

a E(a 3... a+~ u ) X  v, per  cose note, avrh come espress ione ca r tes iana  il deter- 

m i nan t e  di ordine  n fo rmato  con le component i  car tes iane  di a 3, a 4 ... a~+~ u~ v. 
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essendo bs~s~ 
2 

e ar~...r,,_~ quelle di a c h e  sono 
n--2 n--2 

del bivettore supplementare a. 

Osserviamo che a X u A  v 
n--2 

Cib vale s e a  6 determinato dagli n - - 2  vettori a 3 ... at,; se invece 6 dato 
n--2 

senz'altro mediante le sue eomponenti eartesiane, nel qual caso le conside- 

razioni valgono anche se esso 5 mulfiplo, si ha 

n--2  2 s~=l s~=l  2 

(s~s~) 2 ~ (s~s~)(r~ ... %_~) ~-~ 

le componenti  cartesiane del bivettore semplice b = (u, v) 
2 

numericamente  uguali  alle eomponenti as~s2 
2 

viene ad essere il prodotto scalare di due 

(n -- 2)-vettori dei quali il seeondo 6 sempliee; ma esso 6 anehe uguale al 

prodotto scalare dei bivettori supplementari;  poiehb t 'espressione cartesiana 

di questo ~ ancora E as~s~bs~s~. 
(s~s,A 2 2 

h~e segue che 
a A u X  v = a X u  A v, 

n --2 n-- 2 

ciod i due  segn i  /~ e X q ~ a n d o  s i  seguono  s i  .possono scambiare .  

22. Prendiamo il prodotto vettoriale 

V - - - ~ a i  A a.~. 
n - 2  

Se diciamo a,r~ le eomponenti eartesiane del bivettore a = ( a ~ ,  a~), per 
2 2 

qua.nto b stato detto in preeedenza si ha 

v = a~ /~ a 2 = E as~s.2ir~...%_~ 

ore i simboli hanno il signifieato gi& detto sopra,. 

23. Veniamo infine alla espress ione c a r t e s i a n a  dell '  (11 - 2)-vet tore  d i  u n a  

omogra  fia ¢t. 

Essendo (n. 15) 

2Y~ = (i, A o : i j  + ( i ,  A ~i~) + ... + (i,~ A o:i~,), 
posto 

~i~ = ~ i ~  -~ ... -4- ~ i ~  

~ i .  2 --- a ~ i ~  --t- ... + a ~ i , .  
. , . . , . . . . . . . .  . . 

~ i ~  : a ,~ i~  -t- ... -4- a _ i ~ ,  

Annal i  di M'ate~nc~tica, Ser i e  l 'V, Tomo X I I .  14 
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si ottiene subito, per  le eose de~te 

2 Vg  = E (asts~ - -  Cts.zs~)(is~ A is.2) = E tasks2 - -  as~zs~)ir, ... r , - ~ ,  
( ~ )  (s ~s~) (r ~ ... %-.2) '~-'~ 

ove i simboli hanno il significato noto. 

Pe r  n---~ 3 si ottiene la formula ben nota 

ore i, j, k sono i vettori  fondamentali .  

In  altri lavori  che saranno pubblicat i  nei <( Rendieonfi  della Reale Acc. 
dei Lincei  >> svilupperb l 'Analisi plurivettoriale,  estendendo e studiando in 
part ieolare gli operatori  div ,  rot ,  R o t  dello spazio ordinario (~). 

Qui mi limito a fare applicazioni cinematiche del calcolo plurivettoriale 

svolto. 

§ III. C i n e m a t i c a  d e i  s i s t e m i  r i g i d i  i n  u n o  s p a z i o  8 . .  

24. Moto di un corpo rigido con un punto fisso. - -  Sia 0 il punto fisso, 
J f  ed _~T due punt i  qualsiasi  de1 corpo, na tura lmente  ad n dimensioni;  per  
la rigidith dovremo avere durante  il movimento 

( N - -  M )  ~ ---- c o s t .  

e quindi, derivando rispetto al tempo: 

(2) ( ~  d ~ X  ( N - - M )  = 0;  

questa  esprime una ben nota propriet~ delle velocit~ dei punti  di un corpo 

rigido in movimento. 
Se consideriamo N vicinissimo ad M e dieialno v la velociti~ di M, la 

precedente si pub scrivere volendo: 

(1') d v  X d M  = O. 

0sserviamo c h e l a  corrispondenza fra i vettori  M 0 nel corpo e le 
dM 

velocit~ dei punt i  M, ~ - ,  ~ l ineare giacch~ se ~: 

~s~ - o = ( ~  - o)  + ( ~  - o )  

(i) Cfr. )~[. MA~ARIXI, Rotazionale di un  vettore negli sp~zi  Sn, (, Rend. R. Acc. dei 
I~ineei ,>, 1 ° sere, 1933-XI, pag, 706-712. 
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si ha 
a ~  aM~ dM.~ 
a t  - -  a t  -t--d---t- 

dMt dM~ 
e se 6 M _ . -  0 = m ( M ~ -  0), con m numero reale, si ha c-Tff-~--m a--7-" 

Ques~a corrispondenza d percib un' omografia vettoriale e indicandola con ~, 

possiamo scrivere 
d M  

(2) v = - ~  = ~ ( 2 ~  - -  o ) ;  

si ha subito 

~*~¥ d ~  ~(~V-  O) - -  ~ ( M -  O) = a (~V-  23~) (3) at " a-Y ~ -  

che, per _N vicinissimo a M, diviene 

(3') dv - -  o:dM. 

Per  le (1) e (3) r isul ta  per  ogni eoppia di punti  231 ed 2V eollegafi col eorpo 

~(iV-- M) X (N - -  23~) = 0, 

il che assicura che ~ ~un '  omografia assiale, essendo M ed N arbitrari  nel corpo. 

L' omografia ~ b la eosidetta omografia di rotazione (~); essendo un'  assiale, 

indieando con ta) il suo ( n -  2)-vettore che in generale sarh muttiiolo ~ pos- 
n--2 

siamo serivere (n. 15) 
(4) a --~ O) A 

e la (2) pub mettersi  sotto la forma 

(5) dM 
- -  = a )  A ( ~ -  o i  = ( - -  1 )~-~(o  - -  M )  A a) ,  
dt  n--2 n--2 

(err. n. 14) la quale b del tutto ana,loga a quel la  dello spazio S~ dove 

l ' (n - 2 ) - v e t t o r e  t.O diventa il vettore O) the  definisee la velociti~ angolare. 
n--2 

Nello spazio S~ si pub dire che il corpo avenle il punto fisso 0 d animato in 

(~) P e r  u n ' a l t r a  man ie ra  di in t rodur re  l ' omogra f i a  di rotazione err.:  A¢*alisi vettoriale 
Generale, ]oc. cir., ¥o l .  I I ,  Pa r t e  I I  (BOGGIO), ]3fig. 149; BURALI.~ORTI e BOGGIO, .ESp•Ce8 
Courbes ecc. (loc. cir.), pag. 2~4, o r e  1' assiale ~ ~ messa  in re lazione con i (~ coefficienti di 
Rotazione ~ che il  R Icc I  considerb nel  suo Calcolo differenziale assoluto (cfr. in proposito 
T. LEvI-CIvITA, Lezioni  di Catcolo differenziale assoluto, Alber to  Stock; Roma~ i925, pag. 284 
e Anal i s i  Vett. Gen,  Ioc. c i r ,  Vo]. I I ,  BoGGIo, pag. 265); E. C~x~'~x, lee. cit., pag. 19; 
C. 2~_GOSTINELLI ill ]OC. cir. pifl avant i .  Esis tono su tall  a rgoment i  ant ichi  l avor i  del  DE 
FRANCESCm, pubbl icat i  nei ~ Rend .  del la  R. Acc. deIIe Scienze di ~ a p o l i  )~, trattati~ s ' in-  
tende, con il  ca]colo cartesiano. Cfr. ancora:  GEORGES TIERCHY~ S~t.q" les dldme~ts immobiles 
dans  une rotat ion da~,s l:Espace ~, n dimensions, ~.~ L ' E n s e i g n e m e n t  Mathdma~ique % 1926, 
X X V  annde, nn. 1-2.3, pag. 11-~1. 
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ogni  i s tante  da  u n a  ~ rotazione ~ i s tan lanea  rappresen ta ta  dall '  {u - -  2)-vettore- 

applicato [0, (-- 1) ~+-I- 0)].  

La rotazione si dice semplice quando F (~t--2)-vettore O) ~ s e m p l i c e  e 
n---2 

rappresentabile quindi da una i n - - 2 ) - p l a  di vettori;  in tal caso i pun~i ehe 

sono hello spazio S ~ _  2 condotto per 0 e parallelo ad esso, hanno velociti~ 

nul la ;  ed allora si dice c h e l a  ~< velocit~ angolare >> ~ uguale al modulo di 

quet (n - -2 ) -ve t to re  tO e c h e l a  rotazione is tantanea si compie in lorno a 

quell '  S~_~ . 

Per ~ ~ 3, questo S~_~ esiste sempre ed ~ una ret ta:  l 'asse  i s lantaneo  

di rotazione. 

Potendosi in generale considerare (n. 15) O) come somma d i n  ( n - - 2 ) -  
n - - 2  

vettori semplici mediante ta relazione 

1 . 
n - 2  

ore i~ ... i~ ~ una n-p la  fondamentale,  abbiamo che, in generale la ~ rotazione >> 

del corpo con ua  punto fisso 0 pub in  ogni is tante considerarsi  sempre come 

la somnwt d i n  rolazioni  semplici  in torno agli  n spazi  ad  n -  2 d imens ion i  

eondotti  per  0 e de terminat i  dagl i  (n - -  2)-vettori se~,~j)liei i~ A ~i+. ( r  ~-- 1~ ... n) .  

Oppure, riferendosi al l 'espressione eartesiana di 0), la rotazione pub 
n - - 2  

() (n) ooor ~ rotazioni sempliei intorno agli 2 sempre pensarsi somma di 2 

dinati  determinati  dal r iferimento (0, i~ ... i,~). 

Se l ' indice  n dello spazio ~ dispari, l ' ( n -  2)-vettore multiplo O) ~ al- 

meno di tango 1~ ossia l 'assiale  tO A ~ degenere almen<, di prima specie; 

quindi esiste a lmeno u n  vettore u tale ehe s ia  

tO A u ~ O ;  

tutti  i punti  del l 'asse per 0 e parallelo ad u hanno velocit~ nulla. 

Se O)/k non b degenere di specie superiore, esso ~ 1' asse i s tantaneo cti 

rotazione per il  corpo; ma quest 'asse non 6 sufficiente come in S~ a determi- 

hare il moto, cio6 a calcolare ad es. le direzioni delle velocith dei punti  

del corpo. 
S e n  d p a r i e  se O) ~ di  rango zero~ non esistono p u n t i  di  veloeitd~ nu l la  

~t - - 2  

a l l ' i n f u o r i  di O. 

Questo si verifica ad es. nello spazio S 2. 
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P e r  qua.nto abb iamo visto al n. ° 2 poss iamo dire  chese  n ~ d ispar i  o p a r i  

1' a ssiale O)/~, potrh, ave re  r i s p e t t i v a m e n t e  1, 3 .... n - -  2 o p p u r e  O, 2, ... n - -  2 di- 
~t--2 

rez ioni  nu l le  dis t inte ,  cib ehe in co r r i spondenza  p o r t a l '  es is tenza  di uno spazio 

di d imens ion i  d i spar i  1, 3~... n - - 2  o di d imens ion i  par i  0, 2 .... ,~ - - 2  t i ra to  

da 0 i cui  punt i  sta, nno fe rmi  e qu ind i  in to rno  a~i qual i  r u o t e rh  il corpo. 

P e r  un  caso p a r t i e o l a r e  t r~t ta to  e a r t e s i a n a m e n t e  si pub c o n f ro n t a r e  ta 

~ o t a  del TIE~CY gih~ ci tata .  

Osserv iamo che  per  quan to  v e d e m m o  al n. 12 si pub far  uso del  bivet- 

to re  O) s u p p l e m e n t a r e  di O) e p o r r e :  
2 n - -2  

2 

adopera:ado cio~ 1 ~operazione di p rodot to  ve t to r i a le  inferno.  

Quindi  si pub anehe  sc r ive re  

dM 

2 

in modo che  la ro taz ione  i s t a n t a n e a  pub essere  rappresenta ta  anche dal  bi. 

vettore 0), in gene ra l e  mul t ip lo ,  e se si vuoIe dal la  somma dei bivettori se.m- 

p l i c i  corr ispondent i  alle ass ial i  2AH(i~, ~ir). 

25, F o r m u l e  di Poisson.  Moto di un  corpo  l ibero .  Veloci t~  di t r a sc ina -  

men to .  - -  Se i~ ... i~ cos t i tu i scono u n a  n - p l a  f o n d a m e n t a l e  co l lega ta  con u n  

corpo mobile~ da l la  f o r m u l a  (5) si ha  in pa r t i co la re ,  p o n e n d o  ~ I + . -  0 = i~, 

dig. __  O) A i t ,  ( r =  1, 2, ... n)~ 

ove O) def in i sce  lo s tato e ine t ico  di ro~azione di u n  eorpo f i t t izio ehe  si m u o v e  
n- -2  

i n to rno  ad un  pun to  fisso m a n t e n e n d o s i  e o s t a n t e m e n t e  pa ra l l e lo  al eorpo  dato.  

Se poi u ~ un  ve t to re  eos tan te  nel  eorpo  si ha, s empre  per  la (5), po- 

nendov i  M - -  0 = u : 

(7b d u = O~ A u.  
dt ..-2 

Qualo ra  i nveee  il ve t to re  n sia va r i ab i l e  anche  nel  eorpo eio~ va r i ab i l e  

r i spe t to  a l F o s s e r v a t o r e  fisso 0 e a, l t ; o s se rva to re  (0~) eol legato  al eorpo  mobi le  
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si ha, ragionando come in S 3 ('), 

d , ,  _ 

(8) 7 [  - \ d t  / ,  + +~0) A n, 

ore \-~-]~ la derivata di u calcolata dalFosservatore mobile col corpo. 

Si ricavano allora subito le due formule fondamentali  per la cinematica 

in S,~, analoghe a quelle di S 3 . 

Per  la velocit~ di un punto M appartenente ad un corpo Iibero che si 

muove (velocit~ di trascinamento) essendo O~ un punto collegato con questo, si ha 

dM dOt 
(9) ~t - -  ~t + t O / \  ( ~ i -  o , )  

n--2 

e per la velocith del punto M, mobile rispetto ai due osservatori (0) ed (0,) 

in moto fra loro, si ha:  

~ \~L[~I +t d°'-~- (10) -~ -t- to A (M --  0,) t 
! 

che esprime il teorema della composizione della velocitS. 
Per indagare sulla generalizzazione delle formule r iguardant i  l 'accele- 

razione, bisogna introdurre regole per la derivazione dei plurivettori, cib che si 

pub far% sempre pensando a l l ' in t imo legame di questi con le omografie assiali. 

Osserviamo c h e l a  (9) esprime un teorema il cui enunciato ~ del tutto 

analogo a quello ehe si suol dare nello spazio ordinario (2): basta sostituirvi 

il vettore velocith angolare to di S 3 con l ' ( n - - 2 ) - v e t t o r e  tO. E sempre in 
n--2 

relazione alla formula (9) osserviamo che F assiale tO /~ pub essere degenere 
n--2 

o no [quest ~ultimo caso potr'~ aw+enire soltanto s e n  ~ par i )e  se ~ degenere, 

a seconda del stto tango, esisteri~ un S~ (retta)~ oppure un S~ (piano) eec., 

fino alla possibilit~ d 'es is tenza di un 6~_,~ tale ehe tutti  i punti  contenuti  

in esso e collegati coI eorpo hanno soltanto velocit~ di traslazione. 

Possiamo poi anehe aff.ermare, in base a quanto dicemmo nel n. ° prece- 

dente, che a seconda della parith o disparith dell' indice n detIo spazio S~, 
detti spazi di punti  con sola veloeit~ di traslazione sono rispett ivamente di 

dimensioni pari o dispari. 
Se questa velocit~ poi r isul ta  parallela a questi stessi spazi si tratta 

allora dell' estensione delF asse istantaneo elicoidale considerato in S 3. 

(l)  Cfr .  P .  BURGATTI, Lez i on i  d i  ~Iecc. razio¢~ale, Zanichelli, Bologna, Cap. I I I .  
C 2} P. BUI~GATTI, Lez i on i  d i  Meccanica razionate~ loc. ci% Cap. I I I ,  n. ° 2. 
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Se 0) 6 di range , n - - 2 ,  ossia 6 un (n - -2 ) -ve t tore  sempliee, si avrh 
n - 2  

uno state cinetico elicoidale in~orno all' S,~_~ parallelo ad O} oondotto per  
n- -2  

un punto 0~ del luogo dei punti  del eorpo che in quel l ' i s tante  hanno soltanto 
veloeit~ di traslazione. 

Se O} A non ~ un'assiale degenere ossia ~ di range zero, il ehe pub av- 
n - -2  

venire soltanto s e n  ~ pari, esiste allora un punto C ed uno solo che ha 

velocitg nulla. Invero, in taI ease {n. 3) anche l 'ass ia le  {OJ A} -~ non ~ de- 

genere e, se diciamo C questo punto c[i velocith nulla, esso ~ date da 

0 dO~ 
= a t  

(11) 

da cui si r icava 

(11't dO~ 
c -  o ,  = - io )   aT" 

n--2 

Sottraendo la (11) dalla (9) abbiamo 

d M  

la quale esprime che lo state ci~,etico del corpo ~ unce rolazione interne a C 

definita da un {n 2)-veltore multiple O) il quale pub sem:pre pensarsi somma 
n--2 

di n ( n -  2)-vettori semplici; quindi della rofazione risulta in ogni islante 

la somma di n rotazioni sempliei inlorno ad n S,~_. 2 passant i  per C ('). 

(t) I n  una  Niemoria apparsa  in due pun ta te  negl i  ~< At  ti del la  R. Ace. del le  Seienze 
di Torino ,,, VoL L X ¥ I I ,  1932, aven te  per  t i tolo:  Sul  mowimento dei sistemi rigidi  in uno 
spazio d i n  dimensio~i,  il deft. CATALDO AGOSTI~ELLI tratta~ in man ie ra  d iversa ,  lo stesso 
a rgomento  di Cinemat iea  insp i randos i  a fondamen t i  post i  dal  BoGGle. Egl i  a f fe rma  che 
l ' o m o g r a f i a  di rotazione,  che in sostanza g la nos t ra  assiale ~.----¢o/~, g per  n par i  sem.pre 

propria  e da ei6 ne t rae  ]a sempre esistenza in un  Sn p a r i  de] cent re  i s tantaneo di rota- 
zione C, cons idera te  anehe da noi. 

Ora eib non  g vero  poichg quell '  onmgraf ia  pub essere anche degenere come Io most rano 
easi par t ieo lar i  di  mov imen to  e la possibi l i th di po te rne  cos t ru i re  a rb i t r a r i amen te  di  t a l l  

L ' a f f e r m a z i o n e  inesa t t a  dell'AGOSTINELLI d ipende  da u n ' a t t r a  e r ra ta  a f fe rmaz ione  
dello stesso Antore .  I n v e r o  Eg l i  a f f e rma  ehe pe r  n n a  ass ia le  <, sara l 'f~. {invariante on- 
nesimo) d i f f e r en te  od ugua le  allo zero a seconda  che l ' S n  in cui si muove  il s is tema ~ di  
un n umero  p a r i o  d i spar i  di d imens ion i  ,,. I n v e e e  se ~ {~ d ispar i  ci6 ~ senz '  al~ro vero,  ma 
se n ~ pari ,  1' In  dell '  assiale pub essere  nul]o e qu ind i  t' ass iale  eons idera ta  dall'AGosTINELLI 
pub essere  al~che degenere .  

~ e  consegue  che anehe le a l t re  deduz ion i  t ra t ta te  dall'AGOS'rI~ELLI nel  case d i n  pari,  
e fatte eonsegui re  dal  fatto di essere  l ' a s s ia le  cons idera ta  sempre propr ia  non  sono ve re  
che a l lorquando sl faccia espl iei ta  ipotesi  che que]Fass ia le  sia e f fe t t ivamente  propria .  
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26. Casi part ieolar i  di movimento in un S~. - -  In S 4 la formula fonda- 

mentale (9) che dh la veloeit~ di trascinamento diviene 

dM dOt (9') at - -  ~t + to  A ( M - -  03,  
2 

ore to ~ un bivettore semplice o multiplo e potri~ essere di rango 0 o 2. 
2 

Lo stato einetico di rotazione potr~ avvenire intorno ad un punto, nel 

primo case, oppure intorno ad un piano, nel secondo caso. 

Veniamo ora a trat tare i seguenti  casi particolari  di movimento in S 4 

che possono servire a mettere meglio in evidenza l ' e f f icacia  del metodo as- 

soluto seguito. 

Possiamo prospettarci le seguenti due questioni particolari :  

1) Studio del moto di un corpo parat lelamente ad un S~, equivalente 

allo studio del moto di una figura Is~t a due dimensioni nel suo S 2. 

2) Studio del moto di un corpo paral lelamente ad un $3, equivalente 

atlo studio dot moto di una f igura (s~) a tre dimensioni nel suo S 3. 

Consideriamo il primo movimento;  sia a un bivettore semplice che defi- 

nisce la giacitura 12-dimensionale) dell'S~ entro cui avviene il movimento 

della figura, pinna (s~). Sia u il bivettore snpplementare di a il quale quindi 
2. 2 

risulter~ semplice e totalmente ortogonale ad a e poniamo che possa essere 
2 

rappresentabile mediante la coppia di vettori u~, u~. 

Nel nostro case vale la formula fondamentale  (9') essendo M ed O~ due 

punti  qualsiasi di (s 0. 
Moltiplieandola sealarmente per u~ e u2, tenendo conto dell' ipotesi, abbiamo 

to A ( ~ - -  O~)X u~ = 0 .  
'2 

to A ( M - -  o , ) x  u o = o ,  
2 

ossia 
u ~ X t o  A (-~i-- 0 ~ ) = 0 ,  

2 

u~ x to A tM - o~) = 0, 
'2, 

e rieordando il n. 14, oppure la validit~ della permutabil i th dei due segni X 

e A, abbiamo 
( .3/--  O J X t o  A u~ = 0 ,  2 

( M - -  O , ) X  to A u ~ = O ;  
2 
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per  l 'arbitrariet~t di M - - 0 ~  r isul ta  allora 

¢ O A u i = O ,  O) A u . , = 0 ,  
'2 2 

ossia Fass ia le  O ) A  ~ degenere di seeonda specie c O) ~ un bivettore di 
2 2 

rango 2. Tenendo presente che siamo in uno spazio $4, possiamo concludere 

the O) A ~ un' assiale semplice e O) un bivetlore semplice. 
"2 2 

Dunque : In uno spazio S~, nel moto di un  corpo parcdlelamente ad un S~, 

lo stato cinetieo di rotazione ~ islante per istante definito da un bivettore sere. 

plice ossic~ ~ in ogni istante una rotazione semplice (n. 25). 

Inoltre O) r isul ta  parallelo ad u e quindi anche totalmente ortogonale al 
2 2 

piano S~. Percib  la rotazione is tantauea avviene intorno ad un S 2' totalmente 
ortogonale a S~. 

Sia C il punto di S~ che per la f igura piana (s.2) ha velocith nul la;  esso 
definito dalla relazione 

dO~ 
o :  + A ( c  - 03.  

Per  quanto vedemmo al n. 12, O) /\ ( C - -  0~) equivale al vettore ehe si 
2 

ottiene girando C - - 0 1  in S~ di un angolo retto nel senso del bivettore sem- 

pliee supplementare  di 0) e moltiplicandolo quindi per  ¢o = rood tO; usando 
2 2 

l 'opera tore  i (n. 12), abbiamo come in S 3: 

• dOl 
C - - O  --- ~o d t '  

che ei permette  la costruzione di C. 

Veniamo ora allo studio del moto del corpo a tre dimensioni (s3) che si 

rnuove nel suo S 3. Sia n il versore di S 4 normale ad S 3 ehe definisce t' orien- 
tamento di S~. Dalla (9') moltiplieando scalarmente per  n, r ieaviamo come in 
precedenza 

O) A n----0, 
2 

da cui r isulta che 0) b in tal caso un bivettore almeno di rango 1. 
2 

D 'a l t ra  par te  il caso in esame non b altro the  il moto ordinario di un 
corpo nello spazio $3, onde per  quanto insegna la cinematiea classica, in 

questo $3 (non in $4} possiamo scrivere, essendo M ed 0~ due punti  qual- 
siasi di (s~), 

d M  _ _  d Ot 
+ o) A ( M - -  o,), d t  d t  
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eve O) b il vettore che definisee lo state cinetico di rotazione di (~.3} in S 3 

(non in $4) e i l  prodotto vettoriale ehe vi f igura ~ quello che ordinariamente 

si adopera nell '  S:~. Per  tutti i punti  M~ di questo S~, che si trovano sul t 'asse 

per O~ parallelo ad O) e per i quali si ha 

abbiamo 
M ~ - - O ,  / ~ = = 0 ,  

d M t  _ _  d O i  • 

dt - -  dt ' 

tem+ndo presente ei6 dalla (9'}, per il vettore O) di S 3 test~ considerate abbiamo 

2 

C o n  

~ X n ~ O ,  

Con cib si vede ehe ¢O /\ g omografia assiale degenere d.i seconda specie 

ed ha per direzioni nulle il vettore costante n esterno all 'Ss e perpendieolare 

ad esso ed il vettore ¢O di S 3 variabile da istante a istante. 

Pereib ¢0 ~ anche in  questo case u n  bivettore semplice ed il mote del 

corpo (s3) in S 4 ~ istante per istante una rotazione sempliee. 

Dunque:  in  uno spazio S~, i l  mote di  u n  corpo (ss) nel sue S~ ~ is tante  

per  is tante  u n a  rotazione semplice, definilc~ da u n  bivettore semplice che 

pa,rallelo a l  vettore costante n normale  all '  S 3 ed al vettore O ) v a r i a b i l e  col 

lemPo she in  S 3 definisce lo state cinetico di  rotazione del corpo (s~). L' Ss de- 

terminate dal bivettore ¢D eondotto per 0~ interne al quale ruota in ogni 
2 

( istante il corpo {sat essendo inoltre soggetto alla traslazione dt ] ~ normale 

allo spazio S 3 ed b il luogo dei pnnti  di (sa) , o collegati con esso, ehe hanno 

veloeit/~ di rotazione nul la  avendo veloeit/~ di traslazione uguale a quella di Or. 

Se si considera un punto 0.~ di (s~t appartenente all' asse istantaneo elicoidale 
dO.~ 

del moto di (s~) nel suo $3, la sua veleeith ~ sarh paral lela  ad ~ e quindi 

anche ad ~ ed aneora sar~ parallela a l l 'S  2 dianzi eonsiderato. Allora, ana- 
s 

logamente ed in estensione di q.uanto a~wiene nella einematiea ordinaria, si 

pub dire ehe in ogni istante vi ~ uno slc~to cinetico (atto di  moto, moto tan.  

genziale) elicoidale e ehe I'S~ condotto per 02 paral lelamente ad ~.) ~ il p i a n o  

istantc~neo elicoidale. 
Lo spazio S 5 avr/~ proprieth, diverse da qfiello eonsiderato di indiee pari. 

Intanto il trivettore ~ ehe definir~ lo stato einetieo di rotazione potri~ essere 
3 
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di tango l oppure 3 ed esister'a ~tel primo caso una direzione u tale the  

O~ A u = O ;  
3 

nel seeondo caso il trivcttorc 6 sempliee e si avri~ rott~zione semplice intorno 

ad un G -  
Perci6, in S~, an  corpo mobile intorno ad un punto fisso, anche se O) 

3 
non 6 sempliee, ammette sempre un asse appartenente al corpo o collegato 

col eorpo passante per il punto fisso e parallelo ad u i eui punti  hanno 

velocit~ nulla. Questa retta per6 non 6 sufficiente a determinare le direzioni 

delle velocit~ dei punti  del corpo. 

A questo proposito riportandoei alFAPPELL, in loc. cir., pag. 87, bisogner'h 

concludere c h e ] a  risoluzione del sistema di equazioni omogenee che ivi f igura 

0.)ih3t~ k ~ 0 t  

e the  dovrebbe dare i punti  di velocit~: nulla in S+~ porter~ a punti  ehe 

staranno in spazi pari se n 6 pari, dispari s e n  b dispari, come appunto ha 

in parte analizzato il TIERo.~Y in ]oc. eit. 

Naturalmente  dopo questi sviluppi non sarh diffieile l' estensione di alcune 
teorie della dinamica dei sistemi rigidi ed altre teorie f is ieo-matematiche o 

geometriche che anche in S~ dipendono soltanto dal ealeolo e non dall' analisi  
vettoriale. 


