
U e b e r  die  n ( )mogra ,ph ische  

L 6 s u n g  e i n e r  e l e m e p . t a r m e c h a n i  scheu  E x t r e  m u m a u f g a b e .  

V o n  2~xLEXANDEI{ F~S('H~R ( P r a g a - C e c o s l o v a ,  cchia,). 

Uebers ich t :  Es wird eine graphische Reehentafel  fiir die Bes t immung 
der reduzierten L~,nge eines physikal ischen Pendels  nach dem allgemeinen 

Verfahren  des Verfassers  hergelei tet  und gezeigt, wie sich das 5iinimum der 
letzteren mi t  t t i l fe  der Tafel ebenfalls  formelmi~ssig festlegen lasst. Die 

mathemat ischen Grundlagen hierza werden im Aufsatz selbst entwickelt,  so 

dass er ohne weitere  Vorstudien versti~ndlich ist. 

1. E i n l e i t u n g  u n d  A u f g a b e s t e l l u n g .  - -  In der angewandten Mathematik 
und in den teehnischen Wissenschaf ten  kommt es bekannt l ich des 0fteren 

vor~ dass man nicht nur  den Verlauf  einer Funkt ionsbeziehung leicht t ibersehen 

will, sondern auch die Ext remwer te  der in Betracht  kommenden Veri~nderli. 
chert kennen muss. Im folgenden soll an einem einfachen Beispiel  gezeigt 

werden,  dass die heutige iNomographie, dieses ebenso interessante wie  niitzliche 
Teilgebiet  der angeuand ten  ~< Elementarnmthemat ik  yore h0heren Standpunk~e 

aus >> (ira Sinne ~on FELIX KLE~)~ beiden Forderungen gerecht wird. Dartiber 

hinaus wird dasselbe abe t  auch zeigen, dass dutch  die Anwendung  elemen. 
targeometr ischer  Sa~tze die mit Hilfe  der Different ia l rechnung erhaltenen 

Ergebnisse in reizvoller Weise  gedeutet  und bestatigt  werden kSnnen. 
Der En twur f  des Rechenbi ldes  (Nomogramms)~ bei dem ein R e c h t  w i n -  

k e l k r e u z  als Ableseger~t dienen wiid, soil nach meinem allgemeinen 

Verfahren (*) geschehen. Wie  ersichtlich sein wird, ergibt dasselbe - -  neben 

Tafeln z. B. mit einfacher Ablesegerade - -  auch diese Tafeln auf einfachste 
Weise.  

Die Berechnung der reduzier ten Pendel lange  erfolgt bekannt l ich (vgl. z. 
B. (~)) hatch tier Formel :  

(A) l =- o_~ + s, 
~ 8  

(*) D i e  Z a h l e n  in- K l a m m e r n  b e z i e h e n  s i c h  a u f  d e n  S c h r i f ~ e n n a e h w e i s  a m  E n d e  d e r  
A r b e i t .  
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worin O~ das Traghei~smoment des Pendets  far  eine durch den Schwer- 
punkt  gehende Achse, 

s den Abstand zwischen Schwerpunkt  und Drehachse und 

m die Masse des Pendels  bedeutet.  
Das Minimum yon l ergibt sich nach den Regeln der Different ia l rechnung zu 

( ,2)  % 

2. Mathematische Grundlagen des Entwurfes .  - -  Dieselben sind in den 
folgenden paar  Zeilen enthal ten:  

c~) Die Gleichung der Geraden g mit der Richtungskonstante a/b~ die 
auf der y-Achse  eines r e c h t w i n k 1 i g e n kartesischen Koordinatensystems (xy) 

die GrSsse e abschneidet, lautet :  

(I) y--~(a/b).x + e, 

wodurch  ein Reehtwinkelkreuz festgelegt wird. (s. Abb. 1 )Hie rbe i  ist einer 
der Faden als ~ Ablesefaden ~, der andere als 

~ ~ g  ~ Einstel lfaden ~ zu bezeichnen, je  nachdem ob 

o 

~ X 

er der gesuchten oder den gegebenen Ver~n- 
derl ichen der  vorgelegten, zu vertafelnden 
Funkt ionsbeziehung zugeordnet ist. 

b) Betrachtet  man x und y als Funkt ionen 
eines Parameters  ~, also 

des v) Hierzu tritt  schliesslich der  leitende Grundgedanke (vgl. (~)) 
eingangs genannten  Verfahrens :  Die vorgelegte Funkt ionsbeziehung ist 

zun~ehst rein formal 
in die Gleichungsdreihei t :  

Gleichung der << Ablesekurve )> (insbesondere (< Ablesegerade >)); 
Gleichung 4er ~< L~senden Kurve )~ und 
Gleichung yon deren (~ Bezifferung ~> 
zu zerfitllen und diese Zuordnungsbeziehung ist 
dann erst geometriseh 

so bedeutet  (I), class d ie  Kurve, die durch die 
beiden Gleichungen (II) und (III) in Parame- 
terform definiert  wird, yon der Geraden g 
geschnit ten wird. 
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zu deuten - -  und zwar im vorl iegenden Fall  im reehtwinkt igen kar tes isehen 

Koordinatens:~stem. (Implizite Definit ion der  Mlgemeinen << Flucht l inientafel  >> !). 

3.  T a f e l e n t w u r f .  - -  Die Anwendung des ebengesagten ergibt die Glei- 
chungsdreiheit  : 

G1. d. Ablesefadens:  

(I) y = (O~/10m}x ~- l, 
/ 

G1. d. L(fsenden Kurve und ihrer  Bezifferung:  

(II) x = - -  10s-% 

0II)  y - -  s, 

also die Parameterdars te l lung  der gleichseit igen Hyperbe l  x y  = ~ 10. Hier in  

ist 10 ein freigewfihlter Masstabfaktor, um die Tafel b rauehbarer  zu gestalten. 

4 .  B e n u t z u n g  d e r  T a f e l .  - -  Dutch  die gegebenen Wer te  yon 0s und m 

ist der Einstel lfaden festgelegt. Derselbe ist h ierauf  solange in sich zu 
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verschieben; bis der &blesefaden durch den ebenfalls  gegebenen s -Wer t  auf 

der  Ltisenden Kurve  hindurchgeht.  Er schneider dann auf der 2-Lei te r  das 
gesuchte 2 ab. (s. Beispiel  1 in Abb. 2). 
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5. E x t r e m u m b e s t i m m u n g  mit te ls  der  Tafel. - -  Wie unmittetba¢ ersieht- 
lich, gelangt der Ablesefaden bei dieser Verschiebung in eine Grenzlage, die 
(< Ablesetangente ~) (an die L(isende Kurve), der auf d e r / - L e i t e r  ein Ex t remum 
yon l, (im vorl iegenden Fall  das Minimum /,,n)~ entspricht. (s. Beisp. 2 in 
Abb. 2). ~)er Bert ihrungspunkt  dieser Ablesetangente tri~gt dann die dem l , ~  
entsprechende Bezifferung s 0. 

Beide GrSssen kSnnen abet  ante1" Heranziehung des elementargeome- 
tr ischen Satzes, dass das zwischen den Asvmptoten liegende Sttick einer 
Hyperbel tangente  im Beri ihrungspunkt  haibiert  wird~ durch folgende ganz 
e lementaren Betrachtungen bestimmt werden. 

Es ist auf Grund dieses Satzes: 2 y b : l , ~ m ,  oder, da nach (III) y o = s ~ :  

Diesem s b entspricht  nach (II) : w~ := -~- lOsb -~ ,  die Ablesetangente schneider 
daher  auf der negativen w-Achse das StUck O~ z 20so -~  ab. Die Betrachtung 
der beiden ~thnlichen rechtwinkl igen Dreieeke MO0~, und ~0k ergibt: 

o,. 28b oder sa ~ - -  % w . z . b . w .  
lore --- 2 0 s ~ - ~  - -  m 

6. A n m e r k u n g e n .  - -  ~) Wie leicht einzusehen, entfaltet  das gegebene 
Verfahren seine volle Wirksamkei t  erst im Falle hiiherer algebraischer oder 
t ranszendenter  Funktionsbeziehungen~ (vgl. (~)), bei denen der Differentiations- 
prozess wieder auf solche ftihrt und deren Aufti~sung bekanntl ieh al lgemein 
rechner isch nicht  mOglich ist. Die nomographische LOsungsart ergibt dann 
in einfachster  7Weise N~therungswert% die nach Erfordernis  rechner isch be- 
liebig versehi~rft werden kSnnen. Abet aueh bei empiriseh festgelegten Funk- 
t iousbeziehungen ist es mtihelos anwendba.r~ es vermeidet  hier  die sonst 
unvermeidl iche graphische Differentiation. (vgl. (:~)). 

~) Beim neuer l ichen Studium der Abhandlung yon P. LUCKEY (~) --- nach 
Abschluss meiner  Arbeiten ('~) and (3) _ fand :ieh ge]egentlich der Besprechung 
der Arbeiten yon W. 3~AI~C~OUJ~IS daselbst die Bemerkung:  (," Die tangentiel len 
Bert ihrungen (d. i. die Berah rungen  zweier Linien) haben sich ftir die 
Aufsuehung gewisser I{(ichst-und Niedrigstwerte brauehbar  erwiesen >>. Da 
mir die genannten Arbeiten nicht zugi~nglieh sind, vermag ieh nieht anzu- 
geben, in welchem Zusammenhang  sic mit dem Vorstehenden stehen. 
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