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Sunta. - Si considera un particolare fenome~o magnetoidrodinamico, che ~ una genevalizza. 
zione del problemc~ di Couette per , ~  liq~iclo elettricamente eoJ~d~ttore in p~'esenza di 
un o~portuno cam13o magnetico e si dimostra che qualunque soluzione del pro~lema 
dotata di una certa regolaritg ~ stabile in media~ ossia la so~ma delle energie cinetica 
e magnetica di una generica perturbazio~e ~ una [unzione decresceq~te del tempo. 

1.  - I n t r o d u z i o n e .  

Nella teoria della stabilitit idrodinamica e, recentemente,  della stabilit/~ 
magnetoidrodinamica,  ~ stata anzitutto studiata ampiamente la stabilith di 
vari casi di equilibrio e di part icolari  moti stazionari. Le r icerche pitt im- 
portanti  a questo r iguardo costituiscono gia oggetto di monografie, [1] e [2], 
o di ua  capitolo di un trat tato [3]. 

In una recente nora J. SEmllN [4], servendosi del noto me~odo dell 'ener- 
gia, si ~ occupato di un generico moto non stazionario di un fluido viscoso 
incompressibile,  con assegnata distribuzione di velocit~ sulla frontiera, dando 
eondizioni suffieienti  affineh~ l ' energ ia  cinetica totale reIativa a una generica 
perturbazione tenda a zero quando il tempo tende all ' infinito,  ossia affincll~ 
detto moto risult i  a s i n t o l i c a m e n t e  s tabi le  i n  m e d i a .  

Il lavoro di SERRIN, i cui principali  risultati  sono riportati  anche 
nel l 'ar t icolo dello stesso Autore he l l 'Encyclopedia  of Physics [5], ~ stato ri- 
preso sotto vari aspetti  da altri Autori [6], [7], [8]; in seguito ~ stato esteso 
alla magnetoidrodinamica da S. RIONERO [9], il quale ha considerato un fluido 
omogeneo, viscoso, incompressibite,  e le t t r ieamenie  conduttore,  in moto in una 
regione S(t) variabile col tempo t; partendo dalle equazioni della ma~neto- 
idrodinamica isoterma (in cui si t rascura  la corrente di spostarnento) e asse- 
gnati sulla frontiera di S per tk~_0 i campi einetico v e magnetieo H,  il 
RIONERO ha ricavato vari tipi di condizioni sufficienti affinchb l ' energia  ci- 

(*) IJavoro eseguito nell'ambito dell'attlvith dei l~aggruppamenli di ricerca matemaiica 
del C. ~.1~ 
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netica e l ' energia  magnetiea di una generica perturbazione tendano a zero 
per t->c<), ossia il fenomeno di partenza sia asintot icamente stabile in media. 
Detti r isultati  sono stati poi estesi al caso non isotermo [10]. In un sueces- 
sivo Iavoro sul l 'argomento [11], il RIO~ERo ha trattato anche di problemi di 
slabilil~ magneloidrodinamica in media, per cui nel caso iso~ermo basta di- 
mostrare soltanto c h e l a  somma delle energie cinetica e magnetica di una 
generica perturbazione b una funzione decreseente del tempo. 

Nella presente nota si considera un particolare fenomeno magnetoidrodi- 
namieo, ehe ~ una generalizzazione del problema di COUET~E in presenza di 
un campo magnetico (~), e si dimostra ehe qualunque soluzione del problema, 
dotata di una certa regolaril~t, b stabile in media. 

2. - Formulazione del problema. 

II problema di COUE~E, com'b noto, consiste nello studio del moto la- 
minare di un fluido omogeneo, viscoso, incompressibile che occupa la r%oione 
l imitata  da due piani paralleli, uno, che pub essere assunto ceme piano car- 
tesiano xy, mobile sulla sua giaci tura con velocit/~ assegnata V, l 'al tro,  fisso 
di equazione z = L. 

Qui supporremo the il fluido sia elet tr ieamente conduttore e soggetto a 
un eampo magnetieo uniforme Ho parallelo al l 'asse z; per maggiore genera- 
liter supporremo ehe sia V - - V ( t ) ,  con V(t) funzione cont inua del tempo. 

Le equazi~mi ehe reggono il fenomeno sono 

(1) 

d t  
t 

grad p +  ~ r o t  H X H + v A 2 v + F  

~H 
~ -  = rot (v X H) + ~A2H 

div H = 0, div v -- 0, 

dove v ~ la velocith, H il campo magnetico, p la pressione, F la forza di 
massa di natura  non elet t romagnetica;  le costanti p, ~t, v ed ~ rappresentano 
nel l 'ordine la massa spceifica, la permeabili th magnetiea,  il coefficiente di 
viseosith cinematica e il coeffieiente di diffusivit/~ magnetica. 

In accordo con lo schema fisico del problema, ci l imiteremo alle solu. 
zioni dipendenti  solo dal tempo e dalla coordinata z. 

~v~ 
La (l~) diventa allora ~ - - - 0  e, poich~ sui piani z - - 0  e z----L si deve 

(t} Per l'estensioae del problema di COUi~TTE alia magnetoidrodinamica si veda, ad 
es., [i2] 
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avere v.. = O, se no deduce 

(2) 

(3) 

aJ z ~ O ,  

Essendo poi A 2 H - - - - r o t  r o t H ,  da (12) si ha . = 0 ,  mentre la (13) 
~H~ ~t 

- - 0  per  cui ?z 

H z  --- H e .  

do 3o 
D'a t t r a"pa r t e  per la (2) 

d r - -  ~t" 

Proiet tando le (11) e (12) sugli assi x e y si ottiene allora 

~H~ ~v~ a2H~ 
(4) ~t = H ° ~ z - + ~  ~z ~ 

(5) 
~--/- ~ ~z + v ~ - 7 + F ~  (i - -  x, y), 

mentre proiet tando la (12) su l t ' asse  z si ottiene l ' equaz iene  

(6) a £ = _ p ,  a /t2 
z 2 ~ ( ~ + / /~ )  + ~ '  

che servirh a determinare  la pressione quando sia state ricavato il campo 
magnetico indotto. 

Pe r  completare la formulazione del problema occorrerh anzitutto speei- 
ficare le condizioni al contorno, che consistono ne lFimporre  

(7) v,(t, O) = Eft),  v~(t, L) = O, 

per la completa  adesione del fluido sulla frontiera e 

(8) H~(t, 0) --  hl~(t), H~(t, L)  = h2~(t) 

con hl~ e h2~ funzioni assegnate. 0eeorrerh  infine assegnare i valori iniziali 
delle componenti  v~ e H~ per ogni 0 _< z_< L. 

Dette condizioni iniziali e al contorno sono state formulate in base al 
teorema di unicith relat ive alle soluzioni delle equazioni (I), (si veda [13]). 

3. - S tab i l i tk  in media  del le  so luz ion i .  

Consideriamo era una generica soluzione H e v del problema introdotto 
precedontemente,  che sia continua assieme alle sue de, i rate parziali prime e 
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con derivate seconde rispetto alla coordinata z the siano generalmente conti- 
nue;  diremo brevemente  che detta soluzione b di classe C1. Indichiamo poi 
con H~ e v~ un 'a l t ra  soluzione del problema anch 'essa  di classe C~ per ]a 
quale, mantenendo le stesse condizioni al contorno, si considerino invece 
condizioni iniziali diverse. 

Posto 
H * = =  H - - H 1 ,  v * =  v - v l ,  

la differenza H* e v* fra le due soluzioni, parimenti  di classe C1, soddisfa 
alle equazioni (4) e (5), in eui si tolgano le componenti  F~, e alle eondizioni 
al contorno 

(9) v~(t, O) = 0 vi(t, L )  = 0 

(10) H~(t, O) = 0 H~(t, L )  = O. 
(i = x, y) 

* H *  Moltiplicando ora c iascuna delle (4), pensate helle H~ e v~, per  ~ ~ e 

c iascuna delle (5), helle H~ e v~ e senza le F~, per  ~v~ e sommando si ottiene (2) 

3l- a2 ~v*2 + 2 l~Hn = ~Ho v~H~ + r ~  --~z 2 H~ + ~v ~-~ ' v*~. 

Integrando fra 0 e L rispetto a z, ponendo 

L 

0 

e tenendo conto delle (9) e (10) si ottiene 

L L 

dt - -  "~ 1~ -~gz2 ~ H~dz  + ,~v ~ v ~dz ; 
0 0 

integrando a secondo membro per parti  e tenendo sempre presenti  le (9) e 
(10) si r icava 

L L 

0 0 

(2) A d o t t i a m o  ]a c o n v e n z i o n e  c h e l a  r i loef iz ione d e l i ' i n d i c e  i s ta  a i n d i c a r e  1~ s o m m a  

r i s p e t t o  ai v a l o r i  x e y a s s u n t i  d a l l ' i n d i c e  s t e s so .  
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Osserv iamo che H~ e v~ non possono essere  tu t te  i d e n t i c a me n z e  nu l le  in 
q u a n t o  per  ipotes i  hanno  valor i  inizial i  non  tut t i  nu l l i  e quindi ,  per  l ' o m o .  
genei t~  del le  condiz ioni  al  con torno ,  non possono essere  tu t te  cos tan t i  pe r  

cut  6 

(11) d W  
-BY < o; 

si conc lude  che la gene r i ca  so luz ione  H e o di classe C~ del p r o b l e m a  ha 
ene rg i a  to ta ie  (c ine t ica  e mague t i ca )  decvescen te  nel  tempo ed ~ qu ind i  sta- 
bi le  in media .  

P e r  la val id i t~  del  r i su l t a to  ~ iud i spensab i l e  che uno a lmeno  dei due  
coef f ic ien t i  d iss ipa t iv i  ~ e v sin d iverso  da  zero. 

4. - 0 s s e r v a z i o n i .  

1. - Giova  r i l eva r e  che il r i su l t a to  o t t enu to  p r e c e d e n t e m e n t e  pub sussi- 
~tere anehe  s e i l  l iqu ido  occupa  tu t to  il semispazio  z~_~0: in ques to  caso si 
t r a t t a  d e l l ' e s t e n s i o n e  al la  m a g n e t o i d r o d i n a m i c a  del p ro b l e ma  di RAYLEIGK 
[14], anche  ques to  genera l izza to ,  perchb  la t ras laz ione  del p iano z - - 0 ,  che 
cos t i tu i sce  t ' u n i c o  contorno ,  anzich('~ essere  r e t t i l i n e a  un i fo rme ,  avv iene  con 
ve loc i th  va r i ab i l e  nel  tempo.  

Le  condiz ioni  al con to rno  (72) e (82) p o t r a n n o  essere  f o r m u l a t e  cosi 

(12) lira v~(t, z) = 0, lira H~(t, ~) -~ O~(t). (3) 

N a t u r a l m e n t e ,  o t t re  alle ipotesi  in t rodo t t e  p r e e e d e n t e m e n t e  sul la  regola- 
rit~t del le  soluzioni  cons ide ra te ,  oocor re  a g g i u n g e re  o p p o r t u n e  condizioni  di 
conve rgenza  per  z---> + o~.  

2. - II t eo rema  gene ra l e  di unieit 'h a eui si b fat to r i f e r i m e n t o  al ia  f ine 
del  § 2 pub essere  confo rmato  i m m e d i a t a m e n t e  nel  caso p a r t i c o l a r e  in ques t ione .  

Se infa t t i  v~ e H~ s tanno ora  a i nd ica re  la d i f f e r enza  f ra  due  soluzioni  

del  p r o b l e m a  stesso che soddisf ino  anehe  al le  me d e s i me  condiz ioni  iniziaIi ,  

(8) :Non ~ necessario che all'infinito Ie componenti H i del campo magnetico siano iufi- 
nilesime, ma basra che esse assumano all'iufinito i valori q)i(t) con opportuno ordine nume- 
rico n, ossia esista un valore z o tale che per cgni z ~  z o sia 

M 
I Hiit, z) -- %(t) t ~ (z --  Zo)" (M costante positiva) ; 

il valore di n va precisato nell'ambito delle condizioni di convergenza all'iafinito a cut si 
fa riferimento pifi avantL 
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la ( l l )  va sostituita da 
d W  
- - < - - 0  
dt  

e, poieh6 all ' istaute iuiziale 6 era W - - 0 ,  se ne deduce ehe la quantith non 
negativa W deve essere identieamente nulla, cio~ si ha 

v~=-0  e HI--=0. 
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