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Sull ' inf luenza del campo magnetico terrestre  

fenomeni d ' in teraz ione fra onde elet tromagnetiche.  

MARZIANO MARZIAI~I (l~errara) (*) 

Sl~nto. - Proseguendo una sua precedente ricerca, l'Autore stabilisce il legame non linea~'e di 
tipo ereditario fra i vettori densita di corrente e campo elettrico in un mezzo ionizzato 
soggetto all'azio~e di un campo magnetico costante. Servendosi di tale legame, studia 
poi gli effetti del campo magJ~etico terrestve sulla interazione ionosfevica fva radio.o~de 
(fenomeno delia girointerozione~ dilaendenza delia cvoss-modu?ation dalle condizioni di 
propagazione delle onde i~teragenti, ecc.). 

1 .  - In una nora recente [1] (i) ~ stato stabilito il legame non lineare di 
tipo ereditario esistente nella ionosfera fra il vettore densit~ di corrente J e 
il vettore eampo elettrico E (quest~ultimo variabile col tempo t con legge 
qualsiasi). Tale legame, quando si trascuri  l 'azione del campo magnetico 
terrestre e si supponga suff ieientemente debole il eampo elettrico, ~ rappre. 
sentato dalla formula:  

t 

(1) J(t) -- I ~(t ~)E(~)d~ + 
0 

t t t 

0 0 0 

e y essendo due certe omografie vettoriali rispe~tivamente del primo e del 
terzo ordine. Questa formula consente di scrivere per il campo elettromagne- 
rico nel]a ionosfera equazioni generali capaci d ' in te rpre tare  taluni  aspetti 
del l ' interazione fra radio-onde e in particolare di fornire le le~gi dei feno. 
meni di cross- e self-modulat ion gih ottenute, nelle stesse ipotesi, dalla teoria 
(~ elementare ~>. ~e l l ' ambi to  di tale teoria V. A. BAILEY [2] ha d 'a l t ronde  posto 
in evidenza certi effetti  ehe il campo magnetico terrestre pub avere nei feno- 
meni in questione. Tall effetti, che eonsistono pr incipalmente  in una sorta 
di risonanza della profondit~ di cross-modulation quando la frequenza del. 
l ' onda  perturbatr ice i~ prossima alla girofrequenza locale ( fenome~w de l la  gi .  

(*) Lavoro eseguito nell'ambito dell'attivit~ dei Gruppi di ricerea matematiea del Con- 
siglio Nazionale del]e ]~icerche. 

Entra|a in Redazione il 10 settembre 1968. 
(i) I humeri in [ ] si riferiscono alla bib]iografia finale. 
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rointerazione o effetto Lussemburgo  con r i sonanza)  sono stati eonfermati  dalle 
r icerehe sperimentali  di vari Autori (M. C ~ o L o  [3], L. G. H. HUXLEY [4], 
V. A. BA:[LE¥ [5] e rispettivi eotlaboratori)  (2). Conseguentemente  ~ naturale  
chiedersi come si modiiichi il legame funzionale (1) quando si tenga eonto 
del l ' inf luenza eserci tata dal campo magnetico terrestre. Pe r  r ispondere con- 
viene r iprendere F impostazione della nora preeedente,  fondata sulla teoria 
~cinet ica~ dei plasma,, e, con una semplice trasformazione (che peraltro non 
mi sembra sia stata ancora usata a tale scope) r icondurre  le equazioni del 
problema at tuale alle equazioni del problema trattato in [1]. In questo mode, 
ot tenuta la distribuzione approssimatu delle velocit~t degli elettroni, 6 possibile 
p ro ra t e  che nella propagazione ienosferica di onde elet t romagnet iche in presenza 
di un eampo magnetico costante H0 (quale il campo magnetieo terrestre), il 
legame f r a i l  vettore densiti~ di corrente J e i l  vettore campo elettrico E 
ancora espresso datla (1) eve si a t t r ibuiscano ad a e a y le espressioni dipen. 
denti da He: 

(2) 

(3) 

(4) 

e2N 
a(s) - -  - -  e-~o~K~(s) 

y(s~, s~, s3) - -  3 ! 

s - ' t - - z ,  s~--  t -  ~:~ i - - 1 ,  2, 3 

c o n  

N = concentrazione degli elettroni 

e, m --  eariea, massa del i ' e le t t rone  

r e - - f r e q u e n z a  effett iva di eollisione fra elettrone e moleeole neutre  
in assenza di campo elettrieo 

e dove ~ (~ l 'omograf ia  vettoriale del primo ordine (3) definita da:  

(5) ~(t) = cos ~os~t + (1 - cos ~oM)Jf(ko, ko) -~ sen (o . tko  X 

c o n  

e 
toll -~ - - H e  ---- girofrequenza angolare 

m 6  

{~} R i g u a r d o  pif i  r e e e n t i  s v i l u p p i  d e l l a  t e o r i a  d i  t a l i  e f f e t t i  si  v e d a n o  ad  e s e m p i o :  V.  
~ .  GINZBURC~ e A.  V .  ~-UREVICH [6], ¥-. A.. BAILEY [7]; D.  BASU, R.  JANCEL e T. KAItAN [8]. 

(~) S i  u s a n o  in  q u e s t a  n o t a  ]a t e r m i n o l o g i a  e le  n o t a z i o n i  di  C. BURAI.I-FOR'r~ e I t .  
M,XRCOL()XGO [9]. I n  t ) a r t i c o l a r e  s i  d e n o t a  con  ](~ l ' o m o g r a f i a  c o n i a g a t a  d e l l ' o m o g r a f i a  ~e t .  
t o r i a l e  ~ (];[ta • b -~  a • ~b) e con  Jr{a, b) la  d i a d e  c a r a t t e r i z z a | a  da i  d u e  v e t t o r i  a e b (~ (a ,  b)cm~ 

: {a. e)b). 



M. MARZIANI: Sul l ' in f luenza  del campo magnet ico terrestre, ecc. 345 

c - - v e l o c i t h  del la  luce  nel  vuoto 

/to = vers H0 

e K~ b l ' ope ra to r e  che soddisfa  a l la  condizione (~): 

(6) 

e o / l  

K ~ * E ( z l ) E ( z 2 ) E ( z 3 )  - -  ~ *u[E(z~)E(z2)E (~)] 

7: = sost i tuzione gener ica  fra  gli indici  l ,  2, 3 

~[E(z~)E(:~)E(~:3)], ~(zl, :2, ~3)= stessi vet tor i  E(':~)E(':z)E(':3 e stesse va- 
r iabi l i  z~, z2, zz n e l l ' o r d i n e  ehe r i su l ta  app l ieando  agli  indici  la sostitu- 
zione n 

e ~t* ~ l ' o m o g r a f i a  vet tor ia le  del terzo ord ine  de f in i t a  da:  

1~*(~, ~2, "c3) - -  3]?~23K~(t - -  z3)~t(z2 -- ~) (7) 

c o n  

~--VoSk 
(8) r~jk = v0g(8~, 8])~V~ 

come in [1] (5) e ~t omograf ia  del terzo ord ine  de f in i t a  da :  

(91 Kl3(t)u • = t~(t)u 

c o n  

i ~ i # k  

tt - -  vet tore  generico.  

I1 legame eredi tar io  (1) es tende quel lo  l ineare  proposto dal la  o rd inar ia  
teor ia  dei p lasma  magne toa t t iv i  omogenei  (6). L a  sua  appl icaz ione  allo s tudio 

C O n  

(4) Sug l i  opera tor i  di questo tipo efr. C. BIrRALI-~0RTI e T. ]3O6GIO [10] p. 4:4, 
(5) R ieord iamo ehe in [1] si b posto 

g(s~, s~) = g(sj, s3 = 

e4N e-V°[(~-l)~+5"]'lI(sj - -  si) -!- e-V°[(~-~)'J+'~]'ll(si --  sj) f 

k---- eostante di BOLTZMAIqN 

T----:~ t empera tu ra  assoluta  del le  moleeolo neu t re  

~ f razione media  di energ ia  t rasfer i ta  da un e le t t rone  nel la  collisione con una moleeola 

l[(s) ~- funzione di ~tEAV]SIDE. 

(~) P e r  ques t ' u l t imo  ]egame, nel  case che E d ipenda  dal  tempo con legge  qualsiasi~ efr. ad 
es. _4.. M. CO~FETTA [11]. 

Annali di Matematica 44 
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della propagazione ionosferica delle radio-onde spiega taluni effetti del campo 
magnetico terrestre  nei fenomeni  d'in~orazione. In  parficolare mostra come 
questi effetfi siano trascurabil i  quando le frequenze delle onde interagenti  
sono elevate nei confronti della girofrequenza. In questo caso il fenomeno 
delia cross-modulation segue le leggi menzionate in [1]. Per  frequenze pifi 
basse, invece, tali leggi in generale si modificano. In questo caso infatti  la 
profondit~ di cross-modulation dipende in modo essenziale sia dal carat tere  
di polarizzazione del l 'onda  r icercata  sia dalla doppia rifrazione connessa con 
l 'anisotropia  del mezzo. E appunto nel caso di propagazione longitudinale 
(eiob col campo magnetico terrestre  paralle]o alla normale) che l ' onda  straor- 
dinaria  provoca, in prossimit~t della girofrequenza, la risonanza della cross- 
modulation (fenomeno della girointerazione) cui abbiamo accennato all 'inizio. 

2. - Identif icato il mezzo ionosferico con un plasma imperfet tamente  
lorentziano ed omogeneo, reso anisotropo dalla presenza del campo magnetico 
costante Ho (plasma magnetoattivo), si consideri la funzione di distribnzione 
[~--f(v, t) delle velocit~ v dei suoi e]ettroni nel caso che sul plasma agisca, 
oltre ad Ho, un campo elettrico E(t) uniforme ed abbastanza debole, hullo 
per  t ~ 0  e variabile con legge qualsiasi per t > 0 (7) 

)Iediante la solita posizione: 

(t0) f(v, t )=  fow, t) + 
v . f ~ ( v ,  t)  

V 

( v - - m o d u l o  di v) l 'equazione di BOI~TZMAN~ 

(11) ~ E ÷ ~ X Ho . V J  + 8 - -  o 

(ove \7, f - -  gradiente di f hello spazio delle velocit~t, S - "  integrale delle col- 
l i s ioni  e ove gli altri simboli hanno i|  significato loro attribuito in prece- 
denza), fornisce il seguente sistema approssimato (8): 

(12) 

+ 3 ~  (v:E. f3 ÷ So-- O 

= 0  

(71 AI  solito il campo magnet ico  var iab i le  della radiazione pub ven i r  trascurato.  
(s) ( f r .  V. I.~. GINZBURG [12] p. 753. 
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in eui  So e $1 sono espress i  con suf f i e ien te  appross imaz ione  da 

So 1 31v2~vlkTm 3fo vfol I 
(13) - -  2v 2 3v ~v ~ 

S1 = vf~ 

v -  v(v) essendo  il n u m e r o  di col l is ioni  per  secondo fra e le t t rone  e moleeole ,  
e 8 --  2re~m* (m* - -  massa  del la  m01ecola ) la f raz ione  med ia  di energ ia  tra- 
s fer i ta  da  un  e le t t rone  nel la  col l is ione (elastica) con una  molecola ,  T la tem- 
p e r a t u r a  asso lu ta  del le  molecole  (9). 

Cib premesso ,  si cons ider i  1' omogra f i a  ve t tor ia le  ~ (isomeria) def in i ta  dal la  
(5). Po ich~  tale omogra f i a  soddis fa  a l l ' equaz ione  (lo): 

S~ 
(13') :~ --= ~o.(ko X), 

~t 

la sua appl ieaz ione  al la  (122) fo rn i sce :  

(14) (~fx) + m (~E) + v(~fl) = 0. 

D' ul t ra  par te ,  essendo ~ una  i somer ia  (e c o n s e g u e n t e m e n t e  ~E. ~f, - -  E .  fl), 
la (121) pub  scr ivers i  nel la  fo rma  

(15) ~fo e ~v 3-[ -b 3mv 2 [v2(~E) • (~fl)] -~ So -~ 0. 

Come si vede,  le equazioni  (14) e (15) sono fo rma lmen te  iden t iche  alle 
equazioni  (10) del la  nota  [I] re la t ive  al caso Ho - -  0, ba s t ando  infat t i  sos t i tu i re  
in ques t e  u l t ime  ~E ad E e ~f~ a f l  l a se iando  ina l t e ra ta  fo per  o t t enere  le 
pr ime.  Gib consen te  di s f ru t t a re  nel caso in e same  (vale a dire in p resenza  
del  c ampo  magne t ico  eos tan te  Ho) a lcun i  dei r i su l ta t i  s tabi l i t i  in [1]. In  parti-  
eolare,  med ian t e  le appross imaz ion i  in t rodot te  in tale nora e le sos t i tuzioni  
ora  indicate ,  da l la  (18~) di [I] si ha, pe r  la p r ima  appross imaz ione  fll de l la  
pa r te  an i so t ropa  del la  funzione  di dis t r ibu~ione,  F equaz ione :  

(16) ~fll = 

t 

e ~foo f 
m 3v e-v°(~-~)~(~)E(~)d~: 

0 

(9) La condizione di normaiizzazione /f(v, t)dv~--N (N~--eoncentrazione degli elettroni 
ionosferici), che va assoeiata alla (1l), ~ soddisfatta in conseguenza dl (12i) e di (131) e del 
fatto ehe essa sussiste per t = 0 .  

(10) La verifica di tale affermazione non presenta difficoltt~. A1 riguardo cfr. anche [9] 
p. 131 Es. 4. Ivi ~ pure dimostrato che l'omografia vettoriale (5) ~ un'isomeria. 
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(Vo--frequenza effettiva delle collisioni fra elettrone e molecole quando la 
tempera ture  assoluta degli elettroni uguaglia la t empera tura  T delle molecole; 
f 0 0 -  funzione di distribuzione maxwell iana 

o [ ~Yb \3]2 mv2 
= ) 

Essendo ~ un ' isomeria,  6 ~ - ~ - - K ~  e inoltre si ha ('~): 

cosi che la (16) fornisce:  

(17) f l l  - -  e e-~('-~)K~(t - -  z)E(z)dz.  

0 

Aaalogamente,  della (20) di [1] si t ree per la frequenza effett iva di col- 
lisione fra elettrone e moleeole corrispondente ella tempera tura  T~ degli 
elettroni il valore 

(18)  o ofi v~  - -  v o  - -  e2 N g(t - -  ":1,  t - -  z2)~(zz)E(~z) • ~ ( ~ 2 ) E ( z 2 ) d z l d z 2  " -  

0 0 

t t 

3mvo f /" "t 
- -  ~ J J g (  - -  "I:1, t - -  T2)K~(2:2 - -  ' ~ I ) E ( ' ~ I )  * E('~2)d'~ld'~2 

0 0 

O011 

g(s,, s 2 ) -  

e 4 N  
- -  18m2kT[  e-~o[(S-~)s~+ql(s2 - -  s~) + e-~0[(s-~)~+~;ll[(s~ -- s2)} 

(ll(s) --  funzione di HEAVISIDE : 1 [ ( 8 )  - -  0 per S ~ 0, II(S) = 1 per S > 0). 

(ii) L e  de r iva te  parzia l i  p r ime  r ispet to  a t e r ispet to a ~ di  K~(t)~(~), in eonseguenza  di  
(13'), va lgono r i spe t t ivamente  : 

- -  x~(o~%(;,o x )~ (~ ) ,  K~(t)~(~:),,,.(ko X ) .  

Poieh~ tal i  der iva te  sono una  l 'opposta  de l l ' a l t ra ,  K~(t)~(z) 6 funziono solo del la  d i f fe renza  
t - - z ;  si ha eiob l/~(t)~(z)--~ X ( t -  z). I n  part ieolare ,  pe r  z ~ 0 r i su l ta  K~{t)~ ~t(t) e, per tant% 
q u a l u e q u e  siano t e z, ~ K~(t)~(~)= K~(t- -z) ,  
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Cons lderando  poi la success iva  appross imaz ione  del la  par te  an i so t ropa  
de l la  d is t r ibuzione ,  dal la  (21) di [1], pe r  quan to  fu  det to  in tale  nora, si ha:  

t 

m e ~oo~v f e-~°('-'°~3(z)E('e)d': - -  (vo - -  v~) 3(~f1~) ~ + ... 

0 

dove  i pun t in i  deno tano  te rmin i  pr ivi  d ' i n t e r e s s e  ai fini che ci p roponiamo.  
A meno di tali te rmini  si o t t iene  eosi come in [1] 

(19) t'~ = / L  - -  (vo - -  v,) ~A: 

con f~ e (Vo--v~) espress i  r i spe t t i vamen te  da (17) e (18). 
L a  densi th  di co r ren te  r i su l ta  a l lo ra :  

0 

t 

e 2 N / "  v ~ ,r 
= m e -  o(- )K~(t - -  ~)E(z)d~ + 

J 
O 

t ~ t 

+ 3vo g(t- -z l ,  t--~2) ~v~ [K~(z2 -- ":1)E(':1). E(z2)]K~(t--Zz)E('c3)dz~dzzdzz. 
0 0 0 

A ques to  punto  si pub osse rva re  ehe l ' o m o g r a f i a  del secondo ordine  
K ~ ( z 2 -  ~l)E(zl). b funz ione  l ineare  de l  gener ico  ve t tore  E(zl) e pe r t an to  (12) 
es is te  una  e una  sola omograf ia  del  terzo ordine  ~ ( x 2 -  Zx) tale che 

K~('c2 - -  ~cl)E(':l) • -" p-(z2 - -  zl)E(z,) 

q u a t u n q u e  sia it ve t to re  E. In  conseguenza  di cib la J(t) d iven ta :  

t 

¢2 N /" 
J(t) = m J  e-~°('-')K~(t - -  l:)E(z)d~ + 

0 

t t t 

+ 
0 0 0 

":1, t - -  z2) "~To K~'t --~3)~(z2 - -  ~l)E(zl)E(:2)E(z3)dzldz2d~. 

(le) Cfr, C. BURALI-FORTI e R, ~:[ARCOLONGO [9] p. 28, 



350 M. MARZIANI: SulI'infiuenza del campo magnetico terrestre, ecc. 

e qu ind i  con le posizioni  (7) e (8): 

(20) 
t 

J(t) - -  e2N ( - ~  J e-~o('-~)K~(t - -  :)E(z)dz + 

0 

t t t 

+ f f ~ "~3 ' ]7~[E(T*l )E( '~2)E(~3)]  d ~ l d ~ 2 d ' ~ 3  

0 0 0 

r: essendo una sos t i tuzione q u a l u n q u e  fra gli indici  1, 2, 3 e r~[E(zl)E(z2)E(xz)], 
~:(z~, z2, ~:z) gli s tessi  vet tor i  E(~OE(z2)E(zz) e le s tesse  var iabi l i  z~, % z3 d ispos te  
n e l F o r d i n e  che r i su l ta  dal la  sos t i tuzione 7: app l i ca t a  agli indici.  In t rodo t to  
a l lora  con la (6) l ' o p e r a t o r e  K . ,  p e r m u t a n d o  gli indici  in tut t i  i modi  possi- 
bili ,  si avrh in de f in i t iva  dal la  (20): 

t 

J(t) - -  f a(t - -  ~)E(z)dz + 
0 

+f//y(t--%t--z~,t--x3)E(z~)E(x2)E(z3)dz~d~2d3 
0 0 0 

con a e "( espresso  da  (2) e (3) 03). 
In  ques t a  e sp ress ione  di J(t), (che ~ ancora  del  t ipo (1)), il p r imo te rmine  

coinc ide  con quel lo  c o m u n e m e n t e  impiega to  a r a p p r e s e n t a r e  in condizioni  di 
l inear i th  il l egame funzionale  f ra  densi th  di cor ren te  e campo e le t t r ico  in 
p resenza  di un  campo  magne t i co  cos tan te  (6), il secondo t e rmine  t r aduce  in. 

vece  il con t r ibu te  non l ineare  (1~). 

3 .  - )rl f ine di app l i ca re  il r i su l ta to  o t t enu to  allo s tudio  de l la  in teraz ione  
ionosfe r ica  del le  rad io-onde ,  conviene ,  come in [1], e s t endere  da - - ~  a t 

(is) /%l l a  (3) la sommator ia  ~ estesa a tut te  le possibil i  ,:. 
(14) ~ a t u r a l m e n t e  pe r  Hu ~ 0 ,  r idueondosi  ~ ol l ' ident i th ,  la (2) d iven ta :  

eeN ~(s) = - -  e-~o,. 

Inol t r% dett i  ai~ a~, aa tre ve t to r i  generici ,  la (3) fornisce :  

7(st, s2, ss)ata2tl s ~--- t ies(at  • a~)a3 4- rt~.2(a t • a3)a2 Jr- F231(a2 " a3)at 

conforme a quanto stabili to in [1]. 
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gli integral i  di (1) p rendendo I suf f ic ientemente  grande e scrivere 

(21) J(t) -- f a(s)E(t --  s)ds + 
0 

0 0 0 

s:, s3)E(t - -  8 1 ) E ( t  - -  s2)E(t - -  8 z ) d 8 1 d s f l s 3 .  

Considerate poi due onde e le t t romagnet iche  piane di vettori elettrici  
var iant i  con legge 

(22) E~ : Elo(1 -~ M sen ~t) sen (olta 

ed 

(23) E2 : E2o s e n  m2tb (15) 

a e b essendo due versori  costanti,  assumiamo quale valore appross imato  del 
campo E in (21) la somma El-}-Ez.  Trascurando  i termini  che provengono 
dal secondo integrale  di (21) e contengono due o pifl fattori ugual i  ad E2 (the 
supponiamo d ' in tens i th  molto minore  di quella di E1 e di f requenza abba- 
s t a n z a  l o n t a n a  d a l l a  g i r o f r e q u e n z a ) ,  o t t e r r e m o  p e r  i l  c o n t r i b u t o  n o n  l i n e a r e  

1' e s p r e s s i o n e  

3'=f/f'f(s~,s~,s~)El(t--sdEl(t--s~)El(t--s~)ds~ds:ds~+ 
0 0 0 

+3ff/,(s~,s~,sCE~(t--sdE~(t-s~)E~(t--s~)dslds~ds~. 
0 0 0 

(i~) I~a p r ima  di tali onde b dunque  modula ta  in ampiezza con profondiff~ di modulaz ione  
M e bassa f r equenza  ~ / 2 ~  (con o) i >> I2): la seconda non modulata .  A rigore,  per  l ' an i so t rop ia  
del plasma prodot ta  dal campo H 0 (diretto come l ' a s se  Oz) u n ' o n d a  e le t t romagne t ica  b in 
genera le  polar izzata  e l l i t t ieamente,  i1 campo elet tr ico de l l ' onda  modula ta  si espr ime al lora 
nel la  forma 

EI~ = E l  o ~( i  - l -  M s e n  ~t )  s e n  (¢oit - -  ~i )  

Ely = E1 oy(1 + M sen ~t) sen (oht - -  ~1) 

EI~ = E~ o~(1 + M s e n  ~t) sen colt 

e in modo analogo il  campo d e l l ' o n d a  non modulata .  Si pot rebbe tu t l av ia  p r o r a t e ,  con 
considerazioni  simili  a quel le  qu.i esposte, la validitK anche in quesio  caso del  r isul taio com. 
pendia to  dal]a (25'). 
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P o n e n d o  poi  E ~ - ' - E l a ,  E 2 -  E 2 b  e s o s t i t u e n d o  a ? l a  s u a  e s p r e s s i o n e ,  

a v r e m o  : 

(24) 

+o~ +co +co 
. . . .  

J '  - -  3Vo ~v-- E l ( t - -  s3 )K~(sz )ads3  s2 )E l ( t  - -  S l )E~( t  - -  s2) 

-{-co 

f ~e_vo~ a 
+ 3v0 ~vo 

0 

-~o0 

f ~e_~o~ ~ + 6Vo ~v0 
0 

0 0 

[~(s0a • ~(s2)a]ds lds2  -{- 
[+~ +o¢ 

E~(t-- s3)K~(ss)bds3 f f g(sl, s2)El(t -- s~)E~(t -- s2) 
0 0 

[~(s0a • ~(s2)a]ds lds2  + 
+oo +oo 

E (t--s2)K (s2)ads2 f f g(s , s )El(t- sl)E2(t--s ) 
0 0 

[~(sz)a • ~(sOb]dsxds3 .  

P e r  v a l u t a r e  F i n t e g r a l e  

(25) 

-bo~ +co 

0 0 

c h e  f i g u r a  n e l l a  (24) e c h e  a m e n o  di  u n  f a t t o r e  c o s t a n t e  r a p p r e s e n t a ,  p e r  
l a  (18), l a  v a r i a z i o n e  d e l l a  f r e q u e n z a  c o l l i s i o n a l e  d e g l i  e l e t t r o n i  p r o d o t t a  d a  

El ,  p u b  e s s e r e  c o n v e n i e n t e  r i l e v a r e  c h e  p e r  la  (5): 

(26) ~ ( s O a .  ~(s~)a - -  cos  2 0 + cos  to~ (s~ - -  sO s e n  2 0 

( 0 - - a n g o l o  c h e  a f o r m a  con  ko) e e h e  i n o l t r e :  

(27) sen  ~0, (t - -  sl) s e n  to1 (t - -  s2) cos  [mH(t - -  Sl) - -  ¢0H(t - -  S2)] : 

1 
= ~{ cos  [(~)1 - -  ~o.)(t - -  s l )  - -  (~1 - -  . ) . ) ( t  - -  s~)] + 

+ cos  [0)1 + ~ . ) ( t  - -  81) - -  (o)1 + ~o.)(t - -  s2)] - -  

- -  c o s  [(¢ol - -  ~o.)(t - -  81) + (ml + ¢oH)(t - -  s2)] - -  

- -  cos  [(ml -t- m,)(t - sl) + (mi - -  m z ) ( t -  82)] }. 

E s e g u e n d o  a l l o r a  i c a l c o l i  si v e d e  (16) che  il v a l o r e  d e l l ' i n t e g r a l e  ( 2 5 ) p u b  

06) I1 eontributo del primo addendo della [26) nell ' integrale (95) b uguale al valore 
eho ha l ' integrale nel caso H 0 ~ 0 moltilolieato per cos ~ 0. I1 contrlbuto del secondo addendo 
della (26) in'veee, siante la (27) e ]a legge (22) di modulazione del campo El,  risulia uguale 
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o t teners i  da quel lo  t rovato in [I] nel  ease H e = 0  sos t i tuendo in esso 
C011 

E L  (25') E~° cos 2 0 + sen :z 0. 

(% -~ V 0 

Per ~o~ >> fez l'ingegrale (25) assume sensibi lmente lo stesso valore che ha 
in assenza del campo magnetico H0 e cib indipendentemente dalla direzione di 
E1 (eiob qualunque  sia 0). Negli  altri casi~ invece, ]e componenti  di E1 danno 
un diverse contribute al l ' integrale;  in particolare per o)1 <<t0Z il contribute 
maggiore b date dalla componente  di E~ parallela ad He (~). 

Si pub poi osservare ehe se 0 =4= 0 e vo non ~ troppo elevate (ad es. 
Vo ~ 10 ~) 1' integrale (25) cresce notevolmente per el--~ toll presentando cosi una 
sorta di risonanza. 

Quanto all' integrale 

(28) 

+~ +~  

o ° o 

alia somma di tre t e rmin i  mol t ip l iea ia  pe r  sen~ 0. A meno del  fa t te re  - - - -  
ques t i  t e rmini  ( indipendente  da  M) pub r i teners i  espresso da 

2~ I~o~+f~H)-+v 0 (~i--~H)~+v~ 

in quanto ]a sua componente variabile (di freqnenza 2oJ i e ampiezza melto plcco]a in pratica) 
pub venir trascurata. Sempre a meno de]Io stesso fattore, il seeondo termine (proporMona]e 

I E~o } i 
E~o )2 + sen (~t - -  ¢PO) 

M% (~o i + ~on)2 + v o (o~ t - -  t,,H)~ + re2 y'~2 + ¢%~ 

a M) vale  poi:  

c o n  

q~fl ~ are tg  ~ ,  

ment re  il  terzo te rmine  (proporzionale a M~) r isul ta :  

~e ( ~ +  ~H)~+v~ ((,)~_~,~)2+vo~ 1 y4~+~2v~,~c°s( 2 u t -  ~m) 
0 

con 

~2 f i~ - - - a r c tg~  ° • 

e4N 
18m,ZkT, it primo di 

Da l  eonfronto di quest i  r isul la t i  con quel l i  di [t]  (cfr. [1] nota (~)) d iscendono le con- 
clusioni  contenute  nel  testo. 

(iT) Pe r t an to  in condizioni di propagazione  quasi  t r asversa le  il contr ibute  pr incipale  
v i e n e  da l l ' onda  ordinar ia .  

Annali di Matematica 45 
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che f igura  nel  terzo addendo  del la  (24), esso r a p p r e s e n t a ,  a meno  di un  fat- 
tore  cos tante ,  F i n e r e m e n t o  che  il c ampo  E2 d e l l ' o n d a  <<pifi debole)> d e t e r m i n a  
sul la  f r e q u e n z a  col l i s ionale  degli  e l e t t ron i  del  p l a sma  gi~t soggett i  al campo  
E~ dell '  onda  << po ten t e  ~. 

A ta le  va r i az ione  de l la  f r e q u e n z a  co l l i s iona le  si r i co l lega  il f e n o me n o  
del le  cos ide t te  onde (<laterali >) (onde di f r e q u e n z a  ugua le  ad u n a  combinaz ione  
del le  f r e q u e n z e  del le  onde  in teragent i ) ,  s tud ia to  da  I. M. VILE~SKI¥ [t3] e da 
a l t r i  Autor i .  E seguendo  i ca lcol i  d e l l ' i n t e g r a l e  (28) si pub v e d e r e  ehe  pe r  ¢~1 
s u f f i c i e n t e m e n t e  lon tano  da ¢o2 (con ¢o~ e ¢o2>> v0) ta le  i n t eg ra l e  r i su l ta  t rascu-  
rab i l e  anche  quando  il va lo re  di (o~ ~ pross imo al la  g i r o f r e q u e n z a  ango la re  ~H. 

4. - P e r  q u a n t o  si ~ det to  nel  n. p r eceden te ,  le cose v a n n o  d u n q u e  come 
se il campo  e le t t r i co  E1 d e l l ' o n d a  (< po ten te  >>, i n t e r a g e n d o  col campo  E di 
ogni  onda  (e in p a r t i c o l a r e  con se stesso), agg iungesse  al la  densit/~ di cor- 

r en t e  e l e t t r i c a  

f *  

(29) J : / ~(s)E(t - -  s)ds, 
* 2  

0 

che  c o r r i s p o n d e r e b b e  ad E nel l '  app ross imaz ione  l ineare ,  u n a  densit/~ di c o r r e n t e  

~J  "ve A J = ~ v o t  - -v0)  

3~Vo 
in cui  (v~--vo) ~ espresso,  a meno  del fa t tore  e2N,  d a l l ' i n t e g r a l e  (25). Cib 

equ iva l e  a d i re  che  pe r  e f fe t to  de l la  in t e raz ione  ionos fe r i ca  l ' o m o g r a f i a  de l la  
condu t t iv i th  ~ e 1' omogra f i a  d i e l e t t r i ca  ~ p rop r i e  del caso l i nea re  (is) subiscono 

{is) ~ell'approssimazione lineare ~ ed • si ottengono dalla relazione 

J : a E +  ~ 4:z ] 

quando si assuma per J l'espressione {29) con ~ data dalla (2) ed E sinusoidale di pulsazione 
~o. Assumendo il riferimento 0, x, y~ z con l'asse Oz diretto come il campo magnetite H0, si 
avranno allora per le componenti dei tensori delle due omografie s ed s le seguenti espres- 
sioni (efr. ad es. [1~] pp. 45-46): 

%~ = °~y = ~ (~ + ~)2  + ~g -~ (~ _ ~oi~)~ + 

0)~ VO 
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gli increment i  

Az vo) 

A causa della eonseguente variazione del l 'omograf ia  dielet tr iea complessa 
4T:a 

e ' ' - ~ - - i - -  (i = unit~ immaginaria),  anche Findice  eomplesso di rifrazione 
o) 

ii, relativo ad un 'onda  piana che si propaga in una certa direzione ~, cambia 

di ~ 

Supponendo questi risultati  ancora valldi, in via approssimata, nel caso 
di un plasma non omogeneo in eui le proprieth variano debolmente con ~, 
si potranno allora studiare gli effetti  del campo Ho sulle onde del tipo 

0 

e in particolare sul fenomeno della cross-modulation, legato (come si 6 visto 
in [l]), alle variazioni del l ' indice  di assorbimento × ( - - p a r t e  immaginar ia  
negativa di n) del plasma. 

In questo studio presentano un eerto interesse i seguenti casi l imite: 

a) Caso ¢o~>> to m ~o>> ¢o~. L ' ind iee  di assorbimento x deli 'approssima- 
zione l ineare e F iaeremento  (v~--Vo) conservano in tal caso le espressioni 
che hanno quando H o -  0 (20). 

C O I l  

~xz : Ozx ~ ~Yz ~ ~zY ~ O 

030 

J 

+~[ vo v. 1 ~Y=~=2~[(~o+~o, )~  + ~  (~o-~o~)~+.4 ~ 
J 

~xz ~ ezx  ~-" eYz ~ ezy  ~ -  0 

m 

(i9) L ' i n d i c e  complesso di r i f razione 1l ~ legato a d s '  da l l ' equaz ione  di dispersione.  Que. 
sta, r te l l ' appross imazioue l inear% conduce alia nora formula  di fla.PPLETON-~[ARTREE (cfr. ad 
es. [14] pp. f16.47). 

(~0) Si  osservi  ehe per  a)>)o~ H l e  omograf ie  a ed ~ r ipor ta te  in nora (is) si r iducono 
alle omotet ie  del  caso H o ~ 0 .  Ino l t re  (cfr. n. 3) pe r  ¢°i>> e)H ('%--v0) assume l ' espross ione  
che a v e v a  in assenza di H 0. 
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I1 f e n o m e n o  de l la  cross  m o d u l a t i o n  scgue  d u n q u e  le s tesse  leggi come 

in [1]. 

b) Caso oh<<~o~, t~<<(OH. NelIa  p ropagaz ione  t rasversa le ,  F i n d i c e  di 
a s so rb imen to  × d e l F a p p r o s s i m a z i o n e  l inea re  r imaue ,  nel  caso d e l l ' o n d a  ordi- 
nar ia ,  qua l e  s a r ebbe  in assenza  di Ho,  m e n t r e  si modif ica ,  ne l  caso d e l l ' o n d a  
s t r ao rd iua r i a ,  per  la sos t i tuz ione  di to, ad (o (2~). Inol~re F i n c r e m e n t o  ( v ~ -  vo) 
conse rva  [ ' e sp re s s ione  che  aveva  pe r  Ho = 0 salvo la ~ost i tuzione di E~0cos~(} 
ad E~0 (:2). Pe r t an to ,  a pa r t e  ques t '  u l t ima  modif iea ,  F in f luenza  di Ho r i g u a r d a  
solo ]a c r o s s - m o d u l a t i o n  d e l F o n d a  s t r a o r d i n a r i a  in cui  sos t i tu i see  ad to la 
g i r o f r e q u e n z a  ~o,. Nel la  p ropagaz ione  long i tud ina le ,  invece,  ta le  i n f luenza  di 

Ho r i g u a r d a  anche  l ' o n d a  o rd ina r i a .  
Dal lo  s tudio  degli  effe~ti di / to emerge  anche  la possibi l i th  di u n a  riso- 

nan~a de l ia  c r o s s - m o d u l a t i o n  p e r  (o~= (OH. L ' o n d a  c potente))  p rovoca  infa t t i  
un a  var iaz ioue  d e l l ' i n d i t e  di a s so rb imen to  x p ropo rz iona l e  a ( v ~ -  Vo) che, a 
sun volta,  si o t t i ene  d a l l ' i n c r e m e n t o  stabili~o in assenza  di Ho sos t i tuendo  a 
E~0/(~o~ q- v~0) l ' e s p r e s s i o n e  (25'). Ora, se la p ropagaz ione  d e l l ' o n d a  (~ p o t e u t e ,  

long i tud ina le ,  l ' e s p r e s s i o n e  (25') si r i duce  a ~0:~ .~ (E~0~--ampiezza 
de l la  e o m p o n e n t e  s~raord inar ia  di E~o) (~3). ( o ~ -  ~0Hf-{-v~ 

Da cib la possibilit/~ di r i so n a n z a  de l la  c r o s s - m o d u l a t i o n  per  t o ~ -  (OH 
( fenomeno  del la  giroin~erazione)  c o n fo rme  a quan to  det to  a l l ' in iz io .  
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