
Soluzioni ciIindriche nella teoria dei plasmi ~misotropi. 

GIULIO 5~ATTEI (Pisa) (*) 

Sunto - Si determinano delle classi di soluzio~,i delle equazioni desc~'iventi nell'ambito delia 
teoria di Chew, Goldberger e Low un plasma anisotropo con condizioni al contorno 
~'etative ai due caM: (a) domicile eilindrico indefi~ito, (b) dominie eilind~ico finite. Si 
danno poi le condizioni neeessarie e sufficienti per la stabilif~ delle soluzioq~i trovate. 

1. - l n t r o d u z i o n e .  

Lo scope del presente ]avoro ~ la r icerca di soluzioni delle equazioni 
descriventi  nelt 'ambito della teoria di C~EW, GOLDBEnC~ER e L o w  (CGL) un 
plasma anisotropo con condizioni al contorno relat ive ai due casi: (a)dominie  
cilindrico indefinite, nel quaI case si tiene anche conto delle azioni gravita- 
zionali, (b) dominie cilindrico finite. 

Al n. 2 si r ichiama il sistemu di equazioni CGL e vari lavori sull 'argo. 
mento e al n. 3 la forma linearizzata di dette equazioni nell ' ipotesi che il 
plasma imper turbato  sia sottoposto ad un forte campo magnetico uniforme. 
Dope aver indicate al n. 4 le condizioni al contorno adottate, al n. 5 si deter- 
mina la forma generale assunta  dalle equazioni del n. 3 in un sis tema di 
coordinate cilindriche ortogonali (r, % z), senza supporre  ]a s immetria  assiale 
delle perturbazioni.  AI n. 6 si elaborano le equazioni trovate nel n. 5. A1 n. 7, 
esaminaI~do il case del citindro indefinite,  si de termina espl ic i tamente  una 
classe di soluzioni delle equazioni indefinite, dalla quale si pub poi r icavare una 
classe di soiuzioni che soddisfa le condizioni al contorno del n. 4 e ass icura  
la regolarit~ sull 'asse. In detta classe le perturbazioni  v~ e v 9 nella velociti~ e 
b~ e b e nel campo magnetico nel generico piano (r, ~) r isultano disaccoppiate  
dalle r imanenti  perturbazioni,  e cio~ d a v : ,  ~? {perturbaziene nella densith) e 
~U (pertucbazione nel potenziale gravitazionale) (b: r isulta stazionaria). Le per. 
turbazioni v~, vg, b~ e b~, la cui dipendenza funzionale da r r isul ta  espressa 
tramite opportune funzioni di Bessel  e quella da z, ~ e t ~ di ripe esponen- 
ziale complesso, sono stabili s e e  solo se si verif ica una condizione (cfr. (7.8))~ 
indipendente  dal numero d'onda, che coincide con la condizione di assenza 
di instabili th ~<hose>> per le perturbazioni  plane. Le perturbazioni  v~, ~ e 
~U, che risultano plane nella presente  classe di soluzioni, sono stabili  per  

{*) Lavoro eseguito nell 'ambito della attivi/h dei Gruppi di Rieerca )Iatematica del 
C.SLR. tresso l ']stituto di Malematiehe Applicate della FacollK di Ingegneria  della Univer- 
sitar di Pisa. 
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tutti i vatori del numero d 'onda maggiori di un valore critico dato dalla (7.16). 
Per  tutti i valori del numero d'onda minori di quello critico si presenta 
instabilit/~ del tipo di Jeans.  

AI n. 8 si esamina il caso delle oscillazioni torsionali nel eilindro indefinito 
AI n. 9 infine, considerando il caso del cilindro finito, si determina, cot relativo 
spettro (discreto)di  autovalori,  una classe esplicita di soluzioni ,  soddisfacenti  
alle condizioni al contorno del n. 4. 

2. - Le equazioni idromagnetiche per un plasma anisotropo. 

Ii s istema di equazioni idromagnetiche con pressione anisotropa, stabil i |o 
da C~nw, GO]JDBEnG]~R e L o w  [1] per un plasma rarefat to e privo di urti 
sottoposto a un forte campo magnetico, ~ il seguente: 

dv 7 . p + 4~_.(V X B) X B + ~ V U ' (2.1) ~ d t  

(2. t = x (v x B), 

(2.3) ~o _ v .  

(2.41 V 2 U = - - 4 r :  G~, 

uriitamente ai due invarianti  adiabat ici :  

d ( pIIB:~)=O, (2.5) - U -  

d 

In esse P ~ il tensore delle pressioni avente la forma 

12.7) P = Pl I +  ( Pll --  P~ } n ® n , 

dove I 6 il tensore fondamentale,  n i l  versore del vettore induzione magnet ica  
B e gli scalari  pt~ e Pi sono r ispet t ivamente la pressione paral le lamenie  e 
ortogonalmente a n (®b  simbolo di prodotto tensoriale). U ~ il potenziale 
gravitaziona]e e i r imanenti  simboli helle (2.l)-(2.6) hanno il significato abituale. 

Per'~ una ana]isi delle equazioni soprascrii te,  anche per  quanto r iguarda il 
campo della loro applicabilith, e per ulteriori  sviluppi snl soggetto, si veda 
per es. FEI~]~IqO [2], L~I:I~EI~ [3] Cap. V n. 1.3 e 2.2, THO~iPsol,~ [4] Sect. 
7.5 e 8.7, KULSRVD [5] pp. 91-96, RVDA~:OV e SAeI)EEV [6], KADOM~SwV [7], 
ROSElqBLUT:K e ROSTOKER [8], ROWLAI'qDS [9], MAOMAHOi"q [10], VOLKOV [11], 
F~I~MAN, DA¥]osO~ e L ~ G D O ~  [12], B u _ w ~ ; ~  [13]. (Per una bibliografia sui 
problemi trattati  con l 'uso delle equazioni CGL si r imanda a qnella indicata 
in [14], agginngendovi il recente lavoro [15] di R2,o, K~Ln~, e TALW~).  
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3. - Le equaz ion i  l inearizzate.  

Suppon iamo  che iI p lasma non per turbato  sia omogeneo, a riposo e sotto- 
posto a un forte campo magnet ico  un i fo rme  B la cui direzione assumiamo 
lungo l 'asse z di una  terna T di coordinate  c i l indr iche ortogonali  r, 9, z, di 
corr ispondent i  versori e., e~, e.; quindi  

B ~ (0, 0, B~. 

Le equazioni delle piccole per turbazioni  

v, ~P, ~B, ~p e ~U 

sono (err. GLIDDOZ¢ [16], TnEZ4AZ~ [17] p. 43t: 

~v 1 
(3.1) 9 ~ _ - -  \ v .  ~P-4- 4 ~ ( V  X ~B) X B +  9 V ~  U, 

(3.2) 3 ~B----- ~: X (vXB), 

V72 8 U ~ -  - -  4 v;G ~9 , 

(3.3) 

(3.4) 

un i t amente  alle 

~3.5) 

(3.6) ~p± ~ ~B 
p~ = o  +-B-" 

Usando 13.5) e (3.6) si r icava per  la per turbazione 5P nel tensore delle pressioni :  

(3.7) ° P = ( ~ 9 + ~ B ) I ~ - ( 3 P l I T P I $ 9  2P~I÷PtsB) 

-k- t P, --Pi  ) (n ® ~n -I- ~n ® n) 

con ~n r icavabile dal la  

(3.8~ ~B ~-- ~B n + B~ n .  

II s is tema (3.1)-13.4), in cui SP b specificato da (3.7) e (3.8), ~ un sis tema 
l ineare de te rmina to  di otto equazioni scalari in otto funzioni incognite  sealari  
(@, 8U e sei da v e ~B). 

Annati di Matematiea 42 
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Le perturbazioni  8p~ e 8p± sono poi fornite immediatamente dalle (3.5) e (3.6). 
Indieheremo nel seguito con b la perturbazione 8B nel campo magnetico 

e con b~, b~ e b ~  8B le sue componenti  fisiche relat ive alla terna T (proiezio- 
ni di b secondo e~, e~ ed e: rispettivamente).  

4. - Condiz ion i  al eontorno .  

Considerando il p lasma delimitato da una superficie Z di normale N, 
assumiamo quali  condizioni al contorno su Z le 

(4.1) v . N = 0 ,  

(4.21 b • N = 0 .  

Pe r  quanto concerne l 'uso di con'~lizioni at contorno di questo tipo in 
magnetofluidodinamica tMFD) e in Fisica del plasma cfr. per es. KULSRVD 
[5], BERNSTEIN, FRTEMAN, KRUSKAL e KULSRUD [i8], JEFFREY [19] Cap. II.  

Nel caso [di possibile interesse astrofisico) in cui Z sia una superficie 
ci l indrica indefinita di raggio / /  e generatrici  paral lele all 'asse z, le (4.1) e 
(4.21 richiedono che sia: 

(4.3) v~(R, % z, t)-~O, 

(4.4) b~(R, ~, z, t)-~O. 

Nel  caso (di possibile interesse per  plasmi di laboratorio) che il plasma 
sia racchiuso in un cilindro finito di altezza d e raggio R le (4.1) e (4.2}, 
ehe si presentano per es. se E b rigida e perfet tamente  conduttrice,  richiedono 
che, oltre al verif iearsi  di (4.3) e (4.4), sia: 

(4.5} v~(r, c;, O, t ) - - v : ( r ,  % d, t} = O, 

(4.6t b~(r, % O, t)-~ b~(r, ~, d, t)-= O. 

Per  quanto r iguarda le eondizioni {4.3)e (4.4) cfr. anehe C~AND~CASEK~Art 
[20] n. 81 e per la (4.6) ibidem n. 42 p. 163. 

5. - Le equaz ion i  l inear i zza te  in coord inate  c i l i n d r i c h e  or togona l i .  

In questo numero si stabilisce la forma the  le equazioni linearizzate del 
n. 3 assumono in coordinate eil indriche ortogonali. Per  questo scopo determi- 
niamo anzitutto le componenti  fisiche relative a T del vettore w~-~-V. 8P.  
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(5.1) 

COn 

(5,2) 

Da (3.7) abbiamo in t an to :  

v .  + v + 
p ~z 

S=n®~n+~n®n.  

2pr I + p~ ~b,~ 
B ~ ' ) e : +  (Pll--~Ol) U ' S ,  

Per  o t tenere  le component i  f is iche re la t ive  a T del vet tore  V .  S ricor- 
d iamo che, con r i f e r imento  ad un  s i s tema di coord ina te  eurv i l inee  or togonal i  
x ~ di eoeff ic ient i  metciei  h~, le component i  f i s iche ~ di un  gener ico  vet tore  
a sono date  da (err. F ~ z I  e PASTORI [21]]Cap. I I  § 8 n. 5, SERmN [22] p. 143): 

1 
(i non sommato ) ,  

dove a ~ e a~ sono r i spe t t ivamen te  le component i  con t rovar ian t i  e covar ian t i  
di a, e inoltre,  che suss is te  la (SEamN [22] p. 142~ 

1 3 log~hk (somma su k) (5.4~ Iv .  s ) , -  Vg ~; ~(v~-S~') - s ~  ~ 

c o n  

Nel nostro caso 

V g  - -  hi h2 h3. 

h~ : h3 = I, h2 ---- r, Vg'-~- r. 

Facendo  uso di (5.2), (3.8) e (5 .3 )o t t en iamo da (5 .4 )per  le component i  
f is iche re la t ive  a T di ~?.  S r i spe t t ivamente :  (~} 

1 ?br 1 3b~ 1 l[3(rbr) 3b¢] 
(5.5) B 8z' B ?z ' B r ~ r  + ~7~ I 

(1) Al!e (5.5) si perv iene  aache da (5,2) con l 'uso della (3.8) tenendo presente ehe, se c 
e d sono due generici  vettori~ sussiste ]'identi~h vettoria]e: 

V .  (~ ® a t =  (~. V ) a +  (V.  ~)a 

(OFF. FERRARO • PLUMPTON ['23] (8Al)), e the  le component i  fisiche re la t ive  a T del vet tore 
(c .  ~7)d sono r i spe t t ivamente  

(c. V)a.- c9 a9/~', (¢. V)d~ + % d,#-, (~. ~y)d~ 

(cfr. 0HANDRASEKHAR [9.0] p. 558, BATCHELOR [~=L] 13. 602). ( I I  simbolismo, con le re la t ive  de- 
f inizioni  adottato qui  e nel  resto del lavoro ~ quello di uso eorrente  ne l la  le t te ra tura  
anglo-sassone).  



332 G. MATTEI: Soluzioni cilindriche nella teoria dei plasmi anisotropi 

Da (5.1), ~enendo conto delle (5.5), otteniamo aliora le cercate componenti 
fisiche relative a T di w ~ ~ .  ~P: 

i5.6) Wr p~--p±S& 9 ~  p~3b: = B 3Z + - -  Be + B  3r' 

p~[--p~ 3b~ 1 pt 3 i p~ 3b: 
_ _ _  ~ +  - _ _  - - ,  

(5.7) w~, B 3z -1- -r --? ~ r B 3V 

(5.8) w~ p --p~ t p(rb~) 3b~] 3pl I 3 2p~3b: 
- B r [ - ~ r  + - ~ -  + ~ - ~ a ~  ~ ? .  

Denotando con Vr, V(~ e vz le componenti fisiche di o relative a T e faeendo 
uso delle i(5.6), (5.7} e (5.8), la (3.1) proiettata su T dh origine alle tre equa- 
zioni scalari : 

(5.9) 

(5.10} ?~_~ + (PlI--P±B B ~ 3b~ p± 1 3 
~U=O,  

15.11) _ 3v~ . P , , - - P i  1 I3(rbr) 3b~ 1 2p, Sb~ 3p, 3~ ~ U = O ,  
B ~z + ~--~°~' - -  

Dalla (3.2) abbiamo: 

(5.1~) ~bT B~V~=o, 
3t 8z 

(5.13) ~b~3t B3%~----0" 

( 5 . 1 4 )  3 b :  B [ 3 v ~  . 3(rvr)] ~+  r [~  +-~-1= 0, 
mentre le (3.3) e (3.4) forniscono rispett ivamente:  

I~vz 1 3(rvr) l~v~t 
(5.15) 3 t ~ ' ~ ' ~ [ 3 - z - { - r  Dr " ] ' r ~ l  --~0' 

(5.16) 
32 32 ~;\1~{ ~u )y, .  j+~_l~u+. ~v+4~o~=o. 
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Le  (5.9)-(5.16) sono, in coord ina te  c i t indr iche  ortogonal i ,  le cercate  otto equa- 
zioni sealar i  nel le  otto funzioni  incogui te  v~, % ,  v~, b~, b~, b~, ~ e ~U. 

6. - E laboraz ione  del le  equaz ion i  t rova te .  

Dalle  (5.9), (5.10), (5.11) e (5.16) si possono e l imina t e  b~, b~, b.~ e ~ facendo 
uso delle (5.12), (5.i3), (5.14) e (5.15). 
Si o t tengono cosl le: 

16.1) ~v~ h~2v~ 2 (p .~+p , )  ~ p~ ~v:  ~2 
~t 2 p ~z ~ ~ ~r ~ " v~ ~ ?r~z 3l?r ~U ~ O, 

1 Pl  ~2v- 1 ~2 (6.2) ~v~ h ~2% - -  ~ Pl + P'~ ~ ~ " vi  " ~ U = 0 ,  
~t 2 ~ c% 2 r ~ ~ r ~ ~ z  r ~ t ~  

~2v: 3p~j Uv.~ Pi ~ ~2 
(6 3) ?t 2 ~ ~z ~ ~ ~z ~J " v~ - -  ~ t~  ~ U = O, 

(6.4) 

dove si 6 posto:  

(6.5t 

c o n  

h = 2p,~ + p~ - -  p , ,  

(6.6t p,n -~- B2/Sr~  , 

press ione maguet ica ,  e si ~ indiea to  con 

(6.7) v, ~ v~ e~ + vv e 9 

il componente  di v normale  a B. 
Una  volta d e t e r m i n a t a  per v e ~U una  soluzione del s i s tema (6.1)-(6.•}, 

da (5.12)-(5.15) si r icavano,  in corr ispondenza,  b e ~ con delle quadra tu re .  
Nei n. 7 e 9 si de t e rminano  a lcune  classi di soluzioni soddis facent i  alle 

condizioni  al contorno ind ica te  al n. 4. 

7. - Una  classe di s o l u z i o n i  per ii  c i l indro  i n d e f i n i t o .  

Una  elasse di soluzioni del s i s tema (6.1)-(6 4) si pub de t e rmina re  nel  modo 
seguente .  

R ich ied iamo che v~ e vv, pa r  essendo funzioni  di tu t te  e tre le var iabi l i  
spazial i  e del tempo, d iano origine,  nel gener ico  piano or togonale  a B, a un  
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vet tore  so lenoidale  ( ~ / . v  I = 0 )  e ehe v= e ~U siano fanzioni  solo di z, ol t re  
che del  tempo.  In  tal caso le pe r tu rbaz ion i  v~ e v~ sono d i saceopp ia t e  dal le  
a l t re  e devono  essere  soluzioni  del le  

(7.1) S2v~ h S2v~ 
St2 ~ ~z2' 

32V~ ~ h ~2v® 
(7.2) St- ~-  ~- ~z-- ~, 

socldisfacenti  al  v incolo  

(7.3) . v~ ~ ~ [-~- + ~ t  ' 

le per t l l rbazioni  v= e ~U soddis fano alle 

~2v: _ 3p~ i ~ v ,  2 2 
~7.4} ) t  ~ ~ ~z 2 + ~t~ ~ U  

S 3 ~V~ 
(7.5) St~z- ~ ~ U ---- 4r~G~ - ~  . 

La  (7.3) res ta  i den t i camen te  soddis fa t t a  dal la  

(7.6) 

v ~ - - _ w - + ( r ) e ' +  , - ~  . . . . .  v 
r 

= W -  

di cui  6 chiaro il s iga i f ica to  f isico [vT ~ una  costante ,  ~ una  a rb i t r a r i a  funzione  
di r, ~o la pu lsaz ione  (che potri~ r i s a l t a re  complessa) ,  m un  intero (posit ivo o 
negat ivo)  e k i~ il numero  d 'onda  re la t ivo al la  d i rez ioae  z (k lo cons ide r i amo  

pre f i s sa to  reate) ]. 
Le  (7.1)e (7.2) ammet tono  la soluzione (7.6) col ver i f i ca rs i  del la  re laz ione  

di d ispers ione ,  i nd ipenden te  da  m, : 

(7.7) ~2 = _  h k2 " 

Se 

(7.8) h > O  
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le perturbazioni v~ e v 9 si propagano con la veloeit/~ di fase reale u =  ~/k  

data dalIa 

(7.9) u 2 = A 2 + Pi  - -Pu ,  
P 

dove A 2 =  B2/4xp.9 ~ il quadrato della veloeit~t di Alfv6n. La (7.9)caratterizza 
onde di Alfv6n modifieate a causa dell 'anisotroDia nel tensore delle pressioni. 

Se 

(7.10) h < 0 

da (7.7} si hanno per u due valori immaginari  eoniugati  e cib i~ collegato con 
un noto fenomeno di instabilit'~ nel plasma in esame. Infat t i  una condizione 
identica alla {7.10)earatterizza il verifiearsi  della cosidetta instabiliih (< hose>) 
delle piccole perturbazioni Diane nel plasma indefinito (err. per es. L]~I-II,~I~ 
[3] PP. 146-48). (2) 

Per  quanto r iguarda la determinazione di b, Dossiamo intanto preseindere 
dalla Derturbazione b: in quanto la (5.14) indiea ehe, per (7.3), essa ~ stazio- 
naria. Per  le perturbazioni b~ e b~ le {5.12)e (5.13) forniscono in corrisponden- 
za alle (7.6) le: 

(7.11~ 

Bk  
b ~ = - -  - -  v~ + f~(r, % z) 

(1) 

B k  
b® - -  vv + f2(r, % z). 

' 0.) 

In queste fl e f~ sono funzioni arbitrarie di r, ~ e z dalle quali si pub pre. 
seindere data la loro stazionariet~ con il che resta ident icamente  soddisfatta 
la condizione che r ichiede la solenoidalith di b. 

Con le soluzioni (7.6), (7.11) possiamo soddisfare alle eondiz ionfal  contor- 
no (4.3) e (4.4) relative al cilindro indefinito specializzando la funzione arbi- 
t rar ia  ~(r} in 

r 
(7.12) +(r) ----- Jm ~ 

(2) Per quanto riguarda questo tipo di instabililh si veda anche per es. PAI~I,:EI~ [25], 
CHANDRASEKHAR, I~AUFM:ANN, WATSON [26] p. 455, LUST [27], THOMPSON [4] p. ~[6, G-LIDDON 
[16], KATO, ~I:'AJ1RI e TANIUTI [~8], ABRAHAM-SHh'AUNER [29], V~,DENOV e SAC~DEEV [30], e 
il precedente lavoro [31]. 
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dove J,~ /~ la funzione di Bessel di pr ima specie di ordine m e a,,~ il suo s-too 
zero ( s : t ,  2, 3, ...}. In corrispondenza a (7.12) la (7.6)2 asume la forma:  

(7. t 3) 

La scelta (7.12) assicura inoltre la regolarit/~ sull 'asse delle soluzioni (7.6), (7.11). 
Venendo ora alle (7.4) e (7.5) esse ammettono la soluzione: 

_ _  . 

~ z  ~--- V z  e ,Z(¢°* t - -  k ,  z) 

~7.14) ~ U ~ ~Ud ('*~- k,:> 

di significato fisico evidente, fornendo in eorrispondenza la relazione di di- 
spersione 

(7.i5) ~o 2, : ~p'f k~. --  4z:G~. 

La (7.15) metre in evidenza che per tutti i valori del numero d'onda k, 
inferiori  al valore critico 

(7.16) k~ ~ [ 4r:G~ \ }1/2 
/ 

sorge nel plasma in esame, in corrispondenza alle perturbazioni piane (7.14), 
instabilit'~, gravitazionale det tipo di Jeans.  Per  tutti i valori del numero d'onda 
invece che verificano la condizione 

17.17) k , ~  k: 

c '~  stabilith gravitazionale. 
I1 valore (7.16)del numero d'onda critico coincide con quello determinato 

da GLIDDOt~ [16] hello studio della instabilit/~ gravitazionale nel plasma inde- 
finito, re la t ivamente a perturbazioni piane propagantesi  lungo B. In  corrispon. 
denza alla (7.14)1, la (5.i5}, per (7.3)~ fornisce per $~ l 'espressione 

(7.18) ~ ~k. 
{~), 

a meno di un campo stazionario 
Concludendo:  per un plasma anisotropo privo di urti  descritto dalle 

equazioni linearizzate di CHEW, GOI~DB]~nGER e Low, autogravi tante  in un 
dominio cilindrico indefinito con generatr ici  parallele al campo magnctico B, 
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sussiste, soddisfacente  alle condizioni al contorno (4.3)e (4.4), la seguente  
classe di soluzioni:  

(7.19} 
r J" ~m~ - -  ~ J,~-, ~,,~ ~ d(~o'- ~:-m+) 

Bk 
b~-- v~, 

to 

B k  
b~ == v+ 

¢o 

un i t amente  alle : 

(7.20) 
I V: ~ ~z e i(~* t -- k, :) 

l =  k,v= , 
to$ 

con il presentars i  delle due relazioni di d ispers ione {7.7j e {7.15). 
Le (7.19) forniscono le per turbazioni  net la  velocit~t e nel campo magnet ico  

nel generico piano (r, ~} normale  a B;  esse, nella presente  classe di soluzioni, 
r i sul tano disaccoppiate  dalle r imanent i  per turbazioni  v=, ~ e ~U, fornite dalle 
{7.20). (3) Queste soluzioni, che ass icurano la regolari t~ sull 'asse, sono stabili  
se e solo se sono verificate le due condizioni t7 .8)e  (7.17), la pr ima delle 
quali, i n d i p e n d e n t e  dal numero  d'onda,  ~ legata a l l 'anisotropia  nel tensore 
delle pressioni,  e la seconda alFazione gravitazionale.  (4) 

8. - Ose i i laz ioni  tors iona l i  nel  e i l indro  i n d e f i n i t o .  

Ferme  res tando le soluzioni (7.20) per  le per turbazioni  v:, 8p e ~U, con 
la relat iva relazione di dispers ione (7.15), consider iamo il caso in cui sia 
iden t icamente  

(8.1) +2r = b r=  O, 

(3) ]?er quanto  r igua rda  la pe r tu rbaz ione  b, si b preseisso da essa data  Ia sua staziona- 
r i e ih  nel ta  p resen te  classe di soluzioni.  

~ Hicordiamo che nel ia  zona di totale iperboliei t~ del s is tema di equazioni  CGL b 
assieurato il  ve r i f i ca r s i  de l la  eondizione (7.8) (efr. [28], [29], [31]). 
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e ehe le r imanen t i  per~urbazioni  % e b~ p resen t ino  s immet r i a  ass ia le  (5), (6); 
ques to  un caso col legato  con lo s tudio del le  osci l]azioni  torsimlali .  ( P e r  

quan to  r i g u a r d a  tale t ipo di osci l lazioni  in MFD quando,  ol t re  alle (8.1), b 
anche  v : ~ 0 ,  cfr. per  es. FER:RA~tO e PLUMPTON [23] pp. 86 e segg. ,  dove b 
esamina to  il easo di un f luido incompr imib i l e  non viscoso, ma di conducibilit /~ 
e le t t r ica  finita,  in assenza di forze di massa  di na tu ra  non e le t t romagnet ica) .  

Nel  caso p resen te  % e bv (eft .  15.101 e (5.13)) sono d i saecopp ia t e  dal le  
r imanent i  pe r tu rbaz ion i  e soddis fano  e n t r a m b e  al ia  s tessa  equaz ione :  

(8.2~ 32v~ _ h ~2v~ 32b~ _ h ~2b~ 
~t 2 p ~z 2 , 3t 2 - -  9 ~z 2 • 

Le (8.2) fo rn i scono  le soluzioni  

(8.3} v 9 - ~  f (r)  d( ~/~ - k, ~) , b~ = g(r)  d( J ' -  k,.-) 

dove  f e g sono a rb i t ra r i e  funzioni  di r e ~o' tpn lsaz i+ne)e  k' (numero d 'onda) 
sono legati  da una  re laz ione  di d i spers ione  ana loga  al ia  t7.7). 

Se, seguendo  gli Autor i  di [23], a s sumiamo  qua le  condiz ionc al contorno 
per  b la :  

b e ~ - b ~ - O  per  r = R ,  

ques ta ,  g iovandoc i  del la  arbitrariet/~ del la  g(r) ,  pub soddis fa rs i  pe r  es. pren- 
dendo  la soluzione,  rego la re  sul l 'asse ,  

r ) el(co, t -- k, z) (8.4} b -~ b J~ ~q  ~ , 

dove b b una cos tan te  e, al solito, J~ ~ la funzione di Besse l  di p r ima  spec ie  
di ord ine  v e a~q il suo q- too  zero ( q = l ,  2, 3, ...). In  eo r r i spondenza  al la  
{8.4), la (5.10) fornisce ,  a meno  del  soli to campo stazionario,  la  

(8.5) v~ . . . .  + b 
(o' 6 4 ~  

(5) X%r Ia per turbazione  b~ abbiamo da (5.14) ~bz ~ - - - 0  e qu ind i  anche qui  possiamo pre- 

sc indere  da essa. :La condizione di solenoidalit/~ di b tes ta  poi iden t ieamenie  soddisfatia.  

(6) U n a  classe di soluzioni del  s is tema (5.9)-(5A6) soddisfacenti  alle e~,ndizioni al con- 
torno (4,3) e (4.4) b stata de te rmina ta  in  u n  precedente b, voro [32] sotto la sola ipotesi di 
s immetr ia  assiale per  le per turbazioni .  
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9. - (~aso de l  c i l i n d r o  f i n i t o .  

In questo caso, di possibile interesse per plasmi di laboratorio, t rascuriamo, 
come ~ consueto, le forze gravitazionali (e ogni altra forza di massa di origine 
non elet tromagnetica) rispetto a quelle elet tromagnetiche.  I1 sistema di equa. 
zioni differenziali  indefinite ~ ora costituito dalIe (6.1), (6.2) e (6.3) (senza i 
termini  gravitazionali) nelle incognite v~, v~ e v.- {nota o le (5.12)-(5.15) forni- 
cono anche qui b e ~ per quadrature); le condizioni al contorno sono espresse 
dalle (4.3), (4.4), (4.5) e (4.6}. 

Una  classe di soluzioni per il case in questione si ottiene nel modo 
seguente. 

Pe r  v~, vg, b~ e b+ prendiamo le soluzioni (7.19), ehe soddisfano alle (6.D, 
(6.2), (5.12) e (5.i3) e alle condizioni al contoruo (4.3~ e (4.4}; corrispondente- 
mente da (5.14) e dalla condizione di solenoidalit~ di b abbiamo 

~b_- ~b_- 
~t ~z 

e queste, con le condizioni al contorno (4.6), sono soddisfatte ident icamente  
da b~--~0. Per  quanto r iguarda v~ una soluzione della (6.3) soddisfacente alle 
condizioni al contorno (4.5) ~ data dalla 

(9.1) v: ~ v~ sin ~ -  z sin (co, t -- ~) (n  -~-- 1, 2, 3, ... ), 

di sigaificato fisieo evidente, in corrispondenza alla quate abbiamo lo spettro 
discreto di autovalori reali  

(9.2) ~ - ~ ±  d - \  p ] ' 

Per  la perturbazione ~ infine la (5.15), fornisce a meno del solito campo 
stazionario, la 

(9.3) ~ _ pv~ nu ~7: 
(0,  d c o s  - d -  z c o s  (o~, t - -  ~) 

OSSERVAZIONE.- Se le condizioni al contorno richiedessero, oltre alle 
[4.3), (4.4), (4.5) e (4.6), l 'annul lamento di tutto il vettore v sulle basi del ci. 
lindro, cio~ il verificarsi  delle utteriori  condizioni 

v~(r, ~, O, t)-----%(r, % O, t)~-~-vr(r, ~, d, t)----%(r, % d, t)~-~0, 

una classe di soluzioni, regolari sull 'asse, si determinerebbe faci lmente pren- 
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dendo per  v.- e ~p le (9.1) e (9.3) e per  v, e v~, in luogo del le  (7.19)~.2, l e :  

c ) v, - ~ v ~  m j,~ ~ sin z d( . . . . . .  ~) 
r 

(;)1 (? v ¢ = i v ,  L r & ~Z,~ ~ - - - R - & - I  a,~, sin 

(k = t, 2, 3, ...) 

Z ) e ~(~t --"~) 

in cor r i spondenza  alle qual i  a,bbiamo (cfr. (7.1) e t7.2)) lo spet tro d i sc re te  di 
au tovalor i  ( rea l i  nel l ' ipotes i  di a s s e n z a  di ins tabi l i th  ((hose)>) 

P e r  quan to  r i gua rda  b, e b, inf ine  abbiamo da (5.12~ e [5.t3), in eorr ispon- 
denza alle (*~, : 

i~ d r  \ \ a  ) 
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