
P r o b l b m e s  aux  l imi t e s  non- l in6aires .  

C. AVRAMESCU (CRAIOVA) 

R~!sum~. - Le  b~t  du  t r a v a i l  est de donner  des cond i t ions  a s s u r a n t  l 'existence des so lu t ions  
d u  syst~me (S), s a t i s f a i s a n t  e} la  cond i t ion  (L), oi~ D est u n  espace fonc t ionne l  et 

u n  opdrateur  non. l indaire .  

Soit X un espaee de Banach h dimension finie, avee Ia norme I[" If- C(/, X) 
est l 'espace de Banach des fonctions continues sur  le compact  /,  h valeurs  
darts X. D e t  E sent des sous-espaees de C(I, X). PosonsS  ~ = t x ; x E C(/, X), 
I xl  <_ ~ }, Ix I - - s u p  IIx(t)II 6rant la norme clans C(I, X). B est un sous-espaee 

t ~ I  
de l 'espace L(/, X) des fonctions int6grabtes au sens de BOCHNER sur I (0u 
bien un espace de fonctions mesurables,  dent ta topologie est plus forte que 
cello de L(I, X)). G est nne applicat ion de @ d a n s  E. 
Consid(frons le systbme diff6rentiel, 

(8) x'(t) = A(t;  x)x(t) + f(t; x), 

off x ~  C(L X), A(t; x) est une application de I X S~ dans l 'espace ~(X, X) des 
op6rateurs  continus et l in6aires de X ~t X ,  et f( t;  ~) est nne application de 
I X So dans X. Assoeions au syst~me (S) la condition aux limites, 

(L) x e D -+- G~. 

Dans t e c a s  par t icul ier  A(t ; x) ~ A(t), Gx =---- h,t) pour  tout x, le problbme 
(S)-{-(L) a 6t6 considfr6 par C. CORDUNEANU [1]. Des autres cas part iculiors  
ont 6t6 consid6r6s par  A. LASOTA ct Z. 0PIAI, [2], et Z. 0PIAL [3]. Des 
prob |bmes  du mgme type que (S)-{-(L) ont 6t6 consid6r6s par  R. CoN+I [4], 
[5], [6]. [7], SANTAGATI [9], G. PULYIRENTI [10], [11], G. PUL¥IRENTI et G. 
SA~TAGAT~ [12], E. SCRUCCA [13], C. A.VRAMESCU [14], [15]. (Pour les d~tails 
coneernant  les divers types de problbmes aux limites, nous renvoyons le lecteur  
au travail  de R. C o ~  [8]. Dans la classif ication donn~e par  cet auteur,  le 
probl~me (S) ~ (L) appart ient  aux problbmes du type VI). Remarquons  encore 
le fair q u e c e  travail  est li(~ 6troitement aux t ravaux de J. L. MASSENA et 

J. J. SCHAFFER [16], [17], et aussi aux t ravaux [18], [19], [20], [21]. [22]. Nous 
voudrions souligner encore que les systgmes de l a f o r n e  (S)admet ten t  comme 
cas part iculiers  les syst~mes diff~rentiels ordinaires, 

(S') x/(t) = A(t, x(t))x(t)) + f(t, x(t)), 
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et auss i  les sys tembs  int6gro-diff6rent iels ,  

(S") x'(t) = f K(t, s, x(s)ds.x(t, + f 
1 1 

H(t, s, x(s))ds 

1 .  - R o u s  no te rons  par  ~ l ' e space  des app l ica t ions  de 1 darts £(X,  X) 
t 

in t6grab les  au sens de B o c h n e r  ; si nons  posons B A I =  sup II/A<s) ds [1(1. ll ~tant 
l e l  to 

la norme dans  £(X, X), et to e I), a lors  & dev ien t  un e space  norm6. (Cette norme  
a 6t6 cons ider6e  par  Z. 0 e r x L  [3!, [23].) P o s o n s  2~ = {A;  A z ~ ,  []A(t)[I_< ~(t) 
p.p. dans  I},  Z ~ = { A ;  A e ~ ,  / l]A(tl l ldt<_a},  off o:(t) est une  func t ion  

i 
pos i t ive  et sommab le  su r  /,  et a = / a ( t ) d t .  l~videmment,  2,, C Z ,  ; de plus,  ~.= 

1 

est compac t  dans  e5 (volt  [3~). Posons  encore  2 b =  { f ;  f e B ,  !] f(t) [l ----- b(t) p.p. 
dans  I},  b(t) 6tant  une  fonct ion  posi t ive  et sommab le  s u r L  Soient  z - * A ( . ,  a') 
une  app l ica t ion  de S e dans  ~,  x ~ f ( . ,  z) une  app l ica t ion  de S e dans  B, et a~ 

Gx une  app l ica t ion  de St, dans  E. D6s ignons  par  Y A l ' image  de S e par  
1 'appl ica t ion x---~A(. ,  x), et pa r  Z la  f e r m e t u r e  de 2.4 dans  ~ .  Nous  a l lons  
suppose r  que  Y, C 2a. 

(s.) 

- Nous  a l lons  cons idPrer  ma in t enan t  les sy s tbmes :  

x'it) = A(t ; u) x (t) + fit), 

x'(t) = A(t ; u)x(t), 

(S~) 

(So) 

off A E ~ .  

o~ u z S~, f e L(L X), et auss i  les  sys tbmes,  

z'~t) = A(t)x(t) + f(O~ 

x'(t) = A(t)x(t), 

LEMI~IE 1. - Soient A .  e E,~ f .  a L(L X), {n - -  i, 2, ...b tels que lira A.. ~--- 
A, lim f~ = fi Soit x,~ une solution du systdme, " ' --~ 

x:(t) = A.tt~x(t) + f.(t). 

Alors si x,~ converge dans C(I, X) vers x, il s'ensuit que x est la solution du 
syst~me (S~) satisfaisant d~ la condition iniliale x (to) ----- l im x,~ (to). 

On doit  le r~sul ta t  con tenu  dans  ce l emme  i~ Z. OPIAL [23]. 
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3. - ~ous  disons que la paire (B, D) est admissible par r.~pport it Ea, 
si pour  tout u ~  Sr~ t '6quation (Su} admet au moins une solution sat isfaisant  it 
la condition 

( L,,) x e D + Gu, 

quel que soit f ~  B. I1 s 'agit done d 'une hypoth6se modifi~e d'admissibili t~ 

au sens de M~SSERA-ScI~J~FFErt. I1 est ais~ de voir que si la paire (B, D)es t  
admissible par  rapport  it v ,  ators quels que soient u E Sp et f~ B, le syst~me 
(Su) admet  au rnoins une solution sat isfaisant  i~ la condition 

(Lo) x e  D. 

En effet, soit fe  B, et soient h, g e B, tels que [ -" g -- h. Si nous ddsignons 
par  ~cg et x,h les solutions du probl~me (S, , )+ (L•), off nous avons pos(~ g e t  h 
au lieu de f, alors la fonction x - - - x g - - X h  est une solution du problbme 
(S~,) + (Lo). 

Nous allons remarquer  encore que si le probl6me~(So,) -I- (Lo) admet pour tout 
u e Sp des solutions non-nul les ,  alors le problbme (So)-I-(Lo) admet  aussi  des 
solutions non-nul les ,  pour tout A E Z. En effet, soit A e Y,. I1 existe alors une 
suite A,  e ZA, telle que A,  converge vers A, dans la topologie de ~ .  D6signons 
par  x ,  une solution du systbme 

x'(t) = A,(t)x(t), 

satisfaisant  h la condition (Lo). Si Ix,, t :~::0 pour  tout n, posons y~ "-x,J]x,~!. 
On a y',(t) = A~(t)y,~(t), y,~ ~ D et I Y,, 1 --- 1. Comme I Y- I = 1 et It y',(t)[/< a(t), il 
r~sulte d'apr~s Ie th~or~me d~AscoLI-AnZELA que lu suite {Y-/ est compacte 
dans C(I, X), (et done et dans D). Alors il existe une sous-sui te  { y , ~ l q u i  
converge dans D v e r s  y e D. D'apr~s le lemrne 1, il en r~sulte que y satisfait 
au syst~me y'(t) -- A(t)y(t) ; done y est une solution dn probl~rne (So) q- (Lo). De 
plus eette solution n'est  pus nulle, parce que l Yl ~ 1. 

Nous allons noter par  XoD{A) l 'esemble des valeurs des solutions de (So) 
satisfaisant h (Lo) pour t --  to e L Nous allons supposer  que XoD(A) = Xon pour  
tout A e Y., XoD 6rant un sous-espace  de X. D~signons par  X~D le complement  
de ]CoD darts X, par  Po l 'op~rateur de projection sur X~D el par  P~ Foperateur  
de project ion sur X1D. 

4. - On peut  donner  m~intenant quelques  resultats  fondamentaux pour  
ce qui suit. 

L ~ M E  2. - Supposons que, 

a) la paire (B, D) est admissible par  rapport dt EA 

b) XoD (A) = XoD pour tout A E x. 

Annali di Matematica 22 
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Alors le probl~me (S~) + ( L,) admet une solution unique aatisfaisant &, la condition 

(1) PoX(to) = ~ e XoD. 

D~(~STRA~IO~.  - Soit  xx une  solut ion du probl~me (S~,)+ (L~,), solut ion 
qui  existe  en ver tu  de Fhypoth~se  d 'admissibi l i t~.  Soit x~ la solut ion de IS~) 
qui  sa t i s fa i t  h la condi t ion  in i t ia le  x2(to)--P~x~(to)~X:D. ] l e s t  6vident  que 
x ~ -  x= est une  solut ion  de (So,); puree que Pdxx(to)--x~(to))~-O, il en r~sulte 
que x~- -x~ ,  e D ,  ce qui nous  mont re  que x 2 e D +  Gu. Done il exis te  au  
moins  une solut ion du probl~me ( S , ) +  tL,~) telle que X(lo)~X~D. iNous a l iens  
mon t r e r  que cet te  solut ion est un ique .  En effet,  s i x  et y sent  deux  solut ions  
du probl~me {S~) + (L~), relies que X(to), y(to) e X~D, alors x --  y est une solut ion 
du probDme (So~)+ (Lo). Mais parce que Po{x(tot- y(to))--O, il r~sulte que 
X(to)--y(lo}--O, ce qui nous mont re  que x(t)=_ y(tJ. Soit m a i n t e n a n t  y(t) la 
solut ion  un ique  du probl~me (S,)+{L~,), telle que y(to)eX~D, et soit z(t) la 
solut ion du probI~me (Sou) + (Lo) sa t i s fa i san t  i~ ]a condi t ion ini t ia le  Z(to} -- ~.. 
Alors la fonct ion x = z + y cst une solut ion du probl~me (S~) + (L , , )+  (1). 
I i  est ais6 de voir  que cette solut ion est unique,  pnrce que z et y sent  d6ter- 
min~s d ' une  mani~re  unique .  

LEgiblE 3. - Supposo~a que lea hypothSses du lemme 2 sent satisfailea et 
que de plus,  

e) GS~ eat un  e~semble bornd da~s E. 

Alors il exisle un hombre pos i t i f  M tel que pour lout f e Z~ el u ~ S~, l'on all 

(2) ix I <- ~ ,  

x dlant la solution du probl~me (&.) + (L~ 1 + (1). 

D~MO~SamA~IO~. - Supposons  que la conclus ion  du l emme n 'es t  pas vraie.  
Alors quel  que soit l ' en t ie r  posi t i f  n, iI exis te  u ~ S ~  et f~,~E~ tels que pour  
la so lu t ion  x,~ du probl~me 

(3) x'(t} -- Ait ; u,~)x(t) + f,(t) 

(3 ') x ,  E D + Gu, ; Pox(to) = ~, 

on nit, 

{4) I x ,  1 > n. 

(5~ 

(6) 

{7) 

oi~ h~ (t) = fdt )  / I xn I. Puree que tl hn(t) tl ~ b(t) / n p. p. 

Si nous  posons y,(tj = x , ( t ) / l x ,  t, nous aurons ,  

y:(t) -~ A(t ; u,,)y,(t) + h,(t} 

y ~ . ~ D +  G u ~ / l x , , l ;  P~y , ( to ) - -~ / [x , , l  

I w l = l ,  

d~ns / ,  il r~sulte que 



C. AVRAMESCU: Problkmes aux limites non-lindaires 171 

h , , ~ 0  dans  B, done dans  L( / ,  X). Du  fair que  t l y ' ( I ) l ] ~ a ( t ) + b ( l ) / n  p .p .  
dans  I, il r6sul te ,  eompte  tenant  de (7) que  l ' ensemble  l Yn} est  compac t  
dans  C(I, X).  I1 exis te  done t y , k } C ( y , }  tel  que  Y'k ~ Y dans  C(I, X). P a r c e  

que  )2 est  compac t  dans  ~ ,  on peu t  suppose r  que  A(t ; u,) converge  vers  A e E. 
Du l emme  1 il rOsulte a lors  que  y sa isfa i t  /~ l '~quat ion  

(8) y'(t) = A(l}y(t}. 

)¢[ais Gu,~ 6tant born6,  il r6sul te  que  ~u , / [  x , l  converge  vers  zOro dans  
C(I, X), ce qui  nous  pe rme t  de conc lu re  que  y e D .  D'au t r e  par t  de (6} il 
r(isulte encore  Poy(to)-" 0, et done y ( to )~  O, ee qui  nous  mont re  que  y ( t ) ~  0 
dans  I ;  ce fair est  ell con t rad ic t ion  avec l 'dgali t6 (7J. 

LE~ME 4. - Supposons que les hypothdses du lemme 3 sont satisfaites et 
que de plus,  

d) l 'application x ~ A(. ,  x) est continue 

e) rappl icat ion  x ..... Gx est continue. 

Soient u~, u ~ S~, f , ,  f e ~b, tels que u,~ - .  u dana C(1, X} el if, ~ f darts 
L([, XJ. Notons p a r  x ,  la solution du  probl~me 

(9) x'(t) = A(l; u,)x(t) + f,,(l), x e D + Gu~, Pox(to) - -  ~, 

et p a r  x la solution du probl~me (S,,) ~ (L~) q- (1). Dans ces conditions x,, converge 
vers x dans  C(I, X). 

DEmONSTRATIOn. - S u p p o s o n s  que  x~, ne converges  pas  vers  x. Alors  il 
exis te  un n o m b r e  posi t i f  q et  une  sui te  [x,% } C I x ,  l, avec nk ~ ocb telle que ,  

(10) lx.~ - - x i  > q. 

D'apr~s  le l emme 3 il r6sul te  que  ]x , i  ! ~ M ;  alors  de (9) il r6sul te  que  
II x',k(I)It ~ hi. o~(t) -4- b(l) p.p. dans  2", ee qui  nous  mont re  que  I x~,~, } est compac t  
darts C(I, X). Soit  { x % } C t x n  k I ~el que  x,, ~ z  dans  C(I, X). Lu  cont inui t~  
de 1' ope ra t6ur  A(. ,  u) nous  assure  que  A(. ~, u , ) ~  A(.,  u). Alors, d 'apr~s ]e 
l emme  1 il r~sul te  que  z est une  solut ion du  sys t~me (S~). En m~Ine temps  
on, ~ D + Gu%, et Po~C%,(to) - -  ~, impl iquent ,  compte  t enan t  d e l l a  cont inui t6  de 
G Pet Po que  z e D + Gu et PoZ(to) "- ~.. Dolic z - -  x, ce qui  est en con t rad ic t ion  
avec (IO b 

5 . -  Nous  pouvons  mai l i tena t  d o n n e r  uli th6orSme d ~ ex i s t ence  pou r  le 
p robl~me (S}-q-(L)-~-(1), ell u t i l i san t  le p r ine ipe  de point  f ixe de SeHAUDEI~. 

TR~OI~ME 1. - Admetlons  les hypoth@es suivanles  : 

1) x - ~  A( . ,  , )  est une application continue de So sur EA 

2) "X ~ f . ,  X) est une application continue de Sp dans E b 
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3) la paire (B, D} est admissible par rapport ~ Y..~ 

4) XoD(A)= XDD pour tOUt A ~ ~, XoD dtant un sous-espace de X 

5) ~ -~ G~ est une apptioation vontinue de S~ duns E, telle que l GSp 1 ~ k, 
k ~ O .  

Alors le probl~me (S) + (L) + (1) admet au moins une solution, d~s que, 
indiquant aveo M la constante du lemme 3 

(11) M ~ p .  

D ~ o s s ~ a ~ m ~ r .  - Nous al[ons consid~rer l 'espace CII, X~ comme espaee 
foadamen~al. D~finissous sur Sp C C([, X), l 'op~rateur T de la m~nibre suivante : 
pour  tout nose, soit  x - "  Ta la solution du systbme 

(12) a/ (t) - -  Aft;  u)x(l) A- flt; u), 

satisfaisant  aux conditions (L~)-b (I). Vu que f i ' ,  u ) ~ B ,  la fonction ~c est 
d6termin6e d' une manibre unique~ selon le lemme 2. Du lemme 3 il r6sulte, 
eompte tenant  de (1D, TS~ C S~. Cette inclusion nous montre en mgme temps 
quo los fonetions de l 'easemble  TSe son~ uniform6mont born6es sur Z De 
l'in~galit6, 

t t 
f t  

8 S 

on d6duit que los fonetions de TSp sont 6quicontinues sur L Done l 'esemble 
TSp est compact. La oontinuit6 de cot op6rateur r6sulte du lemmc 4. Sp 6taut 
un esemble convexe et born6, ~outes los conditions exig~es par le th6orbme 
de SCI-[AUDER sont satisfaites, done l 'op6rateur T admet  au moins un point 
fixe. Mais ii est 6vident qu 'uu tel point est une solution du probl6me 
(S)-~ (L)-{-(1), et le th6orbme se trouve ainsi d6montr6. 

Rn~ARQUE 1. - Duns les hypoth6ses du th6orbme 1 on peut  d6montrer  
aussi l 'existenee d 'une solution pour le probl6me ( S ) +  (Lo)+(1) .  En offer, 
eomme nous avons dej/~ observe, le probl~me (So)-{-(Lot admet au moins une 
solution. On pout montrer  aussi duns le lemme 2 que eette solution est unique,  
si etle satisfait  de plus /~ la condition (1}. Ea  appl iquant  le th(~or~me de 
SCrr~UDEa d~uue mani6re analogue que daas  le th6orbme 1, en modifiant  
seu lemeat  l 'op6rateur T, on obtient le r6sultat  mentionnd. 

RE~:aQUE 2. - Duns l e c a s  part ieul ier  A(t, vc) :=- A(t), comme l 'application 
x---- A(., x) est une applicat ion eoustante, l 'hypothbse d'admissibili t6 dolt ~ tre 
reformul6e duns la manibre suivante :  le systbme ( S , ) a d m e t  au moins une 
solution sat isfaisant  /~ la condition 

+ g 
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pour route fonetion g(l) ~ GSe. Duns le cas par t ieul ier  A(t, x) ~- A{t) et G~c ~ g, 
notre th~ior~me nous conduit  au r~sultat de C. CORDUNEANU [|]. 

Rn~AUQUS 3. - l)ans le cas part icul ier  A(t, x) ~ A(t) et Gx ~ g, le lemme 
4 nous montre que la solution du syst~me 

~'(t) = A(t)x(t) + f(t,  x), 

satisfaisant aux conditions (Lg) -~ (1), d~pend d'une mani~re continue de A et 
g. Ca obtient ainsi un r~suttat comparable ~ celui obtenu par G. SA~A(~ATI [9]. 

R E ~ A R Q U E  4.  - Parmi les cas part iculiers duns lesquels 17hypoth~se 4 
du th~orbme [ e s t  satisfaite, il faut  remarquer  les eas ~(limites)> XoD(A)-- 
- ' t O }  et X o D ( A ) - - X  pour tout A ~ E .  On volt ais~ment que le probl4me 
(S~,t ~- (L~) admet une solution unique si et seulement si XoD(A) ~ I 0 }. Aussi, 
si nous supposons que routes les solutions de (Sv) satisfont h la condition (Lu) 
alors il r(fsulte XoD(A) --  X.  Duns ce d(~rnier cas nous avons pour la constante 
M la valeur  su ivante :  

M-- f a(t)dt, ll] tl+ f exp(-- ;a ( t )d t )b ( s )  ds t. 
1 I o 

7 . -  Nous allons donner maintenant  une application de notre th(~or~me 1. 
On suppose duns ce qui suit que dim X - - d i m  E. 

COROLLAIRS 1. Admettons les hypotheses suivantes  : 

1) x ~ A(. ,  x) est une application continue de S~ sur  Z.4 

2) w ~ f ( . ,  x) est une application continue de So da~s Ee 

3) ~ est un  operateur lindaire el continu de C(I, X) duns E 

4) la seule solution de l'd~ucttion ~ x - ~  0 apparlena~tt ~ l'espace des 
solutions de l'effuation (So) est la solution banale, pour  tout A e Z 

5) ~ est un opdraleur continu de S~ de E, tel que l ~S~I ~ r. 

Alors le syst~me (S) admet au moins une solution sat is faisant  ~ la condition 

(15) ~x -- ~x, 

d~s que ~ et 1/r  sont suf f i samment  grands. 

Pour  la d(imonstration du eorollaire nous allons appliquer le th6orbmc 
1. Notons par X(A) Fespace des solutions du systbme (So)et par X(u) l 'espaee 
des solutions du systbme (So~). Remarquons tout d'abord que la restriction 
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% de ~ re la t ive  g~ Xiu) est inver t ib le  pour  tout  u ~ @, et ~o-I est un op~ra teur  
U 

cont inu.  Alors la  condi t ion (15) peut s '6crire sous la forme 

off N+ est l 'espaee nul  de -~. Done on pent  app l iquer  le th6or6me 1 en p r e n a n t  
D --  Are, et Gx = ~x ~x. I1 suf f i ra  de mont re r  que la paire  {B, 2~} est admiss ible  
par  r appor t  /~ )2a et que XoD (A} est un  espace cons tan t  pour  tout  A ~ 2 .  En 
effete, ta fonct ion 

t t 

(17) x{l) % q ) u -  ,~ ~ U,,(t)UV~(sif(s)ds + U~ff)U, Is)f(s) s 
to to 

o~ U,,(t) est la solut ion probli~me 

(18) v'(t)  = A(t, u)U(~), U(tol = a~ 

(J 6taut  Fidenti t~ duns X}, est une solut ion du sJrstbme (S,);  on volt a i sdment  
que pour  cette solut ion on a 

De plus, la solut ion du problgme (18)-{-(19) est un ique ,  fair qui  r6sulte 
de l '6galit~ XoD(A)= 10}, 6galit6 qui  est une cons6quenee  de l 'hypoth~se  4 
du  coroltaire,  et qui est r a t ab le  pour  tout  A e Z. 

Done routes les hypotheses  du th6or/~me 1 sent  saf isfai tes ,  ce qui d0mont re  
le corollaire.  I1 est ais6 de voir  que duns le cas de ce eorolIaire  on a pour  
la cons tan te  M la va tear ,  

off, 

M =  d. r +  ll Jr- d i!~ll)' e x p f , + , ~ f  
1 1 

d .... snplt~711/ (~A ~tant  la res t r ic t ion  de ~tX(A))  
A E 2  

On a d <" + o% parce  que qo~ 1 est une fonct ion cont inue  par  rappor t  a A 
sur  le compact  ~. 

REr~ARQUE 5. - Si dans  le corol la i re  1 on consid6re le cas pa r t i cu l i e r  
A(l, ~ ) ~  A(t}, on obt ient  le r~sulta~ con tenu  dans  [10] et [14]; si en plus  ou 
prend  q~x =--e ~ E, on obt ient  le r6sul ta t  de R. COSTTI [4], [5]. 

REMAt~QUE 6. - Le r6su l ta t  con tenu  dans  le corol la i re  1 est comparable  
au  r6sul ta t  de Z. OPIAL [3]. Si dans  ce corol la i re  on prend  ~x = x( t~)~  x(t~l 
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et , ~ x ~ O ,  off I ~  [t~, G], a lors  on ob t ien t  le rdsu l ta t  de LASOTA et OPIAL[2], 
c o n c e r n a n t  l ' ex i s t enee  des so lu t ions  p~r iodiques .  Des r6,sultats semblab les  on 
ont  ~(~ ob tenus  pa r  I. B ~ B ~ L ~  et A. H ~ Y  [24] et G. V ~ L ~  [25]. 

8. - On pout  d~mon t r e r  un  th~or~me d ' e x i s t e n c e  pour  la p robl~me (S) + (L), 
sans  avoi r  assur~ ]e fa i l  que  XoD(A) ne d~pend pus de A. 

TI-IJ~]ORJ)]ME 2. - Admetlons  les hypotheses suicantes:  

1) x ~  A(. ,  ~) est une applicalion continue de S~ sur EA 

2) x ~ f ( . ,  x) esl une application continue de Sr~ duns Eb 

31 G est une application continue de Sp da~s E telle que I GS~ I ~ r 

4) pour  touC u e Sl~ la solution du sgst~me {S~,) at~ec la condition init iale 
x(to) : O, sat is fai t  ~ la condition (L,,) 

5) exp f f b(t)d  e. 
I 1 

Alors le probl~me (S) ~ (L) admet  au  moires une solution, et cette solution 
sat is fai t  ~ la condition ini t iate  X(/o) = O. 

P o u r  t3 d~moas t r a t i on  on a p p l i q u e r a  de n o u v e a u  le th~or~me de SCttAUDER 

dans  C(I, X~, en p r e n a n t  comme o p ~ra t e u r  T F o p ~ r a t e u r  qui  fa i l  c o r r e s p o n d r e  
e h a q u e  u e  S e la so tu t iou  du prob l~me ( S , ) ~ - ( L , )  avee  la cond i t ion  in i t i a le  

x(/o) ~ O. R e m a r q u o n s  que  dans  ce eas on a pou~' M la va l eu r  

M=: f b{/)dt, exp f 
1 1 

L~ d( tmonst ra t ion  de ce th~or~mo est tout  h fait  ana logue  ~ la d ~mo n s t r a t i o n  
du  th(ior/)me 1. 
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