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~unto.. I n  una  serie di lavori a~teriori  propri  l 'X .  ha s tudiato le ipersuperficie rigate 
dello S~ e S 5 ed ha stabitito tra l'al~ro delle corrispondenze per  paral te l i smo tra var i  
tipi di~varietde vigule di tall  spazi  [9] -- [t4] 
l l  presente lacovo si riferisce alte varlet4 rigate dello S n ed ~ s~eddiviso in  due pa~'ti. 
Nella pr ima,  si da u~a  classificazio~e affine deIle ipersuperficie rigate ~eIlo S,~, ~eces. 
sar ia  per  lo~,studio del p,roblema della corrisponde~za per  paral le l ismo,  mentre nel la  
seconda si determina~o alcune corrispo~de¢~ze per l)avoltelis~no t~'a le variel& q'igate di 
questo spazio. 

Ce travail repr6sente une g6nOralisation de la correspondance par plans 
tangents parall61es, 6tabtie entre les surfaces r~gl6es de S~ par L CRSA~GA 
[1], [2]. 

Le probl6me de la correspondance par plans tangents  parall61es a 6t4 
initi6 par le math6maticien russe K. M. PETERSON, et beaucoup de t ravaux 
relatifs h ce probt6me ont 6t~ 61abor6s par l '6cole de g6om6trie de Moscow 
[3] - [5] et de JAssY [6j - [8]. A JAssv l '4 tude de ce probh~me a 6t6 initi6e 
par Ah MYLLER et eontinu6e par 0. MAYER. 

Dans plusieurs t ravaux ant6rieurs nous avons 4tudi6 les hypersurfaees 
r6gl6es de $4 et de Ss et nous avons 6tabli des correspondances par paral. 
161isme entre ]es divers types de vari6t6s r~gl6es de ces espaces [9] - [14]. 

Le pr6sent ouvrage se rapporte aux vari6t6s r6gl6es de Sn et eontient 
deux parties. Dans la premi6re, nous donnons ~une classification affine des 
hypersurfaces r6gl~es dans S~, n6cessaire pour le t rai tement du probl6me 
de la correspoudance par paratl61isme, et darts la deuxi6me, nous d6termi- 
nons quelques eorrespondanees par parall61isme entre les vari6t4s r6gl~es de 
cet espaee. 

1 .  - La classification af f ine  des hypersurfaces  rdgldes dans S,~. 

Une hypersuface r6gl6e dans Sn peut ~tre regard6e comme un lieu de 
points ou bien comme un lieu de droites. Consid6r6e comme un lien de 
points, elle a l '6quat ion 

(l) 

AnnaIi di Matematica 2o 
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off ~ = p(u~) repr~sente Ia vari~t~ directrice ayant  n - -  2 dimensions, e t a  = a(u,) 
est le verseur de la g6n6ratrice d~termint~ en chaque point de la vari6t~ 
directriee, ux -" const.,  u2 -- const.,  ..,, u,,_~ = const, caract~risent une g~nd- 
ratrice de l 'hypersurface.  En supposant, dans ce qui suit, que les conditions 
de r6gularit6 n~cessaires sent satisfaites et en part icul ier  que la matrice 
fonetionetle 

(;-,,,, r,oo,..., r~ ~, ; . )  

est de rang n - - 1  pour les valours gdndriques des parambtres u~, u~, . . . ,  
u,,_2, w, on peut d6terminer en chaque point non singulier de la g~n~ratrice 
un hyperplan tangent donnd par t 'dquat ion 

(2) [ R - - r ,  r,~, ; , ,~, . . . ,  ; ~ _ ~ ,  r,~,] = O. 

C'est  une varidt~ lin~aire de dimension n ~ 1. En tenant  compte de l 'expres- 
sion de r de l '~quut ion (1), l '~quation de l 'hj,  perplan t~ngent est 

[~ - -  ~, p. ,  + w a . ~ ,  p... + w a . , , . . . ,  ~%_~ + w a .  ~, a] = O. 

Ordonn~e d 'apr~s iv, cette ~quation s' ~erit comme un potyn6me de degr~ 
n - - 2  en w: 

(3) F(w) = aoW ~ -~  + a~w " - ~  + ... + a ~ _ ,  = O, 

off les coefficients a~ sent des fonctions de ,~,,~ et a,,~ dennis  par 

ao = [/~ - ~, :~,, ~,~, . . . ,  %~_~, ~.], 

(4) . . . . . . . . . . . .  , 

Un point propre de la g~n~ratrice est s i n g u l i e r  lorsque les vecteurs qui 
d~finissent l ' hyperp lan  tangent  ~%~ + w a ~ ,  i - -  1, 2 .. . .  , n - 2 et ~ sent lindai- 
rement  d~pendants. Un point impropre de la g~n~ratrice est singulier lorsque 
les veeteurs :¢u~ et ~ sent l in~airement ddpendants. Le point singulier  est 
nomm~ de i e esp~ce si ]es n - - 1  vecteurs se r~duisent h n - - 2  vecteurs 
ind~pendants. Le point singulier est de 2 e esp~ce si les vecteurs consid~r~s 
se r~duisent /~ n -  3 veeteures ind~pendants. En g~n~ral, il est d 'espdce  r si 
les vecteurs consid~r~s se r~duisent h n -  r - - 1  vecteurs ind~pendants. Au 
lieu des vecteurs consid~r~s, hens pouvons prende la matrice 
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respect ivement  

M' : (a,~, a~ . . . . ,  a ~ _ : ,  a). 

Lorsque  le rang de la matrice est r, alors le point singulier  est d 'esp~ce  
n - - r - - 1 .  2k un point singulier propre p ~ wl~ correspond un facteur  lin~- 
aire w -  w~, ind~pendant de R du polynSme F(w). En introduisant  les para- 
m~tres homog~nes w~ et w2 au lieu de w, nous pouvons dire qu' i t  chaqne 
point singulier correspond un facteur  f(w) ind~pendant de /~ du polyn6me F 
rendu homog~ne. Inversement ,  en consid~rant que le polyn6me rendu homo- 
gdne admet  an facteur  f(w) qui d~pend seulement  de w, sans d~pe.ndre des 
autres  ~l~ments de l 'hypersurface ,  ils peuvent  se prdsenter  plusieurs  cas, 
selon le degr~ du facteur  f(w), it savoir:  Si f(w) a le degr(f 1, nous avons 
sur  la g(in~iratrice un point singulier  (un foyer de i e espbce); si ce fac teur  
est de 2 e degr~, sur  une g~ngratrice g~n~rique nous avons deux points sin- 
gul lets  (deux foyers, distincts ou confondus, it la distance finie on it l ' inf ini) ;  
enfin, si le fac teur  f(w) a le degr~ p, sur une g~n~ratrice nous averts p 
points singuliers (p foyers): p points singuliers d' esp~ce n -  1 -  p. Un poin~ 
singulier mobile sur l ' hypersur face  s 'uppel le  foyer. Dans le cas off le point 
impropre sur  chaqne g6n~ratrice est s ingulier  de 1 ~ esp~ce, la matrice fl/' 
est de rang n - - 2  et la section impropre de l ' hypersur face  est une vari~t~ 
d e dimension n - - 3 .  Si le point impropre est singulier d'espi~ce r, alors dans 
c e point  te rang de ]a matrice M' est n - - r - - l ,  et la section imprope a 
la dimension n -  r -  2. Pa r  consequent,  le rang de la matrice M carart~rise 
i:es points singuliers sur une g4n~ratrice, et le rang de la matrice M' eara- 
ct~rise la dimension de la section impropre de l ' hypersu r face  r~gl~e. 5tous 
pouvons donner la classif ication project ive suivante des hypersurfaees  r~fgl(ies 
0fi l 'on  ne t ienne compte que de la nature  des points focanx situ4s sur  une 
gdn(fratriee g~ndrique:  La  classe des hypersurfaces  r~gl~es qui n ~admettent 
pas de points singuliers sur  une g~n~ratrice g~ndrique (pour lesquelles la 
matrice M est de rang n - -  1 en tout point), la classe des hypersurfaces  re;. 
gl~es dent  la g~n~ratrice contient un  foyer de 1 ~ esp~ce (le rang de la ran- 
trice 6rant n - - 2  en ee point) et la classe des hypersurfaces  re~gl~es qui 
admettent  r points singnliers ou bien un point singulier  d'espi~ce r sur  une 
gdn~ratrice gdn~rique. On d~montre q u ' u n  point singulier de 1 e esp/~ee de 
multiplicit~ r est un point singulier  d 'esp~ce r (le rang de la matrice M ~tant 
duns ce point n ~ r - - 1 ) .  

Si nous eonsid~rons aussi  la section impropre de l ' hypersur face  r~gl(le, 
nous trouvons une classification affine des hypersurfaces  r~gl~es dans S . .  
Une hypersurface r~gl~e peut interseeter  l ' hyperp lan  impropre d 'apr~s  une 
vari6t~ /~ n - - 2 ,  n - - 3 , . . . ,  ou~ en g~n~ral, h n - - r - - 1  dimensions d 'apr~s  
!e rang de la matr ice M'. 
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Nous pouvons synth~tiser les r~sultats obtenus, en tenant  compte de 
deux indices, ~ savoir:  l ' indice  a qui nous donne le hombre des points sin- 
guliers sur une g~n6ratrice g~n~rique, et l ' indice  d qui nous donne la dimen- 
sion de l~ section impropre. Nous avons ainsi un tableau h double entr*e, 
dans lequel sont contenues routes les hypersurfaces r~gl6es de S,~: 

a •  n--2 

0 
- - I  

1 V~ -~ 

I 
L 

1 

n 3 V~_~ Y t ' t  - -3  

n 2 V n-2 ~ ~ i -- ~-~ r~_~ V~_~ 
0 

Les divers types d 'hypersurfaces  rggl~es introduits  dans Ie tableau sont 
earact~ris~s par tes deux indices a ~.t d et nous les notons par V d. Les 
deux indices d6pendent des rangs des matrices M et M'  et sont li~s entre 
eux p a r  la relation 

(5) a + d ~ n - -  2. 

En effet, Ia dimension d de la section impropre & u n e  hypersurfaee 
de S,, est ~gale h la difference entre le hombre n - - 2  et le nombre v des 
points singulier impropres situ6s sur une g~n6ratrice g~n~rique: d - - n -  2 -  v, 
d'ofi la relation (5) r~sulte en vertu de Fin~galii~ v ~ a, off a est le hombre 
de points singuliers situ~s sur une g6n~ratriee g~n~rique. 

Les hypersurfaees  r~gl6es qui peuvent exister sont celles qui satisfont 
A c e t t e  relation, par consequent sont celles qui sont situ~es sur la diagonMe 
prineipale de ce tableau ou bieu sous celle-ci. I1 y e n  a N :  n (n - -1 ) /2 ,  
comme il r~sulte h la suite d ' u n  calcul ~16mentaire. Done, nous pouvons 
~noneer le r~sultat suivant :  

7 d Le no~&re des types d 'hypersurfaces rdgldes t ~,, dislinotes du point  de 
rue affine, est dgal & A T : n ( n -  1)/2, 
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P o u r  $4 et $5 on v6r i f ie  les r~sul ta ts  obtenus .  Dans  $4 nous  avons  6 
types  d ' h y p e r s u r s u f a c e s  r~gl6es de ce t te  sor te  et dans  $5 nous  en avons  10. 

Nous  a l lons  ~tabl i r  q u e l q u e s  propr i~t~s  g6n~rales  des  h y p e r s u r f a c e s  
r(~gI~es dans  S,,. 

Lorsqu' une hypersurface est conique son sommet est un point singulier 
d' espOce n - -  2. 

En effet ,  une  h y p e r s u r f a c e  con ique  avec  le sommet  en or ig ine  a l '~qua-  
t ion 

r = v~;~(ul ,  u 2 ,  . . .  , un -~ . ) .  

L ' h y p e r p l a n  t angen t  de ce t te  h y p e r s u r f a c e  est 

[/~, wa, l ,  wa . . . .  '- , a] = 0. 

On cons ta te  que  pour  w = 0 la ma t r i ee  31 a le r a n g  1, donc le 
un  po in t  s i ngu t i e r  d 'espi~ce n -  2. En o r d o n n a n t  t ' 6 q u a t i o n  de 
t angen t  d ' a p r ~ s  w, nous  ob tenons  l ' e x p r e s s i o n  

sommet  est 
l '  h y p e r p l a n  

F = w--~[/~, ~ ,  ~ ,  ... ,  ~%_. .  ~] = 0, 

qui  admet  un  f a c t e u r  l in~ai re  de degrd n - - 2 ,  ce qui  nous  donne  un  point  
s i ngu l i e r  d ~espbce n - -  2 c o r r e s p o n d a n t  au  sommet  du  cOqe. 

R~c ip roquemen t :  si chaque gdndratrice contient un point singulier multi. 
ple d'ordre n - - 2 ,  celui.ci est fixe sur l 'hypersurface el l 'hypersurface est 
conique. 

En  effet ,  soit r ~ p(u~, u~. .... , u~_2) le point  s i ngu l i e r  d ' o r d r e  n - 2  eor- 
r e s p o n d a n t  i~ la va leu r  w = 0 sur  la vari4t6.  La  m a t r i c e  M :  (~,,, $,~, . . . .  
5%_~, a) a l e  r ang  1; done  

~.~ - -  hZa, ~.~ = h2~,  ..., P% o = h . - ~ .  

11 en r~sul te  les r e l a t ions  l in~ai res  s u i v a n t e s :  

- -  - h , ,~) = 0 ,  

• * • • , . . . . . .  

P o u r  que  la ma t r i c e  M air le r a n g  1 dans  ce point ,  les coe f f i c i en t s  des  rela-  
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tions c i -dessus  doivent s 'annuler .  I1 en r6sulte done, 

h ~ - -  0, h ~ - -  0, ..., h '~-~ - -  0, 

Pa r  consequent  ~ -  const., ce qui d4montre l 'a f f i rmat ion faite. 
Los hypersurfaces  coniques sont r~gl~es de type V~-~. 

Lorsque l'hypersurface est cylindrique, chaque gdndratrice admet un point 
singulier impropre d'esp~ee n -  2. 

R~ciproquement,  lorsque chaque gdJ~dratrice contient un point singulier 
impropre multiple d'ordre n -  2, l'hypersurface est eylindriqne. (La d4mon- 
strat ion est analogue h eelle faite pour les hypersurfaees  coniques). 

Les  hypersurfaces  eyl indriques sont de type V%-2, 

Lorsque sur une gdndratrice gdndrique il existe un point singnlier d' esp~oe 
n - - 3 ,  les hyperplans tangents le long de la gdndratriee forment un fascieule 
d' hyperplans. 

En effet, s ' i l  existe snr une g~neiratrice g4n~rique un point singulier 
d 'esp~ce n - -  3, caract4ris~ par w = ~v~, l '4quat ion de l ' hyperp lan  tangent 
peut  ~ r e  4erite sous la forme 

(w - -  w~)"-~[Ho + w h o ]  = O. 

Lorsque  w varie, en prenant  des valeurs diff~rentes de wl, alors les hyper- 
plans tangents  le long de la g~n4ratrice forment un faisceau d 'hyperp lans  
de dimension n - - 1 ,  qui passent  par F intersection des hyperplans  Ho = 0 et 
H ° ~ 0, c' es t -~-di re  la base du faisce~u est nn hyperplan  de dimension n--2.  
/Jo = 0 repr~sente l ' hype rp l an  tangent au point off la ~ n ~ r a t r i c e  g~n~rique 
rencontre  l ' hypersur face  directr ice ~, et H ° ~ 0 repr~sente l ' hyperp lan  asym- 
ptot ique de l~ varietY, correspondant  h la m~me g~n4ratrice. Par  cons4quent,  
t o u s l e s  hyperplans  tangents le long d ~une g~n4ratrice o n t e n  commnn une 
vari~t(~ lin4aire de dimension n - - 2 ,  ils forment  done un faiseeau d 'hy-  
perplans.  

R~eiproquement,  lorsque los hyperplans tangents le long d'une gdndratrice 
forment un faisceau, il existe sur la gdn&'atrice un point singulier et un seul 
d' esp~ee n - -  3, (Pour  n ----- 3, n ---- 4 et n ~ 5 on trouve les r~suttats ant~rieurs). 

Los hypersurfaees  de la cat(igorie Vo d n 'on t  aucun  point singulier sur  
une g~n~ratrice g~n4rique, et la section impropre est une varlet4 de dimension 
n - - 2 .  Pour  de telles hypersurfaces  los hyperplans  tangents le long d~une 
g~n~ratrice o n t e n  commun seulement  la g4n4ratrice g. 
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2. - Correspondances par  paralldlisme. 

Soient V e t  V* deux hypersurfaces  r~gl6es de S~,, entre lesquelles nous 
voulons dtablir nne correspondance par  hyperplans  tangents compl~tement 
parall~les, correspondance qui conserve les g~n6ratrices. S ' i l  existe une telle 
correspondal~ce, les sections impropres  des vari~t~s V e t  V* doivent co~ncider. 
Du fait que la nature  de la section impropre  sur  une vari6t~ Ves t  d~termin~e 
par  les deux indices a e t  d, introduits  dans le chapi tre  precedent,  il r~sulte 
que la vari~t~ V* est coract~ris~e par  les mSmes valeurs  das indices. Done, 
les vari~t~s mises en correspondance sont de la m~me cat4gorie. 

I~dciproquement, deux vari~t~s r~gl~es V e t  V* de la m~me cat~gorie, 
ayant  la m~me section impropre,  peuvent  ~tre raises en relation par  le paral- 
l~lisme des hyperplans  tangents.  Les hyperplans  tangents correspondants  sont 
d~termin~s dans un point de la vari6t4 par  la section impropre commune et 
par  les g~n6ratrices correspondantes.  Par  consequent,  

La condition necdssaire et suffisante pour qu'il exisle une correspondance par  
paralldlisme des hyperplans tangents qui conservent les gdndralrices des varidlds, 

est que les deux, varidlds raises en correspondance soient de la m ~ e  calegorie V~. 

On sait que deux vari~t~s lin~aires de dimension p sont compl~ment 
parall61es dans S,~, si eltes ont dans l ' hyperp lan  i m p r o p r e p  points communs.  
Elles sont par t ie l lement  parallSles, si elles ont en commun r points impropres  
avee r < p .  La  dimension du parall~lisme est alors rip < 1. 

Consid~rons dans S ,  deux hyperplans  de dimension n - -  1, H e t  H*. Nous 
alons ~tudier leur parall~lisme ~L F aide des treillis. 

La ddfinition du parall61isme /~ l ' a ide  des treillis ne comprend que le 
eas du parall61isme complet. En effet, H e t  H* sont en relation de parall~lisme 
donn~e par les treillis, si 

H (~ H*~---O, H ( 2  H*--~S~ 

et S ,  couvre H et H*, 

e' est-/~-dire S ,  ~ H e t  S ,  ~ H*. 

Si les hyperplans  H e t  H* sont part ie l lement  parallbles, ils ne satisfont 
pas /t cette relation, parce que H 0 H*-~ Sr et S~ ne couvre pas H et H*. 

hTous avons eonsid6r~ dans S ,  deux hypersurfaces  r6gl6es V et V* du 

type le plus g6n~ral V~ -2, raises en correspondanee par  hyperplans  tangents 
eomplbtement  parallbles avec la conservation des g6n6ratrices. 

En employant  les propri6t6s des treillis, nous allons montrer  que la con- 
dition n6cessaire pour que l 'ou  puisse 6tablir une telle ccrrespondance est 
que les g6n~ratrices correspondantes  soient parall61es. Pour  la d6monstration 
nous avons employ6 les propri6t6s suivantes du parall t : l isme: 
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1 o. Pour  que deux vari6t6s A et B soient para lb les  entre el!es, il est 
n6cessaire et suffisant  que nous ayons A parall~le h= B et d[A] =d[B]. Grace 
~t eette propri6t6 ]a relation de parall61isme est commutative.  

2 ° . Si A est parall~le h B et B ~ B ' > 0 ,  alors A est parall~le h B ' e t  
A U B ' = A U B .  

3 ° . Si C ~ A  et A est p~ra lb le  fi, B, alors C est pa ra lb l e  "~ B o~ C~B.  

4 ° . P 6tant un point, si nous avons les re lat ions:  A pa ra lb le  /~ B e t  
A ~ P, alors nons avons de m6me ]a relation B ]AN(BUP).  

Supposons qu ' en t re  ]es hypersurfaces V e t  F* nous avons btabli une 
correspondance par hyperplans tangents paral]bles avec ]a conservation des 
g~n6ratrices. Soient g e t  g* deux g6n6ratrices correspondantes Les hyperplans 
tangents aux hypersurfaces  F et V* sont ]es ~I6ments d' un treiIlis g6om6trique 
de dimension n. Ils contiennent  les g6n6ratriees qui passent par les points de 
tangence. Supposons que les hyperplans H, H~, H2 tangents h l 'hypersurface  
V aux points M, M~, M: de la g6n~ratrice g sont parallbles respectivement 
aux hyperplal~s eorrespondants H*, H~*, H:* tangents/~ ] 'hypersurface  ]7* aux 
points M*, M~*, M:* de la generatrice g*. Des relations du parall61isme 
H I[ H*, H~ ]1 HI*, H: I[H:* noas o';tenons : 

H N H * = O ,  HUH*=S~, ,  S , ~ - H  et S,>-H*, 

H~NHI* = O; HlUH~*--~ S, ,  S,, :> H~ et S,, > H~*, 

H~NH2*=O, H2UH2*=S,, ,  S,,~>H2 et S , > H ~ * .  

Les intersections des hyperplans considO'6s, /~ savoir:  

HNH~ -~- P1, HNHz ~--- P~; H*NH~* = / )1" ,  H*NH2* = P2*, 

sont des vari~t6s lin~aires de dimension n -  2, parce que, en consid~rant la 
loi des dimensions, nous avons 

d[HNHJ + d[HU IIj  = d[H] -}- d[Hj. 

Si l 'ou  connalt  d [ H ] = n - - 1 ,  d[H1]=n ....... 1, d [ H U H j = n ,  il r~sulte 
d[HNHJ = n - -  2. Done 

d [ P , ]  = d[P ] = = = n - -  2 .  

Paree que V e t  V* sour de la cat6gorie Vo '~-2, nous avons P~ :~ P~, 
t1" g= P~* et P I N P 2 : g ,  P l*NP~*:g* .  

Grace au parall~lisme introduit,  il en r~sulte:  

l-, I[ t%*, t ,  IIP=*, g < P,, g < P= et g* < P~*, g* < P=*. 
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Les relations de parall~lisme des variCt~s P~, P~ aux vari~t~s P~*, P~* 
nous eonduisent  aux relations su ivantes :  

P, NP~* = O, P~GP2* = O, 

P~ U PI* > PI*, Y~ U P~* > P~*. 

De la propri(it6 3 ° du parall~lisme nous obtenons g * <  P,*, donc /)111g*, 
et la propri~t6 4 ° implique 

(6) (g* U M~) N P,  = d~ , (g* U M 2) G P~ = d~ , 

oh d,/Ig* et d~][g*, done d,]] d~. 
En consid~rant la r~union des vari~t~s donn~es par  tes premiers  des re- 

lations (6) et celle des vari6t~s d, et d2 nous obtenons la relation suivante:  

(g*U 3IJNP~U(g*U M:)NP~ = d~Ud:. 

En versa de la commutativit~ et de l'associativit(~ il r~sulte:  

( g * u ~ L ) n  { P~U(g*UM,)  } nz . ,  ---- d, Ud~, 

(g*U M~)n { (g*U3,/~)UP, } N/:'~ ---- d, Ud~. 

Du fair que M2 < P2, nous avons:  

(g*U M~)N(g*U P~)N I~1 = di Ud2, 

( (g*U Ma)Ug* I U ( P a N P 2 ) =  d~ Ud2. 

Ea appliqu~nt  la loi d 'abserpt ion,  il r~sul te:  g * U ( P 1 N P ~ ) = d ~ U d 2 .  De la 
relation P 1 N P 2 ~ g  (la vari~t~ V ~tant de la cat6gorie Vo '~-2) l 'on  d6duit que 
g * U g = d l U d 2 .  Mais g < P 1 ,  g * <  11" et Plll/:)1" impl iquent  g A g * = 0 ,  
g U g * = d i U d ~ * = S 2 ,  S 2 ~ g  et S 2 ~ g * ,  de sorte que g et g* satisfont Ia re- 
lation de parall(ilisme. Donc g It g*. Ainsi F on a dOnontr~ que :  

L a  condition ndcessaire pour  que deux hypersurfaces de la caldgorie Vo ~-2 
se correspondent par  hyperplans tangents compl~tement paratleles avec la con- 
sercation des gdn&'atrices est que les gdndratrices corresl ondanles soient paral. 
l~les. 

Nous nous proposons, cans ce qui suit, de consid~irer une correspondance 
par hyperplans  tangents  part ie l lement  parallbles, qni s 'obt ient  de F extension 
dtt problbme de la correspondance par hyperplans  tangents semi-paral lbles,  
~tudi~e dans $4110]. Dans $4 on a mis en correspondance par plans tangents 
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semi-paral lbles  deux vari6t6s r6gl6es de dimension 2, de sorte que la somme 
de leurs dimensions est 6gale "~ la dimension de l ' e space  $4. On constate 
q u ' u n e  telle correspondance ne peut  pas 8tre 6tablie dans les espaees de 
dimension impaire, parce que, eomme nous l ' avons  montr6, la correspondance 
par  parall61isme s' 6tablit seulement  entre deux vari~t6s r6gl~es de ]a mSme 
cat6gorie, qui ont la m~me dimension, et la somme des dimensions (itant 
bgale h la dimension de l ' espace  ambiant,  eel te-ci  r6sulte un hombre pair. 

Soit $2~ un espace de dimension 2n, et dans cet espace lZ et V* de di. 
mension n, qui ont dans les points correspondants  des vari6t~s lin6aires tan- 
genres II et II* parall~les. Alors la dimension du parall61isme est 1In. En 
effet, les vari6t6s tangentes II et II* sont de dimension n et ont en commun 
un point impropre, donc la dimension du parall61isme est 1/n. Pour  ce pro- 
blbme nous ne pouvons pas employer  les treillis, qui ne comprennent  que le 
parall61isme complet. Nous allons employer  les matrices, h l ' a ide  desquelles 
nous pouvons expr imer  la condition /~ laquelle  satisfont deux vari6t6s lin6- 
aires de dimension n pour ~tre part iel lement parall~les de dimension 1In. 

Supposons que les 6quations d ' une  vari6t6 lin6aire de dimension n sont 
donn6es sons Ia forme matriciel le dans un $2, 

(7) A. X -~ B, 

oh A est une matrice de dimension (n, 2n) et X est une mat r ice -vec teur  du 
type (2n, 1). Les matrices A e t  X 6rant enchatn6es peuvent  8tre multipli6es. 
La matrice B a l e  type (n, 1). Ces matrices sont :  

A 

a l l  • • • a t ~  2 n  

a 2 t  " ' • ~2~  2rt 

X ~  
a32 

~ 2 n  

[ bl 

b2 
et B =  . 

;° 
La deuxibme vari6t6 lin6aire de dimension n s ' expr ime par une ~quation 

analogue ~ (7). Soit cette 6quation 

(8) A * . X  -~ B*. 

off les matrices A* et B* sont du m~me type que les matrices A et B. Les 
deux varidt6s ]in6aires (7) et (8) sont part iel lement  parall~les de dimension 
I/n, si elles ont un point impropre commun. Dans ce cas la matr ice C est 
singuli~re et a le rang 2 n - - 1 .  La matrice C est une matrice quadrat ique  de 
dimension 2n formde par les matr ices  A e t  A*: 
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Elle eat singulibre si le dbterminant  de la matr iee C I ~---0, e 'est-i~-dire 

(9), 

tqf/l t  , • • ( 1 1 ,  2'~ 

Ce r, l f~ 

a ~  a *  

a n ~  • . . a . , 2 ~ ,  

= 0 .  

Pa r  cons6quent, la condition (9) expr ime la condition n6cessaire et suffisante 
pour que les vari6t~s consid6r6es soient par t ie l lement  parallbles de dimension 
1/n.  

Consid~rons maintenant  les deux vari~t6s r~gl~es V e t  V* que nous you- 
lens mettre  en correspondance.  Elles ont lea 6quations 

(10) ¢ = ~(ui) + w~(ui) et ¢* ~ ~*(ui) -{- w*~*(ui), i = 1, 2, . . . ,  n - -  1. 

En chaque point non singulier des g6n6ratrices eorrespondantes  on d6ter- 
mine les vari6t6s tangentes II et I1% La vari6t6 II est d6termin6e par les 
veeteurs lin6aires ind6pendants suivants :  

La vari6t6 II* est d6termin6e aussi par des vecteurs similaires:  

+  v*a* et  i = 1, 2, . . . ,  n -  1. 

Les vari6t6s tangentes correspondantes II et I]* sent par t ie l lement  paral- 
161es de dimension 1/n  si la relation (9) est satisfaite. En introduisant  dans 
cette relat ion les composantes des vectenrs qui d6terminent  ]es vari6t6s tan. 
gents qui d6terminent  les vari6t6s tangentes, hens obtenons 

(11) 

Ce d~terminant  est d 'o rd re  2ft. D6velopp~, il nous donne la correspondance 
qui s'etabli~ ,entre les points des g~n~ratrices correspondantes g e t  9", lorsque 
les vari~t6s tangentes correspondantes sent par t ie l lement  parall~les de dimen- 
sion consid(ir~e. Pa r  le d6veloppement de la relation ( l l)  nous obtenons un 
polyn0me de degr~i 2 n - - 2  en eoordonn~es projectives w e t  w*, et de degr~i 
n - - 1  par  rapport  h chaque coordonn~e. La correspondance entre les points 
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des g~n0ratrices g e t  ga est, donc, de la forme 

(12) Aow'~--~n, *'~-1 -{- Alw~-~n, *"-2 + ... + [ ~ ,  =* ~"i' a, ~*] ------ 0. 

Les coefficients de la relat ion (12) sont d(itermin~s sur une g~n~ratrice en 
fonction des ~l~ments des vari~t~s V et V*. 

De la relat ion (12) on d~duit le r~sultat suivant :  

La correspondance par varidtds lindaires tangentes partiellement parall~les 
de dimension I/n, considdrde entre deu~ varidtds regldes de dimension n aver 
les gdndratrices correspondantes de $2~, ddtermine entre les points des gdngra. 
Irices corresponduntes une correspondance algdbrique de degrd 2 n -  2 par rap. 
port aux  deu~c coordonndes projeclices w et w* et de degrd n - -  1 par  rapport 
& chacune sdpardment. 

Ainsi h u n  point situ~ sur la g~n~ratrice g de V cort 'espondent par le paral- 
ldlisme d~finit plus haut  n ~  1 points sur la g4n~ratrice g* de V*, off les 
vari~t~s tangentes respect ivement  h V e t  V* sont par t ie l tement  parall~les de 
dimension 1/n. 

Dans le cas par t icul ier  n =  4, on retrouve lc r~sultat de la :Note [10], 
o1:l la correspondance par plans tangents semi-paral l~les d~termine entre les 
points des gdn~ratrices correspondantes une correspondance de degr~ 2 par 
rapport  i~ w e t  w*, et de degrt~ 1 par rapport  h chacune s~par4ment, c ' e s t -  
a -d i re  on d~termine une correspondanee homographique entre les points des 
g~n(iratrices correspondantes.  

De m~me, pour S~ la correspondance par vari~t~s tange~tes part ie l lement  
parall~les de dimension I/3, consid~r4e entre les vari~tCs r(igl~es h 3 dimen- 
sions qui conservent les g~n~ratrices, d~termine entre les points des g~n(~ra- 
trices correspondantes une correspondanee atg~brique de degr~ 4 par rapport  
aux deux coordonn~es projectives Iv et w*, et de degrd 2 par rapport  i~ cha- 
cune s~par~ment. 

Des correspondances de ce genre peuvent  ~tre ~tablies seulement  lorsque 
les g(in~ratrices correspondantes g e t  g* ne sont pas parall~les. Si  elles s0nt 
parall01es, la relation (12) est ident iquement  v~rifi~e, et la correspondance 
examinee est ind~termin~e, parce que h chaque point de la g~n~ratrice g 
correspondent  des points sur  g*, off les vari~t~s lin~aires tangentes II et II* 
sont part ie l lement  parall~les de dimension 1/n, le point impropre commun 
d~terminaut  la direction des g0n~ratrices correspondantes.  

Des exemples de correspondance par  parall6Iisme donn+s ci-dessus, on 
constate que ce probl~me d6pend, d ' une  par~, de la cat(igorie des varigt~s 
mises en correspondance et, d ' au t re  part, de la sorte du parall~lisme par 
lequet  se correspondent  les hyperplans  tangents. 

En ver tu  de la classification 6tablie, on pent mettre en correspondanc¢ 
aussi les autres types des vari6t~s r6gl~es, 
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