Une généralisation de l'intégrale de Lebesgue.

Toxrur 8aTo (Kobe, Japon) (%)

Résumé - Donner une généralisation de la sommation.

1. - Introduction.

Cette note est une suite des mémoires antérieurs [1] et contient des ré-
sultats obtenus concernant les fonctions réelles définies dans E" au point de
vue de P'analyse générale et spécialement la théorie des suites filtrantes de
nombres.

Il est bien connu que la sommabilité d’'une fonction mesurable corre-
spond & la convergence absolue d’une série. Nous cherchons une notion qui
correspond & la convergence conditionelle d’une série dans 'intégration d’une
fonetion mesurable,

Pour cela, dans le muméro 2 nous rappelons l'intégrale de Lebesgue
d’une fonction bornée et mesurable en utilisant la théorie des suites filtran-
tes de nombres comme técnique générale, et dans le numéro 3 nous esseyons
de généraliser les résultats du numéro précédent.

Sauf mention expresse du contraire, dans toute la suite, & désigne la
famille de tous les ensembles mesurables de B*, 4 un ensemble de mesure
finie, ot M(A) la famille de toutes les fonetions mesurables dans 4. p(F) ex-
prime la mesure d’un ensemble mesurable 7.

2. - Lorsque l'on a
A= 41U 4,V .. U4,,

4 €91 fi=1, 2, ..., m),
Ahd;=¢  (i=R]),

D= {4, 4, ..., A, s’appelle division de A. Désignons par 9D, l'ensemble
de tontes les divisions de 4.
Soient Dy, D4 €D,
DA:QAl, Az, ey Am},

Dy={ B, Bs, ..., B.}.

(*) Entrata in Redazione il 14 giugno 1969.
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S'il existe B; tel que
B; < 4, B; € Dy,
pour 4; quelconque de D,, nous disons que la division D/; est plus fine que
Dy, et éerivons D= D). Il est clair que cette relation = remplit les axioms
d’ordre.
Pour D,, D, €9D.,, nous posons
Ay={COn, Ca, .., Cul,
ol
Oy = 40D, A; €Dy, B € D,,
fit=1, 2, .., m; i=1 2, .., n.
On a alors
Up, U, Cy=Ur (U3 AN By
= Ur_, (:0MU_ B)) = Ur, 4
= 4,

ot sauf le cas oll i=k, j=1I, on a
Gi]—n 0k¢=AiﬂBjﬂAkﬂBl
=g,
Par suite, on obtient
AEDy,, D,=4, D=4,
En résumé, nous pouvons énoncer:

Leumg 2.1. - L’ensemble D, de divisions D, dun ensemble de mesure fi-
nie A est filtrant par rapport & Vordre <.

Soit /{x) une fonction définie dans 4.
Posons

xeAj

w;= inf f(w)’ Mj= sup /('E) (.7"_:'“ 1) 2; ey ")z
xEAJ-

ot Dy={41, 42, ..., 4.' est une division de 4, et que
Sp, = Bj_, mp(4j), Sn,= 2oy Mip(4)).

D’aprés le lemme 2.1, (Sp ] et 1Sp, sont les suites filtrantes de nombres
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et on a les inégalitiés
mp(4) < Sp, = Sp, = Mp(4),

ott m et M sont les bornes inférieure et supérieure de f(x) dans A respecti-
vement (ils peuvent &ire —co).
Plus précisément, on a

(1) mp(4) = Sp, < Spj = 80 = Sp, S Mp(4)

pour Ds=Dy.
En vertu de (1}, les suites filtrantes {i?_;;A} ef ;@DA} sont et monotones.
D’aprés le théoréme 1 de [1, V], elles ont les limites, ef on a

2 S=lim Sp,==sup S
@ T DD 4 LED% «

(3) S=1lim Sp,=inf Sp,.
L4€Dy4 DDy

Posons

5=/ e

S= f ) dz,

d’apreés le théoréme 11 de [1. V], on a linégalité

[ rwias= f fi) dee.

Hu particulier, lorsque Yon a

[ reiaz= [ reas,
o 4 4
nous disons que f{x} est R-intégrable. Cetfe valeur commune

f e do= f (@) da

w’appelle E-intégrale et s’écrit (F) f [leyde. Nous appelons f [le)dx et
4 A
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f [lx)dx intégrales par défaut et par exeds respectivement.
4

ExemMpLE 2.1, - Soit /(%) une fonction définie dans Vintervalle [0, 1] par

S ) si @ est un nombre irrationnel dans 0 S =<1/2,
[lx) == ? — o0 si x est un nombre rationnel dans 0 < <1/2,

1 si & appartient & lintervalle 1/2 < =1.

\

Alors on obtient

f/(w)dw=1/2, L/’(w)dw=+oo,

pllw: f@) = + oo, ®€[0, 1])=1/2,
Soit f(x) une fonction définie dans A. Par cet exemple, il faut que 1’on ait

pour que flo) soit E-intégrable sur 4 et Rf fla}dx soit finie,
4

pliw: ()| = + o0, w€A})=0.

D’abord, nous recherchons le cas ol f(x) est bornée dans A4, de sort
que (2) et (3) sont finis.
Donnons des propriétés élémentaires des intégrales par défaut et par excés.

Nous écrivons Sp 7} et TS'DA(]’) au lieu de Sp, et TS’DA, pour faire clair leur
dépendance de la fonction f(x). -

LevME 2.2. - Soient f(x) et g(x) deux fonctions définies et bornées dans A.
Silona

dans A, on obtient les inégalités

(4 f Af(x)duvéj Ag(x)dn[}(w)dwé f gle)d.

En effet, on a

So f) = S fg), So /)= Sp fg).

D’aprés le théoréme 11 de [1, V], on obtient (4).
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TaRoREME 2.1. ~ Soit [(x) une fonction définie et bornée dans A,

1} Silon a wd)==0, on a f [{x)dae =0,
A

2) f Lldx == p(4).
4

3) Silon a [(x)=0, on a f 7 (o) de = 0.

A4

4) Soit ¢ une constante non négative; on a

JA(cf(w) de = cjj{w)dm.

B) Soit () définie et bornée dans B, oit B est un ensemble de mesure
finie. Si V'on a ANB=@, on a

f PRCE I flajdo + I fwjaz,

6) Si fle) est nulle presque partout dans A, on o

J-Af(ac) doe = 0.

7) Soit A< B on BEDN, p(B] < +co. Silona [(x) =0 dans B—A4, on a

j [ é_f [

PrREUVE. - 1}-4) et 7) sont clairs.
Preuve de 5). Soient D €D, Dz € Dy

DA:"-";AI, Al ey Am%, DB:{Bl, Bz, ey Bn}
Posons
DAUB:-{Al; Az, ey Am, Bl, Bz, “eey ‘an-

Alors on a

§DAUB =17, & p' 4+ Ele“@j i By)

== §D’4 + 8by,
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o; = inf flx) (i=1,2,.., m)
- € 4;

8= inf fo) (j=1,2, .., n)

- xEBJ.
On a donc
§DA + ‘_S'DB =§DAUB = {S_'B:tu

pour D,y = Dyys. En vertu de (2) on obtient
Sp, = d
§DA+ _DE “jAUBf(w} X,
d’otlt
f /) dx-}-f fle)de = f [ lx)de.
4 J B J 4UB

De méme, on a
S04y = Sy + S

pour Ds=Dy, D= D5, doir
Soys éIAf(w)dm +j3 f(x)d.s,

et

f f(x)de = f /‘(w)-l—f {(x)dz.
_J 4UB J 4 J B

Par suite, nous obtenons

JAUBf(w) dix =_fAf(m)dJo +_f3 f(x)de.

Preuve de 6). Posons
e= w:[lx)=F0, xcd.
D’aprés I’hypothése on a
nie)=0.

En vertu de 1) et B}, on obtient

f flee)doe = f f1o)da + f f (o) dac = f f{ec)dac == 0.
o A o A oS Je
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ReMarqQur, - La proposition qui s’obtient par remplacer l'intégrale par
défaut par V'intégrale par excés est varie.

THEOREME 2.2. - Soient [(x) =0 dans A et ¢ une constante positive. Alors
on a

pli:fle)=ze, x€d})= léf /(xc)dac. (P.L. TSCHEBYSCHEFF).
A
En effet, posons
B={x:[lx)=c, x€ A}

D’aprés le théordme 2.1, on obtient
[ rwdo={ fiwias+ [ oaez [ rieiaezop)
r A v B v A—B B

COROLLAIRE. - St Uon a f /()| de=0, on a [(x)=0 presque partout
A
dans A. -
En effet, d’apprés le théoréme 2.2, on a

w1 flo) | 21/m 2 €4S [ |fia) da—

pour nombre entier quelconque n. Par suite, on obtient
pllo: fla) 30, w€ A}) S 27 wliow: | f{a) | = U/m, 0 € A})=0.

TarorEME 2.3. - Soit f(x) une fonction définie bornée et non négative
dans A.
Si U'on a

A=U 4., A, €N (n=1,2,..),

A0 d=g (%)),
on a

[ i =xz, | s

- P

Preuve. - Prenons D,={B,, B,, ..., B,}, D,€D,.
Alors {4, N0 By, 4.0 B,, ..., A, N B,} est une division de 4,. Posons

w= inf flx) (i=1,2, .., D),

*E B,

o= inf f(x) (t=1,2,.., p; n=1,2, ...).

€4y ) B;
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Par définition, on a

On obtient done

d’ott

D’aprés le théoréme 2.3 de [1, I] et le théoréme 2.1, on obtient
.Jf@Mmzigif f(@idz.  C.Q.F.D.
4 Ay

Par définition, on obtient aisément le théoréme suivant.
THEOREME 2.4. - Pour qu'une fonciion flx) définie et bornde dans A soif
R-integrable sur A, il faut et il suffit qu’il existe une division D, € D, lelle que

O—ESDA_§DA<E$

pour ¢ >0 donné o Uovance.

CorOLLAIRE 1. - Si [(x) est bornde ei R-intégrable, on a

lim % f{&;)g{A;):(R)fAf'(m)dm,

D€ Dy

ot Dy={d:, Az, ..., 4.}, el que &; est un point quelconque de 4;(j=1, 2, ..., n).

CoROLLAIRE 2. — Si f(x) est bornée et R-intégrable, [(x) est aussi R-inté-
grable sur B(< A} qui est mesurable.

LemMME 2.3. - Pour un nombre réel quelconque m: 0 =m = p(4), il ewiste
un ensemble mesurable B lel que

w( B) == m, E< 4.

PrrUuvE. - Posons

S = fw: Ve + w2+ ... + a2 <7l
p(r)=w4 0 §).
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Il suffit de montrer que ¢(r) est continne dans lintervalle 0=r.
Par définition, ¢(r) est non décroissante dans 0 =<r.
On voit aisément que ¢(r) est continue en r==0. Soit > 0; alors on a

0=9lr+0)—o(r—0)

1A

MAN S )—mANnS_)) (O<p<y)

}L(Sr—{-f; -_ Sr—-—P).

A

lim (8,4, —S.—;}=0 ayant lieu, on obtient
p-—;ﬁ

¢(r + 0) =ofr —0).

Par suite, ¢(r) est continue en r.
La réciproque du corollaire 2 du théoréme 2.4. est vraie.

TaEOREME 2.6, - Soient f(x) définie et bornée dans A et B(< A) un ensem-
ble quelconque mesurable fel que 0 < p(B) < w4).
8¢ [(x) est R-intégrable sur B, [(x) est aussi R-inlégrable sur A.

PREUVE. - Puisque le théoréme est clair au cas de p(4)=0, nous suppo-
sons done O < p(B) < p(4).
/(x) étant bornée, on peut prendre M tel que
[fle) =M  x€ A
Pour ¢ > 0 donné & V'avance, il existe un nombre positif 3 tel que

Ms<e/3, &< pd)

D’aprés le lemme 2.3, on peut prendre un ensemble d’une maniére que
Von ait

Ec4, w(E) =3, EcOK.
f(x) étant R-intégrable sur B=A—F, il existe une division Dy telle que
0=8p,—Sp,<e/3, Ds€Ds.
Soit Dy ={B1, B2, ..., B:}. Posons

DA= :\BI; Bz, seey Bn) Eé‘
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Alors on a
S0, = 8oy + p(E) int fia)
2 2 po
= Spy— M3
De méme, on a
Sp, < Sp, -+ M3
Par sunite, on obiient
0=S8p,—Sp, = Sp, — S, +2M3
<e.
D’aprés le théoréme 2.4, f{x) est R-intégrable sur 4.
Nous dirons qu’une proppriété (P) subsiste dans 4 au sens généralise
par rapport & la mesure, on briévement au sens généralisé, si la condition
suivante est satisfaite:

Soit ¢( > 0) un nombre quelconque. La propriété (P) subsiste dans 4-e,
pour un certain ensemble mesurable e tel que 'on ait

ec 4, O<ple)<e

Nous avons aisément le théordme suivant.

THEORRME 2.6. - Si [lx) est définie ef bornée dans A et R-intégrable au
sens généralisé sur A, [(x) est B-intégrable sur A.

TurorEME 2.7. — Soient flx) et g(x) défiinies et bornées dans A et R-inté-
grables sur A. Alors on a

1) (R)f c/(x}dm:c(l{)f [ (oe)dx (c: const.).
2) (B f (Fl) + gl f Flald + (B f () .

PreUVE. - 1) est clair. Nous démontrerons donc 2). D’aprés I’hypothése,
/() + glx) est bornée dans 4. On a donc

Sodf)+ So,f9) = Sp Af + 9) = Soif + 9) = So {f) + So 9),
d’ot

ff(xdm—}—f glx) dar<f x) + glx) Jdx

<f x) + gle dx<ff dac—{—f (xr)da.
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f(x), gle) 6tant R-intégrables sur 4, on obtient

(& [ e+ gt 71 [ fiside -+ (R f()

Le théoréme suivanf{ est une conséquence directe du lemme 2.2,

THEOREME 2.8. - Soiet flx) el glx) denx fonctions définies et bornées dans A.
Si flx) et glx) sont B-iniégrables sur A et

f () = gtee),

&) [ fraide < () [ gfoide.

COROLLAIRE. ~ Soit f(x) une fonction défiinie el bornée dans A et R-inté-
grable sur A. Si Von o les indgalités

on a

m=flei=M {m, M : const.],

el A) = (B [ fledde S Mu(a)

TaROREME 2.9. - Soient fiv) (n=1, 2, ...} uniformément bornées et mesu-
rables dans A.
Si Uon a les inégalités

on o

() I=fix)=fel@) = ... = [} =
on obtient

Ei:?J fla)do= _f ),
o

flw) = lim f,(z)
{B. Lev1).

PreUVE. - D’aprés I’hypothése, fix) est bornée et mesurable dans A4, et
on a les inegalités

(6) O=f@l=fle) (=12, ..).

Soit D4 une division arbitraire mais fixée de Q.
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Soit
DA‘—" {Al, Az, rery Am‘,

et posons

1

gle) =27 a; ¥4 (x),
ot Yy () (=1, 2, ..., m) sont les fonctions caractéristiques de 4; et a; (=1,

2, .., m) sont des constanfes non négatives.
D’abord, nous montrons que si I'on a les inégalités

on obfient

(7) fA x)de = n}j,ilwf I(x)

D’aprés le théoréme d’Egoroff, pour ¢>0, 8 >0 donnés & Vavance, on
peut prendre un ensemble H et un nombre entier N tels que l'on ait HES 4y

HEOM, w(H) <<
fle) —d3=fi[x), x€A—H, n=N.
Par définition, on a
Sp, () =8o,_y (fr) +3(A—H) nz=N.

On obtient done

& >0 étant arbitraire, on a

f e flxlde = lim f o ful)dec.

iy rde 00

D’autre part, en vertu de (4) on a
f folx)de = f fle)de n=12 ..),
J A J A

lim falx)de = f f(x)de.
A—H

e ) A—H

d’omt
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Par sunite, on a

nil-;r_ri fA_H fal)de = jA_H f () de.

D’aprés hypothése, on peut prendre un nombre M fel que
0=file)=M x€ 4 n=1,2 ..}
D’aprés le lemme 2.2, on obtient

lim fatac)dae = f flejde = f glx)de.
n-3-}-00 J A4A—H J A—H L

D’aprés le théoréme 2.1, on obtient

fA falx)doe = fA . falee)dax — Mp(H),
d’olt

lim f fw)de - Mu(H) = J f(w)de.
n—>+°c~ A A

De méme, on a

I A——Hg(m)dw = I g {ow)dx *, f Hg(w)dw

= [ gta)do — aniin
A

ol
a=max {ti, Az, -, ).
Par suite, on obtient

lim fAfn(w)dm + MuH) = fdg(m)dw — ap{H).

3+ co

g > 0 étant arbitraire, on obtient (7).

Cela posé, pour ¢ >0 donné & I'avance, on peut prendre D,€9D, d’une
maniére que Pon ait

(8) J.Af(m)dw —_— = §DA (f)-
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Soit Dy={41, As,..., An}. Par définition, on a

Sp (f) =27 mupf 44,

m,; = inf flx) {t=1,2, .., m).
g4y

Posons
glo)== Ziam; Ly ().
Alors on a

gl) = L.

En vertu de (7) et (8), on obtient

lim f = f
n-++oo o
=2r mp(d )gf flx)de —e.
A

¢ > 0 étant arbitraire, on a

lim | fix)de= f fla)d.

n—>00

En vertu de (6), on obtient

lim f falx) é flac)dx.
o J

Par suite, on a
lim ff = ( ydax.
n—y—--o0

De méme, nous avons le corollaire suivant.

CoROLLAIRE. - Soient fix) (n=1, 2, ...) uniformément bornées et mesura-

bles dans A.
Si Uon o les inégalilés

on obtient

lim [l dx__l-f xjdx,
A

nt-~300
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oty

floe)=lim f,(x).

Temy= 00

TaiEoriME 2.10. - 8¢ f(x) est une fonction définie et bornée dans A et
R-intégrable sur A, fl(x) est mesurable dans A.

PrEUVE. - D’aprés le théoréme 2.4, on peut prendre une division D, d’une
maniére que I'on ait

OésDA‘_§DA<5, DAGQDA,

pour ¢ >0 donné & avance.
Soif {e,} une suite de nombres tels que ¢,]0. Pour ¢,, on peut prendre
une division telle que

O§§Dn~§pn<8n DnEEDA.

On obtient done une suite {D,' de divisions. Puisque 9, est filtrant, on preut
prendre une suite {4, d’une maniére que l'on ait

A1=Dl,
A=A, A, =D, A.ED, n=2,3,..).

Pour A,, on obtient donc les inégalités

(9) 0=8,—8y,<e (n=1,2 ..),
ol

}

§An = 2];:=1 My, WAy, SAn =3, M w(4,,),

Fe=s

A, =14, As, .., 4

m

my==inf f(x), M= sup f(x) k=m0, ..., n,).
Ay 24y

Posons

f@)=2_ m¥Xyw), flx)=3_ MiXy(x) (n=1,2, ..).

= k=1

Alors on obtient

f) S fle)=fle)  (m=1,2,..)

flx) étant bornée, (f.x)] et {f.x)} sont uniformément bornées.
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Par définition, on obtient

On a done
(10) flo) = flo) = fla),
ol

flx)= lim fifa),  flo)= lim f,fa).

- [ nwd + oo

) et fulae) (n=1, 2, ...} 6tant fonctions simples, f(a) et f(x) sont mesurables

dans 4.
Par définition, on a

f foe)da = Sy, f falz)de =S, .

D’aprés le théoréme 2.9, on obtient

f(x)dx = lim Sy , f flow)dae = lim S, .
A - A

Repte 00 oo

En vertu de (9), on a

lim Sy, = lim Sj,,
e Rey—o0

d’olt

fA | £(x) — fl=)] dmfo (f(ac) — flx)) de

= [ Fieyto— [ rtniae
0.

D’aprés le corollaire du théoréme 2.2 et son corollaire, en vertu de (10), on
obtient

presque partout dans 4.
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TakorEME 2.11. - Soient f(x) bornée el mesurable dans A, el m = inf f(x,)

xe A
M = sup f(x), Soient A une division de Uintervalle [m, M] et p(A) la norme de
s A
la division A (Voir:[1. V).
Posons
(11) oa=2" L ap(d), Ty=2Zr 1 p4)

Alors on a indépendantement de A.

(12) I= lim o,= lim I,
pla)>0 p(A}-0
o
dj={w:lia = (o) <l x €A
(i=12,.., n).
{H. LEBESGUE).

PREUVE. ~ Par définition, on a
mp(d) = on = Ty = Mpf4).

Soit D I’ensemble des divisions de [m, M| et définissons Uordre < de 9 comme
le cas de Vintégration de Riemann (voir [1, V]). Alors o, et £, sont suites
filtrantes de nombres. On obtient

(13) s =<limo, <1lim I, < Z,.
AED AED

f(x) dtant mesurable dans A, on obtient
4;€91C (j==1,2, .., n),
A=U}‘=1Al‘, A,-nAk=Q5 (jZf:k).
On a done

0=<1imZ;, —limo, <3y — o,
AeD AeD

=3 (h—Lia)l4) = e(8)u(4).
En vertu de (13}, on obtient

limoy=limZ, = lim oy=lim Z,.
re®) AeD p(A)>08 p(A)-0

Par suite, on a (12),
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Oun appelle T intégrale de Lebesgue et Vexprime par f f(x) dx.
4

TaEOREME 2.12. - 87 fiz) est bornde ef mesurable, f{x) est B-intégrable sur
Aetona

(14) (R) f Ml = f @),

PrEUVE. — Prenone une division A de Uiutevalle [m, M] et posons

m; = inf flax), M, =sup f(x) y=1,2, ..., n
XE.‘IJ« xeAj
Alors on a

bao=m=M=1I (=1, 2,.., n).

Hn vertn de (11), on obtient

ol DA=§A1, Az, veey An%:
Aj:{w: lj_léf(w)<lj, mEA} (]: 1, 2, ceey n).
Sp,=3Ir_ m;p(4),  Sp,= Tr_ M4y

On a done

oy = sup Sp, = inf Sp, =32,
D €Dy D4ED4

d’olr
lim op = sup Sp, = int EDAé lim 2.
pa)-0 DAEDL DDy pla)-0

Par suite, f(x) est B-intégrable sur A, et on obtient (14).

Soit f(x) définie et bornée dans 4. Alors pour que f(x) soit R-intégrable
sur A, il foul et il suffit que f(x) soit mesurable dans A.

Nous avons donc le théoréme suivant.

THROREME 2.13. — Soit f(x) bornée et mesurable dans A.
On peut prendre % ==28{(e) d'une maniére que U'on ait

| f fla)d | < e
sur un ensemble quelcongque o:

e< 4, e €9IT, 0 < ple) <8,

e >0 donné & Uavance.
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3. - Soit f{x) bornée dans 4. Si f{x) est mesurable dans 4, il existe l'in-

tégrale f fle)dx. D’aprés le corollaire 2 du théoréme 2.4, il existe 'intégrale
4

f fle)de pour X< 4, X €N, et d’aprés le théordme 2,13, on a
X

lim f . flejdae = fA flc)dee.

p{4—x)0

D’aprés le théoréme 2.6, si flx) est mesurable au sens généralisé dans 4,
fix) est B-intégrable sur A. flx) est donc mesurable dans 4. Par suite, ce cas
se réduit au cas précédent.

Nous chercherons donc une intégration généralisée qui donne une valeur

tinie f flx)de & une fonction mesurable flx) non bornée dans 4.
A

Lorsque f{x) est une fonction appartenant & L{4)(), on obtient (L) f flee)dx
4
par la sommation.

Si Pon a flx)€ L(4), flx) est nécessairement intégrable. Il s’agit de la nou-
velle intégration, et on a

[ ez = foias,

ol f fle)de est la nouvelle intégrale et (L) f flr)dx est l'intégrale de Liebesgue
4 4

par la sommation.
D’autre part, si flx) € L(4), on a

plia:|fle) | =00, x€ 4})=0,
c’est-a-dire flx) est finie presque partout dans 4.
Par suite, dans foule la suife sauf mention expresse dw contraire, nous
supposons que f(x) est mesurable dans A el finie presque partoul dans A.
Soit A 20, et posons
{1 dy=iw:|fle) | =%, w€di.
8i Pon a A=<, on obtient

A;\iﬁll.

{1) L(4) est la famille de toutes les fonctions sommables sur 4,
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Par définition, il existe (L)f“ flejdoc. Fixons fle) et posons
A

L= [, fiwide.

Alors I;{f) est une fonction définie dans lintervalle 0= A < -4 oo. Lorsqu’il

existe lim I,(f), nous posons
Apto0

I(f)= lim Lyf).
l—)+oo

En particulier, si f(w) est bornée, on obtient

I(f) = (L)fd toc)doe.

Cela posé, posons

e={w:|fx)]|=-+oc, w€d,

6;"=A—Ax.
Alors on a
2) e, ={a:|f(w)| > A, w€ Al
Par définition, si 'on a X < X', on obtient

€, 2 er.

u(e,} est donc non croissante dans 0= < 4 oo. Par suite, on obtient

lim pfe;) = 0.
Awpf-o0

On obtient aisément
(3)

e= Nogictw O

D’aprés ’hypothése, on obtient

(4) lim p.(e;\) ={.

Amdfroo

Lorsque I{f) est finie, nous disons que f(x) est intégrable (sekibunkano
en Japonais), et éorivons

f Hw)dw = I(h).
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Dans ce cas, nous exprimons

f(a) € S(4).

TaROREME 3.1. - Pour que floo)€S(4), 4l faut et il suffit que lon ait A
tel que

(5) ! f flao)do | <e V> A=A,
8)\-—8)\/

pour ¢ >0 donné & Uavance.

Eun effet, 4,,— 4, ==e, —e;- ayanut lien, on obtient

fﬁ, Ha)da —ij floc)dow = bty flac)do

On a donec () comme une condition nécéssaire et suffsante pour f(x)€ S(4).

CoRoLLAIRE, - Si lon o

to) € S(4),  Hw) =0,

on oblient

6 lim Apfe)=0.

A~3-oo

En effet, en vertu de {5}, on peut prendre A d’une maniére que Von ait

Oéf flac)dow < e N> Az A,
61’8)‘/
d’on

0= Mlea) — nlen)) <e.

En vertu de (4), on a
0=lple)=e Az A
Si f(ac) est une fonction bornée et mesurable dans A, |f(w)| est aussi bornée

ot mesurable dans A. Par suite, on obiient Uintégrale finie j |f{oc) | doo. Mais
A4

lorsque Pon a f{x) € S(4), en général il n’est pas nécessaire que

If(2c) | € S(4).
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Exmvpre 3.1. - Soit f(a) une fonection définie dans [0, 1):

1 1
p— n+1 < -
flw)=(—1yTn4+1) 1 %__.x<1 Pyt n=1,2 ...

Par définition, on a

D’autre part, on a

TrtorBME 3.2. - Soit f{a)€ S(4).
1) SilVon aecd, e€I, plej=0, on a

fe floc)daw = 0.

2) Soit ¢ une constante. Alors on o

fA (cE(w))da = cfA t(w)da.

3) Soit B un ensemble de mesure finie. Si Uon o ANB=g, Hx)cS(4)
(o) € S(B), on a {{x)€S(AUB), ef

f f(m)docz[ f(m)dm—{—f foc)d oo,
AYB A B
4) Silon ae<d, e€ M, we)=0, on a

‘{A f(ae)dow = J‘Awe f(oc)dac.

5) Soit hixc) définie dans A. Si Uon a f(x)=h(x) presque partout dans
A, on a h{x)€ S{4) el

fA flojdw = fA Mo)dwx.

PreEUuvVE. - 1) et 2) sont clairs.

En général, soit ¢(x) une fonction définie dans A, nous utiliserons la
notation suivante:

{o(oe) ) = Plx) pour @:|glw)| =2, v €4,

0 pour m:'g(x)| > X, x€A4,
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ot A=0.

Preuve de 3). D’aprés I’hypothése, on a f(x) € M(4A U B), et f(x) est finie
presque partout dans AU B. Par définition, on obtient

fAUB Bl dw = fA {f(oo)). do -+ fB {(f(x)); doe

pour A=0. lim f (£(x)) doc:f f(w)dx et lim fs(f(w)hd.%'::fo(w)dx

Ar oo Amheo
ayant lieu, on a

f Jyp A% = f How)doe +- f f(w)da

Preuve de 4). On a

f (f{@)hdw = f (f(w))da,

fAf(ac)dw =fA_e t(ao)du.

Preuve de 5). D’aprés Phypothése, on a hix)€ M({A) et h{x) est finie pres-
que partout dans 4.
Posons

d’ott

e=|w (o) F= hiw), € 4}.

Alors on a
we)=0.

En vertu de 1), 3) et 4), on obtient
j f(w)dw:f f(w)dx:f h(m)dm=f h{x)da. C.Q.F.D.
A4 A—e A—e 4
Si l'on a
o) € 5(4;) (1=1, 2, ..., n),

A=A1UA2U... UAn, A]nAk=¢ (]#k},
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en vertn de 3) du théordéme précédent, on obtient

JAf{oc]dao =3, fdjf(x)dm.
Mais lorsque Von a
flw) € S(4;) 4,€9T (j=1, 2, ..),
A=U 4y,  4i0dh=g  (j=Fk),

en général, il n’est pas néoessaire que l'on a

{7) f f(x)dx:ii;;lf flac)do.
4 4;
ExgurrE 3.2. - Posons
Anz{iwl, i __3__) =12 ..),
n

et considérons la fonction f(x) de I'exemple précédent.
Alors on a

f floe)da = (— 1)+ /n m=1,2, ...
An
D’autre part, on a

[0, 1) =4, U 4, U ... Ud,U ...
:AluAgquUAs U ... Uf14k_3UA4k__1UA2kU

Si Pon suppose que (7) subsiste en général, on obtient

ce qui est absurde.
D’aprés le théoréme 3.1, |f(x)| € S(4) entraine f(a)€ S(4). Dans ce cas,

nous disons que l'intégrale f flwjdx se converge absolument.
A

Soit f{xwjeL(4). Cherchons la rvelation entre (L)f f{x)dx et f f{a)da.
A4 A4
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Si f(o)€L(4), on a f(x)€ M(A4); et f(x) est finie presque partout dans A. On
obtient

(L)fgf(w)dm =lim fA[f(w)]n dor = lim [ (x)do

[ A=pfoo A—e),

==fAf{m}dw,
ol
floe) pour w:— A= f(w) <A, w€A,
(8) (flach =< A pour x: f(x) > X, w€A4,
—A pour x:flw)< — A, w€A.

Par suite, on obtient

) (L) f JCE j flalaz.
Si Pon a

fe) € S(4), flx)=0,

on obtient f(x)€ L(4) et (9).
En effet, d’aprés le corollaire du théordéme 3.1, on obtient (6).
Pour A>0, on a done

[irehdo= [, fiaae+ e

Puisque l'on a

lim )\}L(@l) = 0,
koo

lim A_g}f{m)dm:f fla)dw,

R

on obtient {9).
Plus généralement, considérant |f(x)|, nous arivons au théoréme suivant.

TaroREME 3.3. - Pour que f(x)€ S(4) entraine f(x)€ L(4), il faut et il
suffit que Vintégrale f f(x)dx se converge absolument.
A

Le corollaire suivant est une conséquence directe de ce théoréme.

CoROLLAIRE. - 8% Pon a f(x)€ S(B) pour un ensemble quelconque B: BS A,
BeIN, flx)e S(A) est équivalent o f(x)< L(4).
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Soient f(x), gloe), (flxe) + gloe) }€S(A4), en général il n'est pas nécessaire que
Yon a

(10 [ e +atonio= [ faiao+ [ goan

(Voir: 'exemple 3.4)
Lorsque 'on a f(a)€8(4), et f(x) satisfait & (6), nous disons que

f(w) ESO(A).
Par définition, on obtient

L(4) £ So(4) = S(A)-

ExempLE 3.3. - Définissons une fonction f(x) comme suit:

1 1
fla)=(— 1y n*/log n 1—'mém’<1—*m2 (n=3, 4, ...).

Alors on obtient

o 2n+1
y :z+_ —_—ip—
f[w. nf(m)d')c = (=) (n+41)log n

La série du second membre est convergente. Puisque 'on a

w=n+1 (n=3,...),
on a

1 2n+1> 1

logn (n41 " nlogn (n=3, ..
D’autre part, on a
w 2n-1
do =315 ———L-—
f[sp, 1)!“%” » ‘-t 12logn
=> Z+:_°3 *—1—— = -} oo
=T nlogn

On obtient done
flo)g L{d),  flzx) € So(4).

Soit f(x) la fonction de I'exemple 3.1. Alors on obtient

[ &So(4),  [lx)€S(4).
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En résumé, nous pouvons énoncer:

TrkorREME 3.4. - Soient f(x), g{x)€ So{A).
1) Alors on obtient (f(x)- glx)) € So(4) et (10).

2) Silon a flo)=glx), on o
fAf(w)dwngg(w)dax

3) Si Uon a flo)hix) € S(4), ot hix) € M(A) et h{x) est bornée, on a
flo)h(o) € So(4).

PrEUVE. - Par définition, 3) est clair.

Preuve de 1). Nous écrivons e,f) au lien de e,, pour faire clair sa dépen-
dance da la fonction f(wx). On a évidemment

(f(2) + glew)) € M(A).
Soit x €es(f +g), oi A =0 donné a Vavance. Alors on a

w & e}.{f} U 83\.(9}:
d’olt
enlf +9) S elf) U elg).

D’aprds I’hypothése, on peut prendre A d’une maniére que l’on ait
Aplef)) <<e/6,  dpfelg)) <e/6,
d’onr
Shentf 4+ 9) <.

On obtient done
(Fl@) + gl)) € So(A4).

Soit x € {w:|f(x)]

lIA

A2, |gle) | =1/2, x€A]. Alors on obtient

(Floe)h + (gloe)h, — (F() + g(x) =0.
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En vertu de (6), on a
wliz:|flo)| > X2, x € AU {a:|glx)||> /2, w€A})=0o(d%).

Par suite, on obtient,

tim [ (o) -+ gl ~ e — gtalh 4o =0,

e aad
d’ott

[ it +stenas = [ fioito+ [ giwiia.

Preuve de 2). D’aprés 2) du théordme 3.2, on obtient

[ e~ tiwaa= | glojae— [ riwyaa,
d’otr
(glow) — f(o0)) € S(A).
Puisque Von a g(o)—f(x) =0, on a
(g(w) — f(w)) € L{4),
d’ott
fAf(m)dwéng(m)dw. C.Q.F.D.

Lorsque Pon a
A€M, flw)€Sy(4,) (=12, ..),

A=Uz_ 4., A;nA, =0 {4 ==k,

en général, il n’est pas nécessaire que l'on a (7).
Supposons que (7) subsiste, en général.
Prenons la fonction f(x) de 'exemple 3.3. Posons

1 1
Anx[l""aa, 1——(’7&-‘:}——1)2) (’n=3, 4:, ...).

Alors on a

[8/9, 1)= 45U A,U ... U4,V ...
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En chagant d’ordre du second member, on obtient
8/9, 1)=4;U0 4,V ..U 4,V
D’aprés le théoréme de Riemann, on peut prendre {45, Ai, ... 4;, ...} d'une
maniére que intégrale fﬂf{m}dx =2 fA, fle)dx est égale & une valeur donnée
3 lavance. Ce qui est absurde. '
TatorEME 3.5. - Soient f.(x)€ S(4) n=1, 3, ..).

Si fix) (n=1, 2, ...) sont finies et |f.x) converge vers f(x) uniformement
dans 4, on a

flw) € S(4

ngﬂffu wmf Fle)de

PrEUVE. - D’aprés Phypothése, on a
f(x) € M(4), flx)d=2+oc  w€d.
On peut prendre N indépendant de x tel que
|flw)—fle)|<e m=N,

pour € >0 donné & Pavance.

On obtient done
[ (penao— [ ifanao

=| f U@ — () de

<f (Fleh)y | de

pour A=0. Par suite, on a

[ e —tria as — [ (ot — e

=2ep(4d),
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d’olt

[ i — o) o)
= [ ifstolh — (flelh) o)+ 2enia).
Puisque l'on peut prende A >0 tel que

[ it~ gl < v>aza,
d’otr
lfﬂf(x)dw ——féwf(m}dm <(1 4 2p(4)) 2
¥>AzA.

On obtient done

Flo) € S(A).

[ (rehde— [ (iohan| < ety nzN

pour 1 =0 ayant lieu, on obtient

|fAf(ac)dm~— Lfn(w)dmliepm) n=N.

e >0 étant arbitraire, on obtient

f f)de = lim | fiw)dz.

Restoo ) A

REMARQUE - Dans son mémoire [2], M. E.C. Titchmarsh a infroduit les
notions de la @-intégrale et de la A-intégrale d’une fonction f(x) mesurable
dans Vintervalle [a, b], bien qu’il n’ait pas employé cette terminologie-ci.

2
Lorsqu’il existe limf [fle)]. dac, il a dit que f{x) est @Q-intégrale, et expri-

nydoo f a

b
mé cette limite par Qf flz)da.

Concernant la @-intégrale, il a énoncé que <« It is not necessarily true that

() ¢ ["reiac+o [ gtoite = [ 1) + gl 1,
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even if all the integrals exist».

ExemMPLE 3.4. ~ Soient

fos)~5 n l/n <o <l/nl/2n?,

( —] —n —1/n—1/2n* <z <<—1/n,

(aa—l\/ n 1/n<wx<1/n41/2n,

g }_/' —n  —lm<x<—1/n+1/202,
(=1, 2, ..),

et f(w)==glx)=0 en dehors de ces intervalles. Alors on obtient
1 1
o[ rwan=0, o giew=0,
—1 -1

' 1
Qf_l{ f(m)+g(90)§doc=log§.

(E. 0. Titchmarsh).
Soient f{x) et g{x) @-intégrables sur Vintervalle [a, b]. Si Pon a

p(ix:|fle)| >n, ©€la, b]i)=o0(n""),
utie: [gle)| > n, x€la, b]1)=o(n"),
on obtient (11). (Voir : [2])

Soit E un ensemble de mesure finie dans R". Nous étendons les intégra-
les définies par Titchmarsh sur [a, b] celles sur H.

Pour cela, il me semble qu’il est bien naturel de définir comme suit:
Soient f{x)cM{E), x=0. Lorsque 'on a lim f [f(x)} de (finie), nous disons
dptee ) E

que f(x) est @-intégrable sur E, et nous eécrivons

)€ 9()
o foias=tim [ (fie)a

Dans ce cas, on obtient nécessairement

{123 | fla) | = -+ 00, ®EE})=0.

Nous supposons donc que fix) est mesurable dans E et finie présque partout
dans E.
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Posons
ef:{w:f+(ac)> A, x€EH},

e, ={w:f~(x) > A, w€E},

e=\x:|flx)| > % xCE.
En vertu de (8), on obtient

[ et dse = [ [flofhd—2pie) — e

Soit
lim A(p(ed) — plen)) =1 (tinie).
A=y oo

Alors si Von a f(x) € QE), on obtient
fx) € S(E),

[ fwar=a | reas—
E E
Réciproquement, si Von a f(x) €S|E), on a f(x) € Q(E) et

Q f Ef(oo)dwz—— f Ef(x)d;c—{—l.

Lorsque l'on a f(x)€ Q(F) ot

lim )\g(e;_) S 0’
A=p—f-00

nous disons que f{x} est A-intégrable, et 'écrivons par
flx)€ A(E).
Nous définissons l'intégrale par

(4) fEf (e)di == lim [ [f(x)], de.

hepf-o0 ) E

Par définition, on a

[ e as—spie= [ fimdo
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éfE [E(x)], daec + Ap(ey).

Par suite, f(x)€ A(E) est égquivalent & ()€ So(E).
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