
Une g6n6ralisation de l'intdgrale de Lebesgue,. 

TOKUI SAT6 (K~ib% Japon) (*) 

Rdsumd - Donner une gdndralisation de la sommation. 

1 .  - In t roduc t ion .  

Cette note est une suite des mdmoires antdrieurs [1] et contient des rd- 
sultats obtenus concernant les fonctions rdetles ddfinies dams /~  au point de 
rue  de l 'analyse gdndrale et spdcialement la thdorie des suites fi l trantes de 
nombres. 

II est bien connu que ta sommabilit6 d 'une fonction mesurable corre- 
spond i~ la convergence absolue d 'une sdrie, iNous eherchons une notion qui 
correspond ~ la convergence conditionelle d 'une sdrie dans l ' intdgration d 'une 
fonction mesurable. 

Pour cela, dans le mumdro 2 nous rappelons l ' intdgraIe de Lebesgue 
d 'une fonction bornde et mesurable en uti l isant la thdorie des suites filtran- 
tes de nombres comme tdcnique gdndrale, et dans le numdro 3 nous esseyons 
de gdndraliser les rdsultats du numdro prdcddent. 

Saul  mention expresse du contraire, dans toute la suite, ~ ddsigne la 
famille de t o u s l e s  ensembles mesurables de R r' , A un ensemble de mesure 
finie, et M(A)  la famille de routes les fonctions mesurables dans A. ?(E) ex- 
prime la mesure d 'un ensemble mesurable E. 

~. - Lorsque l 'on a 

A...~ A1U A:U . .  UA,~, 

A~ E ~)~ (i = 1, 2, .. . ,  m),  

A , N A j  = ~5 (i ~ j ) ,  

D A =  {A1, A2, ..., A,~ s'appello division de A. D6signons par DA 
de toutes les divisions de A. 

Soient Dz~ D~ E ~ :  

D A ~ I A 1 ,  A~, ..., A~}, 

l 'ensemble 

D ] =  {B1, B2, ..., B~}. 

(*) :Entrata in Redazione it 1• giugno 1969. 
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S'i l  exis te  B1 tel que 

BjSA , 

pour  A~ que lconque  de DA, nous disons que la divis ion D~ est plus f ine que 
DA, et 6crivons DA~D'A. I i  est c la i r  que cette re la t ion  ~ rempl i t  les axioms 
d%rdre.  

P o u r  D~, D~ E 6)~, nous posons 

off 

a ~ = i O~ , 0~2 , ..., C.,. } , 

On a alors 

C~j= A~flBj, A~EDA, BjE D'~, 

( i = 1 ,  2, ..,, m;  

i=I j=l 

~ A ~  

et sauf  le cas off i = k ,  j = t ,  on a 

C~j Cl Okl---- A i rl Bj N A ~ f /B~ 

Par  suite, on obt ient  

En  r6sum6, nous pouvons 6noncer :  

D S ~  < 5A. 

j =  1, 2, ..., n). 

LENNE 2.1. - L'ensemble ~A de divisions D~ d'un ensemble de mesure ft. 
hie A est filtrant par  rapport d l'ordre <_~. 

Soit f(x) une fonet ion d~ifinie dans  A. 
Posons 

mj = iuf  f(x), Mj = sup f(x) (j  = 1, 2, . . . ,  n), 
~eA I ~Aj 

oh DA=IA1,  A2, ..., A~t est une  divis ion de A, et que 

D'apr6s le lemme 2.1, iSDj et ISD[ sont les sui tes  f i l t rantes  de hombres  



TOKUI SAT6: Urle gdn&alisation de l'int@rale de Lebesgue 203 

et on a l e s  in~galiti6s 

m~(A) <= 8_.A <= -S.~ <__ M~(A), 

oh m et M sent les bornes inf6rieure et sup6rieure de f(~c) dans A respecti- 
vement  (ils peuvent  gtre -----~). 

Plus pr6eis6ment, on a 

(1) m~(A) <~ SD ~ <_~ S_D~ <----S~).~ ~ ~;D.~ <--- M~(A) 

pour Da <__ D~. 

(2) 

En ver tu  de (1), les suites fi l trantes {Sval et :8D~I sent et monotones. 

D'aprbs le thfiorbme 1 de [1, V], elles ont les limites, et on a 

S---.~--lim S v ~ = s u p  SD~, 
- DAeh) Z D,4e ~2  

-5 (3) S =  lim S~A = inf SD A. 
DA~ ~)A DA~ ~)A 

P o s o n s  

S =fA f(x) dx, 

= f~ f(x.) dx, 

d'apr6s le th6orbme 11 de [1. V], on a l'in(fgalit6 

f A f(~)dx~ ;Af(x)dx' 

En particulier,  lorsque Fen a 

f f (x)dx=~f@)d~, 

nous disons que f(x) est R-int6grable. Cette valeur commune 

f /(x)dx=f  f(x)dx 

s'appelle R-int~grale et s'~crit (R}; ['(x} Nous appelons f f(vc)d~c et 
A 
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f f(x)dx int(igrales par par  respectivement.  d6faut e~ exc(~s 

EXEMPLE 2.1. - Soit f(x) une fonetion d(ffinie dans l ' intervalle [0, 1] par 

/ 

f(x)--- - ~  

si x est un nombre irrationnel dans O~x<_l /2 ,  

s i x  est un uombre rat ionnel  dans 0 ~ x ~ 1 / 2 ,  

s i x  appart ient  ~ l ' intervalle 1/2 < 0c~ 1. 

A|ors on obtient 

/ ~ f ( x )  = 12, J~f ($ )  = + o %  

?" 
dx 1 dx 

~(lx: f(x)= -bc~, ~E[0, 11t)=1/2, 

Nix : f ( ~ ) =  --¢'¢, xE [0, 1] 1 ) = 0 .  

Soit f(x) une fonetion d~finie dans A. Par  cet exemple, il faut que Fen ait 

pour que fix) soit R-int6grable sur A et Rf f(a:)dx soit finie. 

Nix:!f(x)[=+~, xEA} )=O. 

D'abord, nous reeherchons le cas off f(x) est born6e dans A, de sor~ 
que t21 et (3) sont finis. 

Donnons des propri6t~s (~himentaires des int6grales par d(ifaut et par execs. 

Nous 6crivons SDAtf) et Spa(f) an lieu de SD~ et SPA, pour faire clair leur 
d6pendanee de ]a fonction f(x). 

LEMME 2.2. - Soient f(x) et g(x) deux fonctions ddfinies et borndes dans A. 
Si l'on a 

f(x) <= g(x) 

dans A, on obtient les indgalitds 

(4) 

Eu effet, on a 

D'apr6s le th4or6me 11 de [1, V], on obtient (4). 
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THI~ORNME 2.1. - Soil f(x) une fonction ddfinie et bornde dens A. 

1) Si  l'on a N A ) = 0 ,  on a 

2) (~ ldx == I~(A). 
, d  

3) Si l'on a f ( x ) ~  O, on a 

f f(x) dx O. 

f . f(x) dx >= O. 

4) Soit c u n e  constante non ndgative; on a 

f )cf(x)dx = c f ff(x)dx. 
5) Soit f(x) ddfinie et bornde dans B, oie B e s t  un  ensemble de mesure 

finie. Si  l'on a A fl B - - - ¢ ,  on a 

Lu, f(x)= f f(x)dx+ f ,f(x)dx, 

6) Si f(x) est nulle presque partout  dens A, on a 

f f(x) dx O. 
A 

7) Soit A ~ B oie B E glS, NBl < + ~ .  Si l'on a f(,x) >_O dans B - - A ,  on a 

f (x)dx ~ f f ix)dx. 
,) A B 

P R E U V E .  - i } -4 )  et 7t sont clairs. 

P reuve  de 5). Soient D ~ E ~ ,  D z E ~ , :  

DA=:A1 ,  A~ . . . .  , A.d, DB=iB1 ,  B:,  ..., Bn}. 

Posons  

Alors on a 

D,~u~={A1, A2, ..., A,~, B] ,  B2, .,., Bnl. 
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o~ 

On a donc 

a~ = i n f  f(x) (i-= 1, 2, ..., m), 
- -  x~ Ai 

_['~i-~ inf f(x} ( j=  1, 2 .... , n). 
x~Bj 

SD~ + SD~ = SD~u B <-- S/~u , 

pour DAuB~D'Au~. En vertu de (2} on obtient 

S~ + S~ B ~ ( f(x)dx, 
- - ~._.J ~Uz 

De m~me, on a 

&off 

f .~f(x)dx + f ,f(~)d~ <= f m f(x)dx. 

pour  D~ ~< D'~ , De _~< D 'B , d'ofi 

et 

S,~u,~ff(x)dx +f/(x)dx, 

/AoBf(x)dx < / ft'(X) + / j(x)dx. 

Par  suite, nous obtenons 

f .u/(x)dx= f f(x)a~+ f f(x) d~. 
Preuve de 6). Posons  

D'apr~s l 'hypoth~se on a 

e =  x : / ( x ) + 0 ,  x E A  ~. 

~qe)=0. 

En vertu de 1) et 5}, on obtient 



TOKUI SATO: Une gdn&alisation de I'intdgrale de Lebesgue 207 

R E M A R Q U E .  - La. proposi t ion  qui  s 'obt ient  pa r  r e m p l a c e r  l ' in t~grale  pa r  
d~faut  par  l ' in t6grale  par  exe/~s est varie.  

TIII~ORI~ME 2.2. - Soient f(x) >=O dans A e t  c u n e  constante positive. Alors 
o~ a 

( {x : f(x) >_~ c, a~ E A } ) =~< 1 f ,  f(xJdx. (P. L. TSCI-tEBYSCHEFF). 

En effet ,  posons  

B = {m : f(ss) ~ c, as E A }. 

D'apr~s le th~or~me 2.1, on obt ien t  

F 
C O ~ O L L A I R J S .  - 8i t'on a I lf(x) l d x = O ,  

dans A. 

En effet,  d 'appr~s  le th~or(~me 2.2, on a 

bt( ix : If(ac)] ~ 1/n, x E A i) <= n I If(as) law=o,  
__ J A 

on a f ( x ) =  0 presque partout 

pour  nombre  ent ier  q u e l e o n q u e  n. P a r  suite,  on obt ient  

bt(lx: f ( x )~O,  a s E A } ) < Z  ~' = = = , = ~ N { x : l f ( x ) l > l / n ,  xEA})  O. 

TI~EOI~ME 2.3. - Soit f(oc) une fonction ddfinie bornde el non ndgative 
dans A. 

O n  O~ 

Si l'on a 

A = U~=~ Ao, A~ E ~C In = 1, 2, ...), 

A, a Aj = ¢ (i ~ j), 

L f(m)dx = Z~-__-,jA /(x)dx. 

Pt~EVVE.-  P r e n o n s  Da=iB1,  B2, ..., Bp}, D~e~DA. 

Alors  {An N B~, A~ fi B2 .... , An N 7Bet est une  divis ion de A~. Posons  

_at = inf f (x)  ( i = 1, 2, . . . ,  p) ,  
xE B i 

an~----- inf f(as) ( i =  1, 2, ..., p; n =  I, 2, ...). 
x e  An fl B i 
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P a r  dei[ ini t ion,  on  

~ '  ~ ~ n i .  

On o b f i e n t  doric 

<= 

d 'of l  

y ff(x)dx-<~-Z~-_l f .t, f i x )dx  

D ' a p r ~ s  le t h 6 o r b m e  2.3 de  [1, I] e t  le t h 6 o r ~ m e  2.1, on  o b t i e n t  

f f ( x ) d x = ~ = ~ f A f ( x } d x .  C.Q.F .D .  

P a r  d 6 f i n i t i o n ,  on  o b t i e n t  a i s ( i m e n t  le  t h 6 o r ~ m e  s u i v a n t .  

THEOaEME 2.4. - Pour qu'une fonclion f(x) ddfinie et bornde dans A soit 
R-integrable sur A, il faut el il suffit qu'il existe uue division DA E f~A telle que 

pour ~ ~ 0 donnd ~ l'avance. 

COROI~LAIRE 1. - Si f(x) est bornde et R-intdgrable, on a 

l i ra  E ~ f(~j)~(Aj)=(R)f f(x)dx, DA ~ ~A i=t 

oh, DA=IA1, Az, ..., A,,~, et que ~.j est un point quelconque de A j [ j=  1, 2, ..., n). 

COROLLAIRE 2. - Si f{x) est bornde et R-intdgrable, f(x) est aussi R-intd. 
grable sur B t ~ A )  qui est mesurable. 

LEMME 2.3. - Pour un hombre rdel quelconque m: O < ~ m ~ ( A ) ,  il exisle 
un ensemble mesurable E tel que 

t~( L') = m, E ~ A. 

PREUVE. - P o s o n s  

& - - i x : V ~ + x ~ +  ... + ,~ <r!, 
~(r) = ~(A t3 St). 
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I1 suffit de montrer  que qo(r) est continue dans 
Pa r  d~finition, ~(r) est non d~croissante dans O ~ r .  

On volt ais~fment que q~(r) est continue en r = O .  

0 < ¢~(r -{- 0) - -  ~(r - -  0) 

<_-- ~(A n S~+e) - -  ~(A n S~_p) 

~(8~+~-- S~_~). 

lim ~t(S~+e--S~_p)=0 ayant  lien, on obtient 
p...~0 

l ' intervalle 0 ~ r .  

Soit r >  0; alors on a 

(0 < ~ < r) 

~(r + o) = ~(r - 0). 

P a r  suite, T(r) est continue en r. 
La r~eiproque du corollaire 2 du th+or~me 2.4. est vraie. 

TE~Om~ME 2.5. - Soient f(x) ddfinie et bornde dans A e t  B(~  A) un ensem. 
ble quelconque mesurable tel que O <  ~(B)<  ~IA). 

Si f(x) est R-intdgrable sur B, f(x) est aussi R-in(dgrable sur A. 

PREUVE. - Puisque  le th~or~me est clair au cas de 9 (A)=0 ,  nous suppo. 
sons done 0 < ~t(B) < ~t(A). 
f(~v) 6rant bernie ,  on peut prendre M tel que 

I f (z)  !__< ~ ~ ~ A. 

Pour  s > 0 donn6 h l 'avance, il existe un nombre positif  ~ tel que 

M~ < s / 3 ,  ~ < ~(A). 

D'aprbs le lemme 2.3, on peut  prendre un ensemble d 'une manifire que 
i'on air 

E S A  , ~(E) = ~, EC ~'C. 

f($) 6rant R-int~grable  sur B = A - - E ,  il existe une division D~ telle que 

0 < $z ,  - -  SD, < e/3, Dz E 9 , .  

Soit DB----{B~, Bz, ..., B~. Posons 

DA= {B1, B2, ..., B~, E!. 

Annali  di Matematica 27 
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Alors  on a 

De m~me, on a 

P a r  suite,  on obt ient  

s_,~ = § . ,  + ~(E) inf f(x~) 
xGE 

>-- Sv8 - -  M 

<~. 

D'aprbs  le th6orbme 2.4, f{x) est R - i n t 6 g r a b l e  sur  A. 
Nous  d i rons  q u ' u n e  p r o p p r i f t 6  (P) subsis te  dans  A au sens g6n6ral is6 

par  r appo r t  fi la mesure ,  ou br i~vement  au sens g6n6ralis6, si la cond i t ion  
su ivan te  est sa t i s fa i te :  

Soit  s ( >  0) un hombre  que lconque .  La  propr i6 t6  (P) subsis te  dans  A - e ,  
po u r  un  ce r t a in  ensemble  mesurab le  e tel que  l 'on ait  

e ~  A, 0 < ~(e) < z. 

Nous  avons a i s6ment  le th6orbme suivant .  

TH~OR]~ME 2.6. - Si  ['(x) est ddfinie el bornde dans A e t  R-inldgrable au 
sens gdndralisd sur A, f ix)  esl R-intdgrable sur A. 

TE~OREME 2.7. - Soient /ix) et g(x) ddfiinies et borndes darts A e t  R-intd.  
grables sur A. A lors on a 

1) ( R ) f c f ( x ) d x = c ( I , ) f A f ( x ~ ) d x  (c: const.). 

PREUVE. - 1) est  clair .  Nous  d~mont re rons  done 2). D 'apr6s  l 'hypoth~se,  
f ( x )+g(x )  est born~e dans  A. On a done 

d'ofi 

<= If(x) + gtx) ~dx <= (~)dx. 
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fix,), g(x) 6rant R - in t~g rab l e s  sur  A, on obt ien t  

L e  th~or~me su ivan t  est  une  c o n se q u e n c e  d i rec te  du  l e mme  2.2. 

T]~om~ME 2.8. - Soiet f(x) et g(~) deux fonctions ddfinies et borndes dans A. 
Si  f(x~) et g(~j sont R-intdgrables sur A et 

f(x) <= g(x), 
On a 

(Ri f f ( x ) d x ~ ( R )  f Ag(x)dx. 

COaOLLAIRE, - Soit f(x~) une fonclion ddfiinie et bornde dans A e t  B-intd. 
grable sur A. Si l'on a l e s  indgalitds 

m <= f(x) <= M 

o n  Ob 

(m, M :  const.}, 

Tt:II~OR~ME 2.9. - Soient f~(x) I n =  1, 2, ...) uniformdment borndes et mesu. 
rables dans A. 

Si l'on a l e s  indgalitds 

(5~ 

on obtient 

on 

_ < x < . . . .  fo(x)  < 0 _ <  fl(~c) = f2( ) = < . . . .  

PREUVE. - D'apr~s  
on a l e s  in~gali t6s 

f ( x ) =  l i r a  A ( x ) .  

(B. LE¥1). 

l 'hypothOse, f(x) est  born~e et m e s u r a b l e  darts A, et 

Soit  DA une  d iv is ion  a rb i t r a i r e  mais  fix~e de !it)s. 

0 <= f.(xl <= f(x) {n --= 1, ~, ... ). 
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Soil 

et posons 

DA--= {A1, A2, ..., +l~, 

otl XA~(x) ( i =  1, 2, ..., m) soul les fonet ions  earaeteir ist iques de 
2, ..., m) sont des cons tantes  non  n6gatives. 

D'abord,  nous  mont rons  que si l 'on a l e s  in6galit6s 

on obt ient  

A~ et a~ (i--~---l, 

o =< g(x) =< f(x), 

_ . - , + - _ J A  

D'apr/~s le th6or~me d 'Egoroff ,  pour ~ > 0, ~ > 0  donn~s /~ l 'avance,  on 
peut  p rendre  u n  ensemble  H et nn  hombre  ent ier  N tels que l 'on air H ~ A ,  

H E ~7~, ~(H) < ~: 

f(m) - -  5 <__ f .(x),  x E A - -  H,  n >-~N. 

P a r  d6fini t ion,  on a 

S,A_ . ([) _< S_/>4_s s (f.) + ~(A --/-/) 

On obt ient  done 

> 0 6rant arbi t ra i re ,  on a 

D 'au t re  part ,  en ver tu  de (4) on a 

f A_.f°(~)ax <= f A_.f(x)dx 
d'ofl 

n ~ N .  

(n = 1, 2, ... ), 

n > N .  



TOKUI SATo: Une gdndratisation de l'inl@rale de Lebesgue 213 

Par  suite, on a 

limf fo(~)a.= f f(x)dx. 
n-->--~¢~ A - - H  A - - H  

D'aprbs l 'hypothbse, on peut prendre uu uombre M tel que 

O<=f.(x)<=M xE A ( n =  1, 2, ...). 

D'apr~s le lemmo 2.2, on obtient 

D'aprbs lo th6orbme 2.1, on obtient 

d'ofi 

De m~me, on a 

f f.(x)dx~ 
A ~.J A - - H  

fn(x)dx -- M~[H), 

o~ 

Par  suite, on obtient 

lim ( 
~-~+ ~ J ~  

 imf f .-~+.¢ AS(x)d. + M~(H) >_ A_ f(x~)dx, 

>= fAg(re)am- 

o: ---- max {a,, o~2, . . . ,  a,~ I. 

f~(x)dx + M~(H) ~ ( g(x)&c -- ~t(H). 
J A  

e > 0 6rant arbitraire, on obtient 17 b 
Cela pos~, pour e > 0  donn~ ~ l 'avance, on peut prendre DAE~). d 'une 

manibre que l'on air 

(8) f /@)dx--- ~ ~ SpA (f). 
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Soi t  D~--~tA1, A2,...,A~}. P a r  d6f in i t ion ,  on a 

P o s o n s  

Alors  on  a 

m~ =- in f  f ( x )  (i = 1, 2 . . . .  , m).  
x ~ A  i 

g(x)<f(xl .  

E n  v e r t u  de  (7) et  (8), on  o b t i e n t  

, ~ . . . + ~ J .  A . _  .~ 

£ 
= Z" m~NA~) > ]  f (x)dx--  ~. 

i ~ l  ~ . ]  .,4 

> 0 ~ t a n t  a r b i t r a i r e ,  o n  a 

l im  f f (x)dxa f f(x,}dx. 
n-.-> ¢~ .4 A 

E n  v e r t u  de  (6), on  o b t i e n t  

P a r  su i te ,  on a 

n..->+ o~ A .~ A 

l ira f fo(x)dx-__f f(x)dx. 
n - * + ~  A A 

D e  m O m e ,  n o u s  a v o n s  le c o r o l l a i r e  su ivan t .  

COROLLAIRE. - Soient f,(x) ( n =  1, 2, ...) uniformdment borndes et mesura. 
bles dans A. 

Si l'on a les indgalilds 

on obtient 

f~(x) >= [2(~) >=,.. >= fo(x) >=.., >- O. 
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o~ 

f (x ,)-= lira f~(x). 

T~EOR~ME 2 . 1 0 . -  Si f(x.) est une fonction ddfinie et born& duns A et 
R-intdgrable sur A, f(x) est mesurable darts A. 

PI~EUVE. - D'apr~s le thdor6me 2.4, on pout  p rendre  une  division D~ d 'une  
mani~re  que Fen ait  

o<G~--_&~ < ~, D~ E ~ ,  

On obt ient  done une  sui te  {D~! de divisions.  Pu i s q u e  ~A est f i l t rant ,  on preut  
p rendre  uno  suite i5 .!  d ' une  mani~re  que l 'on air 

AI= D1, 

5.>=A._l,  A~>=D~, 5~,6~A 

P o u r  A , on obt ient  done los in~galitOs 

(9) 0 ~ SA,~ - -  Sa. < s~ 

oh 

f , (x)  = Y?~=~ m~ X~(x) ,  

Alors on obt ient  

re(x) <= f(z) <= L(x) (n----- I, 2, ...). 

(n ---- 2, 3, ... ). 

(n = 1, 2, ... ), 

Posons 

5~--~{A~, A.~, ..., A } 

flA. = ~'~=~ m. k bt(A.~), S,~. = ~;=~ M~I~(A.k), 

mk~--- inf  f(x), Mk = sup f (x)  (k : n l ,  n2, ..., n~). 
x ~  A k x ~  A k 

fT(x) = ~=lv~ M~ X~(x)  (~ = 1, 2, ... ). 

f(x) 6taut  born6e, {f~(x)} et (~(x)} sent  un i fo rm6ment  born6es. 

pour  ~ > 0  donn6 h l 'avance.  
Soit {~.i une  sui te  de hombres  tels que a~I0. P o u r  ~ ,  on peu t  p rendre  

une division telle que 
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P a r  d6fini t ion,  on obt ient  

o =< f~(x) =< f~(~) =<... __< fo (x) =< ..., 

f~(~) ~)~(x) > . . .  > L(x) ->... -> o. 

On a donc 

110) f(x)<:f(w)<---_f(x), 

off 

f(x) = lira f,(x), f(x) = l im f~(0c). 
- , ~ + ~ -  ,~.,  + 

f~(x) et f,(x) (n----- 1, 2, ... ) ~tant fonc t ions  s imples,  f(x) et ie(x) sont  

dans  A. 
P a r  d6finif ion,  on a 

m e s u r a b l e s  

D 'apr~s  le th~ior~me 2.9, on obt ient  

f(x)dx,= lim S.~,~, f Af(oc)dx~.--~- lim Sa~. 

En ve r tu  de (9), on a 

d ' o ~  

lira SA = lim Sa,~, 
,~ +,,~ ~.++o, ,  - 

= 0 .  

D 'aprbs  le corol la i re  du th~or~me 2.2 et son coro l la i re ,  en ve r tu  de (10), on 
obt ient  

f(x)----f(x)=f(x) 

presque  pa r tou t  dans  A. 
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Tu~on~M~ 2.11. - Soient fix) borJ~e et mesurable dans A, et m---- inf  f(x,) 

M =  sup f(w), Soient A une division de l'intervalle [m, M] el p(A) la norme de 

la division A (Voir:[1. V]). 
Posons 

(11) *a = XiL~/j-~ F(Aj), 

Alors on a inddpendantement de 5. 

(12) 

o/e 

z~ = %~, ~ ~(~).  

I =  l im ~ a =  l im Ea,  
p(A)~o p(A)--:.o 

& = t x : lj_~ <__ f(x,) < l j ,  x ~ A! 

( j =  1, 2, ..., n). 

IH. LEBESGUE). 

PnEUVE. - Pa r  d~finit ion,  on a 

m~t(A) ~ aa ~ Ea <___ MF(A). 

Soit ~) l ' ensemble  des divisions de [m, 2dJ et d~finissons l 'ordre  ~ de ~ comme 
le cas de l ' in t~grat ion de R iemann  (voir [1, ¥]) .  Alors (~a et Za sent  sui tes  
f i l t ran tes  de nombres.  On obtient  

(13) ¢~a __--< l im aa <-- l im Ea _--< Za. 
a e ~  a e ~  

f(x) i~tant mesurab le  dans  A, on obtient  

On a done 

Aj E ~ (j = 1, 2, ..., n), 

A =  U;=~ Aj, Aj N Ak----- ~ (j ~ k). 

0 --< l i m  Ea - -  l i m  % <~ Za - -  za 
a ~  a e ~  

= ~;=~ (tj - t+-l)~(Aj) =< g a ) ~ ( A ) .  

En ver tu  de (13), on obt ient  

lira *a = l im ZA ---'-- limt za = l im Za.  
a e ~  a e ~  ga)._,oa ga)-+o 

Pa r  suite, on a (12). 

Annali di Matematica 28 
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f 
On appelle l int~grale de Lebesgue et l 'exprime par | f(x)dx.  

j x  

T~Ort~ME 2.12. - Si f(x) est bornde el mesurttble, f(x) est R-intdgrable sur 
A el on a 

(14) (R) f f, x)dx= f f(x)dx. 

PicturE. - Prenone une division A de l ' intevalle [m, M] et posons 

m] = i n f f ( x ) ,  M ~ : s u p f ( x )  ~ j : l ,  2, ..., nt. 

Alors on a 

lj_~ <= mj < M~ <= l~ 

En vertu de (11), on obtient 

o~1 DA={A1 ,  A2, ..., A,}, 

On a done 

d'ofi 

( j =  1, 2,.. . ,  n). 

As = { x : lj_~ < fix) < 1i, x ~ A } ( j  = 1, 2, ..., nt. 

S_p A = Z}E, m i Ix(A J ,  8~ A = E~=~ 31] ~{AJ. 

¢~<~ sup SD~< inf SDA<ZA, 
D~e ®~ DAe ~ 

lira %< sup S , z <  inf SpA< lim E~. 

Par  suite, f(x) est R-int6grable sur A, et on obtient tl4L 
Soit f(x) d6finie et born~e dans A. Alors pour que f(x) soit R-intdgrable 

sur A, il faut  et il suffit que f(x) soit mesurable dans A. 
~Tous avons done le th~or~me suivant. 

T~(m~ME 2.i3. - Soit f(x) bor~de et mesurable da~.s A. 
On peut prendre ~ ~ ~(s) d'une manidre que I'on air 

sur un ensemble quelconque e: 

e c= A, e e 91~, 0 < ~(e) < ~, 

> 0 don~d de l'avance. 
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3 .  - Soit f(x) bora6e dans A. Si f(a~) est mesurable  dans A, il existe Fin- 

~/ (x )dx .  D'apr~s le corollaire 2 da  th6orbme 2.4, i[ existe t6grale l ' int4grate 

fx[(X)dx pour X ~ A ,  d'apr~s on a X E S ~ ,  e t  le th4or/~me 2.13, 

D'apri~s le th6ori~me 2.6, si f(a0) est mesurable  aa  sens g~n6ralis6 darts A, 
f(x) est R-int4grable  sttr A. f(x) est done mesurable  dans A. Par  suite, co eas 
se r6duit au eas pr4e4dent. 

Nous ehereherons done une int6gration g6n6ralist~e qui donne une valeur  

finie t f(a~)dw h uae fonction mesarable  f(00) non born6e dans A. 
d A 

Lorsque f(x) est une fonedon appar tenant  h L(A)O), on obtient (L)~.f(x)dx., 
I 

par la somrnation. 
Si t 'on a f(~)EL(A), f(~c) est n6eessairement int6grable. I1 s'agit de la nou- 

velle integration, et on a 

f f(x)dx = (L) f f(x)dx, 
/ -  F 

Ot't l f(~e)d2 est la nouvelle int~grale et (L)l f (x)dx est l ' int6grale de Lebesgue  
~ J  

par  la sommation. 
D 'autre  part, si f(x)6 L(A), on a 

~(i x: I f(x) ] = ec, xE A } ) -  O, 

e'est-/~-clire f(x) est finie presque partout  darts A. 
Par  suite, clans route la suite sauf mention expresse du contraire, nous 

supposons que f(x) est mesurable dans A e t  finie presque partout dans A. 
Soit )~>0,  et posons 

(1) A~={x:[f(x) I~X  , oa6A!. 

t Si l'on a X~_t ,  on obtient 

Ax iA l , .  

(1) L(A) est la fami l l e  de toutes  les fone t ions  sommab le s  sur  A, 
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f F ixons  /~x) et P a r  d~fini t ion,  il exis te  (L) ~ f(x)dx. posons  

I~,f) = (L) f ,~ f (x)dx . 

Alors  I~(f} est  une  fone t ion  d4f inie  dans  F in te rva l l e  0 ~ ,  < + oo. L o r s q u ' i l  
exis te  l im I),(f), nous  posons  

)¢->+~ 

l(f) = lira Iz(ft. 

En  pa r t i eu l i e r ,  si f(x) est born0e,  on obt ien t  

z(f) = (L) . i  f ~ f(x)dx. 

Cela posO, posons  

o = { ~ : l f ( x ) l = + ~ ,  x~A!, 
e)---- A - -  A~,. 

Alors  on  a 

(2) e x ~ { x :  [ f(x)] > ),, xE  A!. 

P a r  d~fini t ion,  si Fon  a ), < ) , ' ,  on obt ient  

ek ~ ez,. 

Ix(e~,} est  done  non  c ro i s san te  dans  0~<). <--]-c~z. Pa r  suite,  on  obt ient  

On obt ien t  a.isOment 

lira ~(e~) ~> 0. 

e ~ N o__<)~ < + . .  ~ .  • 

D'apr~s  l 'hypoth~se ,  on obt ien t  

(4) l im ~(ez)---- 0. 

L o r s q u e  I(f) est  finie,  nous  disons  que  f(x) est  in t~grable  
en  Japona i s ) ,  et  6er ivons  

f A f(x)dx : I(f). 

( s e k i b u n k a n 6  
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Dans  ce eas, nous  exp r imons  

f(x) ~ S(A ). 

Ttn~o~zaE 3.1. - Pour que f(x)ES(A), il faut et il suffit que l'ou air A 
tel que 

f f(x)dx I < ~ > (5) ! ~ - ~ "  X' ;v => A, 

pour ~ > 0 donnd g l'avanee. 

En effet,  A),--A~, =e) , - -e~, ,  ayau t  l ieu, on obt ient  

f Az, f(x)dx-- fAx f(x)dx= f Ax,_A f(x}dx 

_- f ,_ , , ,  f,x,dx 
On a done (5) comme une  condi t ion  n6e~ssaire  et suf fsanto  pour  f(x) ES(A). 

COROLLAIR:E. - S ~  ['01~ a 

f(x) E S(A), f(x) ~> 0, 

on oblient 

(6) 

d'ofi 

lira ),l~(e),) ----- 0. 

En  effet ,  en ve r tu  de i5), on peut  p rendre  A d 'une  mani~re  que  l 'on air 

En ver tu  de (4), on a 

Si f(x) est  une  fonct ion born(~e et mesu rab l e  dans  A, If(x)[ est  auss i  b e r n i e  

'" e J'A et m e s u r a b l e  dans  A. P a r  suite,  on obt ient  l l n i6g ra I  f inie t f (x ) /dx .  Mais 

lo r sque  l 'on a f (x)E S(A), en g6n~ral il n 'es t  pas ndcessa i re  que  

If(x) l E S(A). 
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EXE~'IPLE 3.1. - Soi t  f(x) une  fouc t i on  d4f iu ie  d u n s  [0, 1): 

f(x} = ( - -  t) "+~ (re + 1} 

P a r  d0f in i t ion ,  on a 

1 - -  -1 _ _ < x ~ l  1 
n - -  n - } -  1 

D ' a u t r e  par~, on a 

f(x) dx  ---- .=1 - -  l o g  2. 
[0, 1) ~b 

f tf(x) idx  = Z~=~ 1 
to, l) n = + ~ "  

T t t~OR~IE  3.2. - Soit f(x)E S(A). 

1) Si l'on a e ~ A ,  eE~l'5, p.(e)~O, on a 

f f(x)dx = O. 

2) Soit c une constante. Alors on a 

f (a(x))dx = ~ f f(x)dx. 
3} Soit B un ensemble de mesure finie. Si l'on a 

f(x) E S(B), on a f(x) E S(A U B), et 

4~ 

5) 
A, on a h{x)E S[At el 

f Af(x)dx----- f ~ 
PR~.:UV~;. - l) et  2) sont  c la i r s .  

E n  g0n~iral, soit q~(x) une  
n o t a t i o n  s u i v a n t e  : 

(~(x))~ = t 

AnB----- 0 , f~x)ES(A) 

fAu f(x)ax= f ~(x)dx + f f(x)dx. 
Si Yon a e ~  A, eE ~)IL, t~(e)--~0, on a 

. f  A f {x )dx= /" _ f(X) dx.  

Soit h(x) ddfinie clans A. Si l'on a f(x)--~-h(x) presque parlour clans 

h(x)dx.  

fonc t ion  d0f in ie  d a n s  A, nous  u t i l i s e r o n s  ]a 

~(x) p o u r  x : ]qo(x) l ~  k, x E A ,  

0 pou r  x : 'q~(x) I > ) . ,  x E A ,  
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pour  ~ > 0 .  

ayan t  lieu, on a 

Otl X > O .  
P r e u v e  de 3). D 'aprbs  l 'hypoth~se,  on a f (x)E M(A 0 B), et f(x) est  f inie 

p r e sque  pa r t ou t  dans  AOB. :Par d6finit ion,  on obt ient  

f AuB (f(x)jx dx = L (f(x))~ dx + f (f(x))z dx 

d'o~t 

f ~u f(x)dw= f f(x)dx + f f(x) dx. 

P r e u v e  de 4). On a 

( (f(x))~ dx ---- f (f(x) )~ dx, 
A A - - e  

f A f(x)dx = f.4-, f(x)dx. 

P r e u v e  de 5). D 'apr~s  l 'hypothi~se, on a h(x)EM(A) et h(x) est f inie pres- 
que  pa r tou t  dans  A. 

P o s o n s  

Alors  on a 

e ---= {x : f(x) ~ h*~x), xE AI. 

~(~) = o .  

En ver tu  de l j, 3) et 4}, on obt ient  

f flx)ax= f~_of(x)ax= f~_o 
Si l 'on a 

f(x) ~ s(&) 

A=A1U A2O... UA~, 

h(x)dx = f A h(x)dx. C.Q.F.D. 

( j  = 1, 2, . , . ,  u) ,  
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en vertu de 3) du thdor6me pr6c6dent, on obtient 

jAf(x)dx-= X~, f~jf(x)dx. 
Mais lorsque l 'on a 

f(x) ~ S(Aj) Aj ~ ~'C (j  = 1, 2, ...), 

en g6n6ral, il n 'est  pas n6eessaire que l 'on a 

(7, f fix)dx=~7=~ f ~jf(xidx. 
EXEMPLE 32.  - Posons  

A ~ = [  1 1 '  1 - - n  n + l l  ) (n 1 , 2 , . . . ) , =  

et consid~rons la fonetion f(x) de l ' exemple  pr@6dent .  
Alors on a 

f f(x)dx = ( - -  I n =  ...). l)°+l/n 1, 2, 
n 

D'autre  part, on a 

i j  # k), 

[0, 1 t ~ A 1  U A2 U ... UA=U ... 

-~ A1U A3U A2U A~ U ... U A4k_3U A4~_IU A2~U . . 

Si l 'on suppose que (71 subsiste en g~n6ral, on obtient 

f f(x)dx -~ log 2 
[o, 1) 

3 
= 2 log 2, 

ce qui est absurde.  
D'apr~s le th6orbme 3.1, If(x)l E S(A) entralne f{oc)ES(A). Dans ce cas, 

nous disons que l ' int6grale / f(x)dx se converge absolument.  
0 f A 

so t Cheroho.s re .t o, e . t , e  f(x)dx e t /  . t  ~ l ( x ) d x .  
J 



TOKUI SAT(3: Une gdndralisation de l'intdgrale de Lebesgue 225 

Si f(x)EL(A), on a f ( x )EM(A);  et f ( x )  est  f in ie  p r e s q u e  p a r t o u t  dans A.  On 
obt ien t  

off 

(L) f f(x)dx----limo_~+ ~ J~( [f(x)]~dx=lim~-~+~ f  _,f(xldx 

is) [f(x~]~ = 

P a r  suite,  on ob t ien t  

(9) 

Si l 'on  a 

f(x) 
), 

pour  x : - -  Z ~ f ( x ) ~ Z ,  xEA, 

p o u r  x : f ( x ) ~  ~, xEA,  

p o u r  x : f ( x ) < - -  ),, xEA.  

(L) f f (x)dx= f fix)dx. 

f(x) E S(A), f(x) ~ O, 

on ob t ien t  f (x )E  L(A) et (9). 
En  effet ,  d 'apr~s  le coro l l a i re  du th(!orbme 3.1, on obt ien t  (6}. 

P o u r  k ~ 0 ,  on a donc 

P u i s q u e  l 'on a 

f jf(x)]~ dx = f ~_oz f(x)dx + Z~(e)~). 

Iim k~t(ez) = O, 

l im f ~_Jix}dx= f f(x,dx, 
on ob t ien t  (9). 

P l u s  g~n~ra lement ,  cons id~ran t  tf(x) l, nous  a r ivons  au  th6or~me suivant .  

THEOR~ME 3 . 3 . -  Pour que f(x)E S(A) entra~ne f(x)EL(A), il faut et il 

suffit que l'intdgrale JAf(x)dx.  se converge absolument. 

Le  coro l la i re  su ivan t  est  une  cons4quenco  d i r ec te  de co th~or~me. 

COI~OLLAIRE. - Si t'on a f(x)E S(B) pour un ensemble quelconque B: B~Aj  
B E ~ ,  f(x) E S(A} est dquivalent ~ f (x )  E L(A). 

Annali di Matematica 29 
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Soient  f(x), g(x), (f(x)-{-g(x))ES(A), en g~n~ral il n 'es t  pas  ndeessa i re  que  
l~on  a 

(10) f Jf(x)+g(x))dx= f f(x)dx+ f fl(X)dX. 
(Voir:  l ' exemple  3.4) 

Lo r sque  l 'on a f(x)ES(A), et f(x) sat isfai t  i~ (6}, nous disons que  

P a r  d~finit ion, on obt ient  

f(x) E So(A}. 

L(A) ~ So(A) ~ S(A). 

EXEMPLE 3.3. - D~finissons  une  fonet ion  f(x) comme sui t :  

f(x} = ( - -  1)" n2/log n 

h lo rs  on obt ient  

1 ~ x ~ l  1 
l - - n -  ~ _ (n + 1) 2 (n : 3, 4, ... ). 

f = ~ = ~  ( - -  . 
f(x)dx +~ 2n + 1 

[8j9, i) 1)~(n + 1} 2 log n 

L a  s~rie du  second m e m b r e  est  convergente .  P u i s q u e  l 'on a 

n2~n--~ 1 ( n = 3 ,  ...), 

Oil a 

1 2 n + l  1 
log n (n Jr- 1) 2 ~ n log n 

( n  = 3 ,  . . .  t .  

D'au t re  part ,  on a 

_+~ 2n Jr- 1 
f [819,1) J f(x)ldx = ~ = ~  (n n 

On obt ient  donc 

~ + ~  i 

n log n 

f(x) ~-L(A), f(x) E So(A}. 

Soit  f (x)  la fonct ion  de l ' exemple  3.1. Alors on obtien~ 
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En retsumS, nous pouvons ~noncer: 

L(A) ~ So(A} ~ S(A). 

T~OR~,ME 3.4. - Soient f(x), g(x)E So(A). 

1) Alors on obtient (f(x)+g(x)tESo(A) et (10). 

2) Si l'on a f(x) < g(x), on a 

f f(x)dx <= f 
3) Si l'on a f(x 4 h(x)E S(A), oi~ h(x)E M(A) et h(~c) est bornde, on a 

f(x)h(x) E So(A). 

PREVVE. - Par  d~finition, 3) est clair. 

Preuve de 1}. Nous ~crivons exif} au lieu de e~, pour faire clair sa d4pen- 
dance da lu foncfion f(x). On a 4videmment 

(f(x) + g(x)) E M(A). 

Soi t  xEe~(f+g), off ) , ~ 0  donn~  h l 'avance .  Alors  on a 

x E e)jf~ V e~ (g), 

d'ott 

e3z(f + g) ~ e~.tf) U e~ig). 

D'aprbs Fhypoth~se, on peut prendre k d 'une mani~re que l'on air 

),t~(e~(f)t ~ ~/6, ),l~(e)Jg)) < ~/6, 

d'ofi 

On obtient doric 

3ke~ tf ~ g) ~ ~. 

(f(x) + g(x)) ~ So(A). 

Soit x E  { x : I f ( x ) l ~ k / 2  , ]g(x) J~X/2, xEA}. Alors on obtient 

(f(x))~, + (g(x))~ - (f(x) + g(x))~ = 0 
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En ver tu  de (6), on a 

~{Ix:lf(x)l> k/2, xE A! o Ix: [g(x)li> ),/2, x E A l ) = o ( k - 1 ) .  

P a r  suite, on obtient,  

l im ( ( ( f ( x )  -~ g(x))z - i f ( x ) h -  (g(x)b. tdx ---- O, 
;k->--boo J A  

d'ofi 

d 'o~ 

f Jf(x) + g(x))ax= f f(x)dx+ f fl(x)dx. 

P r e u v e  de 2). D'apr~s 2) du  th~orbme 3.2, on obtient  

f Jg(x)--f(x))dx= f ,fl(x)dx-- f f(x)dx, 

(g(x) - -  f(x)) E S( A ). 

Pu i sque  l 'on a g ( x ) - - f ( x ) ~ O ,  on a 

(g(w)--f(x))EL(A),  

d'ofi 

Lorsque  l 'on a 

f f ( x ) d x  ~ f flx)dx. 

A~E~)I'5, f(~)ESo(A~) (n----l, 2, ...), 

A ~ U:=~ A ~, A] fl A~ ~ ~ {j ~ k~, 

en g~ndral,  il n 'es t  pas n~cessaive que l 'on a (7). 
Supposons  que (7) subsiste,  en  gdn~ral.  
P r e n o n s  la fonct ion f (x)  do l ' exemple  3.3. Posons 

1 A.=[1 - I ,  1 { n +  1}2 } (n--~3, 4, ...). 

Alors on a 

[8/9, 1 ) =  A 3 U A 4 U  ... UA.U ... 

C.Q.F.D. 
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En chagant d'ordro du second member, on obtient 

[ 8 / 9 ,  i ' ' ... ' . . .  ) = A s U A 4 U  UA.U 

D'apri~s le th~orbme de Riemann, on pout prendre A3,' A~,' .... A~, ...t d 'une 

quo l 'int~gralo I f ( x . ) d x  = E ~=3 ~ f(~c)dx est (fgale h une mani~re valour donn6e 
JA J A#n 

h l 'avance. Co qui est absurde. 

TI~:~OREME 3.5. - Soient f~(x)ES(A) ( n =  1, 3, ...). 

Si f~(x) ( n =  1, 2, ...) sont finies et {f~(~v)l converge vers f(x) uniformement 
dans A, on a 

f(x) E S(A), 

lira f 
PREVVE. - D'apr~s l 'hypoth~se, on a 

f(x) E M(A), f(x) =4=- ± ~ x E A. 

On pout prendre N ind6pondant de ~c tel que 

i f o ( x ) -  f(x) t < ~ n _>-- IV, 

pour ~ >  0 donnb h Favance. 
On obtient done 

If ,fo(x))~a~-- f (f(x))~dxl 

= t f ~  t f f .  ( x ) ) x - -  (f(x))). dx, I 

=< f A i ( L(x)))x - -  (f(x))~ dx 

<~ ~(A)  n ~ N, 

pour )<=~0. Par  suite, on a 

2 ~ ~(A), 
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d'ofi 
/ -  

/ JA ({f(m))~" - -  {f(x)h" ) dx t 

~<i ( {{f~'(x))x- (fN(x))x.) 
- -  " J A  

Puisque l'on peut prende A :> 0 tel que 

d'o~t 

d*I + 2~g(a). 

! f )tf~(x)k - if~(x)l.) dxt < 

On obtient done 

f .~x,f(x)dx l < "f- 21~(A)) (1 2~ 

) , '>  X ~ A .  

f(x) E S(A). 

f I | (f(x))x dx - -  (f,(~))x dxl <= ep.(A) n >~ N, 
J A A 

pour )~>0 ayant lieu, on obtient 

J f Af(x)ax- .f fnIx)dx[ <e~(A) n >~ N. 

~ 0 4rant arbitraire, on obtient 

RE~IARQUE - D a n s  son m6moire [2], ~f. E.U. Titchmarsh a introduit  les 
notions de la Q-int6gvale et de la A-int6grale d 'une fonction f(x) mesurable 
dans Fintervalle [a, b], bien qu'il n 'ait  pas employ6 cette terminologie-ci.  

Lorsqu'i l  existe lim [f(x)]~dx, il a dit que f(~c) est Q-in~(~grate, et expri- 

m(~ eette limite par Q t l f ( x ) d x .  

Concernant la Q-int6grale, il a ~nonc~ que <~ It is not necessarily true that 

Q ~ Q~ 
(11) fof(x)dx+ O f:g(x)dx= folf(x)+g(x)!dx, 
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even if all  the in tegra ls  exist)>. 

EXE~PLE 3.4. - Soient  

f(x) = I n 

g(x)= ) n 

1/n < x < 1/n 1/2n:, 

- -  1 / n - -  1/2n 2 <:c < - -  ] /n ,  

1/n  < x < l / n T 1 / 2 n  2, 

--  1/n < x < - -  1 /n  + 1/2n 2, 

( n = l ,  2, ._), 

et f(x)=g(x~)=O en dehors  de ces interval les .  Alors on obtient  

Q f l _ f ( x ) d x  = O, Q f'_o(x)dx = o, 

o f~_,{ f(x) + g(x) } dx = log ~ . 

(E. C. Ti tehmarsh) .  

Soient  f(x) et g(x) Q-int6grables  sur  l ' in te rva l le  [a, b]. Si l 'on a 

~ ( t x : ] f ( x ) t >  n , ocE[a, b] t )=o(n-~) ,  

~Itx: Ig(x) i > n, ~ [a, h i ! )=  o(n-1), 

on obt ient  (l l) .  (Voir : [2]) 
Soit E un  ensemble  de mesure  f inie  dans  R n. Nous ~tendons les int6gra- 

les d6finies par  T i t c h m a r s h  sur  [a, b] celles sur  E. 
P o u r  cela, iI me semble qu' i l  est b ien na tu re l  de d6finir  eomme sui t :  

, e =  

Soient  f(x)EM(E), )~ >=0. Lorsque  l 'on a l im d / [ f ( x ) ] x  dx (finie), nous  disons 

que f(x) est Q-int6grable  sur  E, et nous  ~erivons 

f(x) E Q(E), 

Darts ce eas, on obt ient  n~eessa i rement  

~({~: I f ( x ) ] =  + ~ ,  x E E ! ) = O .  

Nous supposons  donc que f(x) est mesurable clans E et finie prdsque parlour 
dans E. 
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Posons 

e+=fx:f+(x)> ~, xEE!, 

e~=tx:f-(x)>)~, xEEt, 

e)~ = l x : t  f(x) J > ~, ~ E El. 

En ver tu  de (8), on obtient 

Soit 

lira ~(~t(e+)- Ne["))= l (finie). 
~_+-[-oo 

Alors si l 'on a f(~c)E Q(E~, on obtient  

f(x) c 8(E), 

SEf (x)dx = Q L f  (x) dx -- I 

R~ciproquement ,  si l 'on a f(x)ES(E), on u f(x)E Q(E) e~ 

o f J(x)dx---- f J(x)dx ÷ l. 

Lorsque  l 'on a f(x)E Q(Ei et 

lira ),~(ex) ~ 0, 

nous  disons que f(x) est A-intdgrable ,  et Fdcrivons par  

f(.~) ~ A(Et. 

Nous d6finissons l ' int~grale  par  

(A) f f(x)dx--- lim f [f(x)]xdx. 

P a r  d~finit ion,  on 
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£ 
JE [f(x)]z dx + ~t(ez). 

Par suite, f(x)EA(E) est dquivalent ~ f(w)E So(E). 

BIBLIOGRAFIA 

[1] T. SATO, Su~" l'analyse gdndrale, (Thdorie des fonctions d'ensemble), Annali di Mat. Pura  
Appl., 47 (1957). 

1I (Intdgrales d'applications de treitlis), ibid., 52 (t960). 

I I I  (Diffdre'ntiation d'applications de fonctions), ibid., 59 (1962). 
I V  (Entropie darts la cyberndtique), ibid., 6I (1963). 

V (Thdorie des suites filtra~tes de hombres), 74 (t966). 

[2] ]~ C. TITCHMARSH, On conjugate function,s, Proc. London Math. S., 29 (t929}. 

AnnaIi di Matematica 3e 


