Martingale - Perimetro.

CaroGgero Vinti {(Modena) (¥) (%)

Suanto. - I1 lavoro ¢ riassunto nell introduszione.

Introduzione.

I processi stocastici markoviani e quelli di approssimazione in perimetro
alla DE GIORGI presentano dei legami di interdipendenza che sono stati messi
la prima volta a fuoco in un lavoro in collaborazione con E. Barapa [1].

Nell’esaminare la possibilita di trasportare il perimetro di un insieme
in uno spazio senza una vera topologia ma con una assegnata operaziome di
quasi-limite alla Fi1scHER, quei legami di interdipendenza, visti nel loro
aspetto di contributo all’indagine di un processo mediante 1’altro, mi hanno
indotto a generalizzare il concetto di martingala e pervenire a quello di mar-
tingale (generalizzate) generate da una coppia di applicazioni di passaggio
che rappresenta lo stadio in eni appare !’intima connessione con il processo
di approssimazione in perimetro.

I risultaii a cui sono pervenuto rappresentano I’oggetto di questo lavoro.

Nel § 1 si riprende la definizione di operazione di quasi-limite o pseu-
do-topologia (H.R. FiscHER [8]) e quella di gradiente di una applicazione
(A. FroLICHER-W. BucHER [9]); si introduce poi la norma del gradiente de-
finendo una norma (generalizzata) sullo spazio L(E,, E,) delle applicazioni
lineari e continue, con E, pseudo topologico e E, normato.

Nel § 2 vengono definite le martingale in senso generalizzato che rap-
presentano un ampliamento di quelle alla KRICREBERG-PAUC, e si stabilisce
un teorema di decomposizione alla Hewirr-Yosipa mediante il quale una mar-
tingala (generalizzata), sotto opportune ipotesi, si decompone in una martin-
gala che genera un processo stocastico markoviano e in uua martingala pu-
ramente semplicemente additiva.

Nel § 5 si introducono le martingale generate da upa applicazione di
passaggio e quelle generate da una coppia di applicazioni di passaggio e in-

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dei programmi di ricerca matematica del C.N.R.
(**) Entrata in Bedazione il 18 novembre 1969.
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2 CaALoOGERO VINTI: Martingale - Perimetro

fine nel § 4 si definisce il perimetro di un insieme in uno spazio vetforiale
con misura in cui & assegnata una compatibile operazione di quasi limite.

§ 1. - Spazi pseundo-topologici o
con operazione di quasi-limite.

1.1. - Operazione di quasi-limite.

Sia F(E) la totalith dei filtri & sullo spazio F e 8(F(E)) la totalita delle
parti di F(E). Su F(£) ¢ introduca il semiordinamento con la relazione «
definita dall’inclusione

F1LF 0 F.CF.,

e dicendo &, meno fine di &, oppure &, piu fine di &, quando &F: « F..

Se &, F:€ F(E), con F1 A &, si denota il filtro su F dato da iuf {F, F,},
eche & il filiro intersezione &, N &F,.

Analogamente se &, !e; & una famiglia di filtri su E il filiro A F &
inf {&F l.er. &l

Si denota con &1 X &z, F: € F(E), ¢ =1, 2, il filtro prodotto sullo spazio
prodotto cartesiano E, X K., che & il filtro generato dalla base |F; X F:
Feg., Fa€§.. .

Analogamente se § € F(E), i =1, 2, ..., n, con X &; si denota il filtro

n imm=1

prodotto sullo spazio prodotto cartesiano X E;.

i=1
I1 filtro costituito da tutte le parti di E contenenti un punto x, cioe il
filtro generato dalla base costituita solianto da 2, si indica con ©.
Filtro immagine in E, di un filiro §¢€ F(F:) attraverso una applicazione
f: E1— E; & il filtro, che si denota f(§), generato dalla base {f(F): FE€&F:.

Operazione di quasi-limite o pseudo-topologia (H.R. FiscHER [8], pag. 273)
su F & una applicazione t: E— §(F(FE)) con le proprieta

1) Mx€E, tx) & un A-ideale in F(E), cio®
Fi€tm), F2€ 1tw)= F1 A Fa € 1),
F1€x), L1 F: = T, € 1(1);

2) V€ B, x € tx).

La coppia (E, <) si chiama spazio con operazione di quasi-limite o pseudo-
topologico.

Un filtro § € F(E) si dird convergenfe a x relativamente alla operazione
di quasi-limite t, e si scriverd Fl.(E, 1), se & € t(x).
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Uno spazio pseudo-topologico (F, 1) si dird separato se
FLE 1, FLE 9o>x=1y

Assegnate sullo spazio E due pseundo-topologie ', t’, si dice che (E, ")
& pin fine di (E, ©') oppure (E, v') meno fine di (E, ") e si scrive (B, t) < (E, 77,
se si ha

SLE Y= FLLIE ), e €E.

In uno spazio (I, 7) un insieme A C E si dice apertfo relativamente a =
gquando per ogni x€ 4 si ha 4 €F, ¥F € t{x).

Una applicazione f: E1— E; di (E1, 1) in (Ea, t2) si dice confinua nel
punto x € Il; se

Fl(br, w) = [(F)L (L, )

L’ applicazione f ¢ defta continua su /7, se & continua in ogni suo punto.

Dati due spazi (F1, t1), (2, 72) si chiama spazio prodotto pseudo~topolo-
gico di (Ey, t1) con (%, 12), e si indica (L1 X F2, 1 X 72), la coppia costi-
tuita dallo spazio %, X E: con I’applicazione t, X t2: 1 X E:— 8(F(E1 X E2)
definita dalla

(TaX 1), ) = {F: H F1, F» con Fi€ulr), F€10.@), F1 X F. L Fl.

Che 1, X 1 gode delle proprietd 1), 2) si vede facilmente.

Sia E uno spazio veftoriale sul reale . Un’operazione di quasi-limite
si dird ammissibile in 7 con la struttura di spazio vettoriale se sono soddi-
sfatte le proprieta

3) Vapplicazione (x, y) — = + y del prodotto pseudo-topologico (£ X E,
T X 1) in (£, 1) sia continua,

4) Vapplicazione (%, x)—>A-x del prodotto pseudo-topologico (IR X E,
g X 1) in (F, ©) sia continua ().

Uno spazio velloriale pseudo-fopologico & uno spazio vettcriale con una
ammissibile operazione di quasi-limite in esso ([8], pag. 296).

ProposizioNe 1.1 ([9], pag. 15). - Condizione necessaria e sufficiente affin-
che Uoperazione di quasi-limite © di wno spazio vetloriale pseudo-lopologico
(&, <) sia una topologia é che v sia un A—-ideale fondameniale, cioé per ogni
x€F esiste un fillro 9L, € ) con U, K F, VF €x).

{*) Con & si denota I'usuule topologia nel reale .
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Per la necessitd della condizione, che & immediata, 1’ipotesi che FE sia
vettoriale & superflua.

1.2 - Differenziabilita.

Con J indicheremo il filtro degli intorni dello zero in R e se F€ F(E)
denoteremo con I . & il filiro immagine in J, attraverso 1 applicazione
flp, ©)y=p-x: RX E— E, del filtro ¥ X & su R X £.

Sia r: E, —> FE; un’applicazione tra due spazi vettoriali pseudo-topologici
(E1, 1), (E2, 72). Si associ ad r 1’applicazione 0,(A, x): R X E1— E; definita
dalla
{ Aterdexy se A==0
O:(A, ) =

lo se A =0.

1’ applicazione » & chiamata un resfo ([9], pag. 32) se
5) 70) =0,
6) H-Flo(Er, 1) 000 X F)lo (B, 12, ¥ F € F(L)

ProrosizioNE 1.2.1 ([9], pag. 33). - Lo spazio R(I/;, E;) dei resti ¢ vel-
toriale.

ProrosizioNe 1.2.2 (9], pag. 35). - Se E; é separato ed r € R(Ey, I)) é
lineare allora v e I applicazione nulla.

Come conseguenza immediata di queste proposizioni si ha che data una
applicazione f: Ey-—> E,, con K, I, separati e fissato un punto a€ /) esiste
al pitt una applicazione lineare I: E, —» I/, tale che I"applicazione r: £, —» F»
definita dalla

N o =/[fla+h)—fla)—IUh), h€E,

sia un resto.

Un’applicazione f: Ei1-s E;, con E., E, separati, & detta differenziabile
in g € K, se esiste una applicazione lineare e continua [: I;— [, tale che
la trasformazione r: E; — E; definita dalla 7) sia un resto.

1/ applicazione I(h), che & univocamente determinata, si chiama il Gra-
diente di f in a € E, e si denota Grad,f-h.

Nella definizione detta di differenziabilith la ragione di imporre che I(h)
sia continua & dovuta al fatto che senza questa condizione non & in generale
vero che la composizione di due applicazioni differenziabili sia differenzia-
bile ([9], pag. 37).

Se gli spazi [J;, E, sono vettoriali normati la definizione di resto e di
conseguenza quella di differenziability coincidono con le classiche proposte
da FrecHET ({9], pag. 42).
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Siano (k;, ), ¢=0, 1, 2, ..., n degli spazi veftoriali psendo-topologici
k2 n
separati ed f: X Ei— F,. Si munisca X F; con 1'operazione quasi-limite
i=1 el n
prodotto. Se f & differenziabile in @ = (a1, a2, .. , @.) € X [; esiste Grad.f.
i=1
Se invece nulla si sa sulla differenziabilith di f in ¢ ma sono differenziabili
le applicazioni a; —~>f(a1, Wz, ey Bic1y Xiy Aig1y ooy an) di I‘:,——} I‘;,o in a; 6 Ei,
i==1, 2, ..., n, non & in generale deifo che la f sia differenziabile in a; in

questo caso si ehlamera gradiente di f in a € >< E;, grad.f, I’applicazione

lineare e continua di >< E; in E, definita dalla

i=1

8) grad, fe(t:, ¢2, ..., t.) = Grad, f+#: 4 Grad, f-t: - ... 4 Grad, f-f,,

ove Gradaif denota il Gradiente in a: € £; dell’applicazione x;— f(a:, a2, ...,
iy Liy Uicf1y 2oey a,,) di E1 in Eo.
Questa definizione & giustificata dalla seguente

ProposizioNe 1.2.3 ([9], pag. 90). - Se f: >< L — Eo ¢ differenziabile in

im=l

@& = {0y, Gz, ..., @) € X E risuliano differenziabili in o, € E; le applicazioni
i=1

far, Qsy ey tia, &, Gig1, o, @) B> By e vale la (8) quando al primo
membro di essa invece di grad,f si scrive Grad,f.

1.3 - Norma (generalizzata) sulle spazio L(E., E.).

Se #F€ F(I) ed a € I/, con &, denotiamo il filtro immagine su E del
filtro & attraverso 1’applicazione f(x) =2 —a: F— F.
Sia (¥, 7) uno spazio vettoriale pseudo topologico e si denoti con 9f, il

filtro O, = inf [&). Sia poi Af, il filtro generato dai convessi in 9f, e
FllE 7)

la famiglia dei filtri <= {&: M, LK F, FCF(L)).
I’ applicazione *: E— §(F(L)) defuuta dalla

) = {F € F(E): F_.€ 1)

rappresenta so /¢ un’operazione di guasi-limite compatibile con la sfruttura
di spazio vettoriale ([8), pag. 297; [9], pag. 21).

In virtda della Proposizione 1.1 la t* & una topologia perchd & un
A-ideale fondamentale.

Lo spazio (E, v*) & quindi uno spazio vettoriale topologico localmente
convesso ([3], pag. B7) e risulta (£, %) « (£, ©).

La topologia t* localmente convessa dicesi associala alla pseundo-topologia 1.

Se poi (£, T) & vettoriale topologico localmente convesso risulta (I, 1*) = (K, 7).
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g

Consideriamo ora uno spazio vettoriale F; munito di una operazione di
guasi-limite T e uno spazio vettoriale [/, munito di una norma | |g,.

Detta t* la topologia localmente convessa associata alla psendo-topologia
t denotiamo con E7 lo spazio Z; munito di questa topologia.

Ogni applicazione lineare I: Iy —> F, che sia continua & anche una ap-
plicazione lineare I: LT — FE; continua (9], pag. 30).

Viceversa se una applicazione lineare [: FYf-—» F, ¢ continna anche
Papplicazione [: E1— I/; & ovviamente continua e quindi lo spazio L{¥,, E.)
coincide con lo spazio L(EY, E.).

Sia {p.'.er una famiglia di seminorme su [, semiordinata progressiva-
mente (N, €I, Hi€1 tale che per ogni w€ Ky & p.r) < plx), p.(e) < p(x))
che genera la topologia t* (per 1'esistenza di tale famiglia cfr. [13], pag. 75).

Poiché ogni applicazione € L(I/], L) solo e quando esiste un t €1 tale

che sup [lx)ls, < + oo, sullo spazio L(Ei, E,) viene ad essere definita
x: p,(#)=1

I’ operazione di quasi-limite (induttivo) con la quale L(E7, E.) rappresenta
il limite induttivo degli spazi L(E:, E;)={i:1€ L(ET, E5), sup |lx)|e, <+ oo}
<1

%2 p )=

in ciascuno dei quali & assegnata la norma |If, = sup [l(x)]s (11], pag. 263;
(13, cap. 11, § 2). *pR=t

Purtroppo I’operazione di quasi-limite induttivo su L(EKT, E.), salvo il
caso che FE, sia normato, non & generata da una norma ([11], pag. 264) e
allora I’unica possibilith che si ha per normare lo spazio L(EY, E,) ¢ quella
di definire su L{Ei, E; una norma generalizzata che si riduce all’usuale
norma (cfr. [6]. pag. 103) quando [E7 & normato.

Questa norma generalizzata & definita per ogni [ € L(EY, E2) = L(E+, E3)
dalla

9 U= , sup [ {(x) | , -

%1 BLEL p (x)=<1

Si osservi che la 9) pud non essere finita e inoltre che

10) L) =0 =[] = 0;

11) se A€R, A==0, si ha || = sup  [M@)|s =
x: Mgl p,(#)<1
= _sap |- leifs =2 - |
x: Mgl p(x)=1
12) [e4+0Vl= _ sup [iw)+ @) =  sup [Uo)ls+
z: Mgl p,(#)<1 x: Tegl, p ()]

+ _sup @) = [0+ (]

xi MgL p el
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Per mostrare che | | definita dalla 9) & una norma generalizgata occorre
far vedere che
= 0= l{zx)=0.

Poniamo H={xcli: 9i€l, ple)<1}. Siha 0 =|I| = sup  [Uw)]
= sup [lx)s e quindi l(x) =0, freH. # HEL (=
x: xEH

E2=

Sia allora x ¢ 7y — H. Risulta p(x) > 1, %1 €1, e dunque si pud scrivere
Ux) = pa) - Uze/p ).

Ma & p(r/p(x) =1 e quindi, poiche x/p(x)c H, si ha lz/px) =0 e di
conseguenza [(w) = 0 con x € I{; — H. '

Risulta quindi {x) = 0 quando || = 0.

OSSERVAZIONE. ~ Quando esiste il grad.f, dell’applicazione f: I/} — E,,
con [f; vettoriale psendo-topologico separato e F, vettoriale normato, poiche
grad,f € L(L:, E»), ha seuso considerare la norma (generalizzata) |grad.f]| e,
nel caso parficolare Iy = MW", L, =1, ove in IR si assegna I’usuale metrica
euclidea, si ha:

1
lgrad fl = (72 + 1% + o + 1207

§ 2. - Martingale in senso generalizzato.
2.1. - Base stocastica.

Sia © uno spazio di indici, cioé di elementi semiordinati con una rela-
zione «, e questo semiordinamento sia progressivo, ciod

Ve €0, 9y €0 tale che 1« v, p V.

Denotiamo con {Q:}.ge una famiglia indiciata di spazi.

Per ogni coppia 7, p€ 0, © « p, sia data una applicazione f.,: 0,— Q;,
di Q, in Q..

La famiglia di applicazioni {w.=f.(0)]rce0:, si dird proieltira se
gode delle seguenti proprieta:

1) for = identitd, 3/t€0;
2) f'r,v = f’t‘;p(f(),‘/)) V T, P Y €0:x LKpKLvy.

Data una famiglia indicata di spazi {Q.].e¢ assieme a una famiglia
proiettiva di applicazioni {w;=f; (0,)} ~.e8:wp Si chiama spazio limile
proietlivo ([10], pag. 31) V'insieme (. costitnito dalla totalitd dei punti v,
ciascuno dei quali & una collezione di punti, wep = {w;: 0. €0} co, con la
condizione che in tale collezione per ogni t€0 ci sia un sol punto w, € Q.,
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chiamato il t-esimo componente di 0y, e inoclire 1,0€8:1 p il t-esimo
componente e il p-esimo componente di w, siano vincolati dalla proiezione
W = fw,p(w o)

Se per ogni t € O si denota con f.o 1’applicazione di Q in . definita
dalla 0. == fro(0y), essendo w, il T-esimo componente di wy, risnlta ovviamente

2 from= f?,p(fp,oo), Yp€0 i1 L p-

Una famiglia {w7=f739(mp)§,r,pe@:m‘o di applicazioni proiettive si dira
massimale (semplicemente massimale secondo BocHNER [2], pag. 118) se

8) VMte€0:t«Kplaf, & una applicazione di Q, su Q.;
3) Mt €0 la f., & una applicazione di Qg su Q..

Ovviamente, in questo caso, ogni punfo w.€Q., ¥t €0, & il t-esimo
componente di almeno un punto wy € Q.

Chiamiamo base sfocastica una famiglia indiciata di spazi misurabili
{Q., Brlreo, ove H. & una o-algebra sau Q., assieme a una famiglia
massimale di applicazioni {wT:fT,‘,,(mp)iT,{,e@_.T«{,, con la condizione che
MTp€0:1 & p Vapplicazione [, di (2, su Q. sia HB,-misurabile.

Una base stocastica la denoteremo [Q+, Bx, fr}rie0: weo-

2.2. - Premartingale, semimartingale, martingale.

Premartingala (generalizzata) di base stocastica {Q., &B., frp)rpE®: e
& una famiglia ® = {9.}.c0. 0Ve ¢., ¥1€0, & lina funzione s-additiva de-
finita su R..

D’ora in avanti la base stocastica la riterremo fissa e spesso non faremo
uso della locuzione «di base sfocastica».

Una premartingala ® = {9¢.l.cp ¢ detta sottomartingala (generalizzata)
80 M1,p€ 081« p risulta

4) 9B < v lfep(Bs), VB €B..

Una premartingala @ = {¢.}.co & detta sopramariingala (generalizzala)
se nella 4) vale il segno =.

Per semimartingala & intende una premartingala che sia sopramartingala
o softomartingala.

Una premartingala © = {9.l.co & detta mariingale (generalizzala) se
nella 4) vale il segno =.

Ovviamente per una martingala ® = {¢.l.cp il valore ¢ (Q,) non dipende
da t1€0,

Una premartingala ® = {¢.}.gp si dird non negativa se \/1€0 & ¢.=0.
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La somma di due premartingale @ = {9.l,e0, ¥ = {{:}).g0 sulla stessa
base stocastica & definita dalla premartingala {¢. -4 ¢.].e0 purché Nt €98
abbia senso ¢, 4 ..

La somma, se esiste, di due softomartingale o sopramartingale o martin-
gale & rispettivamente una sottomartingala, sopramartingala, martingala.

Una martingala ® = {¢.}.co & detta a variazione limitata quando %/t€0
e ¥B.€B. U'insieme numerico {9(B.)} e 5,.eg, risulta limitato.

Una premartingala [sotfomartingala, sopramartingala, martingala] in senso
generalizzato sulla base stocastica {Q., Be, fr,)r.g0:1, & una premartin-
gala [sottomartingala, sopramartingala, martingala] in senso classico (%) qguando
Q. V€0, & una copia di wuno stesso spazio K e le applicazioni [.,,
Mo € 0t & p si riducono alla identita.

2.3. - Martingale indotte proiettivamente.

Sia @ = |p},go una martingala sulla base stocastica [Qc, B:, fr,o ] rpe0: 1o
Le applicazioni 0. = fo(wy) di Qp su Q,, W1 €0, generano una fami-

glia indiciata {Qx, 8%} ceo di spazi misurabili, con B = 1 (B.) o-algebra su Q.
Risulta

BLC B, Mre€bitLp.

Fissato infatti un B = :;o(éf) €&B%. con B.€ B,, e adoperando la 2)
si ha [:’T:fT,x(Ei):fT,p(fpm(l}i)), e da questa

?) [4B2) D fulBY).

Ma per la misurabilitdh dell’applicazione v, = f.(0;) di Q, su Q. &

(6) :;{ET):BQ, con 13{)65139,
e quindi dalla (5) segue
) 1By D B

Sia ora <§’; € /;010(23(,), adoperando la (2) e tenendo presente la (6) si ha
fT,m(&ji ) = [rplfoc(®’)) € B, © da questa, in virti della (7), f;og(ép) = B%, cioé
b € &), e quindi 1’ asserto.

{2) Per sottomartingala, sopramartingala e martingala in senso classico vedi K. Krr
ckeBeEra~-C. Pavo [12]

Annali di Matematica 2
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Denotiamo con {¢%l.c¢ la famiglia di funzioni o-additive, ove o7,
M1€0, & definita su % con la legge

Risulta
9) Pr= ¢, /BT, M1 €0:1Lp

Si ha infatti, adoperando la (2), B.= frn(B%) = fudlrl(BL), ove
B: = fiBx), e quindi

(10) [oolB) D froolBE).

Ma se w, € f;;(BT), considerato un wg, € f(:of)(wp) & manifestamente wi, € B
perché, sempre a causa della (2), si ha frovi)=f fc(0x) € B, e di
conseguenza 0, = f,,~(0a) € fo(B%). La (10) quindi si scrive

(1) frp(B) = foal(BY).
Dalle (8), (11) e dal fatto che {¢.].c¢ ¢ una martingala si deduce allora
5 (B%) = @l foeel B2 ) = 9ilfzy(Br) = 9:(Bx) = 9%(B%), VB € B,

e quindi la (9).

La famiglia {9%}.c¢ ¢ dunque una martingala in senso classico di base
{B%} g0 sullo spazio limite proiettivo Qg e noi la chiameremo wmarlingala
indotta proietlivamente su Qo dalla @ = {¢.) . .co.

Posto &* = U &%, 8" & ovviamente un’algebra di BooLr su Q.
€0

Osserviamo che se 4°€ ", appartiene contemporaneamente a &B%, &% &
02 (A% = ¢, (4%); si tenga infatti presemte cbe {¢%}.co ¢ una martingala e
che 1,060 esisfe un v€EO con T« v, p K V.

Ha senso allora definire su &* la funzione ¢* con la legge

(12) AN = 9% (dY), MTEO, YA*E B,
La ¢* gode manifestamente delle seguenti proprieta

(13) 9* & additiva sn &°%;

(14) /B & o-additiva, fte©,

La conoscenza di una 9* definita su & con le proprietd (13), (14) porta
alla determinazione di una martingala ® = {¢.}.c¢ sulla base stocastica

{Q’f’ g-)"rv f’r,p}‘r,pE@: Tap
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Basta porre
(16) pr=9¥/BE, W0,
e definire, per ogni 1€ 0,

(16) 9(Br) = 9X(fim(Be)), WV B.EB-

Infatti si ricordi che & &f C &} quando T « p e quindi la {¢¥} eo, con
or definita dalla (15), & ovviamente una martingala in senso classico di base
{58:}'r6® s Qoo

Per © « p si ha allora

9e{B2) = 9 ([rooB2)) = 97 (BF) = 9} (B¥) = ¢/, BY)), ¥V B: € B

e da questa, tenuto conto della (11) segue

o(B2) = pffin(B)),  VBr €&

e quindi I’ asserto.

Di conseguenza la corrispondenza @ « ¢* definita dalle (15), (16) & una
applicazione biunivoca dell’insieme 9IU* delle funzioni ¢* con le proprieta
(13), (14) sull’insieme O di tutte le martingale di base stocastica {Q., &.,
f%p}’r.p&@: Tep

Questa corrispondenza, adoperando la nomenclatura di K. KRICKEBERG-
C. Pavuo (12}, pp. 470-71), la rappresentiamo con

CP* = %((D); O = %_1('\0*)'

OSSERVAZIONE. - La ¢* = Z(®) & a variazione limitata se lo & la ® e
viceversa.

2.4. - Martingale o-additive.

Analogamente al caso classico (K. KrRICKEBERG-C. Pauc [12] pag. 472)
una martingala ® = {o.}.c¢ sulla base stocastica {Q., .. fT,p}T,P(_:@,mp Ia
diremo o-additiva o puramente semplicemente additiva secondo che ¢% = Z(D)
& c-additiva o puramente semplicemente additiva (*) su g%

{?) Una ¢ non negativa ¢ additiva su un algebra & & detta puramente semplicemente
additiva (K. Yosipa-B. HewitT [19], pag. 48) soc ogni ¢, o-additiva su &, si annulla iden-
ticamente su & quando snddisfa la 0 <<) <<o,

Una ¢, sempre additiva su & ma di segno qualunque, & deita puramente semplicemente
additiva se lo & la funzione 7 variazione totale della o,
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Sussiste il seguente teorema di decomposizione

ProrosizioNE 2.4.1. - Ogni martingala © a variazione limitata ¢ decom-
ponibile in un sol modo in

(17) O =3+ O,

con @, martingala s-additiva e ©, martingala puramente semplicemente additiva.
La dimostrazione & analoga al caso classico ([12], pag. 472).
Essendo ¢* = Z(P) additiva e a variazione limitata su &* sussiste in
modo umnico la decomposizione ([19], pag. 52)

(18) o* =9l -+ g

con ¢ o-additiva su d*¥ e ¢F puramente semplicemente additiva su E*.
La ¢f gode quindi delle proprietd (13), (14) e di conseguenza anche la
@y perche differenza di due funzioni che godono delle stesse proprieta.
Considerate allora le martingale ®. = Z—Y(p"), @, = Z~(¢;’) risulta stabi-
lita la (17). L’ univocitd della decomposizione (17) segue dalla unlvomta della
decomposizione (18).

2.5. - Martingale completate.

Sia Oy l'insieme © completato dall’elemento oo, per il quale si ponga
T Koo, M1E B,

Considerata la base stocastica [, B:, frp)roe0: e sia BE la pin
piccola c-algebra su Q. contenente &* e si tenga presente che &* = U &,
con B = f7 (.. &®

Sia poi ® = {¢.}.ee una martingala sulla base stocastica {Q., &B.,
fr,p ] T €8 Tap -

Se esiste una funzione ¢%, o-additiva su &%, che sia un prolungamento
di ¢* = Z(®), la martingala @y = { 9.} €0, , Con 9, = ok, di base stocastica
[Qr;, Br, frp)rpedo: g, OVe B =BE e [y o ¢ Pidentitd su Q., & detta la
completata di © o martingala completata.

Una martingala completata &, = {CPT}TEGOD di base stocastica {Q., &B.,
fT,p]T,pe@w:m{) rappresenta un processo stocastico markoviano (*) se & non
negativa e a variazione limitata.

ProrosizioNs 2.5.1. - Una martingala ® = {¢.).co sulla base stocastica
{Qrc) Bey foploped: o, Che sia non negativa, a variazione limitata e o-ad-
ditiva, genera un processo stocastico markoviano.

(*} Per la definizione di processo stocastico markoviano efr. [2], [7], [15].
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Infatti la o* == F(®) & c-additiva su &* e inoltre a variazione limitata;
la ¢* ammette allora un prolungamento c-additivo su 8% ([12], pag. 463; e
quindi 1’ asserto.

Prorosiziong 2.5.2. - Ogni martingala ® = {¢.}.eo sulla base stocastica
{Qr, Bey frp)rpeo: =, Che sia non negativa e a variazione limitata si de-
compone nella somma di una martingoala che genera wun processo stocastico
markoviano ¢ di una martingale puramente semplicemente additiva.

E conseguenza delle proposizioni 2.4.1, 2.5.1,

§ 3. - Martingale generate da una applicazione di passaggio
di Markov e da una coppia di applicazioni di passaggio.

3.1. - Martingale generate da una applicazione di passaggio di Markov.

Sia {§, &} uno spazio misurabile, ove & & una oc-algebra su S.
Si chiama nucleo sn | S, &} una applicazione N{x, I/): S X &—- RS, di
S X & in R}, con le seguenti proprietd:

1) per ogni K €& 1applicazione N(x, I/): S— R, di § in R}, sia
&-misurabile;

2) per ogni w€ S Vapplicazione N(x, £):&—> RS, di & in Rf, sia
c-additiva,

II nueleo N(x, I) dicesi soffomarkoviano [markoviano] se si ha Nz, S)<1
[N, S)=1] Mx € 8.

Chiameremo applicuzione di passaggio di Markov su {S, &} un nucleo
markoviano N, (x, L) su (S, &}, dipendente da due parametri », s:0 <7 <
< s < 4 oo, soddisfacente la relazione di passaggio (equazione di CHAPMAN-
Kormoaorov)

3) [ Ny, dy)N, (y, E) = N, w, E)

N

per ogni K €& e per 0 < p <r < s < + oo.

Denotiamo con & 1 insieme dei reali {:0</;<f{< 4 oc, e con 8 la
totalita degli insiemi t ciascuno dei quali & costituito da un numero finito
di punti di J, tutti distinti tra loro e ordinati nel senso crescente:

T=(t1, b, oy B, con 0 St < b <t < .. <t,< 4 oo

L’insieme © & semiordinato progressivamente definendo 1« p (z, p € ©)
quando tutti i puuti dell’insieme © sono anche punti dell’insieme ¢.
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Per ogni ©=(f, ;. ..., ¢,) denotiamo con {S", &"} lo spazio prodotto
cartesiano dello spazio {S, &} n-volte con se stesso e poniamo

Q.= 8§, B,=86".

Assegniamo una famiglia proiettiva di applicazioni {w. = fr(0,)}! 1,0 )
da Q, a O-.

Se 1 =p, fr, ¢ definita dall’identita.

Se (41, f2, .., t) =1L p, 1==p, 'insieme p conterrd i punti £, {5, .., ¢,
e per semplicita ci si pud limitare al caso che i punti di ¢ siano n 4 1,
perché il caso generale & conseguenza di guesto.

Detto s 1’ ulteriore punfo di ¢ si possono presentare i seguenti casi

%) < 8§ <ty per qualche ¢=0, 1, 2, ..., n —1;
B) t.<s.

Denotando con {(x:, ®z, ..., @,) un generico punto di . e con (y1, Y2,
«y Yng1) un generico punto di Q,, I'applicazione f.,: Q,— Q. & definita
nel easo a) dalle
Tr =Y, h=1,2, ,.,1

Cr=1Yepr, k=14i+1, .., n,
nel caso B) dalle
Xy = 1Y, j:l, 2,..., n.

La famiglia {o;=f;(®,)],e0:%, & proiettiva e massimale e inolfre,
e €01t Lp, la fr, & B-misurabile.

Fissato un punto xo€S consideriamo sulla base stocastica {Q., B,
f,“?}.c,(,e@:mp la premartingala @ = {¢.}.e0, con ¢. definita su H., ©= (1,
ts, -, fat, dalla legge

=1

&) odB)= [ 0 N, o(w—, da;).
j=1

T

In virth del fatto che N., ¢ markoviano si ha ¢.(Q.) =1, ¥71€0.
Mostriamo che la premartingala © & una martingala, ciod

) ¢:(Br) = :Pp(f:;(BT)); VB €B, T Lp,
e se Tx== ({1, £z, ..., .)==p basta limitarsi al caso che p contenga # -+ 1 punti

e sia 8 'ulteriore punto di p.
Si osservi che in entrambi i casi ), B) ® f;{}(BT) = B, X S.
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Nel caso «) I’espressione di wp(f:;(BT)) & data dal secondo membro della
{4) quando in esso si sostituisce B, con B, X 8 e inolfre I’ insieme ({1, {2, ..., £,)

e il punto (x:, %2, .., ©,.) si sostituiscono rispettivamente con (s, f1, ¢z, ..., £,)
e (x, 1, %z, ..., ®,) oppure rispettivamente con (f1, .., t,, 8 fep1, .o, ) ©
(@1, X2, ooy Xy, X, Xgp1, ..., &) secondo che s < {, oppure £, <5, e ove

Vinfegrazione rispetto ad x va fatta su S

Nel caso §) Iespressione di :pp{f;;(BT)) & data dal secondo membro della
(4) quando in esso si sostituiscono B, con B. X 8§, Vinsieme ({1, {2, ..., 1)
con (t1, f2, .., f., 8), il punto (x,, a2, ..., ®.) con (1, ®2, ..., T,, &) € OVe
I'integrazione rispetto ad z va fatta su S

Allora adoperando nel caso «) la (3) e nel caso §) il fatto che N, @
markoviano, si deduce la (b).

La martingala ® = {¢;! .eo definita dalla (4) sulla base stocastica {Q.,
By [rpl roe0: <, dicesi marlingala generata dalla applicazione di passaggio
di Markov N,.su {S, &}.

Poiché questa martingala & non negativa e a variazione limitata essa si
decompone, in virtit della Proposizione 2.5.2, in una martingala che genera
un processo stocastico markoviano (con punfo iniziale xo,) e in martingala
puramente semplicemente additiva.

3.2. - Martingale generate da una coppia di applicazioni di passaggio.

Chiamiamo coppia di applicazioni di passaggio sullo spazio misurabile
{S, 61 due nuclei M (x, F), N (x, £) su {S§, &}, dipendenti da due para-
metri 7, 8: 0<¢r < §< -4 oo, il primo sottomarkoviano e il secondo marko-
viano, soddisfacenti le relazioni di passaggio

(6) / M, (e, dy)N, (y, )= M, (=, E)
]

6) f N,.@, dy)N.y, E) = N, (v, E)
S

per ogni £ €& e per 0 < p<r<s< 4 oo,

Fissato un punto a«y € S consideriamo sulla base stocastica {Q., .,
frp)rpee: w olire alla martingala @ = {¢.}.c0, con ¢. definita dalla (4)
su B, = 8" 1= ({1, 2, .., t,), la premartingala & = {¢.}.g0, con ¢, definita

su 8. dalla

n-—s

N,j,tj+1/mj dTJ;.{_])-
jeml

7

(7) ¢T(BT) = [Mto,zl(wo; dwl)
By
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Per il fatto che M,, & sottomarkoviano e che IN,, & markoviano risulta
b:(Qa) =1, W1 €6.

Anche W ¢ una martingala.

Per mostrare che

¥

®) 4B = G(fTNB),  WBEB:, T <o,

possiamo supporre, se T={{;, ¢s, ..., £,)==p, che o contenga n L 1 punii
(sia s il suo ulteriore punto) e si proceda analogamente al n. 3.1 per stabi-
lire la (b).

Si tenga presente che in entrambi i casi o), §) & f;;(BT) = B. xS

Nel caso «) I’espressione di ¢,(f"'(B.)) & data dal secondo membro della
(7) quando in esso si sostitnisce B, con B, X 8 e inoltre ’insieme (4, &, ..., t)
e il punto (1, a2. ..., @) si sostituiscono rispettivamente con (s, &1, £z, ..., &) ©
(@, 1, 22, ..., ) oppure rispettivamente con (&, .., &, 8, fog1, e, &) ©
(@, oy ®g, ©, Xgp1, ..., &) secondo che s < {; oppure & < s, e ove !'inte-
grazione rispetto ad « va fatta su S.

Nel caso §) 'espressione di ¢ (/~}B.) & data dal secondo membro della
(7) quando in esso si sostitmiscono B. con B. X 8, I'insieme (fi, s, .., t)
con (ti, fs, .., b, 8), il punto (x1, @y, .., %) con (@1, X3, ., T, T} € 0OVE
Vintegrazione rispetto ad « va fatta su S

Adoperando nel caso «) la (6) oppure la (6') secondo che s <t oppure
t < s e nel cago §) il fatto che N, , & markoviano si deduce la (8).

Le martingale ® = {¢.}.c0, ¥ = {{.}.c0 sulla base stocastica {Q., B,
feplrse®: o definite rispettivamente dalle (4), (7) si chiamano martingale
geneérale dalla coppia di applicazioni di passaggio M.,, N,,.

La W al pari della ® si decompone in una martingala che genera nn
processo stocastico markoviano (con punto iniziale ap) e in una martingala
puramente semplicemente additiva.

§ 4. - Perimetro.

41. - Sia {§, 8, pn!, con § vettoriale pseudo-topologico separato, uno
spazio di misura e la c-algebra & contenga gli insiemi aperti relativamente
alla fissata operazione di quasi-limite (*) in S.

Su }S, &} siano assegnati due nuclei M, x, I), N, (¢, F) dipendenti
dai parametri *) 7, 5: 0= r < s < 4 co.

(®) Lie definizioni di spazio veitoriale pseudo-topologico separato e di insieme aperto so-
no state date in 1.1,

{®) Lia definizione i nucleo & stata data in 8.1. Cfr. P. A. MevER ([15], cap. IX)., Con
due nunelei del tipo M.s, N.. & stato definito in [18] il perimetro di un insieme, in uno
opportuno spazio di misura, adoperando le disfribuzioni di 1. EHRENPREIS.



CALOGERO VINTI: Martingale - Perimetro 17

Con il simbolo M, ,f oppure M, %, ), f=0 su S e &-misurabile, deno-
tiamo la funzione G~misurabile trasformata della f tramite M, ,:

M.f=M.(o )= [ M. (x, dy)fy).
S

Analogo & il significato di N,/ = N. (&, f), con f =0 su § e 6-misurabile.
Il nucleo prodotto di composizione dei nuclei M,, e N.. lo indichiamo
M,,N., o anche [M, N, Jz, F):

M, N, =M, N |, I)= /l‘lp,q(w, dy) N.(y, E).
s

Sia ¢ la classe delle funzioni non negative su §, &-misurabili e essen-
zialmente limitate, e § la sottoclasse di € costituita da quelle funzioni (di £)
che ammettono p-quasi ovanque in S il gradiente e questo sia in norma ()
&-misurabile e essenzialmente limitato.

Supponiamo che il nucleo N, , sia:

1) markoviano, ciot M€ 8 é N (o, S)=1;
2) regolarizzante, ciod se f€¢ & N, f€G;

3) di approssimazione, ciod se f€ ¢ si ha lim N, (x, )= f(x), p-quasi
ovunque su S. i

11 nucleo M, . soddisfi invece le propriefa:
4) se f€ & risulti [ M, (x, fldp < [ flx)dp;
5 5
5) se € & si abbia
5y M,.f€G;
5"y |grad M., )| < M,.|grad f|, p-quasi ovunque su S.

Supponiamo infine che per i nueclei M.., N,. valga la relazione di
passaggio

6) (M,, N, )@ E)=N,(x, £}, 0<p <r<s< oo,

Sussiste allora la seguente

{7} Le definizioni di gradiente e della sna norma (generalizzataj sono state date ri-
spettivamente in 1.2, 1.8,

Anncli di Matematica 3
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Prorosizione 4.1.1. - Comunque si fissino f€ £ e s€ (0, 4 o) esiste il
limite

) lim | |grad N, f)]dp.

ress—0
Dal fatto che f & non negativa e &-misurabile risnlta
®) (M, N J@, [) = M, (@, N..f), O=p<r<s<+oo.

Basta approssimare f con una successione non decrescente (f,', di fun-
zioni non negative a gradinata e &-misurabili e osservare che

[R[p,rNr,S](w; fo) = ZV[P»T(%’ Nmfn)

e quindi la (8) passando al limite per »n —oo.
Dalla (8) adoperando la (6) segue

Mp.r(w; wa) - Np,s(ﬂﬁ, f)

e questa, applicando ad ambo i membri U'operatore gradiente, che ha senso
per le (2), (5), si scrive

©) grad M, (x, N..f) = grad N,w, f).

Prendendo ora nella (9) la norma di entrambi i membri e integrando su
S 8i ha

[ | grad M, (¢, N..[)|dp = [ [grad N, x, f)]dy

e da questa, tenendo presente la (5”), segune
/ lgrad N,x, f)]dp < [ M, |grad N, f)dy
¢ .

e adoperando la (4):

[Verad M, 1)1dn = [ grad Wge,

$ S
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Quest’ ultima ci dice che [|grad N (x, f)]dp & fonzione non decrescente
5

rispetto ad v e quindi esiste il limite (7).

4.2. - Chiameremo perimefro di un insieme E€E& il numero P(L), finito
o no, definito dalla

P(E)= lim ||grad N,(x, E)|dp

Feps—0

che esiste in virth della Proposizione 4.1.1, con f funzione caratteristica
dell’ insieme [.

OSSERVAZIONE. - Se lo spazio {§, &, g} & lo spazio euclideo n-dimen-
sionale con la misura p di LEBESGUE e ove 1’operazione di quasi-limite &
quella di limite indotta dalla ordinaria metrica euclidea, la definizione di
perimetro si riduce a quella di E. DB GioraI [4] quando si prende

[ fe—y[2
M, (e, E)= N, x, E)=[r(s — 1)) 3 / e~ "= dy

E

In questo spazio & stato studiato ([16], [17],) il problema della invarianza
del perimetro rispetto ai nuclei.
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