
Martingale- Perimetro. 

CALOGERO V]NTI (3/[,)dena) {*) (**) 

Santo. - I1 lavoro ~ ~'iassunto nell'introduzione. 

l n t r o d u z i o n e .  

I processi stocastici markoviani  e quelli di approssima~ione in perimetro 
alla DE GIORGI presentano dei legami di interdipendenza che sono stati messi 
la prima volta a fuoco in un lavoro in collaborazione con E. BMADA [1]. 

Nel l ' esaminare  Ia possibilit/~ di t rasportare il perimetro di un insieme 
in uno spazio senza una vera topolo~ia ma con una assegnata operazione di 
quasi - ! imite  atla FISCHER, qnei legami di interdipendenza, visti nel loro 
aspetto di contr ibuto al l ' indagine di un processo mediante l 'al tro,  mi hanno 
indotto a generalizzare il concetto di mart inga |a  e pervenire a quello di mar- 
tingale (generatizzate) generate da una coppia di applicazioni di passaggio 
che rappresenta  lo stadio in eni appare l ' in t ima connessione con il processo 
di approssimazione in perimetro. 

I risultati  a eui sono pervenuto rappresentano l 'oggetto di questo lavoro. 
Nel § . !  si r iprende la definizione di operazione di quasi - l imite  o pseu- 

do-topologia (H. R. FISC]:[ER [S]) e quella di gradiente d i u n a  applicazione 
(A. FRSL]cHER-W. BuckER [9]); si introduce poi ]a norma del gradiente de- 
finendo una norma (generalizzata) sullo spazio L(E~,  E2) delle applieazioni 
lineari e continue, con E~ pseudo topologico e E2 normato. 

~e l  § 2 vengono de[inite le martingale in senso generalizzato che rap- 
presentano un anapliamento di quelle alla K~ICKEBEnG-PAuc, e si stabilisce 
un teorema di decomposizione atla HEWITT-YosIDA mediante il quale una mar- 
t ingala (generalizzata), sotto opportune ipotesi, si decompone in una martin- 
gala che genera un processo stocastico markoviano e in uua  mart ingala pu- 
ramente  semplicemente additiva. 

Nel § 3 si introducono le martingale generate da una applicazione di 
passaggio e quelle generate da una eoppia di applicazioni di passaggio e in- 

(*} Lavoro eseguito nell'ambito dei programmi di rieerca matematica del C. ~. R. 
(**) Entrata in Redaziono il 18 novembre 1969. 
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fine nel § 4 si definisee it perimetro di un insieme in uno spazio vettoriale 
con misura in cui ~ assegnata una compatibile operazione di quasi limite. 

§ 1 . -  S p a z i  p s e u d o - t o p o l o g i e i  o 
c o n  o p e r a z i o n e  d i  q u a s i - l i m i t e .  

1.t. - 0perazione di quasi - l imi te .  

Sia F(E) la totalit/~ dei filtri 7 sullo spazio E e $(F(E)) ]a totalit/~ delle 
parti  di F(E). Su F(E) s ' in t roduea  il semiordinamento con la relazione << 
definita dall '  inclusione 

71 << 72 *:> 7t  C 72, 

e dicendo 71 meno fine di 7~ oppure 72 pitt fine di 7~ quando 7~ << 72. 
Se 7:L, 72EF(E),  con 7x A 9"2 si denota il filtro su F. dato d~ i,,f {7~, 72!, 

che ~ il filtro intersezione 7~ (-1 72. 
Analogamente se i T,!~z ~ una famiglia di filtri su E il filtro A 7 

inf t 7~ !,~I. ~er 
Si denota con ~-1 X f2, ~'i E F(E~), i = 1, 2, il filtro prodotto sullo spazio 

prodotto cartesiano E 1 X  E2, che b il fiItro generato dalla base {F1 ~( F2: 
F1 E 9"1, F2 E 72}. 

n 

Analogamente se 7~ E F~E~), i -  1, 2, ..., n, con X 7~ si denota il filtro 
i - -~- I  n 

prodotto sullo spazio prodotto cartesiano X E~. 

I1 filtro costituito da tutte Ie parti  di E contenenti  un punto  x,  ciob il 
filtro generato dalla base costi tuita soltanto da x ,  si indica con x .  

Filtro immagine in E2 di un filtro 7E F(E~) attraverso una applicazione 
f :  E~-->E2 b il filtro, ehe si denota /(7) ,  generato dalla base {f (F) :  F E 7 ! .  

Operazione di quasi-limite o pseudo-topologia (H. R. FISCHER [8], pag. 273) 
su E ~ una applicazione z: E--->3(F(E)) con le proprieth 

1) ~x.E E, z(x) i~ un A- idea le  in F(E), cio6 

7~ E z(w), 7~ << 72 ~ 72 E z(x); 

2) y x E  E, $ 6 ~(x). 

La coppia (E, :) si chiama spazio con operazione di quasi-limite o pseudo- 
topologieo. 

Un filtro 7 E  F(E) si dir/~ eonvergente a x relat ivamente alla operazione 
di quasi- l imite  x, e si scriverfi 7I~(E, % se 7E~:(x.). 
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Uno spazio pseudo-topologico (E, 9 si dirh separato se 

9"].(E, 9, 9"]~(E, ":)~ x - - y .  

Assegnate sullo spazio E due pseudo-topologie z', z", si dice ehe (E, ~") 
piie fine di (E, ~') oppure (E, ~') meno fine di (E, ~:") e si scrive (E, -~')<< (E, z"), 

se si ha 

~LIE, ~") ~ 9.L(E, ~'), ~ x  ~ ~. 

In  uno spazio (E, z) un insieme A C E si dice aperto relat ivamente a z 
quando per ogni x E A si ha A E 9., ~ 9 .  E ~(~). 

Una applicazione f:  E1-->E2 di (El, Zl) in (E2, z2) si dice continua he1 
punto $ E E~ se 

9.I~(/:7~, ~1) ~ f(9.)i~(E~, ~) 

L'appl icazione f a detta continua su E~ se b continua in ogni suo punto. 
Dati due spazi (E~, z~), (E2, z2) si chiama spazio prodoflo pseudo-topolo. 

gico di (El,  ~) con (E2, z2), e si indica (Et X E2, "q X z2), 18 coppia costi- 
tuita dallo spazio E1 X E2 con l 'applicazione ~l X "c2: E~ X E2--)~(F(E~ X E:)) 
definita dalla 

( 'hX~2)(x ,  y) = {~: ~t 9"~, 9.2 con 9hEzffx), 9.2Ez~(x), ~ X ~2 << 9"}. 

Che ~ X z2 gode delle proprietfi~ 1), 2) si vede facihnente.  
Sia E uno spazio vettoriale sul reale ~ .  Un 'operazione di quasi- l imite  

si dirh ammissibile in E con la s t ru t tura  di spazio vettoriale se sono soddi- 
sfatte le proprieth 

3) 
~X':) in 

4) 
~X':) in 

l 'applicazione (x, y) ---> ~ + y del prodotto pseudo-topologico (E X E, 
(E, x) sia continua, 

l 'applicazione ()., x) - ->k .x  del prodotto pseudo-topologieo (II~XE, 
(E, ~) sia continua (~). 

Uno spazio veltoriale pseudo-topologico 6 uno spazio vettoriale con una 
ammissibile operazione di quasi- l imite  in esso ([8], pag. 296). 

P•OPOSIZ[ONE t.1 ([9], pag. 15). - Condizione necessaria e sufficiente affin- 
chO l'operazione di quasi- l imile ": di uno spazio vetloriale pseudo-topologico 
(1!, ~) sia una  topologia ~ che • sia un A- ideole  [ondamentale, cio~ per ogni 
x E E esiste un  filtro ~ G  E • x) con ~¢~ << 9, ~ Y E ~:(x.). 

(i) Con ~ si denoia P usu~tle topologia nel reale "~. 
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Per  la necessith della condizione, ehe ~ immediata,  l ' ipotesi  che E sia 
vettoriale ~ superflua.  

1.2 - Differenziabilith. 

Con 2g indicheremo il filtro degli intorni dello zero in 1~ e se f i e  F(E) 
denoteremo con Jr.  ~: il filtro immagine in E,  at traverso l 'appl icazione 
f (~,  x) = ~ • x:  ~ × E--> E, del filtro :E N 9" su N X E. 

Sia r :  E~ --> E2 un 'appl ieazione tra due spazi vettoriali  pseudo-topologiei  
(El,  xl), (E2, z2). Si associ ad r 1' applicazione O~(X, x): ~ M E~ --> E2 definita 
dalla 

iX-~.r(X.x) se X=~O 
0~0,, z) --  

0 se X = 0 .  

L 'appl ieazione r ~ chiamata un resto ([9], pag. 32) se 

5) r(0) - -  0, 

6) ~ .  ~:I0 (El ,  T~) ~ O~(J~ × ~=)Io (E~, ~), ~ ~= E F(]';~). 

PUOPOmmONE 1.2.1 ([9], pag. 33). - Lo spazio R(Et,  E~) dei resti ~ vet. 
toriale. 

PROPOS[ZIO~E 1.2.2 ([9], pag. 35). - Se E2 ~ separato ed r E R(EI, E2) 
lineare allora r e l' applicazione nulla. 

Come eonseguenza immediata di queste proposizioni si ha che data una 
applicazione f :  El--> E2, con E~, E2 separati  e fissato un puato a~E1 esiste 
al pi~t una applicazione l ineare 1 : E1 ---> E2 tale che l' applicazione r : E1 ---> E2 
definita dalla 

7) r(h) --  f(a + h ) - -  f (a ) - -  l(h), h E E~, 

sia un resto. 
Un 'appl icazione f: Et--> E2, con E~, E2 separati,  ~ detta differenziabile 

in a E E~ se esiste una applicazione lineare e continua l: E~--> E2 tale ehe 
la trasformazione r:  E1 ~ E 2  definita dalla 7) sia un resto. 

L 'appl icaMone l(h), ehe ~ univocamente determinata,  si chiama il Gra. 
dienle di f in a E E~ e si denota Grad~f.h. 

Nella definizione detta di differenziabilifft la ragione di imporre che l(h) 
sia continua ~ dovuta al fatto che senza questa  condizione non b in generale 
vero c h e l a  composizione di due applicazioni differenziabiti  sia differenzia- 
bile ([9], pag. 37). 

Se gli spazi E~, E2 sono vettoriali  normati  la definizione di resto e di 
conseguenza quella di differenziabilith coincidono con le classiche ploposte 
da FnEOH~ ([9], pag. 42). 
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Siano (E~, z~), i - - 0 ,  1, 2, ..., n degli spazi vettoriali pseudo-topologiei 

separati ed f: X E~-->Eo. Si munisca . E~ con l 'operazione quasi- l imite 

prodotto. Se f ~ differenziabile in a - - ( a ~ ,  a2, .. , a~)6 X E~ esiste Grad~f. 

Se invece nulla si sa. sutla differenziabilith di f in a ma sono differenziabili 
i '  le applicazioni x~--> f(a~, a : ,  . . , ,  a~_l, x~, a~+~, . . . ,  a~) di l.~--> E o i n  a~6 L~, 

i ~ 1, 2, ..., n, non ~ in genera |e  detto c h e l a  f sia differen~iabile in a ;  in 
n 

questo caso si chiamerh gradiente di f in a ~ X E), grad~f, l 'applicazione 
n 

l ineare e continun di X E~ in Eo definita dalla 
i-~-I 

8) gradof . ( t~ ,  t : ,  . , . ,  t,) "-  Grad:~f .h  -b Grad,:f . t~ 4- ... + Grad: , , f . t , ,  

ore Grad~if denota il Gradiente in a~ 6 E~ dell 'applicazione x~--> f(a~, a : ,  ..., 
a~_l, x~, a~+l, . . . ,  a~) di E1 in Eo. 

Questa definizione b giustificata dalla seguente 

PUOPOSmmNE 1,2.3 ([9], pug. 90). - Se f:  X L~--> Eo ~ dilTerenziabile in  

a = (a~, a~ . . . .  , a~) ~ X E~ r i su l tano  differertziabi~i in  a~ 6 E~ le appl~cazioni 
i = l  

f(a~, a~, . . . ,  a ~ ,  x~, a~+l, . . . ,  a~): E~--~ Eo e vale la (8) quando  al p r imo  
membro di essa invece di  g r a d ¢ f  si scrive Grader.  

1.3 - Norma (generalizzata) sullo spazio L(E~,  E2). 

Se ~'6 F ( E )  ed a 6  E ,  con 9"_~ denotiamo il filtro immagine su E del 
[iltr6 ~ attraverso l' applicazione f (x )  - -  x ~ - - a :  E--> E .  

Sia (E, "~) uno spazio vettoriale pseudo topologico e si denoti con ebA~o il 
filtro elgo-- inf t~l .  Sia poi ~go il filtro generato dai convessi in e).~o e ~:~ 

~:~0(E..:) 
la famiglia dei filtri z~)--[~':  e~o << 9", t~6F(E)}.  

L 'appl icazione ~*: E--> ~(F(E) )  definita dalla 

~*(x) = I ~ ~ F ( E )  : ~_~ + ~; } 

rappresenta  su E un 'operazione di quasi- l imite  compatibite con in s t rut tura  
di spazio vettoriale ([8], pag. 297; [9], pag. 21). 

In  virtfi della Proposizione 1.1 In ~:* ~ una topologia pereh~ ~ un 
A- idea le  fondamentale.  

Lo spazio (E, ~*) ~ quindi uno spazio vettoriale topologico localmente 
convesso ([3], pug. 57) e risulta (E, z*)<< (E, % 

La topologia z* localmente convessa dicesi associata alla pseudo-topologia "~. 
Se poi (E, ~:) ~ vettoriale top(Jlogico localmente com, esso r isul ta  (E, ":*) -- (E, ~:). 
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Consideriamo ora uno spazio vettoriale E1 munito di una operazione di 
qnasi- l imite  z e uno spazio vettoriale E2 munito di una norton 1! f!~.o. 

Detta "~* la topologia localmente convessa associata alia pseudo-topologia  
"c denotiamo con E~ lo spazio Et  munito di questa topologia. 

0gni  applicazione lineare l: El--> E2 che sia continua 6 anche una ap- 
plicazione lineare t: E~--> E2 continua ([9], pag. 30). 

Viceversa se una applicazione lineare l:  E~--> E2 6 continua anche 
l 'appl icazione l :  E1--~ E2 ~ ovviamente continua e quindi lo spazio L(E1, E2) 
coincide con lo spazio L(E~', E2). 

Sin (p~ i :e ann famiglia di seminorme su E~ semiordinata progressiva- 
mente (~: ' ,  c"EI, E : ~ I  tale che per  ogni 'xE 1~1 ~ p~,(x)<_p:(x), p:,(x)~--p:(x)) 
che genera 1~ topologia ~:* (per i 'es is tcnza di tale famiglia cfr. [13], pag. 75). 

Poich~ ogni applicazione l~ L(E~, E~) solo e quando esiste un t ~ l  ~ale 
che sup []/(x,)[Ie ~ <-{-c ,% snllo spazio L(ET, E~) viene ad essere definita 

. : p : (x )~_~  

l 'operazione di quasi - l imite  (induttivo) con Ia quale L(E~, E:) rappresenta  
il limite induttivo degli spazi L:(E~, E~)----Il:l~ L(E~, E:), sup Ii/(x)[k~<+~} 

: p : (~)__: t  

in ciascuno dei quali  ~ assegnata la norton Ill[I: -- sup [//(x)I]~. ~ ([11], pag. 263; 
[13], cap. II, § 2). ~:~(~)<-~ 

Pur t roppo l 'operazione di quasi- l imite  induttivo su L(E~, E~), salvo il 
caso che E~ sia normato, non ~ generata da una norton ([ll], pag. 2 6 4 ) e  
allora l 'un ica  possibilit~ che si ha per normare lo spazio L(E';, E~) ~ quella 
di definire su L(E~, E:) una norton generalizzatn, che si r iduce a l l ' usua te  
norma (err. [6]. pag. 103) quando E~ 6 normato. 

Questa norton generalizzata ~ definita, per ogni 1 6 L(E~, E~)--~-L(E~, E~) 
dal]a 

9) lllll----- sup Ill(x)lt~ ~ . 
x : ':J , . e I ,  p ~ ( x ) ~ l  

Si osservi the  la 9) pub non essere finita e inoltre the  

l l )  se x R, si ha [IXlil= s , p  llXt(x)il  , -  
x : ' & . e I ,  p , ( ~ ) < l  

t " l  ~ , 

x : H r . ~ I ,  p : ( x ) . ~ l  

+ [I = [IZII + llg'll. 
: ~ , . ~ I ,  p : ( * ) < t  
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P e r  mos t ra re  che }III def in i ta  dalla 9) 5 una  no rma  genera l izza ta  oeeorre 
far  vedere  ehe 

II~li = o ~ zcx) = -  o. 

Pon iamo  H----- tx EEl: i t :EI ,  p:(x)_< 1 }. Si ha 0 -" It/it =- sup Ill(~)k.= 
---: sup []/(~)I]E~ e quindi  l ( x ) =  O, ~ x E H .  ~: ~'Pi(~)<-~ 

x : x ~ H  

Sia allore~ x ~E~ --  H. R isu l t a  p:(~c) > I, ~ :  E 1, e d u n q u e  si pub scr ivere 
l (x)  = p / ~ )  . l(xJp:(x)).  

Ma 6 p:(x/p:(x)) ---- 1 e quindi ,  poich6 x/p:(x) E H, si ha  l(x/p:(x)) --  0 e di 
conseguenza  l(x) = 0 con x ~ E l  - -  H. 

Risu l ta  quindi  l(x) = 0 quando Ilzil = 0. 

OSSERVAZm~E. - Quando esiste il g r a d e r ,  de l I ' app l i caz ione  f :  ]~ - ->E2 ,  
con E~ vet tor ia le  pseudo- topologieo  separa te  e E2 vet tor ia le  normato ,  poich6 
g r a d ~ f E L ( E ~ ,  E G  ha  senso cons iderare  ta no rma  (generatizzata) llgrad~fl I e, 
nel caso par t ico lare  E~ = ~R ~, E~ --  JR, ore  in ~ si assegna  l ' u s u a l e  met r ica  
eucl idea,  si ha :  

1 

Igrad~f i l  = (f~ + f'~ ,4- ... -I- f~  )~. 

§ 2. - M a r t i n g a l e  i n  s e n s o  g e n e r a l i z z a t o .  

2.1. - Base stocast ica.  

Sia 0 uno spazio di indict,  cio6 di e lement i  semiord ina t i  con una  rela- 
zione <<, e questo semiord inamento  sia progressivo, cio6 

~ / ~ , a E 0 ,  ~Iv EO tale che x<<v, ~<<v.  

Denot iamo con {t2~}~¢o una  famigl ia  ind ic ia ta  di spazi. 
Pe r  ogni coppia z, ~ E (~, z << ~, sia da ta  una  appl ieazione f~,~: ~p-->i't~, 

di gt~ in ~ .  
La  famig l ia  di applicazioni  {o~ --  f~,/to~)}~,~eo: ~((~ si direr proie l t iva  se 

gode delle seguent i  proprieti~: 

1) f~,~ - -  identiti~, ~ z  E 0 ;  

2) f+,: = f~,df~:,,9, M z, P, v E 0 :  • << ~ << v.  

Data una  famigl ia  indicata  di spazi {gt~}~eo assieme a una  famigl ia  
pro ie t t iva  di appl icazioni  { (% ----- f~,r,(t%) } ~,c.~o: ~ si ch iama spazio l imite  
proietl ivo ([10], pag. 31) l ' i n s i e m e  ~ cosi i tui to dal la  total i th  dei punt i  ~o~, 
c iascuno dei qual i  6 u n a  collezione di punti ,  ~o~-- (¢%:¢% E Ft~l~ze, con la 
condizione che in tale collezione per  ogni x E 0  ci sia un sol punto  toz E gt~, 
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chiamato il ~:-esimo componente di ¢0~, e inoltre ~ , p E  0 : ~  ~< ~ il z-esimo 
componente e il 9-esimo componente di ~o~ siano vincolati dalla proiezione 

Se per ogni "c E 0 si denota con f~,oo l 'appl icazione di g ~  in E~¢ definita 
dalla ~ = f~,~(o)~), essendo ~o~ il z-esimo componente di ¢o~, r isulta ovviamente 

2') /~,~ : f~,~(f~,~), ~ , ~  E 0 : ~ <~ ~. 

Una famigli~ {~o~-- f~,e(¢o~)!~,~e(~: ~¢p di applicazioni proiettive si 
massimale (semplicemente massimale secondo BOC~ER [2], pag. 118) se 

dir~ 

3) ~ , ~  E O:z  << ? la f~,e b aria applicazione di g~ e su ~ ;  

3') ~ x  E 0 la f¢,~ 6 una applicazione di ~w su ~ .  

Ovviamente, in questo caso, ogni punto o)~EE~, ~ v E O ~  ~ il z-esimo 
componente di almeno un punto ¢o:o E ~]~. 

Chiamiamo base stoeastica una famig]ia indiciata di spazi misurabili  
I~Q~, ~ } ~ e o ,  ove ~J~ ~ una ~-algebra su g~,  assieme a una famiglia, 
massimale di applicazioni {~:f~,~(~%)t~.~.e~,):~<~, con la condizione che 
~ ' : , g E O : x < < ~  l 'appticazione f~,,~ di l'~ e su ~ sia ~ - m i s u r a b i l e .  

Una  base stocastica la denoteremo I~2~, ~ ,  f~.~l~,c.e(~: ~<<,~" 

2.2. - Premar t ingale ,  semimart ingale ,  mart ingale.  

Premcwlingala (generalizzata) di base stocastiea { f ~ ,  ~ ,  /~,p}~,~¢~:~p 
6 una famiglia q)----(q~}~e(,, ore  ¢¢~, ~vLzEff), 6 fina funzione ~-additiva de- 
finita su g3~. 

D 'o ra  in awtnti la base stoeastiea la ri terremo fissa e spesso non faremo 
uso della Ioeuzione <,di base stoeastica>). 

Una  premart ingala  el)--t~¢~}~eo ~ detta soUomarti~gala (generalizzata) 
se ~z ,  pE 0 '  ~ << 9 risutta 

- - 1  4) ~(B-)_< ~(f~,~(B~)), ~ B ~  E ~,~, 

Una premart ingala  • - - { ~ } ~ o  ~ detta sopramartingala (generalizzata) 
se nella 4) vale il segno ~ .  

Pe r  semimarlingala s ' in tende una premart ingala  che sia sopramart ingala  
o sottomar~ingala. 

Una premart ingala  O--{~¢~!~e(~ 6 detta martingala (generalizzata) se 
nella 4) vale il segno - - .  

Ovviamente per una mart ingala • - - {  q0~}~e~) il valore q~(~2~) non dipende 
da z E 0 .  

Un't premart ingala  ( I ) -  l~¢~}~e(~) si dirh non negaiiva se ~ ' : E 0  6 q 0 ~ 0 .  
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La somma di due premart ingale  ¢9--{e?~}~eo , W = l ~ } ~ o  sulla stessa 
base stocastica ~ definita dalla premart ingala  {~P~-i-+~/~eo put (h6  ~zz E 0 
abbia senso ~p~ %- +~. 

La somma, se esiste, di due sottomartingale o sopramart ingale o martin- 
gale ~ r ispett ivamente una sottomartingala, sopramartingala,  martingala.  

Una mart ingala (I) = [ ¢p~} ~e@ ~ detta a variazione l imitata quando ~ z  E 0 
e ~ B ~ E  03¢ 1' insieme numerico { e?~(B~) } ~eo. , ~ e ~ ,  r isulta limitato. 

Una premart ingala  [sottomartingala, sopramartingala,  martingala] in senso 
generalizzato sulla base stocastica {t2~, g3~, f~m}~.oeo:~¢<e ~ una premartin- 
gala [sottomartingala, sopramartingala,  martingala] in senso classico (2) quando 
~ ,  ~ z E O ,  ~ una  copia di ullo stesso spazio E e le applicazioni [~.e, 
~z,~ E 0 : "~ << 9 si riducono alla idenl i t& 

2.3. - ~Iartingale indot te  proiet t ivamente.  

Sia • = {?~lze(+ una mart ingala sutla base stocastica [ ~ ,  ~z,f~.p}'~,oe+:~,<o" 
Le applicazioni (o~ =: f~,oo(t%o)di ~oz su ~2~, ~ E O ,  generano una fami- 

C ~ gila indiciata {fLo, ~%} ~e(+ di spazi misurabili, con D3% ~ f2 .~( .~) z-algebra  su 12:o. 
Risulta 

Fissato infatti un B%-~ f~,~(B~) E ~ .  con i3~ E ~ ,  e adoperando la 2') 

si ha [L~=f.:,~(B~)=f.~,e(fe,oo(B~)), e da questa 

(5> D 

) la  per la misurabili th dell 'applicazione to~ = f~+(%) di ~ su ~ b 

(6) 

e quindi dalla (5) segue 

(7) /~L(B~) ~ B; .  

- '  D Sia ora o~ E fi,,o( ¢D, adoperando la (2') e tenendo presente la (6) si ha 

B~, cio~ f~,~(tOe) = f~,/fp,~(@))E B~, e da questa, in virtfi della (7), f~(Bp) ' - -  -+ 

B~ E $3~ e quindi l 'asserto. 

(t) Per sottomartingala~ sopran~artingata e martingala in senso classico vedi ]~. ]~RI- 
CKEBER@-C. PAUC [1~]. 

AnnaIi di Matematica 2 
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Denotiamo con {?~}~o  la famiglia di funzioni o-additive, ore ~¢, 
~ z E O ,  ~ definita su ~ con la legge 

Risul ta  

(9) ~ - -  ~ /  ~ ~z,~ E O :z  << ~. 

Si ha infatti, adoperando la (2'), B~ -- f~.,~(B~) : f~+(f,o,~(B~)), ore 
B~- - f~_ i (B~) ,  e quindi 

(lO) -~ B B* 

Ma se % E f~,p(~), considerato uu ¢o~ ~ f-~,~(%) b manifestamente to~EB~ 
perchb, sempre a causa della (2'), si ha [~,~(¢o~)--f~,~Sf~,~(~)~))E B~, e di 
conseguen~a % fe,~((o~)E f p , ~ ( ~ ) .  La (10) quindi si scrive 

( l l )  

Dalle (8), (l l) e dat fatto the  l ~ } ~ e o  b una martingala si deduce allora 

~- ~ - - 1  B , "~ ~ ~- 

e quindi la (9). 
La  famiglia {¢~l~zo b dunque una martingala in senso classico di base 

{ ~ } ~ e o  sullo spazio limite proiettivo g ~  e noi la chiameremo mar t inga la  
indot la  proiet l ivamenle su  ~ dal la (I) --  { ~ t  re(.). 

Posto ~* --  U g3~, ~* ~ ovviamente un 'a Igebra  di BoOLE su ~ .  
-:EO 

Osserviamo ehe so A*E~*, appartieno contemporaneamente a ~ ~ 
~ ( A * ) = c ~ ( A * ) ;  si tonga infatti  presente cbe {V)}~z~ ~ una martingala e 
ehe ~z,~ EO esiste un v E O con "~ << v, ~ << v. 

Ha  sonso allora definire su ~* la funzione ~* con la leggo 

(~2) ~*(A*) = ~ ( A * ) ,  ~ E O, ~ A *  E ~ .  

La ~* gode manifestamente delle seguenti  propriet/~ 

(13) ~* b additiva su g* ;  

(14) / ~ b s-addit iva,  ~ ' : E O .  

La conoscenza di una ~* definita su ~*  con le proprieth. (13), (14) porta 
alla determinazione di una mart ingala  q)----[~¢}~e(~) sulfa base stocastiea 

{ ~ ~, ~ ,  f~,~ }~,~o: ~p. 
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Basra porre 

(15) ~* = ~*/~*,  ~ ~ O, 

e definire, per ogni ~ 6 0 ,  

(16) 

Infatt i  si ricordi che ~ ~*  C ~ q,,ando ": << ~ e quindi la {~g}~e~), con 
9" definita dalbt (15), g ovviamente una mart ingala in senso classieo di base 

Per  z << ,~ si ha allora 

e da questa, tenuto conto della (11) segue 

--1 

e quindi l 'asserto. 
Di eonseguenza la eorrispondenza • ~ ¢~* definita dalle (15), (16) ~ una 

applicazione biunivoca del l ' ins ieme ~317L* delle funzioni ~* con le propriet~ 
(13), (14) sul l ' ius ieme ~ di tutte le mart ingale  di base stoeastiea { ~ ,  ~3~, 

Questa corrispondenza, adoperando la nomencla tura  di K. K R I C K E B E R G -  

C. PAuc ([12], pp. 470.71), la rappresent iamo con 

~* = ~((I~), (P = 2~-~(~*). 

OSSERYAZ[()NE.- La ~ * : ~ ( ( I ) )  6 a variazione limitata se lo ~ la (I) e 
vieeversa, 

2.4. - M a r t i n g a l e  o - a d d i t i v e .  

Analogamente al caso classico (K. KRICKEBERG-C. PAW0 [12] pag. 472) 
una mart ingala  q b : { ~ } = s s  sulla base stocastica {~2+, ~B+. f~,o}+,~so:+<<e la 
diremo ~-add i t i va  o puramen te  semplicemente addi t iva  seeondo che ~ * :  ,-~((I)) 

~-additiva o puramente  semplicemente additiva (3) su ~*. 

('~) U n a  ~ non  n e g a t i v a  e a d d i t i v a  su  u n  a~gebra ~ ~ de t t a  p a r a m e n t e  s e m p l i c e m e n t e  
a d d i t i v a  (K. YOSlDA-E. I-IEW|TT [10], I3~lg. 48) SO ogai  4,  v-acldi t iva  su ~ ,  si  a n n u l l a  iden.  
t i c a m e n t e  su  EL quando  s~)ddisfa la  0 ~ ~ ~ ¢¢. 

U n a  ¢p, s empre  a d d i t i v a  su eL Ina di segno qua lunque ,  5 de t ta  p u r a m e n t e  s emp l i cemen ie  
a d d i t i v a  se 1o ~ la funz ione  ~T va r i az ione  to ta le  del la  ~, 
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Sussiste il seguente teorema di deeomposizione 

PICO~'OS~'z~o~¢, 2.4.1. - Ogni marlingala cD a variazione limitala ~ decom. 
ponibile in un sol modo in 

(17) + --  +: q- % 

con (o~ martingala z-addit iva e ~ marlingala, p~+ramente semplie~emente additiva. 
La dimostrazione /+ analoga al caso elassico ([12], pag. 472). 
Essendo q~*---,~((1)) additiva e a variazione l imitata su ~*  sussiste in 

modo nnico la decomposizione ([19], pag. 52) 

(18) r* = r~ + r~ 

con +* z-addit iva su ~* e ~* puramente  semplieemente additiva su <~*. 
La q~* gode quindi delle propriet/~ (13), (14) e di conseguenza anche la 

q~* perchb differenza di due funzioni che godono delle stesse proprieth. 
Considerate allora le martingale (I)~ = ~-~@~*), (/)~ = ~-~(+~+) risulta stabi- 

lita la (17). L 'univoci th  della decomposizione (17) segue dalla univocith della 
deeomposizione (18). 

2.5. - Martingale eompletate.  

Sia O~ l ' ins ieme O eompletato dal l 'e lemento z,o, per il quale si ponga 
-: << c,¢, ~zz E O. 

Considerata la base stoeastiea II2~, ~ ,  f~+l~+e+:~(e sia ~ *  la pifi 
piceola z-algebra su f ~  eontenente 6~* e si tenga presente ehe ~*  = U g3~, 
con $3~ -~ -1 

Sia pei ~={q~}~z(~ una mart ingala sulla base stoeastiea {~2~, ~ ,  

f~,p } ~,~E+: ~((~. 
Se esiste una funzione * ¢?~, z-addit iva su ~ ,  the  sia un prolungamento 

di ~* = /~@) ,  la martingala (I)~ -- { ~} ~zo~, con ~ -~ ~*,  di base stocastiea 
{12~ $3~, f~,~l~,e~o~:~p, eve ~ _ = ~ *  e f~ ,~  ~ l'identit/~ su f ~ ,  ~ detta la 
completata di q) o martingala completata. 

Una mart ingala completata ~-----{q~=l~(% di base stocastica {t2~, g3~, 
f~,e}~,~e%:~¢p rappresenta  un processo stocastico markoviano (~) se ~ non 
negativa e a variazione limitata. 

PROPOSIZ~O~ 2.5.1. - Una martingala q) -- I ~ l ~+) sulla base stocastica 
{f~,  ~ ,  f~,~}~,pee):~((~, che sia no~ negativa, a variazione limitata e ~-ad. 
diliva~ genera un proeesso slocastico markovicmo. 

(t) Pe r  la definizione di proeesso stocastico markoviano err. [2], [7], [15]. 
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Infatt i  la ~ * =  ~(qS) ~ ~-addit iva su ~l* e inoltre a variazione l imitata;  
la ~* ammette  allora un prolungamento , -addi t ivo  su ~ *  ([12], pag. 463) e 
quindi l' asserto. 

PROPOSIZIOS;E 2.5.2. - Ogni martingala • --= I ¢~} ~e+ sulla base stoeastica 
l~Z~, g3~, f~,~}~,~++.~.((~, the sia non negativa e a variazione limitala si de. 
compone nella som, ma di una martingala che genera un proeesso slocastico 
markoviano e di una martingala puramente semplicemenle addiliva. 

]~ conseguenza delle proposizioni 2.4.1, 2.5.1. 

§ 3. - M a r t i n g a l e  g e n e r a t e  d a  u n a  a p p l i e a z i o n e  d i  p a s s a g g i o  

d i  M a r k o v  e d a  u n a  c o p p i a  d i  a p p l i e a z i o n i  d i  p a s s a g g i o .  

3.1. - Martingale generate  da una applieazione di passaggio di Markov. 

Sia {S, 6} uno spazio misurabile,  ore 6 ~ una ~-a.lgebra su S. 
Si chiama nucleo su IS, 61 una applicazione iV(x,, E): S X ~ - - > ~ + ,  di 

S X 6 in /~+, con le seguenti  propriet/~: 

1) per ogni E E 6  l 'applicazione N(x, E):S-->g{#,  di S in ~ + ,  sia 
6 -misurab i le  ; 

2) per  ogni x E S  l 'applicazione N(x,  E ) : 6 - - > ~ + ,  di 6 in 1Ro+ , sia 
, -addi t iva .  

I1 nucteo N(x, E) dicesi soltomarkoviano [markoviano] se si ha N(x, S)<_ 1 
[N(x, S) = 1] S4x E S. 

Chiameremo applicazione di passaggio di Markov su (S, 6I  un nucleo 
markoviano Nt,,(x, E) su IS, 6},  dipendente da due parametri  r, s : 0 _ < r < ~  
< s < + c,o, soddisfacente la relazione di passaggio (equazione di CI~IA:PMA~- 
KOLMOGOnOV) 

/ Np,~(x, dy)N~,~(y, E) .7_ Np,gx, E) (3) 
] 

S 

per ogni E E $  e per O ~ p  < r < s <  +~x~. 
Denotiamo con ~ l ' ins ieme dei reali t : O _ < ~ o < t <  + c o ,  e con O la 

totalit~ degli insiemi z eiascuno dei quali ~ costituito da un numero finito 
di punti  di ~, tutti distinti tra loro e ordinati nel senso crescente:  

z - ' ( t l ,  t~, ..., t~ ,  con O < _ t o < t ~ < t 2 <  ... < t , , <  + c o .  

L ' ins ieme 0 ~ semiordinato progressivamente definendo ": ~ t~ (-c, ~ E O) 
quando tutti i punti  del l ' ins ieme z sono anche punti  det l ' ins ieme ~. 
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Pe r  ogni " : - ' ( t~ ,  t2 . . . .  , t,) deno t iamo con {S", ~"} lo spazio prodot to  
ca r tes iano  dello spazio IS, ~} n -vo l t e  con se s tesso e pon iamo 

Assegniamo una  famigl ia  p ro ie t t iva  di appl icazioni  t~o~ ~ f~.~(%)! ~,,~e(~: ~<(~, 
da ~ a ~2~. 

Se ":----~, f~.; ~ def in i ta  dall ' identi t '~.  
Se (t~, t~, . . . ,  t,) ~- z << p, z @ ~, l ' i n s i e m e  p conter r~  i punt i  t~, t~ . . . .  , I,  

e per  semplieiih~ ci si pub l imi tare  al caso che i punt i  di p s iano n + 11 
perch6 il caso genera le  ~ conseguenza  di questo.  

Det to s l ' u l t e r i o r e  pun to  di p si possono p re sen ta re  i seguent i  casi  

:~) t~< s < t~+~ per  qua lche  i = O, 1, 2, ..., n -  1; 

t . < s .  

Denotando  con (x~, x~, ..., x,) un gener ico  punto  di E~ e con (y~, y~, 
..., y,+~) un  gener ico  pun$o di ~ ,  ] ' app l i caz ione  f~,~: ~2~---> ~ 8 def in i ta  
nel  easo a) dal le  

w ~ = y ~ ,  h = l ,  2, ,. . ,  i 

nel  caso ~l) dal le  
x~ = y~+~, 

x ~ =  y~, 

k - - i +  l ,  . . . ,  n ,  

j - - l ,  2 , . . . ,  n .  

La  famigl ia  {¢o~-- fz, e(~%)}~,~eo: ~ ~ pro ie t t iva  e mass imale  e inoltre,  
~z,,o E 0 : z << ~, la f~,e ~ ~ - m i s u r a b i l e .  

F issa to  un pun to  x o E S  cons ider iamo sul la  base  s tocas t ica  ii)~, ~ ,  
/~.p}~.e~(~): ~ la p r emar t i nga l a  (I) -~ i ¢ ~ l ~ o ,  con ~ def in i ta  su ~ ,  ~: = (t~, 
t~, ..., f,~, dal la  legge 

(4) ?~(B~) = f II N,j_i/i(xi_~ , dx]). 
]=I 

B.: 

In virtfi del fat to che N~.~ ~ markov iano  si ha ~(12~)--  1, ~ z E  (9. 
Most r iamo che la p remar t i~ga la  • ~ una  mar t ingala ,  cio~ 

(5) 

e se z := (tl ,  t2, ..., t.):~: • basra  t imitars i  al caso che ~ con tenga  n + 1 punt i  
e sia s l ' u l t e r i o r e  pun to  di ~. 

Si osservi  che in en t rambi  i casi ~), ~) b f ~ ( B ~ ) =  B.~ X S. 
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Nel caso ~) P espressione di ¢p¢(f-~(B~)) 6 data dal secondo membro della ~,~ , p 
(4) quando in esso si sostituisce B~ con B~ X S e inoltre insieme (t~, t2, ..., G) 
e il punto (x~, x2, ..., xn) si sostituiseono rispett ivamente con (s, t~, t2, ..., t~) 
e (x, x~,  x2 . . . .  , x~) oppure r ispett ivamente con (tl,  ..., tq, s, tq+t, .... t~) e 
(x~, ~c2, .... , xq, x ,  xq+~, . . . ,  x~) secondo che s < t~ oppure t ~ < : s ,  e ore 
l ' integrazione rispetto ad x va fatta su S. 

Nel caso ~) F espressioae di ~ (f-~(B~)) 6 data dat secondo membro della 
(4) quando in esso si sostituiscono B~ con B,  X S, insieme (l~, t2, ..., t,) 
con (t~, t2, ..., t~, s), il pua~o (x~, xs,  .... x~) con (x~, xs ,  ..., x~, x) e ore 
l ' integrazione rispetto ad x va fatta su S. 

Allora adoperando nel easo ~) la (3) e nel easo ~) il fatto che ~ . ,  
markoviano, si deduce la (5). 

La mart ingala @ : (~,'~e<+ definita dalla (4)sul ta  base stoeastiea {~G, 
~ , ,  f,,~i~,~e(+: ,~,.~ dieesi mart ingala  generata dalla applicazione di passaggio 
di Markov ~,~su { S, ~ }. 

Poich6 questa mart ingala 6 non negativa e a variazione l imitata essa si 
decompone, in virtfi della Proposizione 2.5.2, in una mart ingala che genera 
ua  processo stocastieo markoviano (con punto iniziale xo) e in mart ingala  
puramente semplicemente additiva. 

3 . 2 . -  Martingale generate da una coppia di applicazioni di passaggio. 

Chiamiamo coppia di applicazioni di passaggio sullo spazio misurabile 
IS, ~ } due nuclei M~.dx, E), IE,~(x, E) su IS, ~1,  dipendenti da due para- 
metri r, s: O < _ r <  s <  + ~ ,  il primo sottomarkoviano e il secondo marko- 
viaao, soddisfaeenti le relazioni di passaggio 

(6) [ Mp+(x, dy)N~+(y, E ) =  3lp,dx, E) 
S 

(6) f Np,dw, dy)N,,dy, E ) -  N,.~(zc, E)  
S 

per ogni E E 8  e per 0 ~ p < r < s <  + ~ .  
Fissato un punto x0 E S consideriamo sulla base stocastica { ~ ,  ~J~, 

f'~,p}~.p~): ~((p oltre alla mart ingala • : l ~ l  rE(+, con ~ definita dalla (4) 
su ~ ~ ~ ,  • ~ (t~, t2, ..., tn), la p remar t inga la /F  ~ {~}~Eo, con ~z definita 

su ~ dalla 

n--s 

(7) ~(B~) = M,o,~(Xo, dx~) II N~,~/+~rxj dx/+3. 
B~ ]=1 



16 CALOGERO VINTI: Martingale - Perimetro 

P e r  il fat to che M~,~ 6 so t tomarkov iano  e che  N~,~ 
G ( ~ )  -< 1, ~ ~ O. 

Anehe /F 6 una  mar t inga la .  
P e r  mos t r a r e  che  

m a r k o v i a n o  r i su l ta  

poss iamo suppor re ,  se z : (t~, t2, ..., G) ~ ~, che ~ con tenga  n + 1 pun t i  
(sia s il suo u l t e r io re  punto)  e si p roceda  a n a l o g a m e n t e  al n. 3.1 per  stabi.  
l i re  la (5). 

Si t enga  p r e sen t e  che in en t r ambi  i cast :¢), ~) .6 (~,~(B : ) -  ~ = B¢ )< S. 
Nel  caso ~ ) l ' e s p r e s s i o n e  di 5e(f~lo(B~)) 6 da ta  ~ ,a l secondo  m e m b r o  della, 

(7) quando  in esso si sos t i tu isce  B~ c o n ' B ~  X S e ino | t r e  l ' i n s i e m e  (t~, t2 . . . .  , t~) 
e i l  pun to  (x~, x2 . . . .  , x~) si sos t i tu i seono r i s p e t t i v a m e n t e  con (s, t~, t2, ..., t~)e 
(x,  x~, x2, . . . ,  x~) oppure  r i s p e t t i v a m e n t e  con (t~ . . . . .  , [q, 8, [q÷~; ..., t~) e 
(x~, ..., xq, x ,  xq+~, ..., x~) secondo che  s < t~ o p p u r e  t~ < s ~  e o r e  l ' i n t e -  
g raz ione  r i spe t to  ad w va fa t ta  su S. 

Nel  caso ~) l ' e s p r e s s i o n e  di ~,p(fy,,~(B~) 6 da ta  dal secondo m e m b r o  de l la  
(7) quando  in esso si sos t i tu i scono B~ con B~ X S, l ' i n s i e m e  (t~ t2, . . . ,  t,~) 
con (t~, t2 . . . .  , t~, s), il pun to  (x~, x2, ..., x=) con (Xl, x2, . . . ,  x~, 0c) e o r e  
F i n t e g r a z i o n e  r i spe t to  ad ~ va fa t ta  su S. 

Adope rando  nel  caso ~) la (6) oppure  ta (6') secondo ehe s < t~ o p p u re  
6 < s e nel easo ~) il rat io che .N~.~ 6 m a r k o v i a n o  si deduce  la (8). 

Le  m a r t i n g a l e  ( I ) =  {q~} ~ ) ,  IF := {~b~}~e(~ ) s u l t a  base  s tocas t ica  it2~, ~z ,  
f~.e}~,¢,ee:~,~ de f in i t e  r i spet t iw~mente  dal le  (4), (7) si c h i a ma n o  mart ingale  
generate dalla coppia di applicazioni di passaggio M~.~, h~,~. 

La  IF al pa r t  de l la  ~ si d e c o m p o n e  in una  m a r t i n g a l a  che  g e n e ra  un  

processo  s tocast ico marko~ iano  (con pun to  iniziale  Xo) e in una  m a r t i n g a l a  
p u r a m e n t e  s e m p l i c e m e n t e  addi t iva.  

§ 4. - P e r i m e t r o .  

4 . 1 . -  Sia  I S ,  ~ ,  ~}, con S ve t to r i a le  p seudo- topo log ieo  separa to ,  uno  
spazio di misu ra  e la a - a lgeb ra  8 eon tenga  gli ins iemi  ape r t i  r e l a t i v a me n t e  
al ia  f issa ta  operaz ione  di q u a s i - l i m i t e  (5) in S. 

Su IS,  8} siano assegnat i  due nuc le i  Mr,~(x, E) ,  N~,s(X, E) d i p e n d e n t i  
dai p a r a m e t r i  (6) r, s :  0 _< r < s < + oo .  

(5} Le definizioni di spazio vettoriale pseudo-topologico separato e di insieme aperto so. 
no state date in 1.1. 

(~) La definizione di nueleo 6 stata data in 3.1. Cfr. 1'. A. M~'~-]~g ([15], cap. IX). Con 
due nuclei de] tipo Mr.,~ A5,, ~ stato definito in [18] il perimetro di un insieme, in uno 
opportuno spazio di misura, acloperando ]e distribuzioni di L. EHRENPREIS. 
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Con ii simbolo M~,,f oppure 2¢L,,(x, f ) ,  f ~ O  su S e 8-misurabi le ,  deno- 
tiamo ta funzione 8-misurabi le  t, rasformata della f t ramite M~,,: 

M~,~f -- Mr,,(~, f) ~ f M~.,(x, dy)f(y). 
S 

Analogo ~ il significato di N~,J" ~ N~,,fx, f), con f ~ 0 su S e ~-misurabi le .  
I1 nucleo prodotto di composizione dei nuclei  Mp,q e 2V~,, lo indichiamo 

Me,q N~,, o anche [Mp,qN~,,](x, E) :  

Mp,q N~,s =- [Mp,qN~,~](x, E) ==--- ( Mp,q(x, dy) N~,,(y, E) .  
S 

Sia ~ la classe delle funzioni non negative su S ,  ~-misurabi l i  e essen- 
zialmente limitate, e ~ la sottoclasse di ~ costituita da quelle funzioni (di ~) 
che ammettono ~t-quasi ovunque in S il gradiente e questo s:.a in norma (v) 
~-misurabi le  e essenzialmente limitato. 

Supponiamo ehe il nueleo N,~ sia: 

1) markoviano, cio~ ~v~x E S ~ N~,,(x, S)  -= 1 ; 

2) regolarizzan/e, cio~ s e f E  ~ ~ Nr. , fE~; 

3) di approssimazione, cioi~ s e f E  ~ si ha lim Nr,,(x, f )  -- f(x), 
ovunque su S. r--,s--0 

I1 nucleo M~,s: soddisfi invece le proprieti~: 

4) se f E £  risulti j" M~,,(x, f )dp ,< y f ( x ) d ~ ;  
S S 

5) se f E ~ si abbia 

5') ,;~lr,,f E ~ ; 

5") [Igrad M~,,(x, f)!t <- ~,~!lgrad fH, w-quasi ovunque su S. 

Supponiamo infine che per i nuclei M~,,, N~,, valga la relazione 
passaggio 

(6) [M~,~N~,,](~, L') = N~,,(x, E), 0 < p  < r < s <  + ~ .  

w-quasi 

di 

Sussiste allora la seguente 

(7} L e  def in iz ioni  di  g rad ien te  e del la  sua norma (generalizzata) sono slate date  ri- 
spe t t ivamente  in 1.2, 1.3. 

Annali di Matematica 3 
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PRo~'osIzIo~]~ 4.1.1. - Comunque si fissino f E £ e s E (0, + ~ )  esiste il 
l imite 

(7) ~-olim / ~ g r a d  h~.~(x, f)l]d~. 
S 

Dal fatto the  f ~ non negat iva e ~-misurab i le  r isulta 

(S) [Mp+NT.~](x, f) = M~+ (x, N~.~f), 0 <_ p < r < s < -~ ~ .  

Basra appross imare  f con una successione non decrescente  i f ,~ ,  di fun- 
zioni non negative a gradinata  e ~-misurabi l i  e osservare che 

e quindi  la (8) passando al l imite per n - - > ~ .  

Dalla (8) adoperando la (6) segue 

Mp.r(X, N,,,f)~-Np,~(~, f)  

e questa, appl ieando ad ambo i membri  l 'opera tore  gradiente,  ehe ha senso 
per  le (2), (5'), si s t r ive  

(9) grad Mp+(x, N~,~f)= grad Np,~(x, f). 

Prendendo  ora nella (9) la norma di entrambi i membri  e integrando su 
S si ha 

/[Igrad .Mp,r(X, N~.~f)(]d~t =/ l lgrad  Np.~(x, f)Ud~ 
S S 

e da questa: tenendo presente la (5"), segue 

j It grad N.(x, f)li d~ 
S 

e adoperando la (4): 

U grad .Np,(x, f)11 d~t 
S 

/ Mp+ ltgra4 N,@, f)ildp. 

<-- f[lgrad Nr,~(x, f)11d~ 
S 
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Q u e s t ' u l t i m a  ei dice ehe  j '[Igrad N~,~(x, f) l ld~ b funz ione  non  d e e r e se e n t e  
s 

r i spe t to  ad r e quind i  es is te  il l imi te  (7). 

4.2. - Ch i ameremo  perimetro di un  insieme E E 8  il n u m e r o  P(E) ,  f in i te  
o no, def in i to  da l la  

P(E) = ~-~,-olim [llgrad ~,,,(z, E)lld ~ 
s 

ehe esiste in virt~ della Proposizione 4.1.1, con f funzione caratteristica 
dell' insieme E. 

0SSERVAZIO~E. - Sv lo spazio iS, ~$, ~} ~ lo spazio euclideo n-dimen- 
sionale con la misura ~ di LEBESGUE e ore l'operazione di quasi-limite 
quella di limite indo~ta dalla ordinaria metrica euctidea, la defini'Lione di 
perimetro si riduce a quella di E. DE GIO]~I [4] quando si prende 

Mr,~(oe, E )  --- lV~,~(x, E )  = [r~(s - -  r ) ] - 5  e .-~ dy 

E 

In questo spazio ~ state studiato ([16], [17],) il problema della invarianza 
del perimetro rispetto ai nuclei. 
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