
Sulle variet~ multiple non lineari: estensioni del 
teorema d'Enriques relativo all'esistenza dei piani multipli. 

Memoria  di ERMANNO MARCHIONNA (a Milano}. 

S . n t o .  - Si  considerano u n a  superfieie algebrica F(~c, y, ~)~---0 ed u n a  sua eurva D*, e s i  
assegnano condizioni necessarie e sufficienti affinch~ esista u n a  fnna*ione u-----u(~, y~ z) 
dei p u n t i  di F the s ia  d i r a m a t a  dal la  D*. 

Tal i  condi~ioni sono riportate al cosiddetto ¢ piano mult iplo  associato a l la  fun.  
zione u ~, , e r isul tano la na tura le  estensione" delle note condizioni d ' invar ianza  eli ENRIQU~S. 

I r i sn l ta t i  raggiunt i  vengono estesi alle varie t~  mul t ip le  (non lineari). S i  mostra 
in fa t t i  che l'esistenza di u n a  Vr_ l mu l t ip la  di S t ,  d i r a m a t a  da n n a  sua Dr_~, dipende 
da quella di u n a  sua sezione con u n  Ss generico. 

INTRODUZIONE 

In questo lavoro determino alcune condizioni (necessarie e sufficienti)  
affinch~ una curva D* tracciata sopra una superficie algebrica F sia di dira- 
mazione per una funzione algebrica dei punti  di F. 

I1 problema - -  nel caso in cui F sia un piano - -  ~ stato risolto per via 
topologica da ENRIQUES (l) con le note condizioni d' invarianza;  ZARISKI ha 
suceess ivamente  illustrato le condizioni d'ENRIQU]~S traducendole in altre 
riguardanti il gruppo di POINCAR]~ relativo ad F ~  D* (ore F b ancora un 
piano) (s). 

L'estens ione  agli spazi multipli  del teorema d'esistenza di ENRIQUES e 
delle considerazioni di ZARISKI ~ stata fatta da SEVERI (:~). 

Restava ancora essenzialmente aperto il problema di estendere i risultati 
di ENRIQUES dai piani multipli  alle superficie e variet~t multiple  non lineari. 

Le difficolt~t della questione (avvertite del rest o anehe da LEFSCHETZ e 
da SEVERI (4)) sembravano non poehe, sopratutto perch~ una superfieie pub 
possedere cieli lineari non nulli  (ed essere irregolare). 

(t} F. ENRIQUES, Sul la  costruzione delle funeioni  algebriche di due variabili  possedenti 
una  data  eurva di diramazione,  • A n n a l i  di Matematiea  ~, serie IV,  tomo I (199.3). 

(2) O. ZARISKI~ On the problem of  existence of  algebraic funct ions of  t~vo variables p o s .  
s e s s ing  a given branch cu~'ve, • Amer ican  Jou rna l  of 3Iath. ,, vol. 51 (1929}. DelIo stesso 
atttore cfr. anche l 'opera  Algebraic surfaces, pag. 168. 

(9) F. SEVERI~ Le variet~ mult iple  diramate,  ¢ Memorias de Matematiea del Ins t i tu to  
Jorge  J u a n  ~, Madrid,  {1946). 

(4) Gfr. S. LEFSCH~Tg, ~domgtrie su~" les surfaces et les varigtgs alg~briques, pag. 58, 
Mgmorial  des Sciences math. ~, XL, Gauth ie r  Vil lars,  Par is  (1929). SEV~RI, '1. c. in  (8), 

n. 8, osserv. 3% Ricordiamo anche che in un  caso part icolare (quello ciclico) il  nostro pro. 
b lema b stato ampiamente  trat tato da A. 0OMESSATTI, Snlle superficie mul t ip le  eicUehe, 

Rend.  Sere. Matem. Padova  ~ vol. 1, (1930). 
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Tuttavia  - -  seguendo un ' i dea  che ha gi~ dato buoni r isultat i  in un pre- 
cedente lavoro (5) _ queste difficolt~ vengono qui superate (in un certo senso 
aggirate), r ieonducendo i problemi r iguardant i  una superficie mult ipla  ad 
altri inerenti  al cosiddetto << piano multiplo associato >). 

La  l inea diret t iva della rieerea ~ la seguente. 
Si considerino una superficie algebrica F(w, y, z ) - - 0  e la funzione 

z - ~  z(x, y) da essa definita, la quale possiede, sopra il piano ~vy, una certa 
eurva di diramazione (I). 

Sia u----u(w, y, z) una fanzione algebrica a 9 valori dei punti  di /7, 
d'iramata da una eerta curva 19" della F.  La  u r isulta una funzione ad m~ 
valori di x ed y, e h e -  eonsiderata in questo s e n s o -  conviene ora indi- 
care con w. 

Per tanto  
w = w(~, y) - -  u(x,  y, ~(x, y)). 

La funzione w ~ il cosiddetto p i a n o  mul t ip lo  associato ad u. 
Essa possiede come eurva di diramazione sopra il piano xy una eurva 

q;---ffP-t-D composta dalla curva @ (contata ~ volte) e dalla proiezione D 
di D* (eseguita dal punto improprio Zoo del l 'asse z). 

I1 gruppo di monodromia della funzione w ~ imprimit ivo:  i suoi m 
sistemi d ' impr imi t iv i th  corrispondono alle determinazioni z~, z.2, ..., z,~ della 
funzione z(w, y) e vengono scambiati per determinati  cammini avvolgenti (I); 
seambi (o sostituzioni pifi complesse) fra gli elementi di un medesimo sistema 
si hanno in eorrispondenza a cammini ehe avvolgono D (o anche (I)). 

Vieeversa, se esiste una funzione w(x, y) ad m~ valori ed a gruppo di 
monodromia imprimitivo, la quale sia diramata  nel modo suindicato dalla 
eurva W--~ @ + D, esiste anehe una funzione a ~t valori dei punti  di F, 

diramata  su questa dalla D*. 
0rbene,  qui determino appunto le condi~ioni necessarie e sufficienti cui 

deve soddisfare la curva W affinch~ esista la funzione w, e di eonseguenza la u. 
Le eondizioni trovate sono la naturale  estensione delle condizioni d'inva- 

rianza d'ENRIQUES; le novit~ rispetto alla trattazione di questo Autore stanno 
nel ratio the  la eurva di diramazione W possiede una componente ~-pla (1) 
(per ~ui le sostituzioni legate a ~P non sono semplici scambi) ed esiste 
inoltre un nuovo tipo di punti  critiei. 

In  sostanza, il problema posto viene risolto rap~resentando la superficie F 
mediante la vurva  di  d i ramaz ione  (b della funzione z(x, y ) -  defini ta  da F -  
ed i l  s i s tema d i  sost i tuz ioni  sulle determinazioni di z legate alla stessa (I). 

Cib permette di t radurre  propriet'~, d ' immers ione della ct!rva D* rispetto 
alla superfieie F in proprietfi della curva W = (I)+-D;  e viceversa. 

(5) Cfr. E. ~IARCHIOSNA, Sull'identit4 birazionale delle ipersuperficie multiple diramate 
da una medesima varietY, ,, Annali di Matematica 2, serie IV. vol. 37 (1954), pp. 0--65-290. 
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Si noti t he  questo ordine di idee, oltre ehe essere il pih naturale  per  la 
rappresentazione di un piano multiple z(~v, y), ~ il pi~:l adatto per  le appliea- 
zioni effettive. Infatt i  la verif iea t he  D* sia una curva di diramazione per  
ana funzione a ~ valori dei punti  di F si r iduce alla verif ica che la treceia 
di C~ISlNI relativa aUa eurva • soddisfi alle nostre eondizioni d ' invar ianza;  
il ehe r isul ta  immediate una volta the  sia nora la treccia di ~ ,  la cui costru- 
zione ed impiego son risultati  agevoli e comodi in questo tipo di problemi. 

Nell' ultimo paragrafo dcl lavoro mostro che (analogamente a quanto 
state fatto per  gli spazi multipli  da 0 H I S I N I  (6)) l ' es is tenza d i u n a  varietk 
multipla diramata dipende da quella d i u n a  sua superf icie  mult ipla  sezione. 

Con eib resta risolto dal punto di v is ta  topologico il problema di esten. 
dere il teorema d' esistenza di RIEMA~N-ttURWI~Z dalle funzioni d i u n a  
variabile a quelle  di pih variabili .  

Una trattazione completa del problema dal punto di vista a l g e b r i c o -  non 
meno interessante di quello topologioo - -  si presenta  a lqaanto  ardua. 

Essa ha avuto inizio con una memoria  di B. SEGRE (7) dedicata  ai piani 
multipli  generali, cui han ratio seguito studi condotti da vari  autori  (s) sui 
piani tripli e quadrupl i  e sui piani multipli  rigati, nonch6 i miei lavori sul- 
l 'es is tenza e sulla costruzione effet t iva dei piani e spazi mult ipl i  nel cosid- 
detto ~ case semplice >> (di cui ~ case part icolare quello trattato da SEC~RV.) (9). 

Questi  ult imi lavori mostrano chiaramente  c h e l a  difficoltk essenziale 
della trattazione algebrica consiste nel r iconoscere che una certa curva 
intersezione comple ta ,  o 6 tale per  l 'aggiunta di una parte  doppia convenien- 
temente legata ad essa. 

Aggiungo infine che essendo riuscito a caratterizzare le curve intersezioni 
complete appar tenent i  ad uno spazio qua lunque  e prive di punt i  multipli,  ho 
potuto stabilire un teorema d'esistenza algebrivo per una funzione u = u(~, y, z), 
definita su una superficie algebrica generale dello spazio ordinario da una  
ipersuperf icie  pure generale (dello spazio $4). Di tale teorema lie date l'esten- 
sione alle variet~ multiple del cosiddetto tipo • generale ~ (to); e qui si noti 

{6). O. CHISINI, Courbes de d i r a m a t i o n  des p l a n s  mu l t i p l e s  at tresses alg~briques, 
Deuxi~me Colloque de G6omgtrie alggbrique, Liege (1952). 

(7) B. SEGRE, S u l l a  cara t t e r i z zaz ione  delle curve d i  d i r a m a z i o n e  dei p i a n i  m u l t i p l i  
generali~ ,, Mere. dell 'Ace, d' I ta l ia  •, (1930). 

(s} A d  es. O. 0HISINI~ G. ZAPPA, G. P01~IPILJ, 0. F. I~ABIARA, G. ~¢~ASOTTI BIGGIOGERO, 
B. D'ORGEVAL. Per  una bibliografia comp}eta sull '  argomento vedi  la nora di 0.  C~ISINI 
citata in (~). 

(~) E. -~IARCHIONNA, Una n u o v a  c a r a t t e r i z z a z i o n e  delle curve d i  d i r a m a z i o n e  dei p i a n i  
mul t ip l i ,  ,, Rend. Accademia dei Lincei  ~, eerie V I I I ,  vol. XI ,  fasc. 34  {1951); lrariet& 
in tersez ioni  complete e va r i e t d  di  d i ramaz ione ,  ¢ Rend. Ist.  Lombardo ,, vol. L X X X V  (1952) ; 
Costruzione d i ~ u n a  fun~ione  algebrica d i  due o p i ~  v a r i a b i l i  aven te  u n ' a s s e g n a t a  varie t& di  
diramazione~ ¢ Rend. Ist .  Lombardo , ,  vol. L X X X V I  (1953). 

(~0) E. MARCmON~A, Curve e var ie t~  d i  di~'amazione pe r  superf ieie  ed ipers~perf leie  
mul t ip le  general i ,  • Rend. Ist .  Lombardo ,), vol. L X X X V  (1952). 
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the  a priori appare possibile ottenere con variazione cont inua una variet~t 
maIt ipla  qualsiasi  da una del ripe (( generale )~, sia pure con spezzamenti e 
riduzione delia varietk diramante.  

I. - P o s i z i o n e  d e l  p r o b l e m a .  

1. Consideriamo una  superf icie  algebrica d 'o rd ine  m, 

F(x,  y, z) - -  0 

la quale abbia soltanto singolarit~t ordinarie - -  ciob una eur.va doppia nodale C 
ed un numero finite di punti  tripli, the  siano tripli anche per  C -  e sia 
genericamente disposta rispetto agli assi di riferimento (in part icolare non 
passi per  il punto improprio Z~ del l ' asse  z). 

Sia (I) la curva di diramazione sul piano wy delia funzione 

z - -  z(~, y) 
definita da F.  

(I) ~ l ' immagine  della curva ~P* di eontatto del cone circoscrit to ad F 
da Z~ (non computando in questo il cone che proietta la curva doppia di F).  

La curva (I) sar~t dotata soltanto di nodi e di cuspidi essenziaU (e non di 
singolarit~ pifi elevate):  i primi eorrispondono alle bitangenti  di F condottc 
per  Z~,  ie seconde alle rette per  Z~ che hanno un contatto tr ipunto con F.  

Consideriamo era  su F una curva algebrica D* d 'o rd ine  pari, anch 'essa  
gener icamente  disposta  rispetto agli assi e dotata  soltanto di nodi e di euspidi. 

La  proiezione di D* sul piano xy - -  eseguita da Z~ - -  ~ una curva D 
che tocca (I) in un eerto numero di punti  T (proiezioni dei punt i  T* comuni 
a (I)* e D*) e la incontra ul ter iormentc in un certo numero di punti  R gene- 
ralmente semplici  (corrispondenti  alle rctte per  Z~ ehe s 'appoggiano tanto 
a (I)* quanto a D*). 

Nei paragrafi  successivi  (e pifi prccisamente  nci n. 4, 5, 6, 7) indicheremo 
le condizioni topologiche (ncecssarie e sufficicnti) cui deve soddisfare la curva 

W - -  (I) -t- D 

(composta da (I) e D) affinch~ esista una funzione algebrica dei punti  di F 
che sia d i ramata  dalla D*. 

2. Consideriamo innanzitutto una sezione della superficie /~' con un piano 
generieo, che assumiamo come piano x - - - 0 ;  tale sezione, diciamo f, abbia in 
eomune con l ' a sse  z gli m punti  distinti 0~, 0~ , . . . ,  O* 

Com'~ note, i cicli l ineari di F - - D *  (l,) __ ehe prendiamo uscenti  da 
uno degli m punti  considerati,  ad esempio da 0* - -  si r idueono ai eicli 

(ti) OioC~tracciati su F senza traversare D*. Qui e nel uegltito ei sl riferisee natural- 
mante allo Riemanniane degli enti in questione. 
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l inear i  (pure useent i  da 0~) di f - - ( f ,  D*) (i~), eve con (f, D*) s ' i n d i e a  il 
gruppo dei pun t i  d ' i n e o n t r o  di  f e D*. 

Quest i  u l t imi  eicli  si o t tengono tu t t i  dai  cicli di una  base cos t i t u i t a :  

a) da  un  s is toma di eappi d/* avent i  1' o r ig ins  in 0* ed avvolgent i  i 
pun t i  D~ del g ruppo  (f, D*); 

b) dai  2p eicli  C~ di un  s is tema di re t rosezioni  di f passan t i  per  0~ 
(p 6 il genere  di f). 

I l  gruppo di monodromia  di un ' even tua l e  funz ione  a lgebr iea  u dei pun t i  
di F, she  abbia  [~ valori  e sia d i r a m a t a  da l la  D*, viene genera te  dul ls  sosti. 
tuzioni  S* legate  ai cieli  d~ e C~. 

0 rbene ,  le eondizioni  cui devono soddis fa re  la eurva  D* ed il s i s tema di 
sost i tuzioni  S* aff ineh6 esista la funzione  u sono le s e g u e n t i :  

I) Le S* devono generare il gruppo di monodromia di u n a  curva ~-pla fu 
(eio6 d i u n a  funz ione  u(y, z) dei pun t i  di f, a ~ valori)  la quale abbia per 
p u n t i  di diramazione i p u n t i  Dy* (~3). Questo perch6 il gruppo di monodromia  
di una  superf ie ie  (od ipersuperf ic ie)  mu l t i p l a  si r iduee  a quel lo d i u n a  sua  
generioa eurva  mul t ip l a  sezione ('4). 

II) Se si considera la sezione p i a n a f  (delia superf ie ie  F)  variabile nel 
fascio x - - -Xy ,  la ourva ~-pla f~x) (avente per  punt i  di d i ramaz ione  su f le 
in te rsez ioni  di 1)* con il p iano a~--.ky, e dedot ta  con eont inu i th  da l la  fu 
iniziale) deve ritornare in se stessa per  qualunque saturnine chiuso percorso 
nel piano ~:x della variabile complessa ~. 

Nel n. 4 mos t re remo che le eondizioni  I, I I  sono, non solo necessar ie  
per  l ' e s i s t enza  del la  funz ione  u (il che ~ ovvio), ma  anehe  suff ic ient i .  Esse 
forniseono eosi una  p r ima  forma del t eo rema  d ' e s i s t enza  ehe ~ lo seopo del 
nostro lavoro. 

La  suf f ie ienza  delle eondizioni  I, I [  verr~ d imos t ra t a  t r adueendo  le 
medes ime in oppor tune  << eondizioni  d ' i nva r i anza  >~ re la t ive  a l ia  curva/I t_--  (I) + D 
i in t rodot ta  nel  pa ragra fo  preeedente) .  

(is) ]~ questo un note teoroma di PIC.~RD, precisato in soguito da SEVERI. Cfr. PICARD 
e t SI~IART~ Thdorie des fonetions algdbriques de deux variables, Paris, C~authier Villars ([897), 
pug. 86; 1~. SEVBRI, 1. e. in (3), n. 2. 

(la) E per questo ~ neeessarioe suffieiente the:  
a) le S* generino un gruppo transitive; 
b) il prodotto di tutte le sostituzioni S*-- relative al cammino composto dai eappi el; 

c dai 4/o cicli C~-e C~ -1 presi nell'ordine the ossi presentano hell'interne di 0* -- dia 
l' identith. 

Cfr. It. FItIRW~TZ, Ueber Riemann'sche Fldchen mit gegebenen [Verzweigungspunkten, 
,, Mathematisehe Annalen (Leipzig),~, XXXIX Band, (1891). ENRIQUES-CtIISINI, Teoria gee. 
metrica delle equazioni e dells funzioni algebriche, Zanichelli (Bologna), eel. ]II,  pag. 429. 

(t4) Cfr. [. e. in (~), n. 2. 
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La preeisazione di queste condizioni d ' invar ianza  (n. 5) permetter~ di 
dare (nel n. 7) una seeonda forma del Teorema d'esistenza,  piit signifieativa 
ed utile per le applieazioni. 

II.  - R i c h i a m i  s u l l e  c u r v e  m u l t i p l e .  

3. Alia r icerca deile condizioni d ' invarianza premett iamo alcuni richiami 
sulle curve multiple.  

Consideriamo ancora una eurva ~-pla fu definita sulla curva piana f 
d' equazioni 

I F(0, y, z ) - -  0, 

x - - 0  

da una funzione a ~ valori 

U "-- u ( y ,  Z) 

la quale abbia per  punti  di diramazione i punti  D* del gruppo (f,. D*). 
Chiameremo retta mult ipla assoeiata ad fu la funzione ad m~t valori 

w(y) - -  u(y, z(y)), 

eve z(y) l~ la funzione ad m valori definita da F O ,  y, z ) - - 0  (t5). 
I punti  di diramazione di w(y) sono le intersezioni (I)~ e D t della retta 

x ~ z - - 0 ,  r ispet t ivamente con la eurva (I) (di diramazione per la funzione 
z(a~, y) definita dalla superf icie  F(w, y, z ) ~ 0 )  e con la curva D (proiezione 
d i  D*). 

Tall  punti  sono distinti, data la genericit'h della sezione w ~--0. 
Precis iamo era come qui eonviene assumere le sostituzioni generatrici  

del gruppo F di monodromia delia funzione w(y) (grappo ovviamente impri- 
mitivo). 

Nel piano u u della variabile complessa y assumiamo innanzitutto ull 
s istema di eappi retti l inei ~ e dt,  i quali  escano da an pun$o g e n e r i e o -  ehe 
supporremo coincidere con O(y---O) - -  ed avvolgano r ispet t ivamenie i punti  
di diramazione ¢~ e D~. 

I eappi dj verranno eonsiderati  nel seguito come proiezioni di eappi dj* 
della eurva f, avvolgenti  i punt i  D~ e parten~i tutti  da un medesimo punto O~ 
di f (eve 0~' ~ uno degli m punti  O~ di f the  vengono proiettati  in 0 da l  
punto Z~). Questi cappi d~ restano eosi univoeamente definiti  dai cappi dj .  

Consideriamo poi gli m valori z~, z.2, .... z, ,  della [unzione z(y) nel punto O, 
e eonseguentemente  gli m punti  O~ ( y - -  0, z - -  z~) della eurva f, e osserviamo 

(l~) Cib b in accordo con la nomenelatura adottata nel mio lavoro citato in (5), eve i] 
lettore potrh trovare anche una trattazioae pitt diffllsa di parte delle eose dette in ques)o 
paragrafo. 
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the  ciascun valore ~ ( i - - 2 ,  3, ..., m) si ottiene da zi mediante un cammino 
chiuso ~ in uv (the ovviamente potrebbe, ma non importa, r idursi  ad un 
cappio, sia pu t  diverse dai eappi ~). 

Ad un punto O~ corrispondono I~ valori  della funzione u(y, z), i quali  
considerati  come determinazioni di w(y) in O, verranno indieati con wal, 

In definit iva al punic  0 corrispondono ml~ valori di w(y) the  risultano 
divisi in m gruppi (linee della seguente tabella, relat ive eiascuna ad uno 
degli m valori di z(y) in 0):  

• • o o • • , . • • ° 

~ l V m l .  Win2 . . . . . . . .  ~ ' V m  p .  

Qui i secondi indici sono fissati ad arbitrio per  gli elementi  della prima 
riga ; quelli  della i -ma  (i --= 2, 3, ..., m) sono fissati in mode ehe il cammino v, 
(the muta  appunto in questa  la prima linea) lasci fermi i secondi indici. 

Ora le linee della rubella rappresentano appunto  i sistemi d ' imprimi-  
tiviti~ del gruppo F. F, ovvio e note ehe la sostiluzione legata ad un  cappio ¢~ 

un  insieme di ~ scambi fra gli elementi di due linee h e j (L6), the  potrebbe 
essere per esempio 

In altre parole essa produce uno scambio fra i primi indici delle w,a 
ed una sostituzione s involutoria (eventualmente l'identit~t, e in tutti i casi 
s " - - 1 )  sui secondi indiei. 

La  sostituzione legata ad un  cappio d consiste invece in  uno stumble f ra  
due w~ a appartenenti  ad una  stessa linea della rubella (e cosi operante solo 
sui secondi indici). 

Si osservi era the  un cammino y* (su f) chiuso e partente  da 0~' corri- 
sponde ad un unico eammino chiuso s u n  v par tente  da O; onde 6 ovvio ehe 
le sostituzioni S del gruppo F di monodromia della w(y) definiscono univoca. 
mente le sostituzioni S* sulle Uh'--'W~h, cio~ il gruppo di monodromia F* 
della curva ~t-pla fu .  

Vieeversa date le sostituzioni generatrici del gruppo F* restano definite 
anche le sosliluzioni del gruppo F. 

Per  la dimostrazione si indichi con ~* il cammino (su f) corrispondente 
di a~ e collegante Oi* con O* $ • 

Un qualunque  cammino chiuso ?, su ~tu, partente  da O, d~ luogo (su f) 

(it) In fa t t i  i l  cappio ¢~ percorso due vol te  corr isponde a cammini  inf in i tes imi  del la  f 
non avvo lgen t i  alcun punto D ; ,  e quindi  lascia ferma eiascuna Jvik. 



328 E. MAI¢ClIIONNA : S ulle' va r ; e tb  ,m ,d t lp l e  no~, l$near$ : e s t ens$on l ,  eee.  

ad  u n  s i s t e m a  di  m c a m m i n i  y* ( i - - 1 ,  2 , . . . ,  m ) :  e i a s e u n  y *  p a r t e  da  0 *  

ed a r r i v a  ad  u n  p u n t o  0~ .  

Q u a l o r a  7"  n o n  p a r t a  da O~*, o n o n  s ia  c h i u s o  (cio~ s i a  i =~: h) si  eons i -  

d e r i  i n  s u a  vece  i l  c a m m i n o  ( c h i u so  e p a r t e n t e  da  0~)  

(o*),~* (~?,)-~. 
Di t a l e  e a m m i n o  ~ n o t e  l ' e f f e t t o  g l o b a l e ,  e s s e n d o  n o t e  i l  g r u p p o  F * ;  e 

d ' a l t r a  p a r t e  ~ n o t e  l ' e f f e t t o  di  ~* e aa ,  s i eeh~  ~ n o t e  a n e h e  l ' e f f e t t o  di  7 " .  

V a l e n d o  e ib  p e r  o g n i  i, r i s u l t a  n o t e  l ' e f f e t t o  di  y, cioi~ n o t e  t u t t o  il  

g r u p p o  di  m o n o d r o m i a  F (~). 

I I I .  - D l m o s t r a z l o n e  d e l l e  c o n d i z i o n i  d ' i n v a r i a n z a .  

4. A v v e r t i a m o  i n n a n z i t u t t o  t h e  i l  c o n c e r t o  di  r e t t a  (o c u r v a )  m u l t i p l a  

c o n  d a t i  p u n t i  d i  d i r a m a z i o n e  e g r u p p o  di  m o n o d r o m i a  v i e n e  e r a  u s a t o  n e l  

s u e  s i g n i f i c a t o  pif i  a m p l e ;  p e n s i a m o  eio~ n o n  ad  u n a  so la  f u n z i o n e ,  m a  a 

(tT) Si pub anche dare una dimostrazione pifi concreta della precedente, come segue. 
knzi tut to i cappi dj operano sul primo sistema d' imprimitivit~ perch~ proiezioni di 

cappi dj* della f uscenti tutti dal punto 0t* ; ed essendo wik = uk,  gli scambi ehe i cappi dj 
producono sul secondo indice k delle Wik sono uguali a quelli prodotti dai corrispondenti 
cappi dj* sulr  indice delle uk. 

Inoltre riduciamo il sistema dei cappi ¢p a dare un gruppo di monodromia della fun. 
zione z(y) del tipo ,~ LflROTH-CLEBSGH a. (Cfr. ad e s .  ENR1QUES-CHISINI~  1. c. in (i3), vol. I I I ,  
pag. ~22). Con eib si hanno successivamente 2p + 2 cappi 91, ~ ,  ...~ 9~p+~ { p = g e n e r e  di f) 
cui compete un unico scambio z t z~; due cappi 9~p+~, ¢P2p+4 cui compete lo scambio z~ zs; .... 
... due eappi ¢~p+2m-~ ~p+~m-~ cui compete lo scambio z,n_ t zm. 

Un  sistema (qui comodo) di 2p cicli r iemanniani  C~ di f 6 rappresentato su ~:y da 2p 

cicli Try, con 
( l )  ~'h = ~'h + (Ph*i (h = 1, 2, ..., 2p). 

* relative ai cicli C~ (e di conseguenza le sostituzioni nh Orbene note le sostituzioni ~h 
l:elative ai cicli 7h}, e fissata la sostituzione involutoria s~ s u i  secondi indici delle ~vik 
relativa a ¢Pl (il che equivale a precisare era i nomi delle w~k ~ cio~ ad assumerc % coinci- 
dente con ¢Pi) sl trovano suceessivamente come conseguenza delle relazioni {1) le sostituzioni 

s2, s3 , . . . ,  s-2p+i relative ai cappi 9~, ~s, . . . ,  9~p+l" 
Pr ima di esaminare l 'effetto degli altri cappi conviene qui osservare che u~ si pub 

decomporre in due sostituzioni n', n" - -  the operano separatamente sulle ~v~ e §ulle w~ --  
e e h e l a  ~' b nota quando si conosca u~ (si ricordi the uk ~---~v~k) ; pertanto per determinare 
sh~_ t con le (1) non occorre conoscere tutta la ~,, ma soltanto il sue fattore ~', come si 
verifica subito ricordando che sh~-~ b involutoria. 

Prosegnendo, la sostituzione relativa a ~0u~+~ si ottiene tenendo conto del fatto che 

¢¢i -!- ¢¢~ ~- ... ~- ¢~p+~ -~ ¢~p+~ ~ 0 .  

Infine,  indichiamo con qval il valore dedotto con continuiti~ da w~t lunge %p+a (e cosi 
da ~eit tramite il cammino %~-~ 9~ + ?~+~)" La sostituzione legata a ~p+a b uguale a quella 
relativa a ~p-~s, poich~ la somma 9~p+3-1-c~p+4 b nulla. 

In  mode analogo si trovauo le sostituzioni relative alle resianti coppie di cicli. 
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tu t t a  la c lasse  del le  funz ioni  b i r a z i o n a l m e n t e  iden t i che  r a p p r e s e n t a t e  sul la  
r e t t a  mu l t i p l a  stessa.  

Cib posto, m u o v i a m o  con continuit~t la  sez ione  x - - 0  n el fascio ~ - - ~ y ,  
f acendo  v a r i a r e  il p a r a m e t r o  complesso  ), in funz ione  di un  p a r a m e t r o  rea le  t ;  
e su ogni  r e t t a  del fascio cons ide r i amo  la  tetra m u l t i p l a  d ' o r d i n e  m~ 

w~ - -  w~(y) 

b 'as formata  con cont inui t~  del la  r e t t a  mu l t i p l a  in iz ia le  w(y). P r e c i s a m e n t e  
la wx(y) abbia  per  pun t i  di d i r a ma z i o n e  i pun t i  e)(~) ~ e D~ ) o t t enu t i  i n t e r s ecando  
la re t t a  x--= ~y con le c u r v e  (I) e D ;  ino l t re  i cappi  re la t iv i  ¢p~x) e d~ z~ s iano 
s empre  suplJosti r e t t i l i ne i  (,s). 

Alia r e t t a  mu l t i p l a  wx(y) si pub s e mp re  r i t e n e r e  assoc ia ta  ana  c u r v a  
~t-pla va r i ab i l e  f(x) (~9) de f in i t a  su l la  sezione de l la  supe r f i c i e  /7(x, y, z ) - - 0  
con il p iano  ~c- - ) .y .  L a  f'z~ ha  come  pun t i  di d i r a m a z i o n e  i pun t i  D~ c o m u n i  
a l la  c n r v a  D* ed al p iano  ~ = ;~y, e ad essa  sono legat i  in modo un ivoca-  
men te  def in i to  (per  ogni  va lo re  del  p a r a m e t r o  t) cappi  d~, cicl i  r i e m a n n i a n i  
C~, e r e l a t ive  sost i tuzioni .  

Ora se la  c u r v a  mul t ip l a  fu r i t o r n a  in s~ pe r  quals ias i  c a mmi n o  ch iuso  
percorso  nel  p iano  ~:~ del la  va r i ab i l e  complessa  ), (cio~ se i~ sodd is fa t t a  la 
condiz ione  I I  del  n. 2) a l t r e t t an to  avv iene  de l la  r e t t a  mu l t i p l a  assoc ia ta  
w~.(y) (~0); e v iceversa .  

Orbene  ques to  r i t o r n a r e  in sb di w).(y) per  ogni  c i rco laz ione  sul para-  
me t ro  )., cos t i tu i sce  u n a  condizione globale d ' i n v a r i a n z a  ehe  non  solo ~ neces- 
sar ia  (com'b  ovvio) pe r  l ' e s i s t enza  di u n a  funz ione  u(x, y, z) dei pun t i  di F 
d i r ama ta  da l la  D*, ma ~ a n e h e  suf f i c ien te  (dal t h e  segue  la  su f f i c ienza  del le  
condiz ioni  I e I I  del  n. 2). 

In fa t t i  la  r e t t a  mu l t i p l a  wz(y) def in i sce  u n a  famig l i a  di funz ion i  algebri-  
che  (ad m~t valori)  b i r a z i o n a l m e n t e  ident iche ,  en t ro  la qua le  ~ possibi le  fis- 
s a m e  r a z i o n a | m e n t e  u n a  (p ro i e t t i vamen te  def in i ta )  

(is) Le sostituzioni legate ai cappi variati saranno esattamente quelle di parienza finehb 
un punto di diramazione non attraversi uno dei eappi, nel qual caso la sostituzione legata 
a quest' ultimo subisce un'ovvia trasformazione. 

(19) Questo perch,:  a) il gruppo P di monodromia di wz(y) rimane tin gruppo imprimi. 
tivo; b) i sistemi d'imprimitivit~ di f corrispondono alle determinazioni z~, z2,... ~ z,~ delia 
funzione z(y) definita dalla curva d' equazioni: ~ (x, y, z)~-O, x = ky. 

(~0) Pifi precisamento il ritornare in sb della %(y) signifiea che, quantunque durante 
il movimento due (o pifi) cappi possano sostituirsi fra di loro ed un punto di diramazione 
possa tagliare il eappio relativo ad un altro (ed alterare pereib la sostituzione relativa a 
quest'ultimo), tuttavia alla fine del movimento questi eambiamenti devono eliminarsi fra dl 
loro; e eib~ ripetiamo, eomunque sia stato scelto i] cammino ehiuso in rc z . 
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col noto metodo di determinazione e simmetrizzazione di ENRIQUES ("~): il 
ehe impliea che entro la famiglia delle funzioni birazionalmente identiehe 

t ux--- ux (y, z) 
t F(),y, y, z)--~ 0 

rappresentate  dalla eurva ~-pla f~), resta determinata  razionalmente una 
funzione u : 

~ u - - u ( ) , y ,  y, z) 

(l) t F(Xy, y, z ) - - 0  

(associata a w(~, y)). 
Ora, se ~ soddisfatta la condizione d'invarianza, la funzione w(k, y) resta 

determinata  univocamente per ogni valore della variabile eomplessa ), (eio~ 
esiste una funzione w(x, y) ad m~ valori diramat)  dalla curva /I; ~ (I) ~-D). 

Conseguentemente  anehe la funzione associata u data dalle ([) resta deter. 
minata univocamente per ogni valore di ~, e con cib (eliminando k fra le (1) 
e la relazione x---= ky) r isulta stabil i ta l 'es is tenza di una funzione algebriea 
a ~ valori 

u = u(x, y, z) 

dei punti  della superfieie F(w, y, z)~-O, diramata su questa  dalla eurva D*. 

5. I1 verifiearsi  della (( condizione d ' invar ianza  ~> globale dimostrata nel 
paragrafo preeedente dipende da condizioni d ' invarianza elementari (che ora 
indieheremo), relative a eammini elementari  di z:). mediante i quali  si corn- 
pone un qualsiasi  eammino ehiuso. 

Rieordiamo innanzitutto che i ptmti di diramazione (I), e D~ della w).(y) 
si ottengono tagliando la retta x - - ) . y  con le componenti  della curve 

W - - @  4- D. 

Diremo punto eritieo di W un punto in cui vengano a coineidere due 
punt i  A e B di diramazione di w.~(y), eio~ tin punto H Sale ehe la ret ta  OH 
abbia  con lI~ due intersezioni r iunite in H (e due sole, data la generieit'~ 
del punto 0 rispetto a ~). 

I punti  eritiei di W verranno pifi preeisamente  indieat i :  
a) con Ha, se sono punt i  di eontatto sempliee di lI~ (eiob delle sue 

eomponenti  • e D) con rette uscenti  da 0 ;  
b) con H~ se sono nodi di W (eiob nodi di una delle eomponenti  (I) 

e D, oppure punti  d ' intersezione sempliee di queste ul~ime); 
c) con H s se sono euspidi  di W (ciob di (I) o D); 

(~t) Cfr. ENRIQUES, ]. e. in  (t), pagg.  196.197. 
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d) con H~ se sane taenodi di • (eiob punti  T di contatto di 
e D) ('~). 

Ed 6 ovvio ehe per  le ipotesi di generaliti~ fatte in preeedenza, la W 
non possiede altri punti  eritici. 

Diremo poi punt i  critiei del piano z:x i punt i  ), = h,. tali e h e l a  tetra 
x - - - h , . y  passi per un punto eritico H~ di W. 

Qualunque eammino chiuso di nz useente  dal punto ) , - - -0  e non attra- 
versante i punti  h,. ~ equivalente alla somma di un eerie numero di eappi 
uscenti  dal punto ) . - - 0  ed avvolgenti  ciaseuno un punto eritico h,.. 

Cib paste le eondizioni elementari d ' i nvar ianza  sane le seguent i :  
(( Si consideri  in ux un eammino ~,~., fisso ma arbitrario,  che esea dal 

punto ), = 0 ed avvolga un punto critico h,. ( r - - 1 ,  2, 3, 4). 
Siano A e B i due punt i  di diramazione della ret ta  mult ipla  wx(y) ehe 

eonfluiscono nel eorrispondente punto critieo H~ di W. 
Al lora  se a e b sane le sosti tuzioni sulle w~a relative ad A e B (~3) (in 

pross imi t~  di H,.), dovr~ essere per  7,. : 

(ab) r---~- 1 ~. 

La dimostrazione - -  che esporremo nel n. 6 - -  b analoga a quella  data 
da E~RIQUES per  le sue eondizioni d'invarianza, quantunque  qui intervengano 
sostituzioni involutorie ehe non sane sempre scambi per  il fatto ehe W pos- 
siede una eomponente mult ipla (I) (~4). 

6. Pe r  la dimostrazione ricordiamo dappr ima l 'effet to  ('he ha sulle sosti- 
tuzioni a e b un giro elementare  interne ad un punto critico del tipo Hi  
(pifi preeisamente  un cammino chiuso y~ di r:z che abbia origine nel punto 
k - - 0  ed avvolga il punto X---h~ corrispondente alla ret ta  0tt~). 

IN~el piano ~u tale effetto si r iduce ~ come osserva ElCRIQUES - -  a 
quello di un eerehietto infinitesimo the  cireondi H~, a cui corrisponde un 

(~) Tale nomenela tura  r i f le t te  la na tura  topologica dei punt i  e r i t i c i ;  eiob la rappresen-  
tazione di un punto erit ieo (in eui eoineidano due punt i  di ~) median te  una potenza dello 
seambio (ik). Pree i samen te  (ik) l : eontatto ; (ik)~ : n o d o  ; (ik) a : euspide ; (~k) 4 ; taenodo. Cfr. 
O. CIHSINI, I p u n t i  s ingo lar i  d i u n a  c u r v a  algebrica come prodot to  d i  sos t i tuz ion i ,  • Rend.  
Ist .  Lombardo  ,, col. 74, fase. I I  (1941). 

(ca) P e r  eappi ehe d iventano eonseeut ivi  e coineidono quando eoineidono A e B. 
(-24) Faee iamo notare  ehe, so si presc inde  dalle d i f ferenze  ef fe t t ive  aeeennate  nel  testa 

e da al tre  va r i an t i  di enuneiazione,  le nost re  condizioni  d ' i n v a r i a n z a  coincidono sostanzial- 
mente  con quel le  ehe sane state assegnate  pr ima (1920) da CHIs[~I r e l a t ivamen ta  ai easi  
r =  2, r = 4 ,  e pal (1923) da E~RIQUES per  i easi r =  1, 2, 3. Cfr. O. CHISINI, S u g l i  incro¢i 
delle curve d i  d i r a m a z i o n e  pe r  u n a  f unz ione  algebrica di  due var iab i l i ,  ed anehe :  8 u i  con. 
t a t t i  delle mtrve di  d iramazione~ ecc., ,, Rend.  A.eeademia dei L inee i  % col.  X X I X  (1920}. 
F. ENRIQUES, 1. e. in (l). 
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eerehie$to deseritto complessivamente dai punti  A e B, ognuno dei 
pereorre uno dei due arehi A B indieati dal disegno I sottoriprodotto. 

--b ~ PJ 

(IH) ([~-I 

quali 

( I l )  ( I )  

Ebbene osserviamo le figure I, II, I iI ,  IV ehe rappresentano gli s$adi 
suceessivi delia trasformazione. I1 passaggio dalla I alla I I  mostra l 'effet to 
sui cappi a e ~ prodotto dal eammino Y, e dal conseguente movimento di A 
e B lunge gli archi di cerchio indieati  dalla f igura I. I1 passaggio dalla I I  
alla III ,  per rendere  rett i l inei i eappi, consiste nel t rasportare il cappia 
daIla destra  alia sinistra di a. II  passaggio dalla I I I  alla IV consiste nel 
cambiare i nomi dei eappi ~ e ~ e dei punti  di diramazione, che diventano 
quelli della posizione iniziale. 

A1 posto dei cappi a e ~ abbiamo cosi i cappi 

(gli altri  cappi non hanno subito varia~,ioni). 
La condizione d ' invar ianza  £ ~ a, ~' ~ ~ port.a alla eondizione ~opologiea 

(1) o: - -  

e v i c e v e r s a .  

La (1) si t raduce nella relazione fra le sostituzioni: 

a ----b, 

la quale esprime la condizione d ' invar ianza  e lementare  relativa ad an  punto 
eritieo H, .  Tenendo conto del ratio ehe a e b sono involutorie, la relazione 
precedente pub seriversi nella forma 

(ab) --- 1. 

Vediamo era l 'effet~o ehe ha sui eappi a e ~ e sulle sostituzioni a e b 
un  giro e lementare  interne ad un punto eritieo h2, h3, od h, di ~x (eorrispon- 
denti  r ispet t ivamente ad un node H2, ad una euspide /-/3, o ad ua  taenodo 
/-/, di W). 
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Com'i~ note, l 'effet to di tale trasformazione equivale r ispet t ivamente a 
quello prodotto dall 'applicazione sueeessiva di 2, 3, 4 trasformazioni prodotte 
da un giro e lementare  interne ad un punto critico h~ (eorrispondente ad un 
punto di diramazione semplice Hi della W). 

Gosiechb, per un giro elementare  interne ad un punto critico h2, h3, h4, 

al posto dei cappi a e ~ abbiaIno r ispet t ivamente i eappi 

Le condizioni d' invarianza £ '  ~ a, 

~',, = ~ - - t ~ - - L  

a"' - -  a, £"'  - -  a (oppure le ~" - -  ~, 
~'"--~ ~, ~ " ' - - ~ )  portano r ispet t ivamente alle eondizioni topologiche 

= 

e viceversa. 
Queste eondizioni si t radueono poi helle relazioni fra sostituzioni 

ab = ba 

aba~--" bab 

(ab) 2 - -  (ba)~ 

ehe esprimono le condizioni d ' invar ianza  e lementar i  relative ai punti  critici 
H , , H 3 ,  H , .  

Tenendo eonto del fatto ehe a e b sono involutorie, le stesse eondizioni 
si possono esprimere nella forma 

(ab) ~ = 1 

(ab) 3 ~ 1 

(ab)' - -  1 (2~). 

IV. - I I  t e o r e m a  d ' e s l s t e n z a  p e r  l e  s u p e r f l c l e  m u l t i p l e .  

7. Riepiloghiamo le eonsiderazioni dei paragrafi  precedenti .  I1 problema 
di deeidere ehe una eurva D* della superfieie F, 

z - "  z(w, y), 

(~5) ~ a t u r a l m e n t e  le relazioni topologiehe fra cappi e sostituzioni espresse dalle eondi- 
zloni d ' i nva r i anza  sono il riflesse dl altre relazioni the  legano i eappi d;~ i cicli l inear i  C~ , 
e le sosti tuzioni re la t ive  alia curva  mul t ip la  f~D assoeiata a ~vk(y). Si veda,  per  questo~ il n. 9. 
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b d i r a m a n t e  per  una  funz ione  a ~ va lor i  dei punt i  di F, 

u ~ u(x,, y, z), 

r i condo t to  a l ia  ve r i f i ca  t h e  la e u r v a  

W - -  ~ - I -  D 

d i r a m a n t e  per  un  p iano  mul t ip le  ad m~ valor i  

w - -  w(~, y) 

a g ruppo  impr imi t ivo ,  con  s is temi  d ' i m p r i m i t i v i t ~  co r r i sponden t i  nile m 
d e t e r m i n a z i o n i  di z. 

Pif i  p r e c i s a m e n t e  : 
Si cons ide ra  d a p p r i m a  u n a  sezione f del la  supe r f i e i e  F con un p iano 

gener ico  ( ~ - - 0 )  ed una  del le  possibi l i  c u rv e  l~-ple fu d i r a m a t e  su f dai 
punt i ,  D~, d ' i n e o n t r o  con D* (tali  c u r v e  I~-ple sono in n u m e r o  finite) .  Si 
cons ide r ano  poi la r e t t a  mu l t i p l a  ad ml~ valori ,  w(y), assoc ia ta  ad fu ,  e la  
r e t t a  mu l t i p l a  w~ly) dedot ta  con con t inu i th  da w(y). 

I n f i ne  la condiz ione  d ' i n v a r i a n z a  globale  (cite por ta  a l l ' e s i s t e n z a  del  
p iano  mul t i p l e  w(w, y) e qu ind i  del la  funz ione  u) v i ene  r i c o n d o t t a  a eondi- 

zioni e l emen ta r i .  Si ha  cosi il 
T~:ORE)s.~ D' ESIS~,)rZA : (( Cortdizione necessaria e sufficiente affinch~ esista 

una  funzione a ~ valori  

dei launti di  F, la quale s ia d i ramata  dalla curva D*, ~ che f r a  le var ie  
cu rve  I~-ple fu ne  es is ta  una  tale c h e :  per ogni giro elementare deser i t to  dal  
p a r a m e t r o  ~,, le sosti tuzioni a e b - -  relative a due qualunque  p u n t i  di  dira. 
mazione A e B d i  wx(y) che vadano a coincidere in u n  punto critico H,. di W 
( r - - 1 ,  2, 3, 4) quando  i pun t i  A e B e i conseguen t i  cappi  r e t t i l ine i  a e 
s iano d iven ta t i  s u f f i c i e n t e m e n t e  v ie in i  (~6) _ siano legate dal la  relazione 

(ab) r = 1 )>. 

8. I1 t eo r ema  d 'es i s tenza  e ra  e n u n c i a t e  ha  earat~ere  topologico.  Ne segue  
t h e  vale  anehe  per  le supe r f i e i e  mu l t i p l e  la s ign i f i ca t iva  osse rvaz ione  fa t t a  
da E~RIQUES per  i p ian i  mul t ip l i ,  c io~:  

Date su F u n  sistema continue t D* I di curve D*, dotate di ~ nodi e di k 
cuspidi,  se u n a  ourva del sistema, generica (nel sense di possedere esattamente 

nodi  e k cuspidi),  r i su l ta  di  d iramazione per  una  funzione a p. valori dei 
p u n t i  di  F,  altrettanto aceade per le altre curve D*. 

(~6) Esprimiamo in questa forma il concetto di cappi onestamente vicini dell'EsrtIQU~S; 
con cib si vuol dire the, nell'ulteriore fase in eui cappi z e ~ si riuniseono, essi non vengono 
attraversati da altri punti di diramazione. 
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9. NovA. - Le condizioni d 'esistenza I, I I  del n. 2 possono essere tradotte 
in altre r iguardant i  il gruppo di PoI~cAm~ di F - - D * ,  in modo analogo a 
quello seguito da ZA~ISK: relat ivamente al teorema d 'es is tenza d'ENI~:QuEs, 
e poi da SV.VERI per  quel che r iguarda gli spazi multipli  (~7). 

Ricordiamo che gli elementi generatori  del gruppo G sono in numero 
finito. Infat t i  - come abbiamo gi/~ detto nel n. 2 -  ogni ciclo lineare di 
F - - D *  uscente da un punto 0~ pub ridursi  ad un ciclo eli f - - ( f ,  D*) pure 
uscente da 0~, essendo f la sezione di F con un piano generico uscente 
da 0~ (the noi assumeremo ancora come piano x . - -0 ) .  

Si possono assumere  come generatori  del gruppo G i generatori  g~, g~ ..., g~ 
del gruppo G o di PO:~CARE relativo ad f - - ( f ,  D*), vale a dire un sistema 
di cappi d ;  avvolgenti i punti  del gruppo (f, D*) ed un sistema di 2p cicli 
r iemanniani  indipendenti  della f condotti a passare per  0~. 

Perb siccome i generatori  indipendenti  di G possono essere in numero 
inferiore ai v indicati, il gruppo G O ~ in generale pifl ampio di G. 

Ricordiamo ora che fra i generatori  di G intervengono certe relazioni;  
indichiamo qui come si ottengano talune di esse (quelle the  a noi interessano 
per il seguito). 

Innanzi tut to  occorre tener conto dei legami indipendenti  fra i generatori  g~ 
sopra f - - ( f ,  D*); questi  legami (che saranno in un certo numero q) si pos- 
sono sempre esprimere scrivendo che certi  prodotti  di elementi  generatori  
sono uguati  ad 1. Abbiamo cost un primo gruppo di relazioni elementari  di G: 

(l) vz(gi, g~, ..., g ~ ) - - 1  l - - 1 ,  2, ..., q. 

)'[a vi sono altre relazioni che occorre tenor presenti.  
Muoviamo con continuit'~ la sezione facendo variare  il suo piano nel 

fascio x----Xy che supponiamo avere un punto base in 0" .  
Consideriamo gli s cammini elementari  y del piano uz che avvolgono i 

vari punti  critici h~, h2, hs, h 4 di cui si ~ gi~ discorso nei n. 5, 6. 

(eT) Cfr. ZAmSKJ, 1. c. in ('~) e SEVERT, 1. C. in (s). P e r  le nottzio r iguardant i  i l  g ruppo 
di P0:NCAR~ cfr. anche ~¢~EBLEN, Analysis situs, A m e r i c a n  Math. Society,  Col loquium Pub.  
blications, vol. V, 2 a ed., (1931}. 

Qui r icordiamo b revemen te  che cosa s ' in tenda per  gruppo di POINCAR~ inerente  ad F--D*. 
Fiss iamo un gener ico  punto 0*  in F - - D *  e consider iamo i cicli lineari orientati di 

F - - D *  uscenti  da O~. 
Due  di quest i  cicli gi e g e  si dicono equ iva len t i  quando uno di essi ~ r iducibi le  all 'al .  

tro per  cont inui th tenendo fisso 0l* ; si s t r i v e  al lora t he  g l ~ g e .  
Le singole classi di cicli equ iva len t i  sono gli  elementi del gruppo G di POI:.:CAR~. 
I1 prodotto gl g~ di due cicli gi e g~ ~ il ciclo cho si ottieno percor rendo pr ima gi e 

poi go. I n  genera le  gige ~=g~gi, cio~ il prodotto non ~ commutat ivo.  ~ poi ovvio  che cosa 
s ' i n t enda  pei- g--i. I no l t r e  i cicli che si ri(lucono con continuit '~ ad 0~ ,  tonendo fermo O~ , 
ve r ranno  indicat i  col simbolo l .  
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Allorch6 si descrive 7, un cielo gi di f - - ( f ,  D*) si muta in un cielo g~' 
della stessa curva, e su F -  D* si ha g~---g~'. 

l~a su f - ( f ,  D*) i due cieli non sono in generale equiva lent i ;  6 neto 
soltanto che g~' si pub esprimere su f - - ( f ,  D * ) m e d i a n t e  i eieli genera- 
tori g~, g2,. . . ,  g~. Cio6 si ha 

essendo 9tj un conveniente prodotto dei generatori  g , ,  g~,. . . ,  g~. 
Orbene, poichb su F - - D *  si ha g , ' - - g ~ ,  avremo 

(2) g, ----- ~f lg , ,  g.,, ..., g~). 

Le vs relazioni (2), aggiunte alle q relazioni (I), formano un sistema E 
di relazioni elementari di G. 

Non si pub affermare a priori ehe il sistema E fornisea un sistema 
eompleto di relazioni fra i generatori  di G (~), ma la cosa qui non interessa. 

Cib posto, le eondizioni d 'es is tenza 1, II  (del n. 2) possono essere ora 
presentate  nella seguente nuova forma:  

Oondizione necessaria e,sufficiente affinch~ esista una  funzione irridu.  
cibile a ~ valori 

u = u(x, y, z) 

dei pun t i  della superficie F, e d iramata  su  F dalla curva D* con prefissate 
sostituzioni S , ,  S~,. . . ,  S~ sui eieli generatori del gruppo G di Poineard in.e. 
rente ad F -  D*, ~ the le S generino u n  gruppo transitivo e soddisfino alle 
q - t - v s  relazioni elementari (1) e (2) di G: eio~ sia 

(1') ~, (S,, 8~, ..., S~) -- 1 

(2') 8~ = ~ j (S , ,  8 , ,  ..., 8~) ('~) >~. 

V . -  U n  c r i t e r i o  d ' e s i s t e n z a  p e r  l e  v a r i e t a  m u l t i p l e  d i r a m a t e .  

10. I1 problema dell 'esistenza delle variet~ mult iple diramate si r iduee a 
quello delle superfieie mult iple risolto nei paragrafi  precedenti .  

(~s) L a  completezza di Z ~ stata p rova ta  nel  case in cui F ~ un piano. Cfr. VAN KA~- 
PEN~ On ~h6 f~t~da~e}t~,a~ group o f  a}t ¢$~.qebf~c clt~'~e~ • A m e r i c a n  J o u r n a l  of Math. ~, 
vol.  L V  (1938). 

(29) In fa t t i  so le S gonerano  un gruppo t rans i t ive  e soddisfano le condizioni  (1 t) al lora 
soddisfat ta  la condizione I del n. 2 (cio~ le S generano  il gruppo di monodromia  di una 

cu rva  ~-p la  fu). 
Ino] t re  se le S soddisfano ancho le oondizioni  (2') allora ~ soddisfat ta  la  oondizione I I  

del  n. 2 (cio~ va r i ando  lit sezione f nel  fascio ~--.~ ~,y~ ]a ourva  mul t ip la  fu r i torna  in s0 per  
ogni  c ircolazione di i). V ice re r sa  so sono soddisfat te  le condizioni  I ,  I I ,  sono soddisfat te  
anehe le (1') e (2'). 
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Sussiste infat t i  il 
TEOREMA. - (( Si considerino in uno spazio ad r dimensioni un'ipersuperfivie 

algebrica F e d  una sua variet~ algebrica D*, semplice e ad r -  2 dimensioni. 
Siano F e D* la superficie e la curva sezioni rispettive di F e D* con 

uno spazio $3, generioo ma fissato. 
Se la D* ~ curva diramante per una funzione a ~ valori dei pun t i  

della superfivie F, allora la variet~ D* ~ pure diramante per una funzione 
a ~t valori dei punt i  dell'ipersuperficie F )>. 

Diamo qui la dimostrazione per r - - - 4  (il passaggio ad r qualunque non 
impliea difficolt/~). 

Gonsideriamo dunque in uno spazio S 4 a 4 dimensioni (riferito alle coor- 
dinate non omogenee x, y, z, t) un ' ipersuperf ic ie  algebrica d 'equazione 

F(x, y, ~, t ) ---0 

d 'o rd ine  m e non passante per il punto improprio Zoo del l 'asse  z. 
Sia D* una superficie algebrica, giacente su /7' e dotata di curve multiple 

ehe supporremo solo nodali e euspidali. 
La  curva D* sezione di D* con un S 3 generico (che assumeremo come 

iperpiano t---- 0) sia curva di diramazione per una funzione algebrica a ~ valori 

u =  u(~, y, z) 

dei punti  della superfieie 

F(x, y, z, 0) = 0, t --  0. 

Dobbiamo dimostrare the  D* ~ superfieie di diramazione per una fun- 
zione algebrica a ~ valori 

u - - u ( ~ ,  y, z, t) 

dei punti  del l ' ipersuperf icie  F. 
Consideriamo innanzitutto la funzione algebriea ad m valori 

z ---- z(x, y, t) 

defini ta  dal l ' ipersuperf ie ie  F(oc, y, z, t ) -~ 0;  sia 

(I)(~c, y, t ) -  0 

la sua superficie di diramazione sul l ' iperpiano z = 0. 
Consideriamo anche la superficie D proiezione della D* sul l ' iperpiano 

z - - 0  eseguita da ZQo, ed indichiamo con 

W - - - ¢  + D  

la superficie composta da • e D. 
Siano inoltre ~ ,  ~P, D l e  curve sezioni delle omonime superfieie col 

piano t - -  0 (dello spa~io z = 0). 

A n n a | i  di Matemat iea  43 
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Per ipotesi la curva 

di diramazione per il piano multiple 

~(x ,  y ) -  u-(~, y, ~(~, y, 0)) 

associate alia funzione a ~ valori 

u(~, y, ~) 

dei punti della superficie F (che definisce la funzione ad m valori z(~, y, 0)). 
Tale piano multiple ha ordine m~; il sue gruppo di monodromia r 

ovviamente imprimitivo; gli m sistemi d'imprimitivit~ di r corrispondono 
alle m determinazloni di z(~, y, 0) in un punto generico 0 del piano z - - - t ~ O  

(che supponiamo essere quello di coordinate ~ -~  y - - t - - 0 ) .  
Per un teorema di CHISI~I (3o) si pub era affermare c h e l a  superficie 

W - - ¢ + D  

diramante per una funzione ad ~n~ valori 

w ---- w(x,  y, t). 

Questa ha ovviamente lo stesso gruppo di monodromia della sua sezione 
dian~.i oonsiderata (~) 

~(~, y, O)= w(~, y), 

cio~ ha un gruppo imprimitivo i cui m sistemi d'imprimitivit'~ corrispondono 
alle determinazioni z~, z~ , . . . ,  z,,, della funzione z(w, y, O) nel punto O, the 
sono anehe determinazioni in 0 della funzione z--z(w, y, t) definita dalla 
ipersuperfieie /7'(~¢, y, z, t ) ~  O. 

Si eonclude ehe alia funzione ad m~ valori 

w - -  w(x,  y, t) 

assoeiata una funzione a tL valori 

u -  u(~., y, z, t) 

dei punti di F, diramata su F dalla superficie D*. 

(30} C:~r, CHISINI~ 1. c. i n  (6). I1 teorema citato af ferma che una  superf ieie  W ~ di  dira.  
mazione per  uno  spazio mul t ip le  d ' o rd ine  n~ se la sua  sezione ~ con u n  piano generieo di 
an  fascio ~ dh.amante per  u n  p iano n-plo .  I1 nostro teorema eonsiste qu ind i  ne l l ' e s tens ione  
del r isul ta to di CHISISI dagli  spazi mul t ipl i  alle var ie t~ mult iple  (non lineari}. 

(si} In fa t t i  i g ruppi  di monodromia  delle due funzioni  w(x~ y, t) e w(~  y, 0} coincidono 
en t rambi  con quell i  della ret ta  mul t ip la  ~v(0, y~ 0}, che ~ sezione di ent rambe.  (Cfr. ancora 
1' osservazione fat ta  nel  n. 2 della nota  eitata in (5}}. 


