
Nuovi  Risultati  sulle ((Catene)) di Numer i  Primi.  

Memoria di ]KARCO CU6IANI (a ~Iilano). 

8unto. - Facendo segui~o alle ricerche svelte in  un tn'eceden~e lavoro si riprendo#o in c o ~ .  
derazione le • ¢atene • (cos~ituite da humeri  pr imi  consecu~Wi le cui difference soddisfa#to 
pq/rticolari limitazioni), e se ne studiano alcuni nuovi tipi. Sopratutto si considerano 
quelle catene, appartenenti  all ' intervallo ((1--~)~, ~), helle quali la differe#ma fra due 
successivi elementi ~ sempre in  valore assoluto minore (o q~elle altre ¢atene in  eui tale 
differenza d se~npre non mi~ore) di un'espreseione det ripe ~ . log ~, ~tei cas/ ~ <~ 1 ed u ~  1. 
Si  forniscono alcune Umitazio~i relative sia all'estensione delia massima care#a, s~a al 
numero complessivo delle catene nelt 'intevvallo. 

1 . -  I n t r o d u z l o n e .  

In un nostro precedente (t) lavoro [1] abbiamo esposto aleuni risultati  rela- 
tivi al comportamento delle • e a t e n e ,  di numeri  primi eonsecutivi  a differenza 
l imitata;  qui intendiamo adesso cont inuare le r icorehe sullo stesso argomento. 

Incominceremo col r iohiamare i concerti fondameniali  in questo ordine 
di questioni,  concetti ehe r i teniamo di dover qui r iesporre in forma pifi 
ampia e pifi preeisa. 

Sia Pi l ' i - e s imo  numero primo e 8 ~ - - p ~ + , - - p ~ ,  la differenza di duo 
numeri  primi eonseeutivi.  Consideriamo la sueeessione di humeri  interi positivi : 

{8~} 8 , - - - p ~ - - p i  , 8 ~ p 3 - - p ~ , . . .  , 8 i - - - p t + , - - p ~ , . . .  

o pensiamo fissata un ' a l t r a  sueeess ione:  

{d,} d l ,  d ~ , . . . ,  d,, . . .  

di numeri  reali positivi. 
Possiamo pensare di operare un confronto fra gli elementi  eorrispondenti  

delle due sueeess ioni :  potrk aeeadere ehe per  qualehe indiee i, ed in parti- 
colare per  pareeehi  indiei eonseeutivi  risulti  8, ~ d~. 

Orbene noi ehiameremo c a l e n a  d i  r ipe  ~, o pih preeisamente  di tipo 
A { d~ }, ogni insieme : 
(1) P,,, P, ,+t,  ..., PN ( h r ~  n -+- 1) 

di numeri  primi consecutivi  per cui 8, ~ d, (i --- n, n -t- 1, ..., zV-- 1), e ehe 
non sia u l te r iormeate  prolungabile,  tale eio~ ehe r isul t i :  

8,,_, ~ d,,_, (oppure n --- 1) ; 8,v ~ dlv. 

(l) I humeri h'a parentesi quadr(~ si ril'eriscono alia not~ bib|iografica posta alia filie 
dol prolonte lavoro. 



310 M. CUG~N~: Nuovi Risultati  sulle (( Catene >> di Numeri Prim~ 

Pub anche aeeadere che una sola catena sis costituita da tutti  i numer i  
Pl (per esempio se si pone d~--p~), o da tutti i pl per i ~ i  0 (per esempio 
se si pone d~ =p~/4). 

Se la catena ~ finita diremo • = N - - n  il numero delle coppie (p~, Pi+l) 
eontenute  nella catena stessa. 

Analogamente ehiameremo catena di tipo h*, o meglio A* I d~ t, ogni 
insieme (1) per  cui si abbia 8 i ~ d i  (i~--n, n - b l , . . . ,  N - - l ) ,  e t he  non sis 
ul ter iormente  prolungabile, tale cio~ che r isul t i :  

8._1 < d . - i  (oppure n - -  1) ; Sly < d~,. 

Se la catena ~ finita diremo ~ * - - N - - n  il numero delle coppie (p~,p~+i) 
in essa contenute.  

l~, evidente che le eatene h e A* si a l ternano mentre  i percorre la suc- 
cessione dei humer i  natural i  e ehe due catene consecutive hanno un estremo 
in comune ;  purehb, naturalmente,  non tutti i numer i  primi appartengano ad 
una stessa catena (come nel case d~--p~,  case in cui non esistono catene A*). 

Si possono dare definizioni analoghe riferendosi, anzich~ alla successione 
totale dei p~, ad un sottoinsieme di essa costituito da un numero finite di 
olementi  consecutivi. 

Pifi precisamente  fissati due numer i  reali ~ e ~ (0 < ~ ~ 1, ~ > 0 )  si 
considerino i humer i  primi p~ appartenent i  a l l ' interval lo ( ( 1 -  ~)~, ~), per  i 
quali  cioi~ risulti  (1 - -  ~})~ < pi ~ ~. Chiameremo allora eatene eli tipo A re~ative 
aU'intervallo ((1 -- ~)~, ~) gli insiemi (1) per cui r isulta $i < de (i --- n, n -~- 1, ..., 
N - - 1 )  eostituiti esclusivamente di numer i  p~ per cui ( 1 - - ~ ) ~ < p ~ ,  
e non ul ter iormente prolungabili .  

Tali  catene sono adunque degli insiemi (1) soddisfaeenti alle condizioni:  

t ~ < d ~  per i - - n ,  n - t - l , . . . ,  N - - l ;  ( 1 - - ~ ) ~ < p n < p ~  
(2) ~,_~ ~ d,,_~, oppure i0,~-~ ~ (1 -- ~)~ 

8~v ~d~v,  oppure p~+~ ~ ~. 

Analogamente le catene h* relative all ' intervallo ((1--~)~, ~) saranno 
degli insiemi (1) soddisfacenti a queste altre condizioni:  

/ 8~ ~ d ~  per i - - n  n + l , . . . ,  _ N - - l ;  (1 - ~ ) ~ < p , , < p ~ v ~  

(2*) 8,,_~ < d._~,  oppure p,,_~ ~ (1 - -  ~)~ 
8N <d~v, oppure pN+l~> ~. 

Pih  precisamente]potremo ,indicare con hi ,  h2, ..., h~ lc successive eatene 
di tipo ~ relative al l ' intervallo ((1---.~)~, ~), ordinate per valori crescenti  
dei p , ,  ed analogamente h* ,  5~', . . . ,  h** le successive catene h* relative 
all' intervallo stesso. 

Similmente indicheremo con ~ ,  ,%, ..., ~ i humeri  delle eoppie (p~,p~+~) 
appar teuent i  alle corrispondenti  catene 5 (~ con ~*, ~ . . . . .  ~** quelli delle 
corrispondenti  ~*. 
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I numer i  v e v* sa ranno  de te rmina t i  in d ipendenza  del la  suecessione 
ida!  e dei valori  ~ e ~, e pot remo se r ive re :  (~) 

v - -  v(t d, t ; ~, ~) v* --- v*(t d, ; ~, ~); 

essi r appresen tano  il numero  di catene,  r i spe t t ivamen te  di ripe 5 o h*, con- 
tenure  nell '  interval lo.  

In  par t ico lare  potrit aecadere  ehe non esis ta  n e s s u n a  ca tena  re la t iva  
a l l ' in te rva l lo  (se vi sono meno di due numer i  pr imi  p~ per  cut (1 - -~)~  < P i ~ ) ,  
oppure  ehe ne esis ta  una  sola. In  tal case potr~t accadere  t h e  essa debba 
essere r i gua rda t a  come par te  di una  ca tena  pifi estesa quando  si vadano  a 
cons idera re  le ca tene  re la t ive  ad un  in terval lo  pifi ampio.  

Cosl pure  quando  esis tano pifi ea iene  re la t ive  a un  eerto in terva l lo  pub 
dars i  che la  p r ima  e l ' u l t i m a  di esse debbano essere r igua rda te  come par t i  
di ca tene  pifi estese se cons idera te  in relazione a un in terva l lo  pifi ampio. 

]~ evidente  la re laz ione :  

I v - - v * l < _ l  

e per  il t eorema dei numer i  pr imi  sarfi i no l t r e :  

~2 ~ -~- )3 f).~ ~ v}~/log ~ per  ~ --~ -4- ~ .  
i~ i  i=1 

I1 nostro s tudio r i gua rda  il eompor t amen to  dei numer i  v e v*, ~ e O* 
re la t iv i  a l l ' i n t e rva l lo  ( ( 1 -  ~)~, ~). Pe r  quan to  si r i fer isce  a l la  sueeess ione 
I di!  essa pot ra  essere cos t ru i ta  secondo uno dei seguent i  s c h e mi :  

a) d~ ind ipenden te  da i ; d~ - -  d2 = d3 . . . . .  d, 
b) dl d ipenden te  da i secondo una  legge o p p o r t u n a ;  per  esempio 

di - -  it log pi (it costante).  
Nel case a) si potr/t a s sumere  d costante,  oppure  d var iabi le  in dipen- 

denza di a l t r i  pa r ame t r i  (diversi da l l ' ind ice  i). Sia  d- - f ( s ' ) ,  con s p a r a m e t r o ;  
r i su l te rk  a l lora  s tabil i ta ,  in d ipendenza  di s, la eomposizione del le  catene,  
sia sul la  successione totale dei Pi, sia su un  q u a l u n q u e  in terval lo .  

F issa to  ~q pub essere in te ressan te  eons idera re  in par t ieo lare  la composi- 
zione delle ca tene  ne l l ' in te rva l lo  ((1 - -  ~)~, ~) quando  si a s suma  ~ - -  s, e serge 
a l lora  il p rob lema del compor tamento  as intot ieo del le  ea tene  in tale in te rva l lo  
quando  si facc ia  tendere  s (e ctuindi ~) a l l ' i n f in i t e .  

In  tal i  cast not ci r i fe r i remo d i r e t t amen te  a ~ come pa ramet ro  e serive- 
remo d---f(~) ,  v ~ v(f(~); ~, ~), ecc. 

Nel p recedente  lavoro [1] c rane  s tat i  e samina t i  sopra tu t to  i cas t :  

d~ - -  log p~ ; d - -  log ~ ; d --- f(~). 

(2) Quando sia di~--d ind ipendente  da i ser iveremo pi~ semplieemenle  v(tt; ~, ~) e 
v*(d; ~, ~), 
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Nel terzo ease  f(~), monotona ,  e ra  tale  c h e :  

f(~) --* + ~ per  ~ ~ 4- c~ ; f(~) < (1/16 - -  ~) log ~, per  ~ > ~0. 

Nel  p resen te  lavoro eons ide re remo  sopra tu t to  i e a s i :  

d~ - -  ? logp~;  d----- it log ~ (t~ < 1) 

d~ ~- ), logp~;  d - -  ), log ~ ( ) . >  1) 

e r i p r e n d e r e m o  in e same  b r e v e m e n t e  il easo d ---- f(~), dove f(~), mono tona  non 
deereseen te ,  soddisfer~  adesso  al le  eondizioni  meno r e s t r i t t i ve :  

f, < f(f) < (1/8 - -  z) log ~. per  f --> ~0 (ft --" f~(~, ~)). 

2. - R l s u l t a t L  

P a s s i a m o  ora  ad enune i a r e  le proposiz ioni  ehe ei r i p rome t t i amo  di 
d imos t ra re  nel p resen te  lavoro.  

In  pr imo luogo due  teoremi  ehe ve r ranno  d imos t ra t i  r i spe t t i vamen te  ai 
n u m e r i  4 e 5 ;  per  tali d imost raz ioni  ei se rv i remo di a leuni  reeent i  r i su l ta t i  
del RIccI  [51, s u l l ' a n d a m e n t o  della, d i f fe renza  di humer i  pr imi  eonsecut iv i .  

Sia  0 ] ' e s t r e m o  super io re  dei  valori  0 per  eui  vale  la r e l az ione :  

7:(x) --- Li  ~ -4- O(x.  exp  ( - -  log o ~)) 

(i~ noto ehe ( } ~ 4 / 7 ) .  Poss i amo  a l lora  e n u n c i a t e  i due  teoremi  nel la  forma 
seguen te  (,1 si suppone  pref i ssa to  una  vol ta  per  tu t te ) :  

TEOREMA A. - Esiste un ~o ~ 15/'16 tale the per  ogni ~t, con ~o < ~ ~ 1, 
e per  ogni 0 ~. O, posto d = log ~, si  ha (per ~ ~ -4- ~ )  : 

(3) exp  (log o ~) - -  o(v(~ log ~ ; ~, ~)) - -  o(v*(~t log ~ ; ~, ~)) 

ed analoghe relazioni valgono anche per  d l -  ~t l o g p , .  
T E O ~ M A  B. - Esiste un  ~ o >  1 tale vhe, per ogni k, con l < k < ~o, e 

per  ogni 0 < O, posto d --- ~ log ~, si ha (per ~ -~ -~- ~ )  : 

(4) exp  (log o ~) - -  o(v*(), log ~ ; ~, ~)) --- o(v(), log ~ ; ~, ~)) 

ed analoghe relazioni valgono per  d , "  ), l o g p , .  
F r a  le proposiz ioni  p re l iminar i  ehe ci s e rv i r anno  al la  d imost raz ione  di 

ques t i  due  teoremi  r i t en iamo oppor tuno  di e n u n e i a r e  qui  e sp l i e i t amen te  il 
t eo rema  seguente ,  ehe verr/~ d imos t ra to  al n. 4 :  

TEOREM.t C. - lnd ich iamo con Z(d  ; ~, ~) il  numero delle coppie (pi ,  P~÷L), 
contenute nell' intervallo ( ( t -  ~)~, ~), per le qual i  r isul ta  ~ < d;  cib equivale 

a 19orre : 

z(d; 
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Assumiamo poi d = ~(~), dove ~(~) ~ una funzione monotona non decre. 
scente tale the, per ~ ~ go, risulti  ¢p(~)~ a .  log ~, con a costante ~ 1. 

Se, per ~ abbastanza grande, si ha:  

z(~(~). ~, ~)~ c~ 
' logM 

con M e e costanti positive (M ~ 1, e naturalmente c ~ 1 per M - - 1 ) ,  allora, 
per ogni 0 ~ O, risulta (per ~ . - ~ - t - ~ )  : 

(5) exp (log o ~) ----- o(v(~(~) ; ~, ~) ---- o(v*(~(~) ; ~, ~). 

Enuneiamo qui infine un teorema the. in sostanza approfondisce e pre- 
cisa meglio il contenuto del teorema I, esposto in [1]. Si tratta del seguente :  

TEOaEMA D. - Sia f(~) una funzione monotona non decreseente soddi- 
sfaeente alla eondizione f ( ~ ) ~ ( 1 / 8 - - a ) . l o g ~ ,  per ~ abbastanza grande 

(a costante positiva opportuna 1 ) .  

Scelto k positivo ~ a esiste un numero f~ = f~(~, a, k) tale vhe, se per 
abbastanza grande risulta f(~) > f~, si avrd, posto d - -  f(~) : 

(6) Max ~* > k log ~/f(~) 

per ~ abbastanza grande. 
La dimostrazione del presente teorema si pub condurre in modo perfet- 

tamente analogo a quella  del teorema I, di [1], r icordato sopra, solo the  si 
sost i tuisea al lemma I (3), colSt impiegato, il seguente ('): 

LE1KI~IA 1. - _Fissato e ~> O, tutte le volte ehe d e ~ sono abbastanza grandi  
(in dipendenza esclusivamente di ~ e di e), si ha: 

Z(d; ~, ~)<(8+~)d. log ~ .  

3 .  - O s s e r v a z i o n l .  

Aceanto alle proposizioni enunciate nel n. precedente  vogliamo qui pro. 
spettare aleune osservazioni che ci sembrano degne di un certo interesse. 

OSSERVAZIONE 1 a. - Rieordiamo the  ~~ARDY e LITTL:EWOOD hanno formu- 
lato una conget tura  (~), in base alla quale il numero delle coppie (p~,pj) di 

(~) Qaesto lemma I si t rova  in [11 alia pag. 124, la d imostrazione del  teorema I ,  sem. 
pre in [1], segue alia pag. 125. 

(4) I l  presente  l emma 1 (come il  l emma I di [1]) b u n  immedia to  eorol lar io del l emma 2 
di [4], ivi  esposto e dimostrato  alle pagg. 146 e seg. 

{5) A. questo proposito si veda  la nota [21. 

A n n a l i  di Matemat ioa  40 
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numer i  p r imi  tali  c h e  p~ - -  p~ - -  2a ~ O, pj  ~ ~ ~ a s i n t o t i e o ~ a  : 

2 H .  II P - - l . ~ / l o g ~  per  ~ + c ~  (H---- H ( I  1 )) 
~ I ~ P - -  2 p>_a ( P - -  1) 2 " 

Ora segue  quas i  i m m e d i a t a m e n t e  dal  T e o r e m a  C, (~ sara  del res to  breve.  
mento  d imos t ra to  al n. 4 c h e :  so vale  la conge t tu r a  di ~r-IARDY e LITTLEWOOD, 
allora,  per  ogni d fisso ~ 2, si h a :  

(7) exp (log o ~) - -  o(v(d ; ~, ~)) ---- o(v*(d ; ~, ~)). 

OSSERVAZIOI~E 2 a. - S ia  a(~) una  fuuz ione  tale che, pe r  ~ ~ ~o, r i su l t ino  
soddis fa t te  le eondiz ion i :  

a(~) mono tona  ; a(~) ~ (logl0glog ~)* ; log ~/a(~) mono tona  

ed inol~re a(~) --* -}-c~ pe r  ~ --~ -~- ~ .  
Sia  poi q un  n u m e r o  pr imo tale ehe n e l l ' i n t e r v a l l o :  

q - -  log q/a(q), q ÷ log q/a(q) 

non eada  a l cun  n u m e r o  p r imo d iverse  da q. I1 numero  p r imo q si dir~ a l lora  
fortemente isolate. ~ s ta te  r e c e n t e m e n t e  d imos t ra to  ehe quasi tu t t i  i humer i  
p r imi  sono fo r t emente  isolati  (6), e n e  segue  ovv iamen te  ehe es is tono ca tene  
es tese  quan to  si vuole  d i  numer i  p r imi  fo r t emente  isolati .  

Noi vogl iamo qui  inol t re  osse rvare  che, posto d ~ log~/a(~), il T e o r e m a  D 
ei d~ i m m e d i a t a m e n t e  : 

(8) Max p* ~ ~(~)/(8 -b ~), pe r  ogni ~ ~ 0 e ~ ~ ~0(~, ¢). 

L a  (8) forn isce  un  l imite  infer iore  ( tendeute  all'cx~ ins ieme con ~) per  
l ' e s t e n s i o n e  del la  mass ima  ca tena  di h u m e r i  pr imi  fo r t emen te  isolat i  conte.  
nu ta  ne l l ' i n t e rva l l o  ( ( 1 -  ~)~, ~). 

OSSERVAZIONE 3 a. - La  l imi tazione infer iore  del Max ~* nel case  di un  d 
fisso era  s ta ta  da  noi a p p e n a  a e e e n n a t a  in [11, ~dle pag ine  125-26, dove si 
e ra  vo lu te  sol tanto,  con un  p roeed imen to  di p r ima  appross imazione ,  g iungere  
in qua lche  mode  al la  de t ta  maggioraz ione .  5Taturalmente il r i su l ta to  ~ faeil- 
men te  migl iorabi le ,  come aecenne remo  adesso.  

knz i t u t t o  va  osservato  che, f issato  ~ ~ 0, es is te  un do, d ipenden te  da 
e da ~, tale  ehe, per  ogni  d ~  d o si h a :  

1 
~Iax ~* ~ (8 + ~)d log ~ (~ ~ ~0(~q, ¢)) 

e ques ta  ~ aneora  u n ' i m m e d i a t a  eonseguenza  del  T e o r e m a  D. 
P e r  ogni d ~> 2 (e qu ind i  in pa r t i eo la re  p e r  gli even tua l i  d ~ d o) si pu6 

poi a r r iva re  f ae i lmen te  ad una  l imi taz ione pifi van tagg iosa  di q u e | l a  aeeeu- 
na ta  in [1], come ci ha fat to  osse rvare  il sig. K. PR~CI~Aa. 

(6) k questo propo~ito si vedano i lavori [.~[ e [6]. 
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Ad esempio si pub giungere con un calcolo relat ivamente semplice alla 
limitazione : 

1 
(9) Max ~* ~ 1 ~  log ~ (per ogni d ~ 2, ~ ~ ~o(~)) 

come sar'k accennato al n. 6. Tale risultato si potrebbe faci lmente migliorare 
spingendo i calcoli pitt innanzi, ma non abbiamo creduto opportune insi- 
stervi oltre. 

OSSEr~VAz~o~'E 4 a. - La forma esponenziale dei primi membri  delle rela- 
zioni (3) (4) (5) (7) 6 s t ret tamente legata alia espressione del resto nel teorema 
dei humer i  primi. Se si suppone diversa tale espressione quelle relazioni 
vengono in conseguenza modificate. Ad esempio supponendo vera l ' ipotesi  di 
R t ~ , ~ x ~  le rela~ioni suddette assumono una  forma del r ipe:  

(10) V~/log~ ~ = O(v). 

A1 n. 6 faremo vedere ad esempio per la relazione (3) come, sotto tale 
ipotesi, essa possa esser sostituita dalla (10) con ~--" 2. Considerazioni ana. 
loghe valgono per le altre relazioni. 

4. - D l m o s t r a z l o n e  d e l  T e o r e m l  A e C. 

Alia dimostrazione dei due teoremi premett iamo il seguente :  
L E M M A  2.  - Se T(~) e u n a  funz ione  monotona non de~rescente, ed esiste 

u n  ~ posi t ive  ~ 1, tale the r i su l t i  ¢p(~)< a .  log~, per  ~ ~ ~o, aUora posto 
d--cp(~),  i n u m e r i  ~ ,  relat iv i  alle eatene A(cp(~))nell'intervalto ((1--~])~, ~), 
soddis fano  alla l imi taz ione  : 

( l l)  == 0(~ • exp (--  log o ~)) per  ogni  0 ~ O. 

Si ha infa t t i ,  in ogni A :  

p s  ~ p .  + ~ . c~(~) ~ p,, + ~ . ~ log ~ ; N--~ n -t- p ; 

~ • ~ log~ ( d L i z /  (p,, ~ Z o ~ P ~ )  L i p N ~  L i p .  + 
\,.~o / ~ g O  

e quindi : 

Lip~v ~ L i p ,  + a~ log~ + log(1 - -  7]) 

log 
N - -  n + p < n + 0(~. exp ( ~  lg0 ~)) -,_ ~p log ~ - -  ~('O) ; 

per ~ ~ ~,(a, ~) si ha : ~ log~/(log ~ - -  c(~)) < 1, 

e quindi 
= O(~. exp (-- lg 0 ~)) c. v. d. 
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Da ques to  l e m m a  d i scende  subito il T e o r e m a  C. 
Sia  infat t i  ~0(~) def in i ta  come sopra e, posto d-----~(~), si abb ia :  

_ _ z(~o(~); ~, ~)_~=, ~, i~-~.  

Sara  allora,  per  0 < O, < O: 

exp (log o ~) = o(exp (log o  ̀~)/log M ~) ; 

e inoltre,  per  la (11) : Max p < c,~.  exp ( - -  log °1 ~) ; qu ind i  : 

% n  

v(~(~); ~7, ~) ~ ~I~ ~ c ~  exp (log o  ̀~) 
~ax ~ ~ c,~ 

exp (log °1 ~) 
~-~ ~ logM 

d' onde  seguo 1' asserto.  
Dal  T e o r e m a  C segue fac i lmen te  il T e o r e m a  A, ove si t enga  conto dei 

r i su l ta t i  del  R~co~, esposti  in [5]. P r e c i s a m e n t e  a noi in te ressa  la seguente  
proposizione (~): 

L E ~ i  3. - In  covrispondenza di ogni ~ (15/16 < ~ < 1) ~ sempre possi. 
bile trovare una  costante positiva c, per cui si ha:  

Z(t~ log ~ ; ~}, ~) > c ~ / l o g  ~. 

Sono qu ind i  soddisfa t te  le ipotesi  del  T e o r e m a  C per  ~ ( ~ ) - - ~ t l o g ~  e 
con  M - -  1. 

I1 T e o r e m a  A d iven ta  a l lora  un  caso par t i co la re  del  T e o r e m a  C e con 
eib esso ~ dimostra to .  

Dal  T e o r e m a  C der iva  poi anche  la seguen te  proposizione.  
6e per una certa costante positiva d si ha: 

(12) 

allora vale la relazione : 

(13) 
per ogni ~1 (0 < ~ 1 ) .  

Z(d ; 1, ~) c,~ log ~ 

exp (log o ~) ~ o(v(d ; ~, ~)) 

Dal la  (12) si o t t iene infatt i ,  con faci le  r ag ionamen to  (s): 

Z(d;  ~, ~ ) C , ~ l ~  > log ~ 

e si r icade  a l lora  nel le  ipotesi  del  T e o r e m a  C. 

(~ > O) per ~ --* + c~, 

(per ~ ~ ~o) 

(~) Si veda [5], Teorema X LV. 
(~) Per questo ragionamento si pu6 vedere [4], pag. 136, nora a pi& di pagina. 
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Indiehiamo poi con Z'(2a; ~, ~) il numero delle eoppie di numeri  primi 
(p~, p~), tali the  : (1 - -  ~)~ < p~ < p ~  ~ ~ ; p~ - - p ~  - -  2a, con a intero pos i t i ve .  

Se allora si sostituisee nel primo membro della (12) Z'(2a;  1, ~) in luogo 
di Z(d;  1, ~), si giunge faeilmente a un ' a l t r a  proposizione, perfe t tamente  
analoga alia precedente,  eve nella (13) si supponga : 2a < d ~  2 a - h  2. 

Si  ottiene infatti  da Z'(2a ; 1, ~) c,z c~/log M ~, con il solito ragionamento (s) : 

Z'(2a ; ~, ~) > (0 - -  ¢ )~  (per ~ ~ ~0) lg M 

ed essendo Z(d;  ~, ~ ~ Z'(2a;  ~, ~) si r i torna al solito al Teorema C. 
Ne risulta in partieolare provata l ' a f fermazione da noi fatta all 'Osser- 

vazione 1 a. 

5. - D l m o s t r ~ z i o n e  d e l  T e o r e m a  B .  

Passiamo era a dimostrare il Teorema B. 
A tal fine ci serviremo del seguente :  
LE~Mx 4. - Esistono due costanti k ~ 1 e c t ~ 0 per cui, posto 

d ~ ), log ~, si ha : 

(14) ~ 8, > c , ~  (per ~ ~ ~o) 

dove la sommatoria a primo membro si intende estesa a tutte le dif[erenze 
8~ ~ ), log ~ di numeri  pr imi  eonsecutivi compresi nell ' intervallo ((1 - -  ~)~, ~). 

Cib si deduce faci lmente dal Lemma 3. 
Consideriamo infatti  un numero ~ (15/16 ~ ~ ~ l) ed un altro numero 

), ~ ~, lasciando per era indeterminate  il valore di ),. Consideriamo poi le 
tre sommatorie, estese a tutte le differenze 8~ di numer i  primi eonseeutivi 
compresi nell '  intervallo ((1 - -  ~)~, ~) : 

Avremo : 

- -  " ; 2 "  

Per  il Lemma 3 possiamo scr ivere:  

~ dove c - -  c(~) > co > 0 per ~ ~ ~o Z(~ log ~ ; ~, ~) = c ~ g ~ ,  

e quindi (per ~ ~ ~0): 

Z(),log~.; ~, ~ , - - Z ( ~ l o g ~ ;  ~, ~ ) ~ ( 1 - - c  ÷ ~)~/log~, 

se ne deduce :  



318 M. Cu~IAm: Nuovi R,~sultati sulle <~ Catene >> di Nume~ Primi 

ed essendo : 

avremo : 

x + y ~  < { ( 1 _ o + ¢ ) X + ~ I ~ .  

Fissato al lora  e positive < Oo(1 ~ tt) ne r isulta (essendo : 0 ~ o o < 0 < 1) : 

1 - - o ~  > A =  1 - - ° ° ~  > 1 ,  
l ~ c + s  1--oo+s 

e quindi, quando sia:  1 < ), < A si avrA: 

Possiamo era dimostrare il Teorema B. 
Riferendooi al Lemma 4 .sia )'o l ' es t remo superiore dei ), per cui vale 

la (14). Scelto ), (,1 < ;(<),o) fissiamo d = ) ,  log ~ e consideriamo la i -es ima 
catena A*, ponendo in essa; M~ = (pN --p,,)/~*, sara quindi M ~ ) , l o g  ~. 
Ora avremo : 

1 
p~r=P,I+~*M~; L i p s ~  Lip,, +o*M~log~; 

N - - = n + ~ n + O ( ~ . e x p ( - - l o g ° , ~ ) ) + ~ * M d l o g ~  con 0 , < 0 ;  

se ne deduce :  

log ~ ~ 1 
ed essendo -M-~-~-~ < 1, se ne deduce :  

~*Mi = 0(~. log ~. exp (--  log o' ~) == 0(~ exp (--  log °'~ ~)) 

per ogni O~ < O~ < O. 
Ora abbiamo, per la (14): 

i-----1 ~t~.  log 

e quindi 

v*(k log ~ ; ~, ~) > Max ~*Mt ~ ~ exp (log °~ ~) 

e di qui segue l 'asserto per ogni 0 < O~ e quindi, per Farbitrariet~ di O~ e 0~, 
per ogni 0 < 0 .  
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6. - D i m o s t r a z i o n e  d e l l e  F o r m u l e  (9) e (10). 

Dimostriamo adesso la (9). 
Ci serviremo del noto teorema di VIGGO BRU~r, in base al quale si ha;  

per ogni a fisso e ~ abbastanza grande (in dipendenza di ~): 

Z'(2a; ~, ~ ) < C , .  II p - 1 .  ~ 
~ p i a P - - 2  log' 

( )) dove si pub assumere C, - -  (16 + ~ ) . H  H - -  1 1 
( p -  1)': " 

Ora abbiamo per un d fisso ~ 2: 

, ) -- II id- Id- < C, ~ Z d ~-<pl~ (p -- 2)(£o + 1) lo -~[  c < ~  

( ) 2 Z d a<IIp,, l + p  ~ . I I  1 + - -  • 
< C ,  log ~ p>J ( p - - 2 ) ( p  -t-1-) o < ~  

Si d imostra  poi faeilmente ehe, ad esempio: 

II 1 +  I 
p_>.~ (p - -  2)(p -t- 1) 10 

e pereib : 

i=:1 lo-og~-~ " "i"O ° O<:a~ -~- .2tfl a f (9) 

~ 21 Z 1 d 
- -  - -  " - - "  d -  "~- f - -~  C~ log ~ ~ 10 o<f_< ~ f 

'a~f 

21 ~ 1 21 C d ~q~ ~2 
~ c"2-b d" ~ ,~,f~ f , -~o  , ~ . ~ = A  

e sar'~ quindi anche v(d; ~], ~ ) <  A ed aneora v*(d; ~, [ ) ~  A-t -1 .  
Ora essendo : 

i:=1 i- I 

r .  

(~) Ua  caleolo di ques to  t lpo si pus  t r o v a r e  in [3 l, pag. t l5 .  
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se ne deduce (per ~ ~ ~0): 

Z ~* 
Max ~* ~ ,4---+--[ 

160 log 
> 2l(16 + 2~)Hn ~ - -d-  > 

160 
> 21(C~ -}- ~)7:*d log ~ > 

160 log ~ _ 1 
2 d 14 

2 1 . 1 6  • ~ .  10 

log 
d 

Accenniamo infinc alla forma che assume il Teorema A nell ' ipotesi  
di RIEM~X. 

Osserviamo in primo luogo c h e l a  (11) adesso si potr~ scrivere cosl: 

----- o(V~. log ~) 

come si deduce immedia~amente ricalcando la stessa linea di dimostrazione 
e tenendo eonto della suddetta ipotesi. 

h a  (5) diventa al lora:  

logM+ l ~ - -  O ( v ( ~ ( ~ )  ; ~, ~)) 

di qui, per -~(~.)= ~ log~, tenure conic del Lemma 3 si r icava immediatamente  : 

Y~ 0(v(~ log f" ~, 5) 
log "~ ~ -  

t he  ~ appunto la (10) con ~---2.  
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