
Distribuzione di mantisse e serie di potenze non prolungabili. 

~ o t a  dl FULVIA SKOF (a Milano). 

Santo .  • S i  p r e n d e  i n  esame u n  cri terio suff iciente di  J .  GERGE~ e D. V. W I D D E R ,  al to  a 
g a r a n t i r e  let n o n - p r o l u n g a b i l i t 4  d i  u n a  s6rie d i  po te#ze  fuor i  de l ia  c irconferenza d i  
convergenza,  e se ne fornisee u n a  general i~zazione,  s tabi lendo due n u o v i  cri teri  suf f ic ient i  : 
ci s i  vale  di  u n  teorema di  H. WEYL su l la  d i s t r ibue ione  delle man t i s s e  e d i  u n  teorema 
di  E. FABRY - G. P6r~YA sul le  serie d~ po tenze  non  proZungabi l i .  

O~ 

1. Introduzione.  - Fra  le serie di potenze f ( z ) - -  ~ a, ,z" ne esistono di 
~,~0 

quelle che non sono prolungabili  oltre il cerehio di convergenza, cio~ di 
quelle per le quali ogni punto della circonferenza di convergenza ~ eritico. 
Numerosi  studi furono rivolti a stabilire condizioni suffieienti per la non-  
prolungabilittt di una serie di potenze:  r icordiamo quelli par t icolarmente 
notevoli di J. HADA~ARD, E. FABR¥, G. SZEGtl, G. P6LYA, S. MANDELBROJT, ece. 

Tutti  questi criteri sufficienti  richiedono, sostanzialmente, la presenza 
nella successione t a .  t di tratti abbastanza estesi costituiti da coefficienti 
nulli  (oppure abbastanza piccoli in guisa c h e l a  loro soppressione perturbi  f{~) 
soltanto per una funzione additiva, rappresenta ta  da una serie col raggio di 
convergenza maggiore):  la presenza di tall tratti, detti ~ lacune ,), conferisce 
alla serie un carat tere  per il quale essa si dice ~ serie l a c u n a r e , .  

Accanto a lacune di questo tipo se ne sono considerate altre, di tipo 
pitt generale, che ammettono la presenza di coefficienti  ~ relat ivamente 
grandi ~>, purch~ ~ non troppo numerosi  ~, dei quali qualcuno in posizione 
pifi o meno vincolata. 

In  uno studio del 1928, J. GERG]~N e D. V. WIDDER (~) hanno dato il 
seguente criterio : 

T ~ o m ~ . . -  ¢ Se {n~! 6 una successione di interi  positivi tall che 
~--~+¢olim e2~i% x esiste per qualche numero irrazionale ~,, e s e  t a , h ~ ,  a,, h =~= O, 

una successione di numer i  tutti situati in un unico quadrante  del piano 
complesso, la serie 

a z'- l im I a% 1, 
~h ~ ~ 

non ~ prolungabi!e >~. 

(l) J .  (-~ERGEN - D. V. W 1 D D E R ,  ( ~  7'aylor's Series  a d m i t t i n g  the Circle o f  convergence 
as a s i n g u l a r  curve, ~ ,kmeri(,an J o u r n a l  of Mathemat ics  ~, 50 (1928), pp.  139-146. 
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Le ipotesi  che in questo cr i ter io  ass icurano  la suf f ic ienza  del la  eondi.  
zione ver tono : 

1 °) su l la  (~ ra refaz ione  • dei coeff ie ient i  non null i ,  a s s ieura ta  dal l 'es i -  
s tenza  del l imi te  dell '  esponenzia le  eU~i% )~, essendo ), c o n v e n i e n t e ;  

2 °) su l la  posizione del le  immag in i  dei coeff ie ient i  non  nul l i  che deb. 
bono appa r t ene re  ad un  quadran te .  

Poich~ i classiei  teoremi di FABR¥, PSLYA, HADAMARD, eee. per  la 
non -p ro lungab i l i t h  di una  serie di potenze r iehiedono sol tanto u n a  suf f ie iente  
ra refaz ione  del la  suecess ione i n h ! ,  ei s iamo propost i  di s tabi l i re  un  er i ter io  
pifi genera le  del preeedente ,  ehe possegga i seguent!  r equ i s i t i :  

1) In  esso non f igur i  la condizione ehe vincola  i eoeff ie ient i  non nul l i  
ad appa r t ene re  ad un  unieo q u a d r a n t e  del piano eomplesso. 

2) Quando si in te rpre t i  la eondizione r i gua rdan t e  l ' e sponenz ia le  eu'i%~ 
come u n a  condizione imposta  a l l ' ins ieme man t  ha), - -  ha), - -  [na),], appa r t enen te  
a l l ' i n t e rva l lo  (0, 1), esso imponga  a tale ins ieme u n a  condizione p ih  ampia  
de l l ' e s i s t enza  di un  solo punto  l imite.  

3) L a  condizione pifi ampia  di eui  al pun to  2) ga ran t i sea  la non-pro .  
iungabi l i t~  del la  serie di potenze anehe  quando  r i su l t i  ver i f ieata ,  anzieh~ 

lungo una  sueeess ione di lungo tu t t a  la suecess ione dei coeff ie ient i  i a,.j , 
t ra t t i ,  di ampiezza re la t iva  non inf in i tes ima,  ma lon tan i  l ' u n o  da l l ' a l t ro  
quan to  si voglia. 

2. I nuovi  c r i t e r i .  - Un elassieo teorema di H. WEYL (~) sul la  unifor-  
mitk  di d is t r ibuzione  delle man t  n), ne l l ' i n t e rva l lo  (0, 1) ei ha  eonsent i to  di 
perveni re  al seguente  eri terio,  ehe gode dei requis i t i  1) e 2) del n. p recedente  : 

TEOREMA I. - L a  serie di potenze E a,,jz"h abbia raggio di eonvergenza 1. 
Essa non ~ prolungabile fuori di [ z ] ~  1 se esiste un  numero irrazionale 
tale the l'insieme dei numeri  mant  n h X - - - n ~ k -  [nh),], contenuto nell ' intervallo 
(0, 1}, sia u n  insieme rinchiudibile (~). 

I1 t eorema enune ia to  ~ un  easo par t ieo lare  del seguente  teorema che 
gode di tu t t i  i requis i t i  1), 2) e 3) segnala t i  al n. p r e e e d e n t e :  

TEOR]~MA II .  - La  serie di potenze E a ,z"  abbia raggio di eonvergen~a 1. 
Essa non ~ prolungabile fuori  di [ z [ ~ 1 se ~ possibile determinate 
i) uua successione t Ph, qh! crescente di evppie di interi positivi (p~, q~), 

. . . ,  . . . ,  

ii) u n  numero irrazionale ~, 

(2) H.  WEYL~ ¢ ]~ath. Annalen ~, 77 (1916)~ pp. 313.352; vedi anehe G. H. ttARDY - 
E. 1~I. WRmI~T, An introduction to the theory of numbers~ Oxford (1988), p. 378. 

(a) Un insieme si dice rinchiudibile quando ad ogni ~ ~ 0 si pub coordinate un numero 
finito di intervalli (dipendente in generale da ~) tall ehe la somma delle lunghezze sia 
minore di ~ e ogni punto dell'insieme appartenga ad uno almeno di detti intervalli. 

Si -cede faeilmente che ogni insieme limitnto e rinchiudibile ha il derivato ancora 
limitato e rinehiudibile: vale anehe il vieeversa. 
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tall the 
1) qa - - P h  ~ (~Pa, (0 ~ 0, indipendente da h), 

2) lim [a,1 I t/~ - -  1, 
dove m pereorre la successione dei tratti 

p ~ m ~ q ~ ,  p ~ m ~ q . , . . . ,  P a ~ m g q ~ , . . .  

3) l ' insieme dei punt i  mant  mX ---- mX - -  [reX] (contenuto netl'intervallo 
(0, 1)), costruito col valori di m pei quali a,, :~= O, sia rinchiudibile. 

3. D i m o s t r a z i o n e  del  T e o r e m a  I L -  Ci limitiamo ad esporre la dimostra- 
z ione del solo Teorema II, essendo facile ottenere con alcune parti  di questa 
(come segnaleremo alia fine) la dimostrazione diret ta  del Teorema I. 

DIMOS~RAZIONE. - Possiamo supporre t he  sia Op~ ~ qh - -  Pa ~ Kpa con 
K indipendente  da h. Infatti ,  se cosi non fosse, incominciamo a scegliere 
nella successione degli indici  m una successione { l, t (eventualmente parziale) 
in guisa da avere [at, 111l, --~ 1. Diradando eventualmente  questa suceessione, 
si pub supporre t he  ad ogni tratto (Pa, q~) appar tenga al pifi un solo indi te  l, .  
Potranno aversi tratti (Ph, qh) nei quali non cade alcun indice l~: in questo 
caso si sopprima eiascuno di tali tratti. Continuiamo a denotare la successione 
di tratti  cosi ridotta con {Ph, qh! .  ]~ ovvio ehe tutte le ipotesi del teorema 
sono verificate ancora (compresa quella l i r a ]a , ,  I1/m-- 1, per  la presenza di 
un indi te  la nel tratto (Pa, qh); si ricordi anche the  ogni parte di un insieme 
rinchiudibile i~ a maggior ragione rinchiudibile). 

kdesso, passiamo a restr ingere ogni tratto (Ph, qh) in un tratto {p~', q~) 
intorno a lb. Fissato K >  20, si considerino due indici ph ~, qh' tali ehe sia 

Ph ~ Ph' ~ lh ~ q~' ~ q~ , OPh' < q~' - -  P~' < Kph'. 

(Questo ~ possibile, essendo q ~ -  Pa ~ 0Pa e K >  20. Infat t i  Ira tutte le cop- 
pie (Ph', qh') tall the  Pa ~ P a '  < q~ ~ qa, OPa ~ ~ qa' --  Pa' < Kpa', ne esistono 
di quelle con p a ' - - P a  e di quelle con qh'--~ qa, quindi ne esistono anche di 
quelle per le quali p ~ ' ~  la ~ q h ' ,  ovunque si trovi la. Fra  queste ult ime si 
pub scegliere ]a coppia (Ph', qa') in guisa the,  per esempio, qa' risulti massimo). 

Continuiamo a denotare con {p~, qa} i tratti  cosi r i s t re t t i ;  tut te le ipo- 
tesi del teorema continuano ad essere ver i f ica te :  di pih, esiste in ogni tratto 
(Pa, q~) un indiee l a tale the  l ata I1/zh--~ 1. 

Ordiniamo in u n ' u n i c a  successione {mat  tutti  gli interi  m, pei quali 
a, ,  :4=0, appartenent i  ai tratti  (Ph, q~), (h ~ 1, 2, 3, ...). 

I1 teorema r isul tera  stabilito se proveremo the  k/ma--~ O, poichb in tal 
caso potremo invocare un teorema di E. FABRY - G. PSLYA. 

Fissiamo una successione monotona decrescente di numer i  positivi 

{ Y " t  ~ , ,  > ~,2, ~ ... > ~,, ,  > ... (yr) . _  0t, 
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e ind ieh iamo con E il der ivato  dell '  ins ieme man tm) , .  Poieh~ m a n t m ) ,  ~ per  
ipotesi  r inchiudib i le ,  anche  E ~ r i nch iud ib i l e ;  quindi ,  scelto ~(r~ ~ possibile 
d e t e r m i n a r e  un  ins ieme A(r, di in terval l i  (in n u m e r o  f in i te  kr) A(1 ~}, A~ ~}, ..., A ~ ,  
tall  ehe pe r  la lore lunghezza  compless iva  si abbia  ~ ) q - - ~ ) - t - . . .  + B~)--8(~/, 

r 

e quando  ad essi si sos t i tu iscano gli in terval l i  A~, ~,'t ¥~) eoncent r ie i  e k l 2  ~ " ' ° '  ~ " ~ / ¢ r '  

r idott i  al ia meter r i spe t t i vamen te  di 5~ ~), A<~ ~}, A(~) l ' i n s i e m e  E r isul t i  con. 
t enure  n e l l ' i n s i e m e  ~(r, analogo a A ~''). P e r  ogni r suppon iamo scelto h ~r', 
e suppon iamo la scel ta  fat ta  in guisa  ehe sia A('"D h (r+' ' ,  ( r - - 1 ,  2, 3,...), 
eib ehe  non  l imi ta  la generalit,~t. 

Sia, per  ogni r (r = 1, 2, 3,...), i mr,,} (s ~-1,  2, 3 .... ) la suceess ione  
degli  in ter i  m, appa r t enen t i  ai t rat t i  (Pa, qa}, e tali  che  il n u m e r o  m a n t m k  
sia con tenu to  nell '  ins ieme A ('~ : 

~ 1 , 1 ~  ' / ~ 1 , 9 , . . . ,  ~ l , s , . . .  

~ 2 , 1 ,  ~ 2 , 2 ~  ...~ ~/f/2, s ,  ... 

• • • • • • , • • ° • • • • 

• • • • • , • • • • • • • • 

Proced i amo  con le seguent i  pieeole osservaz ioni :  
l) Ogni success ione  t mr, s } ( s - - 1 ,  2, 3, ...) i~ con tenu ta  nel le  suecess ioni  

/ m~,,, l (s ~ 1, 2, 3, ...) per  p < r, perch/) A (m D A ('°'. 
2) Fissa to  a rb i t r a r i amen te  r, la sueeess ione  t m a t  degli  in ter i  m ~ conte- 

nu ta  de f in i t i vamen te  (cio~ per  k.>_ko(r)) nel la  sueeess ione  Imp,, } i s - - 1 ,  2, 3, ...). 
Infa t t i ,  fuor i  di A ~r~ cade  al pifi un  n u m e r o  f ini te  di punt i  m a n t  mak. 

3) Die iamo v(/V; a, ,~) il n u m e r o  degli  in ter i  posit ivi  n<_~lV, tali ehe 
a <__ m a n t  n), ~ ~. P e r  il t eo rema  di H. WEYL, gi~t citato, sul la  equidis t r ibu-  
zione di m a n t n ) ,  nell '  in terval lo  (0, 1) 

dove  ¢ ~ 0 per  (a, ~) fisso e AT--* + oo. 

4) y v(N; ~,, ~i)= ~,--~,  . ~ r + i I N ;  ~,, ~,;...; ~ ,  ~,).N, 
i = l  "= 

dove ~ --~ 0 per  (~,, ~, ; . . . ;  e~, ~ )  fissi e AT--~ + oo. 
5) Posto (a~, ~ , ) -  A! ''), la re laz ione  p reeeden te  d iventa  

v ( N ;  a,",) = ~,", • AT + ~ , ( N ;  a'"') • 2V, 

dove e,.--~ 0 per  a ('' fisso e ~ - - ~  + co. 
6) Dic iamo v*(/V; A (r)) il n u m e r o  degli  in ter i  posit ivi  m__<A r, apparte-  

nen t i  ai t ra t t i  (Pt,  q~) ( 1 - - 1 ,  2, 3,...) e tali ehe i n u m e r i  man t ra ) ,  s iano 
in t e rn i  all '  i n s ieme  A ~r~. ]~ 

v*(AT; a',',) <__ v(;Y; a,,',), 
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da eui  
v*(N;  ~,,',) <=. ~ , - .  N + ~,.(N; a'~') • _~ < 2~'~' • N,  

per tutti  gli interi N ~  No(r), ed in part ieolare quando si seelga N - - m ~ , ,  ~_No(r). 
Si trova quindi 

v*(m~,, ; A ~') < 2Y m • m~. °. 

Ma quando si assume /V ~ m~,,, r isul ta  proprio v*---s,  per  cui  

8 
s ~ 2~ ( ~ .  m~,, ,  ~ < 2~ (m. 

7) Fissure ¢~ :> 0 arbitrario, si seelga r - - r ( ~ )  in mode ehe sia 2~ {m < a. 
Pe r  k~__ko(~), ogni Ms ~ in {mr,~t e. r isul ta  ms  mr.s(~) con k_~_.ko+s(k}.  
Dividendo per  Ms ques t 'u l t ima  relazione, si ottiene 

k ~ ko "-t s(k) 
m k  - -  m k  Mr,  s(k) 

e da ques ta  si r ieava 

- -  k 
lim - -  < a, 

k .--~ -{..co ~t'~ k 

poich~ per k ~ +cx~ ~ k_~o ~ 0 (essendo ko fisso) e anohe li-m s(k) < 
m a  ]c ~ +oo ~¢, s(k) ~ -  

Per  k > k I r isul ta  quindi ~ ~ ~, e poieh~ ~ ~ arbitrario ~ soddisfatta 
k 

la condizione - -  ~ 0. 
mk 

A questo punto possiamo dire ehe sussistono le ire condizioni:  

1. qa - - P a  > 0Pa, 

2. lim I am }1/~ -_  1, (Pa ~ m ~_~ qa ; h - -  1, 2, 3, ...), 
m *--*- --]-oo 

3. se {mat  ~ la suecessione per  eui a~,:4= 0, ~ __k .-. 0. 
~ a  

Si vede faei lmente ehe queste  tre ipotesi portano di couseguenza la 
validitfi delle ipotesi del seguente teorema di E. F/LBRY- G. P6LYA, nella 
forma enuneiata  in G. RICOI (~): 

T E O R E M A .  - ¢ La serie E a,,z n abbia  raggio di convergenza 1. Essa non 
prolungabi le  so ~ possibile determinare  una successione crescente  {Ph,  qa 1 

di eoppie  di interi  (p~, q,), {p~, q~), . . . ,  {Ph, qa},.., tale che si abbia:  

1°) q h -  P~ "~ OPh (0 ~ O, indipendente  da h;  h = 1, 2, 3, ...), 

2 o) lira I a~  t ~/'' - -  1 (Pa ~ m ~ qh ; h - -  1, 2, 3, ...), 

p) @. RIecx, Prolungabi l i td  e ultraconverge#~a dell6 sevie di  potenze, ModutaNio~e de| 
margine  dell8 lacune~ , Rendiconti di Matem. ,~ Univ.  Ist. Naz. alta Mat. Roma (in torso di 
pubblicazione). 
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3 °) ~ possibile seegliere va indici m nel tratto p~ ~ m ~ qh (h ~ 1, 2, 3, ...) 
in guisa che, so si denotano con m o gli indiei rimanenti ,  si abbia  

va/p~ --* O, lim I a~o 1 l/*n0 ~. 1 >>. 

Nel nostro case si eonsiderino come indici me quelli  m pei quali  am -~--0; 
allora ~ va il numero degli indici m pei quali  Pa ( m  ~ q h ,  a~  :4=0. 

So ma i~ contenuto nel tratto p a ' r : m a ~ q a  ed ~ l 'u l t imo indice m del 
tratto (Ph, qh), abbiamo 

- -v~  v l - ~ - ' ' ' - J ' - v h - k  ~ ( I ~ , - K ~ .  k k p~,---- ph ph ~ ~ (l + K) .  m~-- -* 0. 

Risultano eosi soddisfatte l e  eondizioni del teorema di E. FABRY - 
G. PSLYA e per tanto Ia serie ~ a , z "  non ~ prolungabile  fuori di I z I - -  1. 

NOTA.-  Pe r  qaanto  r iguarda la dimostrazione diret ta del Teorema I, 
essa si ottiene, mediante ovvie semplificazioni, dalla precedente :  f issata come 
sopra la suecessione monotona decrescenie  t8 ~r~ }, si costruisce una succes. 
sione doppia {n~,, t; il teorema di H. WEYL consente allora di verif icare 
the  per  ]a successione { na } ~ soddisfatta la condizione h/nh -* O, che esprime 
un elassieo criterio di E. FABRY per  la non-prolungabi l i t~  di una serie di 
potenze. 


