Sulla rappresentazione asintotica delle funzioni di Bessel
di uguale ordine ed argomento.

Memoria di Luict GaTTEsCHI (2 Bari).

Sunto. - Parfendo da wna rappresentazione integrale delle funzioni di HANKEL HS“(V) e Hf’(v)
e facendo uso della teoria delle serie inviluppanti di J. G. vaAN DER CORPUT s§i perviene
ad uno sviluppo asintotico delle funzioni di» BeSSEL Jy(v) e Yu(v) e 8 valuta il termine
complementare di tale sviluppo.

Sammary. - From an infegral rapresentation of the HANKEL functions H“,l)(v) and Héz)(v)
and by using vaN DER CORPUT s theory of enuveloping series we obiain an asymptotic
expansion for BESSEL functions Ju(v) and Y,(v). An wupper bound for the error term
is also obiained.

1. Introduzione. - Il problema della valutazione delle funzioni di BESSEL
Jx) e Y,(x) per grandi valori reali di v e di x & stato studiato dettagliata-
mente [1, cap. 8] ('), ma, nella maggior parte dei casi, non & possibile cono-
scere esattamente il campo di validitd delle formule ottenute.

Oltremodo complicata si presenta la questione quando V’ordine v e ’argo-
mento a sono pressochd uguali. Un primo risultato in tale senso, basato sul
principio della fase stazionaria, & dovuto a J. W. NiceoLsoN [l, p. 248]. Lo
svantaggio principale delle formule di NicHOLSON dipende dalla non rigoro-
sith del metodo col quale esse sono state oftenute, e questo ne rende impos-
sibile la determinazione del loro campo di validita.

Recenti ricerche di F. G. Tricom1 [2], K. M. SieckL e F. B. SLEATOR (3],
D. PARk [4] hanno mostrato che conoscendo J,(v) e Y,(v) & possibile ottenere
delle rappresentazioni asintotiche e delle disuguaglianze relative alle funzioni
Jyx) e Y, x). F. G. Trrcomr ha tra I’altro stabilito degli sviluppi formali
per J,(v) e X,(v).

In questo lavoro vengono ottenute per J,(v) e Y,(v) le due formule

1 7=t BVEEL 9p4q
JV(V) = —3‘1%—1’20 Dp(;) sen 3 A Pi,
o —1rs 2p+1 \(6\2H
Y (v)= -3;~p§0 (Bp ~+ D, cos 3 TC)(;) P 0,

('} I numeri in grassetto fra parentesi quadra si riferiscono alla bibliografia posta alla
fine della Memoria.
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dove

— e )
B, & mG’) Am,r (1—+ Ly m),

=m= —3——

(=6 2p + 1 2n )3 v
=X 0 —a —| &
Dy, S Tl W i ( 3 m, (V - ) ,

essendo AL il coefficiente di £* nello sviluppo di

Gi+rira+

in serie di potenze di &.

E data inoltre una esplicita valutazione di p, e p,.

Nello stabilire le formule di cui sopra abbiamo fatto ricorso alla teoria
delle serie inviluppanti introdotta recentemente da J. G. VAN DER CoORPUT
[5, 6]. Nel paragrafo seguente diamo un breve cenno di tale teoria.

2. Cenni sulla teoria delle serie inviluppanti.
Si considerino le due serie formali

[e} [e ]
2 a,, z 4,
n=>0 n=0

dove gli @, sono reali o complessi e gli 4, reali non negativi.

Se accade che
I a’n I SAn; ("4:0, 1, 2, ...)

o0 Q©

allora la serie 3 A4, & detta una maggiorante della serie ¥ a,. Indicheremo
n=0 n=0

cid con la notazione di POINCARE

@ )
o, << 2 A,.
n=0

n=0
: x . - .
Diremo inoltre che la serie X a, inviluppa il numero s rispetto alla

n=0

e
maggiorante X 4,, se per =0, 1, 2, ..., risulta
7n=0
I 8§ — (a’o + 0 +an—1) | gAn;

e scriveremo, con la notazione di J. G. vAN DER CORPUT.

2] o]
s 2 a, << % A4,.

n=0 n=0

Quanto sopra equivale a

n—1
s=zan+’3'nAn; I'&nlsl'
h=0
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Nel caso particolare 4, =21 |a,|, dove A =1 e non dipende da n,
x
diremo che s ¢ inviluppalo da Z a, con il fatlore A.
0

Negli sviluppi asintotici noi ci dobbiamo talvolta accontentare dell’ordine
di grandezza dei termini della maggiorante, al contrario, lo scopo principale
della teoria delle serie inviluppanti & la determinazione di maggioranti i
termini delle quali siano completamente noti. Noi possiamo cosi disporre non
solo dell’ordine di grandezza dell’errore nello sviluppo in esame ma anche
di un suo confine superiore, e cid & della massima importanza ai fini del
calcolo numerico.

Ci limitiamo qui a riportare due teoremi dei quali faremo uso nel seguito.
Per la dimostrazione rimandiamo ai due vélumi di J. G. vAN DER CorpuUT [5, 6].

1) Teorema della sostituzione formale. Se

n=0

[o'e] oC
i< 2 b,8" << I B,|s|",
n=0
[= 0] [o
8= 2 a,u" << 3 4,|2|"
n=1 n=1
allora
o0 =l
t= Tt << 3 C, 2|1,
n=0 n=0
dove le due serie di polenze

(e o] [o.0]
2 ¢.2", 2 C.lzn,
n=>0 n=0

sono ottenule rispettivamente dallo sviluppo secondo le polenze di z delle serie
@ [eo] m @ e m
5 b;,,(za,,zn) , 3 Bm(sA,,1z|") .
n=0 n=1 =0 n=1

2) Teorema d integrazione. Sia la funzione f(z) definita ed integrabile
lungo una curva I' del piano complesso 2, se risulla inolire
@X [e2]

fo)= T wnle) << 2 U,6)

e gli integrali

]u,,(z)dz, / U, (2)dz, n=0,1, 2.
T

r
esistono, allora

[f(z}dz« 3 [u,,(z)dz <<_”§0Ff U.(2)|dz].

L n=0 |
r r
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3. Alcuni risultati preliminari.

Per le funzioni di HANKEL, o funzioni di BESSEL di terza specie,
H ), Hfg)(w) valgono le seguenti rappresentazioni integrali di SOMMERFELD
[1, p. 178]

. T
( 1 ) Hsl)(w) — ;: f grsenha—vzgy
co-im
.~
(2) Hv(ﬂ)(w) —_ jn_zf exsenhz—zvgly
wo—in

dove il cammino di integrazione, in accordo col «mefodo del colle » [1, p. 240],
8, per il primo integrale, quello indicato in figura e per il secondo il cam-
mino simmetrico del precedente rispetfo all’asse reale.

"
A(m/VF +ix)

whoo-

V
4

«

Fig. 1.

Nel caso particolare x = v la (1) diviene

—Q0
(3) Hﬁl’(v)=;’t j eHsenh z—a)gig,
coiT
Sulla semiretta per 4 si ha
| ev(senh z—2) I — g—v(senh 54-5)’

senh &+ E=3.
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quindi
o-Him [«
‘—— [ evlsenh z—2)gy | o~ | g—v(senh E-}-é)dg <
T :
g—Hn \/L%
@ —_
. e—-vn/\/‘a’
< j eotdE =",
I
gl
da cui segue
. A
(4} H‘fl)(v) —_ ?% j ev(senhz—z)ly 4 [ evisenhz—2)gfy 4 ¢ ,
-—00 0
e—‘VTI/’\/g
(5) le) <——.

Passiamo ora alla valutazione dell’ integrale

0 @
I__—_fev(senh z——z)dz — /e-—v(senh p—-p)dp’
00 0
che possiamo anche scrivere

00
I = [ e—vp'/6g—v(senh p——p——pﬂ/ﬁ)dp.
o

K necessario a questo punto determinare una serie inviluppante la funzione

e—v(senh p-—p—p3/6)_

Si ha
senh ¢ —p —%i=§5f+7p~:+ +i~2—k—2_—:—+;)!+.",
da cui
p3 ne—1 P R43 2n-t-3
senhp—p—T— 2 Skt 51| = @n 31 °%0#
e quindi
P3 <o p2!¢+3 @© P2k+3
senhp —p 75 = k2=1 @k 3 <<k§-'n=1 mcosh p.
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Per la funzione e~*%, con x positivo, si ha invece che essa & inviluppata
dal suo sviluppo con il fattore 1, ciod

fo's] (__ 1)33}* co wk
~ = zZ.
. ey R N1

Applicando il teorema della sostituzione formale alle due serie invilup-
panti trovate si oftiene

e-—v(seuhp—p—%) = °2° (— 6)™ A(m) (VP ) P2(I;+m) <<
k,m=0 M. m! 6 ‘

e ozo (6 cos hp)™ A(M) vps)mpz(u+m)’
k,m=0 wm ! 6

avendo posto

1 &8 & " F 4w
(6) (5v+7v+9v+ ) =24
il che implica, per i primi valori di £,
A5 1 (m) _ m A — 6m(6m + 1)

=g A T preT BT

Ne segue per il teorema di integrazione delle serie inviluppanii,

7 %0 6) A(m)j e—vp"’/G( 6) P My < <
¢

k,m=0 m‘
© 6™ (M) } v [YO°\™ 2R 1)
<< § b j (cosh p) e (?) prAEm .
m=
0

L’ integrale

o0
f e‘—Vf)sl{ﬁ (%p:;)mpz(k"" m)dp

0

pud agevolmente caleolarsi ricorrendo al cambiamento di variabile

an
o=

(9)2(k+m)+1 / J— 2uc+m—-1)d '
\/

che lo trasforma in

I

o)

2(fe-+m)+1 -
= é (f—j ~—3 I (20%4%]‘:)—_:——1 -+ m)
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ed abbiamo allora

1 © (6™ (6 2WEEHL B 4 F)4+-1
I*ék,f_o i AE () 5 I‘(—-—g——+m)<<
6™ oo Vo™
<< Z A(m) / (cosh p)me—v.osm(_é_) ptiA+mgy,

k,m=0M
0

Non ci restano ora che da valutare gli integrali figuranti nella serie
maggioranfe ciod

m 3
. m
A f (cosh p)me—rle ("_g) prrrmdy <

° 3\m '
<fe”lp—-yp’/6(%) P'(h'f'm)dpl

Si ponga

(s

Jl =f emp—vpﬂlﬁ(y_g),’lpﬁ(k+m)dp’
J, = [ emP“VP“IG(%PS) ptr+mgp,
(fm)3
1
Si ha per 0<<p << (12m/v)*
Pt 2,12
o — v 0 §3mL v

quindi
(12m) L (2k-+6m--1)

v
8 o +om4+1
— 6>k+§m s (2m)t ™ 2(21!:-;-!5»:-;-1)
% +- bm + 1~

I
Inoltre poiché per p > (12m/v)? risulta,

vt B e Y

mp — vp'/6 < — 756°

Annali di Matematica 15
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gi ha
[+ o]

o]
2k+5m+4-1 2k-1-Bm+-1
J, < 1(! )m(_1v2) 5 f ettt 3 ldl <

36 1
35

2he-Bm+1 (@\2Kk+2mt1_ /9 .
<—;2 3 (6> - 'I‘(2—————-—(m+3k)+1 -+ m\

wle

v

Ne viene dunque per Ji,m
2 g/B (6\iy 30yt (2m)
Tum < O e

2 5mA1 [@\2km)L
1 2 3 (6) 3 r (%___':;'_l)_j—_} + m) .

2k~ bm-4-1

3

Y

Si ha cosl per I la seguente rappresentazione

2 (—6)” A,?,)(ﬁ)?———‘mg"’+’p(2(m + k) + 1
v

I

————— 3

1
= gk.m_—_o m ! M I'n) <<

@© 6m m)
<< X ——'Ak Jk,m-
k,m:—:()'rn.

Raccogliendo i termini in cui s - k ha un determinato valore p, segne che

1o (6er =

5 2 Byl- 20
(8) I= 3P=0 p(V) : <<p=0 ?
avendo posto

— 1L -
o By= 3 E (B ) |,
m=
p 6m "

(10) =2~ A T -
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Per la valutazione dell’integrale

275

4
I +il,= f evisenhz—z)gy
0
posto
z = peinlB, OSPSV3
si ha
2n
Ve 1B_m/3
i
1, +il, = J Gorlsonn o™~ €) iy,
Occorre ora inviluppare la funzione
e—v( r) "/3— senh pe‘"l 3— -P-a )
Come precedentemente, da
3 3 3 2 3m
imR ins _ P . __P P ( e
pe senh pe 8 6 —+ 6 14
segue

s co pzk+3 b
@1 <K @ yiohe
Applicando il teorema di sostituzione formale avremo
= ini8 infd_ . o] (__ 6)m 2(m+k)1ri ypi\m
v{pe senh pe 16 3 {m] ) 2om-+ky (Y€
e ( )«k,mzo———m! Ay [ (6) <L
S (6.cosho)™ 6y (VO\™ yimans
<<k,§:oT Ak (—6—) p ’
da cui
L.
[e}
I +il,< X

L),

. P ] PE’H-J A& ni
pe™ — genh peitl? — I 3

%) At bt e
k, m= “m! ’

-/ e...vpals (Vps)m !(m+k)d < <
"6 ° P
0
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Per gli integrali che figurano nella serie maggiorante si ha

on
V3 3
m
[ (cosh P)"‘e_”ﬁ's(%) p*mthdp <

* 3I\m
< [ (cosh p)me—eto (Zg“ ) el P
0

Posto poi vp*/6 = { otteniamo

311
\/5_. 3\ 7
e-—v{,a/(i(\_lﬁgA) 92(m+k)dP:
g
2x\3v
2(m+k)-1 [;\/_5) ¢ Am--k—1)
e e
_ 1 (GyEmihi F<2(m +B+1 (21;)3 v)
= é(‘v) T3 ™ ale)

avendo indicato con I'(¢, x) la funzione gamma incompleta definita da

@

I(a, «)= j e—Ha—idt,

)

Si ha cosi
. 8ym 2Am-+k)-1 . /6 AUAm+-K)-1 )
VAR A ; 3 (’—(—;)——A(Icm)e 3 ’"(@) 3 I‘(M +m
x,m=0 m! v 3

® @gm ()
<<k E_OwAk Jk,m;
y M= *

da cui, come per |’analoga valutazione di I

9p11 2p 41
1§D§p3ep3’"<<§0,
»\y oo P

L+il,~g 2

avendo posto

) D= £ G A (B m (5

— £\ 3
S e en () |

e con C, dato dalla (10).

Ra 0.
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Separando il reale dall’immaginario otteniamo

. 12 (6)9P+1 2p+1 (6)@*_‘ 2p+1 ®
(12) I, +il, = 3,50?1)” ;) B cos —p— T+ <D 5 sen —g—m <<p,_:,00p.
Se osserviamo ora che per la (7) &

2p+4-3m-+1

Bypimit (2m) 3
Jp_mmge3 (v) 2 +3m + 1 it

2p-3mt1 /G\2p+1
£ T3 (v)pa P(?p;—l +m),

+1
32
e che, per 0 << m < p,

2p-1-3m-j-1 5p-+1
(2m) 2 (2p) e
2 +3m+1 bp+ L’

avremo per v =6

5p+1
6\2p+1¢ 2 » 210 2P+1 (‘ZP) 3 1 95174-1 2p +1 J

La (8) e la (12) potranno quindi essere scritte

6\2 +1
{14} ( ) <<§2 Eps
1= 5\t RSN
(18) 1, +il,= 5 3 D,,(f’) 300 21" +1 —i—iDp(ﬁ)%“sean:'—l <<
p=0 v ',; r; ()

essendo per la (10) e per la (13)

L i
» v

5
1 2p+1 @6
g2 r( ; +p)$mzom

(16)

|
A, |
|
t

4. Valutazione asintotica di J,(v) e Y,(v).
Per le posizioni fatte nel paragrafo precedente abbiamo
"HOY) =L — (I, + i+«
con
e—:‘iﬂ/\'%

|5|<—v ’
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e conseguentemente dalla (2)
nHOv) =1, + (I, + I)i +¢.
da queste per le note relazioni

H%) + H(2)

__HY) — HP)
2 ? -

Yv(z) 2 i ’

J\,(z) =

segue
rdy(v) = I, - ¢, nY,(v)=— (I, + I)+e.

Dalla (14) e dalla (15) si ha

173 6\2p11
I _-SPEOBP(;) 8 47y,
LGt (6t 2p 41
I = gpion(—) 37008 =g —T 41,
A 6\l 2p 1
Iz—ngOD,,(;) B sen =m— T+ 1y,

dove |7%,| <e, ed ¢,, B,, D, sono dati rispettivamente dalla (16), (9), (11).
Se ne deducono per J,(v) e Y,(v) i seguenti sviluppi asintotici (cfr. for-
mule (6), (9), (11), (16)).

13t 6%l 2p 41 e+ 1,
Jv(v)_g—T—:pioD,(—) 5 sen L Sn 4t
— 1731 (6\2p31 2p+1 + 27,
(17) YV(V}=3—RP2=‘0(;) 3 (B,,-Q-D,,cos p3 r:)+e n’l ,
—yr/A/8
lns‘i<5ra E€l<ev s v=6.

5. Un’applicazione dei precedenti risultati. - Vogliamo ora stabilire ser-
vendoci della prima delle (17) una semplicissima limitazione per J,(v).
Per r=2 si ha

1 G\L T,oe+N,
(18) Jv) = 3_1—:1)" (v)d sen g +—,

T

con

Iy

4 6\a 14
| s | s(g)% [e%l/; Kg)“ﬁi 3270 (g + 2)‘(11‘5” + 641 4 1848).
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Dopo qualche calcolo, tenuto conto che &

p=rl5 ()4,

si ha
1 Ar\dy
Mg (v5) 8!
(19) W) =——roaoao—+op,
2 4 i
2386nys
con
' e—tiVE 1 4/6\s
(19) lel < e +?(;)3.

La (19) & in accordo con la formula asintotica di CaucmY [1, p. 231]

7
e 8

RN T
233emys

salvo che in lunogo della funzione gamma vi figura la gamma incompleta.
Se gi osserva che @

1 [2may N E Eemyey e
l}g’ (V%) B‘=F(—)~—‘ﬁ‘e \\3'63(4—:)6\ 3, 0(5‘<1

a {19) pud allora scriversi

eon

le*l<lel| +

-

‘)‘3301;\;3(

um
\_/

ne segue per la (19)

L 2m\3

e V3 40,521 e_(ﬁ‘) g "' 4_(6)% '

| o* | << bt
e* s v T \V
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La (19) pud ulteriormente migliorarsi con 1’ osservare che la formula di
CAvUcHY da un’approssimazione per eccesso di J,(v) [1, p. 269]. Si ha pertanto

1
(20) Jyv) = i(g) — 8 |,

2.4 4
233sny3

con 0 <fB<1e

(20') N = —- + —

6
Ty T \V

;

o {2y
e V3 40521e («/5)“ 1,4(
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