
Sulla rappresentazione asiutotica delle funzioni di Bessel 
di uguale ordine ed argomento. 

Memoria di LuIGI GATTESCHI (a Bari). 

Santo. - Par~ettdo da nna rappresefttazione integrale delle funmioni di HANKEL H~I)(v) e//~vf)(v) 
e facendo use della teoria delle serie inviluppanti di J. G. vx~ DER CORPUT 8i perviene 
ad uno sviluppo asintotieo delle funzioni di. BESS~.L Jr(v) e Yv(v) e si valuta il termine 
eomplsmentare di tale sviluppo. 

Summary. - From an integral rapresentation of the HANKEL functions .~l)(v) and I-/~2)(V) 
and by using vA~ D~a GORPL~' S theory of  enveloping series we obtain an asymptotic 
expansion for BESSEL functions Jr(v) and Yv(v). An upper bound for the error term 
is also obtained. 

1 .  I n t r o d u z i o n e .  - I1 problema del la  va lu taz ione  del le  funzioni  di BESSEL 
J~(~) e Y~(x) per  g randi  valori  rea l i  di v e di ~ ~ s tate  s tudia to  det tagl ia ta-  
mente  [1, cap. 8] (l), ma,  nel la  maggior  par te  dei cast, non  ~ possibi le  cono- 
seere e sa t t amen te  il campo di validit~t delle fo rmule  o t tenute .  

01tremodo compl iea ta  si p resenta  la ques t ione  quando  l 'o rd ine  v e l 'argo- 
mento  x sono pressoch~ ugual i .  Un  pr imo r i su l ta to  in tale  sense, basato sul  
pr incipio  del la  fase s tazionaria ,  i~ dovuto a J. W.  NICHOLSON [1, p. 248]. LO 
svantaggio pr inc ipa le  delle fo rmule  di NIOHOLSON dipendc  da l la  non rigoro- 
sit~ del metodo col qua le  esse sono s ta te  o t tenute ,  e qucsto ne  rende  impos- 
sibile la de te rminaz ione  del lore eampo di validitk.  

Reeent i  r ieerche  di F. G. TRTCO~I [2], K. M. SIEGEL C F. B. SLEATOR [3], 
D. PARK [4] hanno  most ra to  ehe conoseendo J jv)  e YJv) ~ possibile o t tenere  
delle rapprescn taz ion i  as in to t iche  e dellc d i suguagl ianzc  re la t ive  al le funzioni  
J~(x) e Y~($). F. G. TaIcO~I  ha  t ra  l ' a l t ro  s tabil i to degli  svi luppi  formal i  
per  J~(v) e X~(v). 

I n  questo lavoro vengono o t tenute  per  J~(v) e Yjv} le due  formule  

1 ,-- i  /6~2~+ ~ i~)-*-I  

o~ p=o \v/  

= + D ,  c o s  + 

(t) I numeri in grassetto fra parentesi quadra si riferiseono alla bibliografia posta alia 
fine della ~emoria. 
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dove 

( ) B~= z (-- 6)~A~.,r .9p+1 ,,,=0 m! - - 3 -  + m  , 

v (--6)" ( +-2p  ____ (2=13 v ~ 
D v = ~ A~v~,,,r + m, 

,,,=0 mI \ 3 \V~/  6]' 

essendo A[ ") il eoeffieiente di ~k hello sviluppo di 

~t ...fn, 

in serie di potenze di ~. 
~] data  inoltre una esplicita valutazione di p, e p~. 
Nello stabil ire le formule di cui sopra abbiamo fatto ricorso alia teoria 

delle serie inviluppanti  introdotta reeentemente  da J. G. VAl~ DER CORPUT 
[5, 6]. Nel paragrafo seguente diamo un breve cenno di tale teoria. 

2. Cenni sulla teor ia  delle serie invi luppant i .  
Si considerino le due serie formali 

oo (3o 

a . ,  ~ A . ,  
n=O n~---'O 

dove gli a,, sono reali o oomplessi e gli A,, reali  non negativi. 
Se aecade ohe 

l a .  I ~A,,, (n=0, 1, 2,...) 
(30 OO 

allora la some ~ A,, ~ detta una maggiorante delia serie Y. a , .  Indieheremo 
~=0  *t.=0 

cib con la notazione di POII~IOAR~ 

x a,, << ~ A . .  
n----O ~=0 

o~ 

Diremo inoltre the  la serie ~2 a,, inv i luppa  il  numefo  s rispetto alia 
O0 ~ : 0  

maggiorante ~ A , ,  se per  n - - O ,  1, 2, ..., r isul ta  
n = O  

I s - - ( a o  + a .  + .... + a . _ , )  I ~ A . ,  

e serivoremo, con la notazione di ft. G. vxl~ D~R CORPUT. 

8 " :  

Quanto sopra equivale  a 

oo oo 
x a,, < <  ~ A . .  

•-----0 ~t=O 

n--1 
S = ~' a,, + i f .A. ,  

h-----O 
la,. I ~ i .  
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Nel ease particolare A,, = ) , l a ,  l ,  dove X >  1 e non dipende da n, 
(30 

diromo the  s @ inviluppato da E a ,  con il fattore k. 

Nogli sviluppi asintotiei noi ci dobbiamo talvolta aecontentare  dell 'ordine 
di grandezza dei termini  della maggiorante,  al contrario, lo scope principale 
della teoria delle serie inviluppanti  ~ la determinazione di maggioranti  i 
termini  delle quali siano eompletamente noti. Noi possiamo cosi disporre non 
solo dell' ordine di grandezza dell '  errore nello sviluppo in esame ma anche 
di an  sue confine superiore, e cib ~ della massima importanza ai fini del 
calcolo numerieo.  

Ci limitiamo qui a r iportare due teoremi dei quali faremo use nel segaito. 
Pe r  la dimostrazione r imandiamo ai due vOlumi di J. G. vAN DER CORPUT [5, 6]. 

1) Teorema della sostituzione formale. Se 

t-~ ~ b,,s ~ < <  2~ B .  Is [", 
~t~O n~O 

s -~ Y. a . ~ "  < <  ~. A;, ] • [", 
n:- : l  ~ t=l  

aUora 
OD O0 

t - ~  Z c . z "  << Z C . ' , z l "  , 
;'t=O n= 0 

dove le due serie di polenze 
OO O0 

~. c , ,~ , ,  .v. C,, l z f ' ,  
n - - O  n ~ O  

sono oltenute rispettivamente dallo sviluppo secondo le potenze di z delle serie 

2ob.lLo,,. ) B i n  . z " . 
O 

2) Teorema d'integrazione. Sia la funzione f(z~ definita ed integrabile 
lunge una ourva F del piano complesso ~, se risulla inoltre 

co  (3o 

f(~)-~ ~ u.(~) < <  ~ u.(z), 

e gli integrali 

esistono, allora 

]'u,(~)dz, f U,(z}dz, (n - -  O, 1, 2, ...) 
P r 

f(z)d~-~ Z u,,(z)dz < <  E U,,(z) i dz I. 
P F F 
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3. Alcuni risultati preliminari. 
Per  le funzioni di HA/~TKEL, 0 funzioni di BESSEL di terza specie, 

H~I)(x), H~}(x) valgono le seguenti rappresentazioni integrali  di SOMMERF~T,D 
[1, p. 178] 

----oo 

{if _ i g 
(1) H~ (~) - -  ~ l exsenhz--vzdz' 

J 

(2} 

-*--co 

dove il cammino di integrazione, in accordo col ¢ metodo del colle )) [1, p. 240], 
~, per il primo integrale , quello indicato in f igura e per il secondo il cam- 
mino simmetrico del precedente  rispetto al l 'asse reale. 

° I 

A ( - / ~  + L ~ )  
( 

F i g .  1. 

(3} 

m ~  

Nel caso particolare x : v la (1) diviene 

--CO 

H (1) v - - i  [" ( ) - -  ~ ] e~{senh z--w) d ~  , 

co-~ig  

Sulla semiret ta  per A si ha 

I ev(seahz--z} [ "--e-v(~e"h~+~}, 

senh ~ + ~ ;> ~ 3 '  
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quindi 

Oo 

. e_vrcl#g 
< e-~d~ - -  v ' 

. g  

q~ 

da cui segue 
o A 

,,, 
0 

e-.v-~/~/~ 
(5) I t l  < - -  v 

Passiamo ora alla valutazione dell ' integrale 

0 ov 

I - -  f e~(~onh z-z)dz - - . /  e.-v(senh e-p)dp, 

ehe possiamo anche scrivere 

[ ----  .f e--vP'~/6e--'~(sen h 

0 

p-P-P/6)dp. 

~] necessario a questo punto determinare una serie inviluppante la funzione 

Si ha, 

da cu i  

~--v(senh  p--p--pal6). 

s e n h p - - p - - ~ = ~ +  . + ' " + i 2  k + l ) !  

e quindi 

12k + 3) ! ~ (2n + 3) ! cosh p, 

senh p - -  ~ - - 6 -  "~ ~=1 ~ (2k + 3) ! ( ~  =1 (2k + 3) .~ cosh  p. 
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Per  la funzione e -~, con a~ positivo, si ha  invece the  essa i~ inviluppata 
dal suo sviluppo con il fattore 1, cioi~ 

( - - I ) ~  ~ co ~ 
e-~-~ ~ . ~ <  ~ - -  

~:=o k ! ~::o k I" 

Applicando il teorema della sostituzione formale alle due serie invilup. 
panti  trovate si ottiene 

oo (6 cos h0) m A(k,))) a m 

avendo posto 

(6) 

il ehe impliea, per i primi valori di k, 

A(o,),)__ 1 A i m )  m A~,,, ) .-= _6m(6m + i) 
15 !),n, 15 ! ) '"- '7 !' 15 !)'~-'7 ! 9 I '  .... 

Ne segue per il teorema di integrazione delle serie inviluppanti,  

1 "~ ~" m ! A[km) e--v~l° P"(~+m)dP ~ <  
k, m= 0 

0 

oO 

< <  ~ A(~ ~) (cosh,~W'-~/o/'~" | O,,~+-,do. ~,  e \ 6 ]  
k, m- -0  

0 

L' in tegra le  

f e--vP3/6(6)Y~a mf~2(a+m)d~ 
0 

pub agevohnente calcolarsi r icorrendo al cambiamento di variabile 

" I 1 

0 = \ v ]  ' 

ehe lo t rasforma in 
oo 

/ ~ \ ~ ( ~ + m ) + 1  / _ 2 (k+m-- i )  
11~)-- "-~-~ J e - t t  m-v ~ d , - -  
3 

0 
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ed abbiamo allora 

, : ~ -6) - . , . )<~, , , -+ , ,+ ,o( , ( , ,++, , )+ ,  ) 
k, )n=O 

oo c¢ 6 m j" /v-3.m 
< <  ~, --..,,',,-, (oo,,h,,).,,,-...,,o{~)o'<"+"<~o. 

/c, m = O  i n  ! 
0 

Non ci rostano ora ehe da valutare gli 
maggiorante eio6 

Si ponga, 

integrali figuranti nella serie 

quindi 

f . / V ~ s \ m  

J,,,,,,=j(oo,,,, o)',-+,'t~- ) o''+"'do < 
0 

oo 

0 

J, 
t~) I 

-/ 
0 

oo 

a+=f (+?)) 
! 

Si ha, per  0 ~ p _~_ (12m/v) +- 

emP-vo~16(~)mpiill+m)d(l. 

p~ ~ 11~,7~ 
l i l~  - -  V 6 -~ 3 t it  f V ' 

J ' < ~ '  "T(~ i~, ~ k + 5 . + 1  = 

- '  0-+ - - e  ~ 1/2., -I 0~+5-+1) 

2k -t- 5m -I- 1 " 

1 

Inoltro poieh6 per ~ > (12m/v) ~ risulta, 

.V mp -- vpV6 < -- ~-~ ,o 3, 

Anna|i di Mat~mt*tioa !13 
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si ha 
O0 

J~ < e l~Pp~a+~d~, 

e, oon il cambiamento di variabile 

v 

1 Iv \m/12\~k+5~+l f llk+Sm-~-I '1' < 8/~) tT-) -~ - -~  J e-'t--~ . . . .  1dr  ( 

12 

< ~ 2 - T - -  +@'+:r ~ + k)+l  ~/ 
3 + /" 

(7) 

No viene dunque  per  Jk,~ 
'2k-F 5m@l 

Jk, , ,  ( e 3 "  k-~- ~ ~+ ~ 2k + 5 . m - + i  + 

1 ~k+5"+'/6\~'k+')+l / ) 2 . - - - - r - - - - ( ~ ) ~ -  r 2(k -t- m) + 1  
+ ~ 3 + m . 

(8) 

Si ha eosi per  [ la seguente  rappresentazione 

I - ~ -  ~. A~ ") r ( r e + k ) +  1 
3k,~,=o m !  3 + m < <  

~ , ~  ~ 6"  
" "k,,,=o ~. .  Ak')Jk" ""  

Raceogl iendo i termini  in cui m -0- k ha un  de termina to  valore p, segue ehe 

I-~ 3p=o 

avendo  posto  

(9) --~7:0 m I " P - ~ -  - - 3 - -  ÷ m , 

(lo) 
m = O  ~ ! 
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P e r  la va lu taz ione  del l '  in tegra le  

,4 

I, + iI~ ----- le ' ( "°=~-Od~, 

posto 

si ha  

z--pe~l ~, O ~ p ~  V--~ 

~'TT 
~/~ 

j "  O~ i . inl3 ~rt/8. ~\ 

o 

Occorre ora  inv i luppare  la funz ione  

e - - - ~ [ f e  - -  sonn pe - -  .~ ) • 

Oome preceden temente ,  da  

• p:, pa p3(  p~ '3~i ) 
pe '~/~ - -  senh pd ~,~ - -  ~ = - -  g + 6 1 + ~-.~ o T  + ... , 

segue 

Od ~/a - -  senh pei~l "~ - -  g ~ ~ (2k -F  3) 
/c=1 

9k7:i ~ pek+3 
- -  e-~- < < :g i eosh p. 

~=,  (2k + 3) 

Appl ioando il t eorema di sost i tuzione formale  avremo 

e - ' t  ~'' ' - ~°"" P~ -~,~/6) ._~ < < . A ~ , ~ J e  • g p ~ ( m + ~ )  

da cui 

< <  (6 cosh p)" . ( . )  

~, ,~=o m ! 

2'/T 

4~ 
oo 6m~ , r 

k, m=O ~V~ 1 J 
O 

4~ 

o 

lyns \m 
(cosh p)me-'P/6 16"r ]| ot(m+l)do. 
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P e r  gli in tegra l i  t h e  f igurano  nel la  serie magg io ran t e  si ha  

[yf~3X m 

o 

¢x) 

< f(cosh . .  
o)me-~o~/o ( "-~--) ,a'"n+"d~ - -  J . .  

o 

Posto poi vO~/6 ~ t o t t en iamo 
2~ 

x/g 

i / V ~ a \ m  _ _  
0 

(~/g] 6 

1 e-tt  "~ 8 dt : 
- - 3  

o 

1/6\~("+~')41 (2(m ÷ k) -~- 1 ( 2 ~ 3  v / 
= ~ )  ~ r a + m, tV~ 6) '  

avendo  indica to  con Fta , ~) la funzione  gamma incompleta def in i ta  de 

r(a,  ~c) = j  e-tt~-~dt, R a > O. 
0 

Si ha cosl 

1 ~ ( - -  6) "~ .(,,,) ~(~+_k)+l~[6,~(~+k)÷l_/2(m+k) +1 

oo m J ~ 6 ,t(m)~- 
k ,  m-----O "dTq~ 1 

da cui, come per  l ' ana loga  va lu taz ione  di I 

It q- i I  2 -~ ~ v=o v=o 

avendo posto 

< <  

(11) v ( -  6)"~(,~) r { 2 p + l  (27:/3v t Dp == ~. ,,.=o m l "P-~  \ 3 + m , \ v 3 / 6 /  

e con C~ date  dal la  (10). 
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(12) 

Separando il reale da l l ' immag ina r io  ot teniamo 

I ,  d-iI.~ -¢ 1 ~ , . .  [6\u~+ ~ 2p4-1 ~:+iD~(~ )~+  ' 2 p + 1  { 
3v=0~ 

Se osserviamo ora t he  per  la (7) b 
2p-{--3m4-1 

4- 

+ 3 2  r 2p+~ 

e che, per  0 ~ m ~ _ p ,  

2p+am+l 5p÷1 

' ? F  
2P --~- 3m -+ 1 ~- T 1 '  

avremo per  v ~ 6 

5pd-~ 
"~P+lle~v¢_Z/61._.T_(2p) ~ 1 . s P + ' . / 2 p  q- 1 (13) 

La (8) e la (12) potran~o quindi  essere scritte 

3p=o i~=0 

1 ~ D [ _ 6 ~  - s e n - -  2 p +  1 
3 7 : / < <  

GO 

Z C~. 
p=O 

p-=0 

essendo per  la (10) e per  la (13) 

~16) 
[6 ~p+l i ~- v l /~ /6~ 2~+1 ~+t  

1 5p-~-1 ( 2 P + l  ' 
, ~ _ o m !  " ' p - ' ~  

COIl 

4. Valutazione asintotica di J~(v) e Y~(v). 
Per  le posizioni fatte nel paragrafo precedente  abbiamo 

::H~l)(v) = I S ~ (I~ -4- I ) i  -4- s, 

eT-v~/V 3 
J ~ l < - - - ,  

v 
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e eonseguentemente dalla (2) 

,~H~'~(v) = I ,  + (I, + I ) i  + ~. 

da quoste per le note relazioni 

J~(z) : H~t}( z} + H~2}(~} y~(,) --- H~'}(z} - -  H~){~) 
2 ' 2i ' 

segue 

~J~(v) ---- I~ -I- s, uY~(v) = --  (I, + I} + e. 

Dalla (14) e dalla (15) si ha 

I r - i  ~ [6\~_+~ 

1 "~ [6\'~'~ 2 P + 1  
I , -  .3~,=o= ~ D'iv]\: ~ oos 

1 +~' ~ / 6 \ ~ +  ~ 2p + 1 
"~ ~ / 3 ~ [ - I  a s e n - - ~ - -  .q- ~,., I ,  3p=o \v/ 

I~," I < e , .  ed ~,., B~, Dp sono dati r ispett ivamente dalla (16), {9}, (11}. dove 
Se ne deducono per J~(v) e Y~(v) i seguenti sviluppi asintotici (cfr. for- 

mule (6), (9), {11), (16)). 

(171 

1 ~-~ /6~P +1 2 p + l  e + ~,, 
J~(v}= ~- Z D,,/vl 3 \ ,  s e n a z : +  . . . .  

--3,:1 ~ t  ~ 2  B~, + Dj, cos ~ 

] ~,. J <~, . ,  } ~ I < - - ,  v ~ 6 .  
V 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

q-- 2~,. 
7~ 

5. Un'applieazione dei precedenti  r isul ta t i .  - Vogliamo ora stabilire ser- 
vendoei delia prima delle (17~ una semplicissima limitazione per J~(v). 

Per  r - - 2  si ha 

{18) J~(v} = t__ D [6\_~ n e + 

con 

+ 6A~t 1~ + 18A~}. 
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Dopo qualche calcolo, t enu to  conto che 

1 (_2u'~v 

si ha 

(19) J~(v} = + O, 
2~3~uv~ 

con 

119') I P I < v--~-- ÷ ~ @ • 

L a  (19) b in accordo  con la fo rmula  as in to t iea  di CAUCHY [t, 

& I v )  ~ . . . . . .  

2.~3~v~ 

p. 2311 

salvo ehe in luogo del la  funzione  g a m m a  vi f igura  la gamma ineomple ta .  
Se si osse rva  t h e  

2~ 3v 

0 ~ . ~ 1  

la {19) pu6 al lora  ser ivers i  

J~{v] = . . . . . .  + ,,'~ 

COll  

ne segue  per  la {19') 

Jo*l~ e v".g + 0 ,521e  xv'g/ 6 
7~ 
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La (19) pub ulteriormente migliorarsi con l'osservare ohe la formula di 
CAUOt{¥ d& un'approssimazione pet' eccesso di J,~(v) [1, p. 259]. Si ha pertanto 

(2o) J,(v) - -  
2 1 1 

2~3g~v~ 

O~ , 

con 0 ~ 0 ~ 1  e 

( 2 0 ' )  ~ - -  
e V~ 4-- 0 ,521 e \~/~! e 

4 -  ~ \ v /  " 
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