
S u l l ' e q u i v a l e n z a  t ra  m a t r i c i  n o r m a l i  di  S e v e r i .  
~Iemoria di ~IARm BE~ED~CTr (a Roma). 

S a n t o .  - Si t ra t ta  il problema di de terminate  se e in quali  casi gli interi  caratterist ici  p, 
~ ,  ~ ,  ~ e i divisori elementari  dells ma t r i c i  normal i  di SEVERI equivalenti  ad  u n a  
prefissala matrice o) dello stesso tipo possono essere diversi da quelli della ¢o. II  problema 

risolto completamente se p -~ ~ ovvero se p = ~ -~- 1 ; ~ risolto per le matr ic i  genefiche 
se p ~ ~ -t-1. 

1. Introdnzione.  - ]~ noto eib ehe si intende per  matrice quasi  abel iana:  
ia matrice dei periodi primitivi di un eorpo di funzioni quasi  abeliane. 

Se si introduce un siffatto eorpo nel modo indieato in a) da S~,v]~I [7, p. 124], 
la definizione di matrice quasi  abel iana ~ la seguente :  ~ una  matriee com- 
plessa to~g,g')(g'~2g), equivalente,  nel senso pifl sotto preeisato, ad una 
matriee normale di SEVE~, intendendosi  qui per  m a t r i c e  n o r m a l e  d i  SEVER~ 
una matrice del tipo 

(1) 
A(p) 0(p, ~) ~tp) 
0(~,v) U(~I) (I)'(v~,p) , 

0(~,p) 0(~, ~1) lI;'(~,p) 

nella quale : 
A i~ una matriee diagonale non degenere tale che A ~ A - i  sia una 

matrice (diagonale) i cui elementi  prineipali  d i ,  d ~ , . . . ,  dp sono interi positivi 
con d i - - 1  e d~_l divisore di d~ (i ~ 2, 3,. . . ,  p) ;  

Q - - ~ ' - f - i ~ . "  ~ una matrice eomplessa s immetrica la eui parte immagi- 
naria Q" ~ la matr iee dei coefficienti  d i u n a  forma quadrat iea  definita e 
positiva. Le condizioni preeedent i  equivalgono a dire the  [] A el I] ~ una 
matriee normale  di R I E ~ A ~ ;  essa si dice a s s o c i a t a  alla (1); 

(I)' = [I 0(~'~) (I)(~'P-~) [I, con (I) matrice eomplessa a rb i t ra r ia ;  
~,__IU (P) ~'P"-0) I 

0(~re, e) 0(~_e,p_e ) , con W matrice eomplessa arbitraria.  

Due matrici  complesse simili ¢o~a,g'~, ¢o*(a,¢') si dicono e q u i v a l e n t i  se esiste 
una matr ice complessa non degenere ~g) ed una matrice intera unimodulare  
B(a') tall t he  : 
(2) (o* ---- ~o~B. 

Questa relazione r isul ta  riflessiva, s immetrica e transit iva e quindi 
matrici  equivalenti  ad una matr ice  quasi  abel iana sono quasi  abeliane. 
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Osservo the  la definizione qui data  di matrice normale di S~.VERI b 
l ievemente diversa da quella  originaria di SEVERI [7, p. 163], ma ~ ad essa 
equivalente,  come sarh prora te  nel n. 12. 

Se  invece si definisce un corpo di funzioni quasi  abeliane ne l l 'uno  o 
nell 'altro dei modi, equivalenti ,  indicati  con b) e c) da SEVERS [7, p. 124] e 
come matrive quasi abeliana una matrice di periodi primitivi di un siffatto 
corpo, si ottiene una  de[inizione forse pih generale, e coincidente con la 
precedente  sotto l ' ipotesi  L [7, p. 145]. 

Pe r  brevi t~ di discorso indicherb con 

I~NS una matrice normale di SEVERI, ciob una matrice del tipo (1) o 
del successive tipo (34); 

~IES una matrice equivalente ad una MNS, ciob una matrice quasi  
abeliana nel sense della pr ima definizione di questo n. ; 

hiQA una matrice quasi  abeliana nel sense della seconda definizione di 
questo n. 

Ovviamente le hiNS sono partieolari  MES, e queste, in base al terzo 
teorema di esistenza di SEVEI~I [7, p. 242] sono part ieolari  h[QA, coincidendo 
con esse sotto l ' ipotes i  L. 

L ' a rgomento  del presente l avoro ,  in cui mi occupo esclusivamente di 
~IES, ~ esposto brevemente  nella nots  l incea [3], nella quale  trovansi pure  
r iassunti  i principali  risultati.  II problema trattato, da me gih posto in altri 
lavori [1], [2], ~ il seguente. 

Una  MNS possiede e determina gli interi caratteristici p, ~l, ~ ,  ~ e i 
divisori elementari dt ,  d~, ..., d~; ad una MES rimangono associati  gli interi 
caratterist ici  e i divisori elementari  di ogni MNS ad essa equiva len te ;  li 
chiamo interi assooiati e divisori elementari della hiES di partenza. Come he 
prora te  con esempi, n o n  avviene perb sempre the  gli interi associati  e i 
divisori elementari  di una  hiES siauo univocamente determiuat i  da questa,  
la ragione essendo che una MES, in part icolare una MNS, non 6 sempre 
equivalente  ad una  sola hibIS. Anzi, non appena p ~ 0, ogni ~INS, e quindi  
ogni hIES, i~ equivalente ad infinite ~INS, in conseguenza del lemma stabilito 
in [1, p. 334], secondo cui ogni hiNS (1) i~ equivalente ad una hiNS avente 
gli stessi interi earatterist ici  e per  la quale la mfftrice normale di RIEMANN 
associata ~ una qualsiasi  matrice normale di RIENA~I~ equivalente  alla 
I]A Q]]. Tale fenomeno non presenterebbe perb alcun inconveniente se ad 
esso non si sovrapponesse il fatto ehe in certi  casi le MI~S non hanno tutte 
'i medesimi divisori elementari  o i medesimi interi caratteristici .  P e r  quanto 
r iguarda i primi ~ immediata conseguenza del lemma eitato the,  s ' in tende 
per  p ~ 2, una MES non individua i propri  divisori elementari  se non li 
individua la matrice di RIEMAN~ II A ~ 11 associata ad una MI~S equivalente 
alia MES. Ma, come si vedri~, esistono intere categorie di MNS, e quindi 
di MES, anche in un certo sense generiche, che non individuano nemmeno 
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i propri iuteri assoeiati. Si pone dunque il problema di determinare t u t t i  
i sistemi di in~eri assoeiati e di divisori elementari  di una prefissata M E S ;  
ne db qui la risolazione completa nei casi p - - ~ - - - - 0  e p - - ~ - - 1 ,  noneh~ 
nei easi restanti  (p -- • > 1) quando la matriee sia generica; con cib intendo 
ehe in una delle MNS ad essa equivalenti  gli elementi %.8 ( r ~ s ;  r, s- ' -1,  2, ...,p) 
delia matriee ~ e tutti gli elementi  delle matriei  (I) e 'tF, come pure le lore 
pat t i  reali e i eoefficienti del l ' immaginar io  sono algebrieamente indipendenti 
sul campo dei nnmeri  razionali. 

Gli argomenti del presente lavoro sono eosi distribuiti .  Nei nn. 2, 3 
trovansi aleune propriet/~ generali  della relazione di equivalenza (2) ira MQA; 
nel n. 4 si s tudiano le ~ E S  per le quali p - - ~ ;  nei nn. 5, 6 si considerano 
alcune proprietit che permetteranno di eoncludere, nel n. 7 per le ]lIES 
relative al ease p - -  ~ --- I e nei nn. 8, 9 per quelle relative ai easi p - -  ~ ~ 1. 
Ai nn. 10 - -13  sono infine r inviate le dimostrazioni di aleuni dettagli dei 
nn. preeedenti.  

Per  semplifieare la scri t tura di. aleune formule he adottato le seguenti 
eonvenzioni : 

Mid, s) indiea una matrice di ripe (r, s), cio~ ad r righe ed s eolonne; 
Ml~,rl o M( ~ una  matrice quadra ta  ad r righe e colonne; UlrJ la matriee 
diagonale uni tar ia  ad r righe e eolonne;  0 una matriee nulla. 

Quando in una matriee taluni  elementi non sono indicati  in aleun mode, 
nemmeno con la punteggiatura,  son da intendersi  nulli." 

Quando una matriee ~ deeomposta in matriei minori, i tipi di queste 
saranno indieati  in maniera suffieiente per determinare eompletamente la 
na tura  della deeomposizione. 

Talune lettere, indieanti  matriei,  aequisteranno signifieato diverse nei 
vari nn. ;  esso b precisato volta per volta, si da non dar luogo ad equivoei. 

2. ProprietK del l 'equivalenza t ra  ] I Q A . -  Allo seopo di semplifieare la 
soluzione del problema posto nel n. 1 premetto in questo n. aleune propriet/~ 
della relazione di equivalenza (2). 

I. Siano % ¢o* due matrici  oomplesse simili e ah, ~o* due matrioi 
eomplesse ad esse r ispett ivamente equivalenti.  Esiste aUora una ~rrispan. 
denza 6iunivoca tra le relazioni (2) intercorrenti ira % to* e le relaziani della 
stesso tipo intercarrenti tra ¢o:, ~ .  Se infatt i  si fissa una delle relazioni di 
equivalenza tra to ed o)1, e una tra (o* ed (o*, e siano ease 

=  o Bo, * = 

ogni relazione (2) tra % 0)* dh luogo ad una relazione:  

(3) =  l tB1 
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i ra  o)1 o0*, perch/~ da to* ~ t o * B ~  ~*~toBBg = * -1 - t  , , - "  - -  ~0 ~ o  totBo B B o ,  segue  
ehe va le  la  (3) oon ~ t - - ~ , * ~ o  1, B t = B ~ I B B ~ ,  le qua l i  sono o v v i a m e n t e  
matr io i  del  t ipo r iohiesto.  V ioeve r sa  da l la  (3) si deduce  la (2) con 

--- ~ - t ~ t ~ o ,  B - -  BoBtB  * - t ,  

ed ovv iamen te  re lazioni  d iverse  tra  una  del le  due  eoppie  di ma t r i e i  non 
possono da r  luogo al ia  m e d e s i m a  re laz ione  i r a  1' a l t ra  eopp ia  di mat r ie i .  
Se t ra  to~ to*, ovvero  tra  o~,, to3, non in te roor resse  n e s s u n a  re laz ione  (2), 
non ne i n t e roo r r e r ebbe  a l euna  n e m m e n o  tra tot, to* o r i s p e t t i v a m e n t e  t ra  
to, to*, e eib in eonseguenza  del la  t ransi t ivi tA de l l ' equ iva lenza .  

II .  Oonseguenza  immed ia t a  de l l 'osservaz ione  p reeeden te  /~ ehe lo studio 
della relazioni (2) ira due M E S  ~ equivalente allo studio delle relazioni (2) 

tra due M N 8 .  
I I L  Siano to(a,g'~, to*(a,g'} due  mat r ie i  eomplesse  simili ,  e s iano k, h* 

le lore  r i spe t t ive  e a r a i t e r i s t i e h e ;  es is tono a l lora  due  mat r i e i  tot, to~' r ispet t i -  
vamen te  equ iva len t i  ad to, to* e del la  f o r m a :  

r Lt~-,,t 

to~'" ) = to* ~" ¢) 
Ola-a,a') ' O(a-a*. a') ' 

avendo  to2, to* r i spe t t i vamen te  la ea ra t t e r i s t i ea  h, h*.  
Oib post.o: eondizione neeessaria e sufficiente a f f imh~ tra to, to* intervorra 

una  relazione (2) ~ the una  relazione detlo stesso ripe intereorra tra to2, to.2 • 
Si osservi  anzi tu t to  ehe condiz ione neeessa r i a  pereh~ in i e reo r ra  una  

re lazione (2 ) t r a  to, to*, ovvero t ra  to1, to~, ovvero  ira  to2, to~ /~ ehe sia  h = h*. 

Sia d u n q u e  h- - -  h*. Sia  inol t re  : 

nna re laz ione  del  ripe (2) t ra  to2, to~ ; pos to :  

0 Ulg-/o I ' 

si ha  : 

~toB2 = U B~ = 0 = ' 

eve  ev iden temen te  ~t non /~ degenere .  Se v i ceve r sa  vale  la (2) e quindi  la (3), 
ser i t ta  ~t nel la  f o r m a :  
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si ha : 

I  1'1 Itot  ,o BI 0 ~21 ~22 ~2102Bi ' 

o4' = ~2~o2BI 
~21o2Bt = O. 

Dalla seeonda relazione segue the  ~2twz-----0 e quindi  ~2t = 0 perchb o2 b di 
earat ter is t iea  uguale  al numero delle r ighe;  e poi da ~ t  = O, [~1]=~=0 
segue I ~ J  ~=0 e quindi, dalla prima, una  relazione (3) 

IV. I1 ealcolo precedente prova inoltre ehe tutte e sole le re lazioni  del 

tipo (2) ehe intereorrono tra o l ,  o~ e cite sono relative a d  u n a  f issata B,  sono 
date da l la  (3), con 

0 ~ ' 

essendo ~2 la matriee de terminers  da l la  relazione (5), va l ida  p e r  ipolesi  e ~12, 

~22 matr ic i  arbitrarie,  sa lva  la condizione [ ~ l =~: O. 
V. Dalle osservazioni I I I  e IV segue che lo s tudio delle relazioni  (2) 

tra due matr ic i  complesse equivale, a meno de l l ' i nde lerminaz ione  precisata 
nel la  ~l, allo s tudio delle analoghe relazioni  tra d~fe matr ic i  complesse avent i  
caratterist ica uguale  al  numero  delle righe. 

VI. Si eonsideri  una MNS a g righe e g' colonne, e siano p, 81, ~2, 
i suoi interi enratteristiei  e h la sua carat ter is t ica;  dalla forma stessa della 
matrice segue h ~ p + 8: + ~, g ~ p + ~1-¢- ~ ,  g' -~ 2p + 81. Se si eonsidera 
un'al tra  MNS co* equivalente alla precedente,  e se si indicano con g*, g'*, h* 
il numero delle ri~he e delle colonne e la carat ter is t ica e con p*,  8~', 8~*, ~* 
gli interi earatterist iei  della nuova matrice, dalle ovvie relazioni g = g * ,  
g'~---g'*, h - - ~ h *  segue faeilmente, p o s t o p - - p *  = k :  

p* - - p  - -  k 

8* = ~i+ 2k 

(7) 8J' = ~ 2 -  k 

t~* - - ~ - - k  

--~*~__k~__I~], ossia - - [ 2 t l ~ k ~ .  

Le (7) sono dunque  condiz ioni  necessarie pereh~ due  M1VS possano  essere 
equivalenli .  Si osservi inoltre che p - -  ~ = p *  - -  ~* --" g - -  h - -  g* ~ h* ~ il 
valore eomune della differenza t r a i l  numero delle colonne e la earat ter is t iea 
in eiaseuna matriee. 

VII.  Dalle osservazioni I I e  V, tenuto conio the  una MNS di caratte- 
rist iea uguale  al numelo  delle righe ~ caratterizzata da ~- - f~ ,  noneh~ del 
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fatto ehe matriei  equivalent i  hanno earat ter is t iche uguali, segue c h e  lo studio 
delle relazioni (2) tra due M E S  equivale, a meno dell ' indeterminazione insi ta 
nella ~, allo studio delle relazioni dello stesso tipo ira M1VS per le quali  i 
caratteri ~2, ~ sono ugual i  tra loro. Si osservi ehe, per  quanto detto, se eib 
aeeade in una  delIe due matr iei  equivalenti ,  ]o stesso accade ne]l 'a l t ra .  

P ih  precisamente,  tutLe le relazioni (2) tra due MES ¢o, ¢o* si ot terranno 
al seguente modo:  si considerino tutte le relazioni (5) tra le MNS ¢o2, o* 
eosti tui te dalle prime h - -  h* righe di due fissate MNS (o,, ¢o~' r ispet t ivamente  
equivalenti  ad to, ¢o* ; si passi da e iascuna di queste  a tutte le relazioni (3) 
ira to~, ~o~ ; esse sono date dalla (3) essendo ~ la matrice data dalla (6); da 
eiaseuna di queste relazioni si passi poi alla (2) mediante le (4). 

3. 8eguito.  - Al!o seopo di r idurre  ancora il problema proposto 6 uti le 
il seguente teorema, ehe spiega altresi una certa analogia tra le considera- 
zioni fatte nell 'osservazione IV del n. 2 e taluni risultati  di CO~FOaTO. 

Pe r  relazione di HURWITg-CONFORTO relat iva ad una MQA to intendo 
una relazione 
(8) ~.~o - -  ~oI, 

nella quale ),1o) ~ una matr iee eomplessa e 1(o9 una matr iee in tera ;  una 
siffatta relazione si dir~ banale se ~ s imul taneamente  ), = yU¢g), I - -?U,gO,  
con ? intero ; si diri~ non degenere se ~ s imul taneamente  [ • ] :#  0,  [ I I :# 0, 
si dir~ una retazione propria se ~ non banale, non degenere e tale che I sia 
intera unimodulare.  I1 teorema cui accennavo ~ il seguente :  

TEOREMA I .  - Condigione necessaria e sufficiente perch~ due MQA simili  
(o{a,a'~, o*lo.a'), per le quali vale uaa  relazione (2), rendano soddisfatta un'al tra 
relazione : 
(9) ~o* = ~t*¢oB*, 

distinta dalla (2), ~ ehe una  almeno delle to, to* renda soddisfatta una  
relazione propr ia  di tIURWITZ-CoNFoBTo. E se, valendo la (2), una  delle due 
matrici  rende soddisfatta una  relazione propria di HURWI~Z-CO~FOR~O, cib 
aecade anche per l' altra. 

Per  relazione (9) dist inta dalla (2) si intende ehe non ~ s imultaneamente  
* = e ~ ,  B * = e B ,  con ~----+---1. 

Valga infatti la (2) e sia (8) una relazione propria  di I-IIJI~wI~z-Col~I~ol~o 
relat iva alia o~. Se n e  deduce ¢ o * - - ~ - ' o ) I B ;  tale relazione non sarebbe 
dist inta dalla (2) solo se fosse ~)-1__ ¢~, I B - - e B ,  da eui ),---eU, I - - ¢ U ,  
cosa  ehe ~ stata esclusa. 

Analogamente si ragiona se ~ verif icata una relazione del tipo della (8) 
per  la to*. 

Siano vieeversa  (2), (9) due distinte relazioni tra to, ¢o*. Ne segue sueees- 
s ivamente ~o)B ~*t~B*, ~*-l~to o B * B  -1 e ~-1o*B-1 ~*-1~*B*-1 
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~*~-1¢o*---¢o*B*-lB eiob relazioni non degeneri di HUI~WITZ-COl~FOlt~O per 
la to, r ispet t ivamente per ]a oJ*, nelle quali la matrice intera ehe prende il 
posto della B ~ un imodula re ;  tali relazioni non sono banali,  perch, ,  se 1o 
fossero, si avrebbe ~,-1~ .-- ~,~-1 .~. ~U, B * B  - 1 - ~  B * - 1 B  - -  ~U, eio~ simulta- 
neamente  [~*---e[~, B * - - e B ,  cosa che ~ stata esclusa. 

Inoltre,  se valgono la (2) e la (8), per la parte diret ta  del teorema dimo- 
strato vale una  (9) dist inta dalla (2) e quindi, per la parte inversa, una  
relazione propria di HU~W~z-CoNFoR~o per ]a t~ *. I1 teorema I ~ cost 
completamente dimostrato. 

In base ai r isul ta t i  f inora ottenuti  si pub affermare che:  tutle le rela. 
zioni (2) tra due M E S  to, ~o* si possono costruire ~on appe~a sia nota u~a 

, 
relazione (2) tra le M1VS ¢o2, toe costiluile dalle p~ime h - -  h* righe di due M1VS 
rispettivamente equivalenti a to, to* e tulle le relazioni ~rop~ie di H u ~ w ~ z -  
Coz~Fo~t~o di una delle due M N S  o)~, o)*. 

Le re!azioni di H~RW~z-CozcFOR~O per u n a  MES sono state studiate da 
CO~T~'OR~O nella hlemoria [4j - -  egli le aveva chiamate relazioni generalizzate 
di  H u R w ~ z  - -  con due complementi  che trovansi nella Memoria [6]; 
sono tutte note quando sia p - - :  ~ ovvero quando~ essendo p ~ ~, la MES sia 
generiea nel senso preeisato nel n. 1 del presente lavoro;  in ques t 'u l t imo 
easo la (8) b soddisfatta solo per I - - y U .  

4. Equivalenza t r a  ]INS per le quali  p---  •. - In  questo n. e nei seguenti 
nn. 5 - - 9  cereo le MNS ehe sono equivalenti  a qualehe MNS avente interi 
earatterist ici  diversi, ]imitandomi a eonsiderare MI~S per ]e quali ~_---~; 
tale limitazione non ~ restr i t t iva in conseguenza dell 'osservazione V de] n. 2 .  

Tratto a parte il easo in eui per una, e quindi  anehe per ] 'al tra,  delle 
due matrici  considerate sia p--~ p, easo ehe, per la sua estrema semplicitSt, 
si presenta di sua na tura  distinto dal caso p ~ p. 

Siano infatt i  tong, g), to*Ig, o) due MI~S per le quali p ~  p ---~ 82, p* ~ p* - -  ~ ; 
esse sono quindi due matrici  quadrate non degener i ;  ne segue che, presa 
comunque B~g) intera unimodulare,  ~ ~*--(~o*B-lto-1)o~B e quindi le due 
matriei  sono senz 'al t ro equivalent i ;  inoltre, grazie a l i a  U~)~-to-lto, sono 
entrambe equivalenti  alla matrice diagonale uni tar ia  del]o stesso ordinc. 

Tenutb eonto delle osservazioni fatte, si possono dunque enunciare i 
seguenti  teoremi. 

T]~OR~MX II.  - Due M N S  simili per le quali sia p ~-p,  p * - - ~ *  sono 
sempre equivalenti tra loro ea l la  ~JJVS di caratteri p - -  p - -  () e dello stesso tipo. 

TEORE~A III .  - Una M E S  del tipo (g, g') avente caratteristica uguale al 
numero delle colonne, ammeite 9li interi associaii p - - k ,  ~1~- 9/ --  2k, 
82 - -  g - -  g' -+- k, ~ --- k (k ---- 0, 1, :.., [g'/2]) e di~gsori eleme~iari arbilrari. 

I1 teorema I I  era stato osservato da CONFOR~O nel caso g---g '  e da 
me [1] nel caso generale. 

A~na| i  di M~tcmatlva 8 
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5. Una proprieth, relativa a MNS equivalenti per le quail p > p. - Per i 
seguent i  nn. 5 - - 9  sia to(~,~'~ una  pref issata  MNS per  la quale si abbia 
p >  p----82; sia ~o*(~,¢) una  qua lunque  MI~S equivalente  ad o )a t t r ave r so  la 
relazione (2); una  siffatta mat r ice  esiste cer tamente ,  non fosse  altro che ]a to 
stessa, quando sia ~ - - U ,  B - - U ;  6 in ogni caso p * >  p * - - 5 ~ .  Salvo a 
eambiare  le denominazioni  delle due matrici ,  si pub supporre  p --  p*  - -  k ~ 0. 
5Tella (o data  dalla (1) e nel la  ¢o* 
r i spe t t ivamente  : 

~ I }  I[ 

~ - -  A ~  ~, 

9 = II I[ (~, j = 1, 2, 3); 

~ a l l  

scri t ta in maniera  analoga si ponga 

¢ I  I : /Ir~P - ~ , ~ - e )  ; ( I ) *  - -  

A* -- A*('°-~)A.~(v_p) I ; 

h ? - - A ? - '  ( i - - l ,  2, 3 ; j - - - - 1 ,  2) 

]' g3* I[ (i, j - -  1, 2); 

Si ha : 

(10) g3a - -  (~a)-~ (i - -  1, 2, 3) ; 

(11) ~ q :  (~3~)_~ (i, j :  1, 2, 3;  i=~j); 
Si noti  ehe le sole relazioni  algebriehe 

-- '-  ( 21)- -1"  

sul eampo razionale alle quali  
soddisfanno n e c e s s a r i a m e n t e  gli e lement i  delle matr ic i  i oui simboli  
oontengono le let tere ~, 4), lit sono quelle espl ic i tamente  indicate  s eio6 
l e  (10), (11). 

Si passi  ora mediante  combinazione l ineare di r ighe e scambi di eolonne, 
eio6 median te  una  sostitu~,ione del t i p  (2), dalle matr ie i  to, to* alle ma- 
trici ad esse equiva len t i :  

(12) X--H U(p+~I+P) ~°(P+~+P'~-e)H, X* "-[] U(~+~I+P) ?*(~+~l+P,~-P)]l , 

o r e  : 

c o n  : 

(13) 
93 = h3(~'~33 -- ~31 ~i'l -- ~32~I~2) 

? e =  % 

(r----1, 2 , . . . ,  6) 

= ¢ .  



~[. BENEDICTY: Sull'cquivale~eza t~w matrici  .~ormal~ di Severi  59 

Le sostituzioni considerate sono date dalla X--" ~to, X* --~*to*B* quando 
si prenda  : 

 =1i -II, (r, s = i ,  ..., ¢ ,  

COn" 

~11 = a~, ~ = as,  ~ - -  a3, ~44--  U(~I), ~55 - -  U I~'), ~e6--  UIP -~) ,  

~ls----AtQ[t, ~]t6-------At~12: ~25--'~A29~1, ~s6-'--A2Q=, ~ss=--h3Qat, ~s~--'--AaQa~, 

~ = u(~}, t ~  = A . ,  ~ ,  = a ; ,  2;, = U(~,), ~ = W~), t~& = V ~-k),  

2 21 ~ 
B~.,----B~ = U(~:) , B~., = B ~ - -  U(P -k), U~t--B~--- -  U(p-P), B~  = U (~,} 

(essendo nulle le matr ici  minori  non indicate esplieitamente). 
1~ opportune analizzare il t i p  delle matriei  % ~*. 
Dalle (131) segue:  

T 3 = A 3 [ ~ a ~  - -  ( T 1 ) _ l A l ~ o s - ( ? 2 ) _ l A 2  ? $ - - ( T s ) _ I Q l l ~ 5 - - ( ~ 6 ) _ l . ~ T 6 - - ( ~ 6 ) _ l ~ " ~ 2 t ~ 0 5 - - ( ~ 0 5 ) _ t ~ l ~ 6  ] 

trice simmetrica,  si ha che 

(14) ¢~a = Aa[~ - -  (?~)-~A~?a - -  (?~)-tA~],  

con ~ matr ice simmetrica.  Inol t re  se to b generica, ~ta, l~m, (I), ~F~,/F~ e quindi 
~01, ?,~, ?~, ~oa, ?~ sono matriei  generiche nel lore t i p ;  essendo inoltre ~a3 
s immetr ica  generioa, anche a b una matr ice  s immetr ica  generica. 

Analogamente dalle (13~) si t rae :  

~¢ = A~'[a~ _ ( ~ ' ) _ 1 9 ~  - ( ~ ; ) _ ~ A ~ ]  ; 

ne segue che a* ~ g$~- - (?~)_~*%* ~ simmetrica,  quindi :  

(15) ~ = a¢ [~. - -  (~ )_~A; ,  ~ ], 

con a* ma t r i c e  simmetrica.  Se inoltre to* ~ genorica, q)*, ~ ,  q)~, q)~, Ip, 
e quindi, ?~', ~ ,  ?~,, ?* ,  ?~' sono matrici  generiohe nel lore t i p ;  essendo 
anehe fi~.~ s immetr ica  generica,  pure z* b una matrice s immetr ica  generica. 

Nel seguito considererb anehe le matrici  ~b, ~* definite d a :  

Ulp-~) ' U{~-~) " 

Aggiungasi the,  in base al l 'osservazione I del n. 2, si eonoseeranno tutte 
le relazioni (2) tra 0o (1) e co* non appena si conoseeranno tutte le relazioni 
(2) tra X, X* (12). 
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6. Seguito. - Sia dunque :  

(16) X* - -  T)~ C-1 

una relazione del ripe (2) ira X, X*. Si seriva C nella forma:  

D~ +~'+~) - -  Dl~ 
C - -  - -  D21 D ~  -el " 

Accanto a C si consideri  la mat r ice :  

I Dlt D~2 
D ' - -  D2, D~ --" [[ dr il --- Ii d~'ll ( r , s = l ,  2, .... ,7), 

che 6 evidentemeate  ua imodulare ;  ia essa di, ds, dr,, d58 souo matrici  a k 
r ighe ;  da, de, d2~, ds, a ~ - - k  r ighe ;  dj,  dT, d~,  dT~ a p - - p  r ighe ;  d4, d~, 
a 81 r ighe ;  le d~r sono quadrate.  

La (16) impl ica :  

OH --D,~ __-- [[ D,,--~* D21 -- Di2 -b ~o* D~ [[ l i t  T c f l l = 7 [ l U  ~ [ I - ' - [ tU  ¢p*]] - - D ~  D~ 

T - ' D , - - c p * D e t ,  (DH--cp*D2I)~-- --DI2 -t- ¢p*D2~, 

DllT -h DL2 --" ¢p*(D,~lCp 4- D2~), 
e quindi : 

(17) II DH II + = V* 11 92, D22 II = ¢p*dT~. 

Proviamo era  the,  sotto le nostre ipotesi, qualunque sia la ¢o e quindi 
la ~, non pub essere [ D,21~ + D~ I - -  O. 

Se fosse infatti  [ D.2tcp q-D.~[--~-0 esisterebbe una matr ice eomplessa 
.:{p-e,1) non nul la  tale ehe I]D~I D.~I I~z - - - .O; .  allora sarebbe anche 
[[ Du Dt~ [[ ~Px ---- 0 e quindi D~': = O, ~ = O, da cui • - -  O, cent re  l' ipotesi. 

Dalla (17) segue a l lora:  

¢P* - -  I[ Dlt Dl~ [[ ~(d~) -~, 

eiob : 

T* --dr~(dT~b) - '  (r = 1, 2, ..., 6). 

Pensa ta  era  fissata ~0, e quindi X e ~, e supponendo valida la (16, 
neeessario ehe (o* sia normale  di SEVER~ ; in part ieolare ~ necessario t he  ~ ,  
e quindi la o* e, in base alla (15), la A ~  +(¢~)_~A~o~ siano matriei  
s immetriehe.  Tale eondizione ~ ovviamente soddisfatta se p - - p - - 1 ,  ciob se 
O~a si r iduee ad avere un solo e lemento;  ~ pe r questo t h e  tale ease sar~t 
trattato a parte. Ad ogni mode, sia p - - p  maggiore di 1 o uguale  ad 1, dalla 
eondizione detta si true ehe deve essere simmetrioa la seguente mat r iee :  

A~ ds~(dT~) -1 4- (dT~)=:(d~)-lA~* d6~(dT~) -1 - -  

= (dq~)-':[(d7~b)_lA* d ~  -i- (d2'O)-lA~ d6~](dT~) -1. 
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Tale coudizione, tenure eouto ehe [dT~ [:~=0, equivale  alia coudizione 
di s immetria  della matrice (dT:P)_lA~da'0-I-(d2"O)_lA~d¢~, eio~ aUa eondizione 

~_l[(ds)_lA~' d~ -t- (da)_iA~' d7 ~ (d~)_lA~ d6 - -  (dT)_,A.~ da]~ - -  0. 

Questa i) a sua volta equivaleute  a l la :  

~-L da i-I A~ d7 d7 -1 da ' 

eio~ alla : 

(18) 

avendo posto : 

W(~/,+~ ) ~ ~ d8 A/' 

1i d8 Jl-  

huzi tut to  dall '  ul t ima 
emisimmetrica.  Iuol t re  

~P_,W¢ = 0 

rela~ione segue che W ~ una matrice intera 
essa ammette  anehe la segaente  rappresentaz ioue:  

(19) W - - E _ I M * E ,  E- .~ 

d5 

d4 , 

dl 

d2 

d7 

M*-- 

O(k) 

--At 
- -  

M 

come si verifica facilmente facendo il caleolo. Poich~ la matrice E si ottiene 
dalla D permutandone  le righe, E ed E_,  sono unimodulari ,  e quindi  la 
earat ter is t iea di W ~ 2( / ) - -k ) .  

Riassumendo : fissata to (1), affiuchb la ¢o* fornita dalle (12), (13), (16) sia 
una MNS ~ ueeessario ehe valga la relazione (18), eve la W, data dalla (19), 

una matrice razionale emisimmetr iea  di carat ter is t ica 2 ( p - - k ) .  La (18) 
automat ieamente  soddisfatta se p - -  p ~ 1, 

7. Equivalenza t r a  MNS per le quali p - - ~ - - 1 .  - In questo n. tratto il 
case par t icolare  p - - ~ - - 1 ;  poich~ anch 'esso  si presenta piuttosto sempliee, 
non c '~ bisogno di appoggiarsi  a tutti  i r isultati  f inora conseguiti.  Par t iamo 
diret tamente dalle to (1), to* e passiamo alle X, X* (12). 

Si consideri la mat r ice :  

(203 )( --" ),xA, 
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c o n  : 

o v e  : 

~.il = )`~5 - -  U(~), 
T(P--o, ~9 

(r, s :  l ,  2, ..., 6), 

12, - -  ~,ee -"  U ~P-k}, X ,  ~ U (~,}, ),~8 -~ L~ ~I'p-P) 

),:~a - -  1 + L2LI ,  ~1 --- kB3K1, ~,32-- )`.~K2, )`85 -~ - -  ~83A3H1, 

),36 ---  - -  ~ . ~ A 3 H 2 ,  ~'tt - - -  L I K 1 ,  ~,t9 : L1K•, X~5 --" - - L I ' I a H ] ,  ~.4~ = - - L 1 A s H g ;  

H~ '-e 'k) ,  H~ p-e'e-~', K~ p-e' k), K~ p-e 'e-~ ,  n , ,  n~ sono mat r i e i  in te re  a rb i t ra r ie  
del  lore  r ipe ;  suppos ta  X da ta  dMla (12i), la  (20) forn isee  per  )( l ' e spress ione  
X' ----- H U(P+~I+e) ~'(v+<+e,p-e) {], eve posto 9' - -  ]] %.' [] (r : 1, 2, ..., 6:, si ha  : 

~[ '  = h1(~13 -- ~ l i W 1  - -  fll2"LT~'9), ¢~2 "--" h2(~23 - -  fl2tU~'~l -- f1221~J'2).~ 

:p3'--a---a' + i a " =  L.~@-t-(1 + L~LOb, ~ i ' - -¢ - I -L ib ,  ~5'--Wi, ~e'---. W2, 
con : 

b ~ b' + ib" - -  K1Al(f~18 - g211~l - -  ~212W~) + K..,-~,,(Q2.~ - -  Q~l~l - -  ~2.,.2Ws) + 

+ Aa(Q  - -  + - -  + H s ) q ; s ) .  

Le )`, h sono u n i m o d u l a r i ;  inol tre ,  disponendo delle matr ic i  H~, Hg, K~, 
K2,  L t ,  L2 si pub  f a r  s{ the  a" s ia  posi t ive e g rande  a piacere. 

Si osservi  a questo  scope ehe non  possono essere  s i m u l t a n e a m e n t e  nul le  
per  ogni seel ta  di Hi ,  /-/..,, le par t i  i m m a g i n a r i e  del le  m a t r i e i :  

(21) ~2~ - -  ~'~2].~J'l - -  ~-~221-I~2 

~-- (~3~ + Hi)lIYi - -  (~2  4-- Hg)tIY2. 

Se cib aecadesse ,  infat t i ,  si avrebbe  s i m u l t a n e a m e n t e  

---- O, ~I~ = 0 

8~ -- ~ll~i -- ~i~ -~ 0 

~2~ -- ~i~Yl -- ~2~,~ ---- 0 
- . . . .  

che non possono ver i f icars i ,  essendo [ ~"  I > O. 
Si f issino al lora  Hi, H2 cosi t h e  le (21) non abbiano tut te  par te  imma- 

g ina r i a  n u l l a ;  di conseguenza  si possono scegl ie re  le ma t r i c i  K1, K~ in mode  
ehe s i a b "  4=0 ;  e si pens ino  f issate  anche  /{1, Ks si da soddisfare  a ques ta  
eondizione.. 

Si ha  a l lora  a" == L,~@" + (1 + LsL1)b", con b" 4 = 0. Dope cib f issando 
a r b i t r a r i a m e n t e  L24=0 e lasc iando L1 arb i t ra r ia ,  LsL1,  e quind i  I + L 2 L ~ ,  
r i su l t a  essere  un  intero  a rb i t r a r io ;  si pub d u n q u e  t rovare  u n ' o p p o r t u n a  L~ 
tale  che a" sia posi t ive  e g rande  a p i a e e r e ;  l ' a s se rz ione  ~ cosi provata .  
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Dimost r iamo era ehe, salvo a scegliere opportunamente L1, X' e una MES,  
eioi~ e h e l a  X* della (12~ si pub ident i f ieare  con la X' data  dalla (90), ossia 
in mode tale ehe nel la  relat iva a)* siano verif icate le eondizioni pereh~ essa 
sia normale  di S~VERI. 

Si osservi  anzi tut to ehe in X' non d ipendono da L1 gli e lement i  di ¢p1', 
~ ' ,  ¢P~', ~s'. Si fissino dunque  gli e lement i  di k come detto sopra, salvo Lt 
ehe r imane  per  era a rb i t ra r ia ;  si fissi inol tre  a piaeere Q~, pu r  di p render la  
s immet r iea  o tale ehe ~21'~" sia la mat r iee  dei coeffieienti  di una  forma qua- 
dra t iea  def ini ta  posi t iva;  si p rendano h~', A~' arbi t rar ie  nel  lore ripe, in 
m o d e  eio~ ehe A* sia una  matr iee  diagonale  i eui e lement i  p r ine ipa l i  sono 
inter i  posit ivi  tali ehe il pr imo sia 1 e c iaseuno dei sueeessivi  sia mul t ip le  
del p receden te ;  ident i f ieando ~* ,  (I)~, (I)~*, W*, A*(L2~- Q~W*) con gli ele- 
ment i  eor r i spondent i  di X' si ealcolano q)~, (I)~, (I)~, W*, 0 ~ ,  f ~ - ' ( Q ~ ) - l ,  ehe 

A*'~* ~,~T,,. r isul tano ind ipendent i  da L1, salvo ¢~ .  Dope di ehe, ponendo ~ ( , ~ - - ~ l w  )----a 
si ott iene f~- - - - -A~a+f l~l l I~*;  poieh~, al var iare  di L1, ~ e f~*~ sono 
eostanti ,  si pub disporre  di L1 in mode da far  d iventare  posit ive e arbitra- 
r i amente  grande il eoeffieiente de l l ' immagina r io  di ~ ,  e quindi  in mode 
ehe I[ A* ~2'* ]1 sia una  matr iee  normale  di RI~,M~I~ e (o* una  M~TS. 

Si ~ cosi p ro ra te  il seguen te :  
TEO~E~A IV. - Ogni M N S  per la quale p - -  p - -  1, ~ - -  p ~ equivalente 

ad una MlVS per la quale p*- - - - -p - -k ,  ~'----$~--I-9k, 8 ~ - - p * ~ p - - k  
( k -  1, 2, ..., ~), ed avente i divisori elementari arbitrari. 

In  partieolare,  posto k --- p, ~ p*  - -  1, 8~ - -  8~ + 2~, ~ - -  p* - -  0. Qdindi : 
T E o ~ x  V. - Ogni M N S  per la quale p - - ~  ~ 1, ~ ~-~ ~ equivalente 

ad una M N S  del tipo 

(22) 1 0 x* ] 
0 U (~*} (I)*{~*, 1) 

avente quindi i caratteri p* - -  1, ~ arbitrario, ~ ~- p* -~ O. 
Se si t ien eonto del l 'osservazione I I I  del n, 9 si h a :  
TEOR~.~.~ VI. - Ogni MlVS per la quale p - - p - - 1  ~ equivalente ad 

una M N S  del tipo 

1 o  I "r,* 

(23) 0 U(sl*) (I)*(sl*, ~) , 

0 0 O(~,*,1~ If 

avente quindi i caratteri p* - -  1, 81" e 82* arbitrari, ~* -~ O. 
Tenu ta  poi presente  l 'osservazione VI I  del n. 2 si h a :  
TEORE•A VII.  - Ogni M E S  del ripe (g, g') (g' ~ 9g) per la quale la 

caralteristica ~ g ' - -  1, ~ equivalente ad una matrice normale (93) di caratteri 
p*  ~-- 1, 8 * - - g ' - - 2 ,  8 ~ - - g - - g ' - 4 - 1 ,  p*-~O.  
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Si osservi ancora ehe, come si proverh nel n. 10, la matrice (~* di cui 
si parla nei Teoremi 1V, V, e quindi quella del Teorema VI, ~ generiea non 
appena go sia to o X. 

Cib fa pensare t he  ogni matr iee  normale  de1 ripe (23) sia equivalente 
ad una MNS avente il cara~tere p arbitrario, salvo le ovvie limitazioni 
1 _ ~ p ~ [ 8 ~ / 2 ] ;  e cib ~ vero, come prova un ealeolo del tutto analogo, a 
quello svelte, e di cui riporto i tratti  essenziali nel n. 10. 

Si pub dunque  affermare  che:  
T ~ O R E ~  VIII .  - Ogni matrice normale (23), e q~indi ogni M E S  del ripe 

(g, g') e di caratteristica g ' - - 1  ~ equivalente ad una M1VS di caratteri 
p - ~  k-4-1 ,  ~- - -  g ' - -  2 k - -  2, ~z--  g - - g ' - 4 -  k + l, ~ - -  k (k---- O, 1, ..., [g'/2]-- l) 
e divisori elementari arbitrari. 

8. Equivalenza t r a  ]INS per le quali p - - p  > 1 . -  Riprendiamo era la 
trattazione a part ire dal punto in cui 6 stata interrot ta  alla fine del n. 6. 
Si supponga inoltre p - - p  > 1. Condizicne necessaria perch~ intereorra  la (2) 
tra le matrici  to. to* ovvero la (16) tra le matr ici  X, X* ~ the  valga la (18). 

Proviamo ehe :  se ~ - -  p > 1 e se to, e quindi X e qb, ~ generica, la" (18) 
pub valere solo se k - - O .  

Si scriva la W (19) nella forma W-----[] w,., [] (r, s - - ' l ,  2,...,  7); eve le 
...m) w~-~), ...(~-~) -(~) "(~) w~ -~l, w~] -p), mentre  w,.r sono dei seguenti  tipi: ,tell , ~v33 , ~te44, ~te55, 

~ ) r s  "--- - -  (~Vsr) - - l "  

La (18) diviene:  
7 
~,., (~0,.)_~w,.,% = 0, 
1 

avendo posto ¢~7--U(~-P) e osservando che bisogna 
della (14). 

ancora tener  conto 

Tenure  presen t i :  l ' ipotesi  p - - p  > 1, l ' ipotesi  the  la ~b sia generica e 
l 'espressione della q08, si deduce quanto segue. 

Per  ~1"--0, 7 2 ~ O ,  a - - O ,  7 4 - - 0 ,  9a= O, ~ - - - 0 ,  si ha w w - ' O .  
Pe r  ¢P1 generica,  ¢pu----- O, a - -  O, q04--- O, :Pa----- O, q06----O, si ha 

(gl)-lWn?l-l-(91)-lwi~+w~lq~l-" O; dovendo essere separatamente  uguali  a 
zero i complessi dei termini  dei vari gradi, deve essere (T0_lwiVpl~-O, 
@l)-lwl~ - -  wl~)-lcp1 - -  O. I)alla prima relazione segue notoriamente Wn - -  O ; 
dalla seconda, grazie al Lemma I del n. 11, segue w17"-- O, wTt---- O. 

Con caleolo perfe t tamente  analogo si prova che sono nulle le matr ici  
T/)22~ W27 ~ ~)72 i Tt)44 ~ T/)~7 ~ ~-)74 ~ T/)55~ ~1V57~ qV75 i ~1V66~ ~V67~ ~1V76. 

Per  q01, ?u generiche, ~ - -  O, q ~ - -  O, ¢p5----- O, ~o6-- 0 si h a  
(~l)_l~v~2cF2q- (q02)-lw~l:pi~ O, the,  per il Lemma II  del n. 11,. implica w~2-- O, 
~vgi - -  O. 

Con caleolo analogo si prova che sono nulle le matriei  wu,  w41; wle, w6~; 
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Per  ~ s immetr ica  gener iea  ~ol-- 0, ~u--  O, ~4--  O, ~o5-- O, ~o6-- 0, si ha 
¢~hawaah3z + ¢~Aawa7 -~- wTaha¢~ --- 0 ; separando i termini  di gradi diversi, si ha 
poi aA3waaAaa---O, CAaroaT--(w.~7)_-lhaa~ O. Dalla prima relazione, tenuto 
conto "the, essendo ¢~ generica,  b [ 5az ] :~=0, segue wsa-- O; dalla seeonda, 
grazie al Lemma  I I I  del n. 8, si deduce w73--tA3, w 3 v - - - - t A a ,  con t 
razionale. 

Pe r  ¢~1, a generiche,  ¢p~-- O, ¢P4"- O, ~¢5~ O, ~6"- O, si ha (¢~)_~waaAaz 4- 
+ ~ h a w . ~ - - ' O  e, per  il Lemma IV del n. 11, w~a- -0 ,  ws~--O.  

Con ealcolo analogo si prova che sono nulle Ie matr ici  w~a, w=; war, w~;  
$035, }V58 ; ~)36 ~ $/)63 * 

Per  qo~, q~5 generiche q0~--- O, ~--" O, q~a-- O, qoe--O, si ha (~)-~(w~--tA~)c~a-t- 
+(~) -~ ( tA~- t -wa~)~= 0 e, per il Lemma II  del n. 11, w~5-- tA~, w a ~ - -  tA~. 

Con calcolo analogo si prova che w.~- - tA2 ,  w s ~ - - - -  tA~. 
Quindi : 

( 2 4 )  W =  tMa, = II m,., II (r,  s = X, 2, . . . ,  7),  

COIl ~ 1 5  - -  - - m t l l  " "  A 1 ,  ~t26 - - "  - -  m62  - -  A 2 ,  ~.~7 - "  - -  ~ 7 8  - "  - -  A a ,  ~ 4  " - "  0 (~1} ; 

t b u n  numoro razionale. 

Un calcolo perfe t tamente  analogo, anzi l ievemente pih semplice, si pub 
eondurre  scambiando le veei delle due matrici  % w*; ne riportiamo nel 
n. 10 i tratti  essenziali. 

Si pub poi enunciare  il seguente 
T~OI~EMA IX. - Una M N S  generica per la quale sia p - -  ~ > 1 non pub 

essere equivalente ad ~na M E S  avente interi caralleristici diversi da quelli 
della prima. Cio~ una MIV8 del ripe detto individua univocamente i suoi 
interi associati. 

In  forma equivalente:  

TEORE~A X . -  Una M E S  generica del tiTo (g, g'), avente caratteristica 
minore d i g ' - -  1, individua univoeamente gli interi associati. 

Non b possibile r inforzare il teorema nel sense di togliere del tutto 
l 'ipotesi che la 3INS sia generiea, perchb in [l, p. 337] he portato un esempio 
abbastanza significativo di MNS con interi  caratterist iei  arbitrari,  salva solo 
la limitazi6ne p ~ 2, la quale non i n d i v i d u a i  propri  interi associati. 

9. Seguito. - Siano ancora to, to* due MNS equivalenti,  e sia generica 
una delle due, p. es. to; allora esse hanno interi  caratterist ici  uguali. Se (16) 

una relazione di equivalenza tra le corrispondenti  matr ici  X, X*, vale 
necessar iamente  la (18), nonchb la (24). Tenuto presente che era  b k~-~ 0, 
si scriva la D nelle forme:  

.4nnaI~ d i  Mat tmta t ica  

D ---  II II = II II ( r l  8 - - 1 ~  2~ .. .~ 5 )  

9 
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eve le matr ici  t~ e t,~ hanno i seguenti  t ipi :  t[ e'~p+~'), t~ p-P'~p+~I, t~ ~'~-p+~'*, 
t~ e'~p+~), t?-~'2P+s~); t~ ), *(P-P) t ~'} t~ ), t~ -~)" si scriva inoltre A nella fo rma:  • 22 ~ 33 , 

(25) A =  A?) A(p_p  . 

La W della (242) diviene al lora:  

W - -  E -1M * E - -  tM1, (26) 
c o n  : 

t5 

E ~ t3 , 

t~ 

t2 

eve M1 ~ data dalla (242), nella quale si tenga conto della. (25), ed M* 
da (19-,), nelle quali si ponga k - - 0 .  

Moltiplieando la relazione (26) per lo scalare d~, che ~ il massimo dei 
divisori e lementar i  di A*, essa diviene 

d;  W - -  E_ld~ M * E---  td~* M1. 

Poich~ d i M *  ~ una matr iee intera nella quale il massimo comune divi- 
sore degli elementi  ~ 1, e E, E_I sono unimodulari ,  anche td~M1 ~ una 
matr ice inSera nella quale il massimo comune divisore degli elementi  ~ 1. 
Essendo dp il massimo dei divisori e lementari  di A, gli elementi non nulli 

ta; 
di modulo minimo in td$M1 hanno valore --~p, e poieh~ essi devono essere 

+ 1 ,  si ha  t - - - - +  dp 3-~; da cib segue ehe gli elementi  non nulli  di td~M~ 
dv 

dp ( r - - 1 ,  2, p), e quindi tutti  interj. Inoltre due matrici  come le 8 0 1 1 0  ~ d r r  ' "  

d ; M * ,  td~M1 the  siano intere, diagonali, con elementi  diagonali  ordinabili 
in mode tale ehe eiascuno sia mult iple del precedente,  e ehe si ottengano 
l ' una  da l l ' a l t ra  mediante moltiplieazione a destra e a sinistra per matr ici  
unimodulari ,  hanno elementi  che, a prescindere dal segno e dal l 'ordine,  

a; a; 
sono ugual i ;  ne segue che, essendo ordinati gli interi ~ e d*--' si ha ~ - -  d*'-- " 

e poieh~ d l - - d t m  1, si ha d p - -  * * --d~ e d,-----d, ( r - - l ,  2 , . . . , p ) ,  nonch~ 
t - - ~ ± l .  

Abbiamo quindi dimostrato 
T~.ORE~A XI. - Una M N S  generica per cui p ~ ~ ~ 1, e quindi una M E S  

generica del ripe (g, g') avente caratteristica minore di g ' - - 1 ,  determina 
univocamente i propri divisori elementari. 
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Enunciando insieme i Teoremi IX, X, XI, si ha il seguente teorema 
fondamentale  : 

TEOI~E~A XII.  - Una M N S  generica per la quale sia p - - ~  < 1, o, in  
forma equivalente, una M E S  generica del tipo (g, g') avente caratteristiva minor~ 
di g ' - - 1 ,  individua univocamente gli interi associati e i divisori elementari. 

Altra conseguenza immediata  dei risultati  precedenti  ~ il 
TEORE~A X I I I . -  Ogni M E S  ~ equivalente ad una forma canonica di 

uno ed uno solo dei seguenti tre ti19i : 

U(~) ~) 
I ripe : 0(~, ' ; (p ---- i~ - -  0, 8~, 8~ arbitrari) ; 

! I  r ipe:  (23); (p----1, ~ - - 0 ,  8~, ~ arbi trari) ;  
i I I  r ipe:  (1), con p - - ~  ~ 1; (caratteri  del resto arbitrari). 

Una M E S  equivalente ad una forma eartoniea generica del terzo ripe 
individua univocamente gli interi earatteristici ed i divisori elementari. 

10. Complementi .  - Riportiamo in questo n. alcuni calcoli the  non sono 
stati sviluppati nei nn. precedenti ,  perch~ analoghi a calcoli gik svolti. 

I. (Cfr. terz 'ul t imo capoverso del n. 7). Si trat ta di provare ehe se 
generica la o) data da (22), lo b anche la ¢o* ad essa equivalente in base ai 
Teoremi IV, V, V[ ;  a questo scope basra evidentemente provare che ~ gene- 
rica la relativa X*, quando si tenga conto della genericiti~ delia Oh. Infatti ,  
fissata ehe sia gener icamente  quest 'u l t ima,  tenendo presente l 'espressione 
delle matrici  t he  compongono X* e tenendo fisse le matrici  //1, H2, K1, K2, 
L1, L~: sono generiche (I)~, W* perch~ r ispet t ivamente uguali  a 1F1, W2 the  
lo sono per ipotesi;  fissure che siano Qll, ~L~, ~2~, r imahgono arbitrarie 
~213 e Q~a, e cib assicura la genericiti~ di (I){* e Q~'~; dope di t he  ~2~ e (I)~' 
dipendono da ~33 e ffP, le sole ancora arbitrarie,  al seguente mode :  

i 0 ¢ ~  * 

Au (i -{- L~L1)h3fl3a -I- L~(P + _NI 

essendo -N1, 2~ matr ici  indipendenti  da Qua, • ; l ' inversione di queste formule:  

, (I) - ~  (I)~ - -  N~ - -  LlasQ3a, 

possibile quando, tenure conto dell 'arbitrarieth,  sia pure non assoluta, di L1 
si sia fatto a priori in mode the  sia A ~ - { - ( A ~ - - I ) L ~ L 1  =~= O, cosa evidente- 
mente possibile. La mutua  dipendenza di ~2~, (I)~ da Qas, 4p assieura quindi 
la s imultanea genericiti~ delle due coppie di matrici, quando si osservi the,  
variando ~2~ in un in terne  suff ic ientemente piccolo de1 sue valore iniziale, 
lo stesso accade anche per ~2aa e quindi si possono s imul taneamente  rispettare 
le disuguaglianze r iemanniane,  senza ledere la genericith deg]i elementi  
considerati.  
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II. (Ofr. penult imo capoverso del n. 7). Per  provare the  ogni prefissata 
matrice del tipo (23) ~ equivalente ad una I~INS aveB-te il carattere p arbi- 
trario entro le limitazloni 1 ~ p ~ [ ~ / 2 ] ,  basra provare l 'affermazione per 
la (22), ottenuta dalla (23) sopprimendone le ultime B~ righe. Una eventuale 
MNS equivalente alla (22) ~ necessariamente del tipo 

A(* p) ~ona(P) ~12 

COl -- U (~**-210 0 @ ' 

U(/O 

ed ib equivalente  a 

X1 - - -  

U(p) ~I(Qi2 -- Q~iW) 

U(~* -2p) (1) 

U(P) 

Si sostituisca la (22) con la matrice equivalente 

X ~ ' -  

U(p) 
1 

U(p) 

c t  

' 

¢; 

e si ponga:  

Xl ----- ),* X~ A*, 

COB- : 

) , * - -  

U(~) 
I + L 2 L i  L2 ' A*-- ' [  l * - i  I" 
Li U (~*-~p) l. 

Uip) 

Risulta allora ~ -- A2[z*(1 -t- L2L,) + Lu(I)~] + o21W, mentre ~n .  ~'~l, (I)~, 
sono indipendenti  da L i ;  tenuto conto che ~ * " >  0, si pub dunque disporre 
delle matrici intere arbitrarie contenute nella 1 '  in modo che Q~ sia positivo 
e graade a piacere, in modo cioi~ che toi sia una MNS. 

III;  (Cfr. eapoverso precedente il t eo r ema  IX del n. 8). Si tratta di 
sviluppare i ealcoli dei nn. 5, 6 e 8 nel r ipotes i  p - - p *  ~ 0  anzich~ nell 'ipo- 
tesi p -  p* ~ 0, o, eib che ~ lo stesso, scambiando le veci delle due matriei. 
Si parta cioi~ dalle X, X* (12) e si supponga valida una relazione: 

X - -  7*X *C*-i ,  
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ana loga  a l l a  (16). In t rodo t t a  la mat r iee  D* ana loga  al la  D del n. 6, a f f inehb 
possa valere  la re lazione preeedente ,  essendo ¢o, to* )INS,  i~ neeessar io  ehe 
sia vaI ida 1' ana loga  de l l a  (18), ciob la 

(27) ~-*i W* .~* -~  O, 

eve W* ~ u n a  ma t r i ce  in te ra  emi s immet r i ca  da ta  d a :  

(28) W *  - -  E * I M E * ,  M - "  (~s~) , 

- - A  

e ~* ~ def in i t a  a l la  f ine del  n. 6 ;  aaehe  qui  la ma t r i ee  E* /~ o t t enu ta  
da l la  D* p e r m u t a n d o n e  oppo r tunamen te  le r ighe  ; la (28)/~ l ' ana loga  del la  (19). 
Se era  ¢o*, e qu ind i  X* e ~*, sono gener iehe ,  da l la  (27) s egue :  

(29) W* ---~ t M ~ ,  M~' = [] m,., [[ (r, s ~-- 1, 2, ..., 7), 

con ml~ = msi --" 0 (k), m26 - - -  - -  m62 = A ~ ,  ma7 --~ - -  rata - -  ~ A ~ ,  m~4 -~- 0 ~ ; 

quindi ,  eonf ron tando  le ea ra t t e r i s t i che  delle due  espressioni  di W*, si hanno  
le stesse conc lus ion i  del  calcolo de1 n. 8. 

11. L e m m i .  

I.  Se  ~(~, s) - .  [] ~h [] (i - -  1, 2, ..., r ;  h - -  1, 2, .. . ,  s) ~ u n a  gener ioa  m a t r i c e  
e o m p l e s s a  e w(q,~) --- [I wk~ I[ ( k - - -  1, 2, . . . ,  q) ~ u n a  m a l r i c e  r a z i o n a l e ,  la 
r e l a z i o n e  

(30) ~-lw-i -- wp -- 0 

s o d d i s f a t t a  s e e  solo se s -  1 ovvero  w - - O .  

In ogni case ~ - l w - 1 - - ~ w  b u n a  mat r i ee  e m i s i m m e t r i c a ;  qu ind i  se s - - 1  
ovvero s e w  - -  0 la  (30) /~ soddisfat ta .  Viceversa,  se vale la (30) e se s > 1, 
presi  e o m u n q u e  h, k ta l l  ehe 1 ~ h  <. k ~  s, si h a :  

¢, 

E, (t~,hw~, -- t~,kwa,) - -  O. 1 

Poich~ le t~$a, t~k ( i -  1, 2, ..., r) sono e lement i  di ~ tu t t i  dis t int i ,  se ne true 
wk~ = 0  ( k - -  1, 2 , . . . ,  q ;  i = 1, 2 , . . . ,  r), cio~ w = O. 

II .  Se  p(~, ~ - -  [] ~i~ [[, ~'(~" ~) : [I ~'i~ [[ sono d u e  m a t r i ~ i  complesse ,  gene .  
ri~he, u g u a l i  o d i s l i n t e ,  e se wJ~', ~) - - [ ]  w~ i [] ~ r a z i o n a l e ,  e m i s i m m e l r i v a  se 

- -  p', la  r e l a z i o n e  

(31) p-lW_lp' - -  [~'_l~)p --" 0 

d s o d d i s f a t t a  s e e  solo se s - ~  1 ovvero w - - O .  

In fa t t i  la ma t r i ce  al pr imo membro  del la  (31) b in ogni ease emisimme- 
trica,  qu ind i  se s----1 ovvero s e w - -  O la (31) ~ au tomat ica .  
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Viceversa, se vale la (31) e se s ~ 2 ,  si prendano h, k tali che 
l ~ h < k ~ s .  Si h a :  

1 1 

identicamente rispetto alle ~ih, ~i~:, ~'jh, ~'~k ( i ~  1, 2 , . . . ,  r ;  j ~ l ,  2 , . . . ,  r'). 
Sia t~ :~= ~'; essendo h=~= k, le variabili  considerate sono tutte distinte 

tra loro. Poichb il prodotto t~hp'jk compare solo col coefficiente wj~, b wj~ = 0 
e quindi w = O. 

Se invece p - - ~ ' ,  la (31), tenuto conto del fatto the  w b emisimmetrica, 
diviene 

1 

Essendo i=}=3, h =4= k, ogni prodotto ?ihpjk 0 ~ja~k ha per coeffieiente solo wj~ 
the  b quindi nullo, salvo eventualmente il caso che sia i - ~  h, k e j - ~  h, k;  
b allora 

Wkh(phh~1,k ~ ~hkpkh) --- 0 

da cut anche w~h - -  0 ; quindi w --- O. 
III .  Se ~.s.,}--I] a~ [] ~ u n a  matrice complessa si~hmetrica generica ; 

A (~,~) unct matri~c razionale  d iagonale  non  degenere i cut  elementi  p r i n c i p a l i  
s iano a~, a~, ..., a~; w( ~,~} -~ [] w~ I] u n a  matrice razionale,  la relazione 

(32) aAW_l - -  wA~ - -  0 

soddis fa t ta  s e e  solo w-- '--tA -~, con t numero  razionale.  
Che da w = tA -~ segua la (32) b immediato. 
Per  provare la parte inversa si osservi anzitutto che ~ A w _ ~ - - w A ~  b 

emisimmetrica,  quindi per s----- i il teorema ~ banale ;  sia dunque s ~ 2 .  
Presi  allora h, k tali the  1 ~  h < k ~ s, si ha 

$ 

Y., a~(z~w~,~ - -  z~wh~) ~ 0 
1 

Ora le z~, ~ (i---1, 2,. . . ,  r) sono elementi di a tutti  distinti, ad eccezione 
di ~ che compare per i--~ h, i = k;  la relazione precedente diviene dunque, 
ordinata rispetto alle var iabi l i :  

Z i 4 h  , k ai((~hi~Vki - -  (~ikWhi) ~ ah(~hhWkh - -  ak(~kk~Vhk "-~ (~hk(akWklc - -  ahTOhh) ~ 0 ; 
1 

da tale relazione segue w ~ - - 0  per i=4=k, e w~al--~w22a2 . . . .  - - -w,sas .  
t 

Chiamato t il valore comune a queste quantitfi, si ha w ~  - - - - -  e quindi la test. ak 
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IV. Se ~{~, ~)--" iI ~ [] e u n a  matrice complessa s immetr ioa generica, 

~(~'")---~ [] t~i~ [] u n a  malrice complessa generica, A (~,~) u n a  malr ice  diagonale  
raz iona le  non  degenere con gl i  elementi  l~rincipali  a l ,  a2 , . . . ,  as;  ~v (r's)~- ]I wii I] 
u n a  matr ice  razionale,  la relazione : 

(33) a A w _ ~  - -  ~_~wAz - -  0 

sodd is fa t la  se e solo s c s - - 1  ovvero w - - O .  
Infat t i  la niatriee al primo membro della (33) b in ogni easo emisimme- 

trica, quindi se s - - 1  ovvero se w--~ 0 la (33) b automatica.  
Vieeversa,  se vale la (33) e se s ~ 2, la (33) d iv iene:  

E~ E i a~(ah~p~ - -  ~pjh)w~ --- 0 ; 
1 1 

presi h, k tali ehe 1 ~ h  < k ~ s ,  aeeade che le 0jh, ~ sono tutte distinte 
tra loro e dalle ~b~, ~ ;  ed ~ anche sempre ~ h ~ : ~ ;  ne segue w~----0 e 
quindi  w --- 0. 

12. Sulla deflnizione di MNS. 
Come ho gih, detto nel n. 1, la definizione ivi data di MNS non ~ quella 

originale. Proverb qui la saa  equivalenza con la definizione di SEVERI, che 
la seguente :  ehiamasi matr ice  normale  (di S E V E R I )  u n a  matrice del t ipo:  

(34) 

nella quale : 
B0 ~- 2~i U (s~) ; 

O(~,,p) ¢(o ~'p)  B~o ~ , 
0(~,p) q;(o ~:'p) 0(~,~) 

1Fo i~ una  matrice complessa arbitraria,  la cui carat ter is t ica indichiamo 
con •; i~ allora ~ ~ p ,  p ~ ~ ;  

(I)o ~ una matrice complessa a rb i t ra r ia ;  
t] Ao ~oll ~ una matr ice  normale di RI]~MA~cz~ che si dice associata 

alla (lo). Cib significa the  Ao 6 una matriee diagonale non degenere tale the  
A ~ 2=iAo 1 sia una matrice diagonale a elementi  principali  interi positivi 
dl, de, . . . ,  dp~ tali the  d l - - 1  e che d~_l sia multiplo di d~ (i----2, 3,. . . ,  p ) ;  
e che ~o'--~'o-4-ig~o b una matrice complessa simmetriea la cui par te  reale 
Q'o sia la matriee dei coeffieienti  di una forma quadrat ica  definita negativa. 

In  [7] si opera sulla forma (34) aneora qualche semplificazione di cui 
faremo cenno nel torso di questo n. 

Che ogni matr ice del tipo (1) sia equivalente ad una matriee (34) b 
immediato:  bas ta  molt ipl icarla a sinistra per  2~iU(P+ el+~) ed eseguire un'op- 
por tuna permutazione di righe e colonne. 

Che vieeversa  ogni matrice (34) sia equivalente ad una matriee (1) 
provato dalle seguenti  considerazioni. 
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hnzitutto,  mediante scambi di linee e di colonne, che si ottengono 
moltiplicando la (34) a destra e a sinistra per opportune matrici unimodulari ,  
la si r iduce alla matrice equivalente:  

Ao 0 Qo 
0 Be (I)o 
0 0 IF0 

Dividendo poi per lo sealare 2ui, cio~ moltiplicando a sinistra per 
1 

27:---i U~v+~+~*)' si perviene alla matriee equivalente 

(35) 0 U O1 
0 0 ~1 

nella quale A-----A -1, Qi-"~-~[~o, (I)l-----2-~(I)o, ~ 1 - -  /IY0; q)l, ~1 rimangono 

matrici arbitrarie, la seconda di caratteristica p; ~21 ~ una matrice simme- 
trica la cui parte immaginaria  ~ la matrice dei coefficienti di una forma 
quadratica definita e positiva. 

Si passa poi dalla (35) ad una matrice ad essa equivalente mediante le 
seguenti operazioni, indicate da SE~r]~RI in [7, p. 253, 254]. 

Si sostituisee alle righe di posti p + ~ + l ,  p + ~ l + 2 , . . , p + 8 1 + ~  
una lore combinazione lineare non degenere e si esegue un 'oppor tuna  
permutazione delle colonne di posti 2p + 1, 2p + 2, ..., 2p + ~1, sl da per- 
tare W1 alla forma 

(36) ~ - - "  OIS,-p,0) O(~r0,p-0) ' con ~a°'v-°}----. 

si esegue poi sulle righe di posti 

• • • • • , ° • • , ° 

~ol ~o~. "" qYp,v-o 

1, 2, ..., p la stessa permutazione che si 
operata sulle ultime colonne, si da riportare a forma simmetrica la matriee 
ehe prende il posto della ~1; operando poi la stessa permutazione sulle 
prime p eolonne si riporta a forma diagonale la matrice ehe prende il posto 
della A;  si perviene cosi alla matr iee:  

(37) A1 
0 Q.~ 

0 U (I)2 
0 0 W~ 

eve A1 differisce da A solo per una permutazione degli elementi pr ineipal i ;  
le altre matriei sono dello stesso ripe delle matrici di posto omologo in (35), 
sal~o Wu the  ~ del tipo (36), con Wa arbitraria. 
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Si cerchi  ora, sempre mediante  relazioni di equivalenza, di mantenere  
la forma (37), r iot tenendo perb A al posto di A1. Cib ~ possibile al 
seguente modo. 

Nella (37) si ponga anzitut to:  

A I =  , aT- ) , % =  II ¢(4 ~''v-P) II. 

]~ immediato the,  senza turbare  la sua forma, si possono permutare  
arb i t rar iamente  in (37) gli elementi  principali  di Ae eseguendo una medesima 
permutazione success ivamente :  sulle righe di posti 1, 2, ..., p; sulle colonne 
di posti 1, 2, ..., p; sulle colonne di posti p +  81+ 1, p + 81-+- 2, ..., p +  81+ p; 
sulle r ighe di posti p ~ 81-~- 1, p + ~1 + 2, ..., p - +  81-~ ~. Analogamente per  
quanto r iguarda  A3. Yer p ro ra te  dunque che si pub eseguire u~a qualunque 
permutazione sugli elementi  principali  di A1, mantenendo il tipo (37), baster~ 
p ro ra t e  t he  si possono Scambiare tra loro l 'ultimo elemento di A~ e il primo 
elemento di A3. Ora cib ~ possibile come segue:  si invertono le eoIonne di 
posti p, p + 1 ; le colonne di posti p + ~1 4- ~, P + 81 4- p -+- 1 ; le righe di posti 
p, p + 1. Ccn cib si ottiene nella A1 l ' inversione voluta, l e a l t r e  matrici  
minori  mantengovo i] loro tipo, salvo ]1 U W3 }1 che diviene:  

1 . o 

We,~ 1 We,~...We, p_ e 

Sia n un intero tale che Wel-~ n sia non hullo e che sia intero il prodotto 
di n per il quoziente r degli elementi  diagonali di posto p -b  1 e p nella 
matr ice  A~. Sia inoltre /V~-e,~ ) Ia matr ice che ha nulli  tutti gli elementi,  
salvo l 'u l t imo elemento della prima riga, che si prende uguale ad n. Dal 
calcolo segue immedia tamente  che se, dopo aver compiuto sulla (37) le 
inversioni di l inee gi~ precisate, si moltiplica la matr ice cosi ot tenuta a 
sinistra e a destra r ispet t ivamente per 

U(~). N-1 [ U{e) - -  rN_l  

U~P-'~) I , U[P-P) 
U(S~+~,) U(~) , 

U~P~ 
N U(p-P} 

. 4~#a | i  di  M a t a m a t i c a  10 

si perviene ad una matr ice che differisce come tipo dalla (37) soltanto in 
quanto al posto della matr ice minore II U W.q I[ trovasi la :  

11 It I1 W ,  W5 II • /V  U(v-P~ --= "" . . . .  ' 
W~,I -+-n 
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le cui prime ~ colonne formano una matrice non degenere.  Sost i tuendo 
quindi  alle r ighe di posti p - } - ~ 1 + 1 ,  p - i - ~ l - t - 2 , . . . ,  p - 1 - ~ - 4 - p  una loro 
opportuna combinazione l ineare si pone al posto d i  Wa la matrice diagonale 
unitaria,  e sottraendo dalla matrice formata dalle righe di posti p + 1, 
p -4- 2, ..., p -!- ~l la nuova matrice formata delle righe p -+- ~1 -t- 1, p -4- ~l -t- 2, ..., 
P - t - ~ I + P  moltiplicata a sinistra per  la nuova (I)~, si perviene ad una 
matrice del tipo (1), nella quale al posto di A1 si ha dunque  la matrice 
ot tenuta invertendo gli elementi  diagonali  di posti ~ ,~ -~ -1  della A1. Si pub 
quindi alla fine porre  la A al posto del la  A1, e giungere cosi alla nuova 
f o r m a  nor ma l e  di  SEVERI, cio~ ad Una matrice del tipo (1), forma di cui mi 
sono gi'~ serviio in [1] e [2], e the  meglio si adatta agli sviluppi algoritmici 
qui neeessari.  

13. Una generalizzazione del gruppo modulare  r i s t re t to .  
Come osservazione conclusiw,,  faccio notare come ]a (26)conduca ad una 

generalizzazione del coneetto di gruppo modula te  ristretto e di gruppo 
simplettieo. 

Per  gruppo  m o d u l a r e  r is tret to (err. [5, p. 1241) relativo alla matriee h(~) 
del tipo indicato nel n. 1 di questo lavoro, si intenda l ' insieme delle matrici 
unimodulari  T(~P) tali che :  

A 
(38) T M '  T-1 -~  M' ,  M '  ~ . 

- - A  

Si prow. ehe tale insieme ~ e f f e t t iwmen te  un grlTppo e the  le sue matrici 
sono necessar iamente  modulari.  

Ponendo C---- T -1 e passando alle matrici  inverse nei due membri  della 
(381), essa equivale  a l la :  

A 
('~9) C _ I M C - -  M,  M - -  - A ' 

che si pub quindi prendere come definitrice del gruppo modula te  ristretto. 
Cib posto, si par ta  dalla (26) ; tenuto conto del ratio che k - -  0, t -~ ~ =-: ~-~ 1, 

A = A*, essa diviene : 

(40) E _ I M E - -  ~M1, 

in cai M ~ data dalla (28u)~ _71/1 si ottiene da M cambiando segno alle ult ime 
p ~ righe e colonne, E ~ la matrice del n. 9. 

Si consideri  la matrice unimodulare  

U(e) 
U(p-~) P - ~  

U(p-e) 
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essa ~ tale e h e :  P E - - D  (cf r. n. 9), P - - P _ I = P  -1, P M P - ~ M i ;  dal la  (40) 
segue al lora  E _ I P P M P P E - - "  ~M1, e quind i  : 

(41) 
Posto poi 

D_IMID = ~Mi. 

I U(v+~+p) --U(v-~) ' 
Q 

] 

e tenuto  conto del fat to ehe : Q ---- Q-i = Q-i, QMiQ "- M, QDQ ---- C (cfr. n. 6), 
da l la  (4l) segue QD_iQQMiQQDQ --~ ~QM1Q, e quind i  : 

(42) C-1MC " -  ~M, 8 - -  + 1. 

Si eonsider i  u n a  mat r i ee  C, soddisfaeente  al la  

C_IMC --" M ; (43) 

posto : 

(44) R =  ' - -  U(v) ' 

la C e la CR soddisfanno ovviamente  al la  (42), pereh/~ R M R  -" - -  M. Vieeversa  
ovvio che se C soddisfa a l ia  (42), o C o CR soddisfa  a l ia  (43). Cio~: 

condizione nec~essaria e sufficiente perch~ C e CR soddisfacciano alla (42) 
the una di esse soddisfaccia alla (43). ~ ovvio e h e l a  (43) ~ u n a  generaliz- 
zazione del la  (39). 

I n o l t r e :  L'insieme delle matrici unimodulari  soddisfacenti alla (42), e 
l' insieme delle matriei unimodulari  soddisfacenti alla (43) d u n  gruppo. 

Se infa t t i  C', C" sono un imodu la r i  e soddis fanno la (42), eio~ se C'IMC'  - -  
- '~ 'M,  C"_IMC"-- g'M, si ha  ' " ' ' " - -  " --- C_IC-1MC C ~ M, eio~ (C'C")_IM(C'C") 
"--¢'g'M, e qu ind i  anehe  C'C" soddisfa  la (42); se vale la (42) si ha  anehe,  
per  mol t ip l icaz ione  a s in is t ra  per  0 -~  e a des t ra  per  C 1, 8 M - - C - ~ M C  -1, 
e qu ind i  anche  C - i  soddisfa  la (42); quan to  basra  perchi~ l ' i n s i e m e  eonside- 
rato sia sot togruppo del gruppo delle mat r ie i  un imodula r i .  Se, ne l la  preee- 
dente  dimostrazione,  si pone 8 - -  8' -~ 8" ----- 1, si ha  1' ana loga  d imost raz ione  
per  la (43). 

Cib posto, dat i  gli in ter i  non  negat iv i  p,  al, e una  mat.rice d iagona le  
h(,), i 'cui e lement i  d iagonal i  sono in te r i  posit ivi  di,  d.~,..., dp, ta l l  t h e  
d l - - 1  e ehe d~_l sin divisore  di d~ (i : 2, 3, ..., p) eh iamo gruppo unimodu. 
late ristretto {gruppo simplettico I, re la t ivo  ai ca ra t te r i  p 8i e al la  mat r i ee  A, 
l ' i n s i e m e  delle mat r ic i  u n i m o d u l a r i  { rea l i  non d e g e n e r i }  C(2v+ ~1) soddi- 
s faeent i  a l la  re lazione (43), ne l la  qua le  la mat r i ce  M ~ da ta  da l la  (28.z), con 
A ~__ A-i.  

L ' o p p o r t u n i t h  del la  def iniz ione ~ g ius t i f ica ta ,  ol tre che d a l l ' a n a l o g i a  
formale  con la (39), or ora messa  in luce,  da u n ' a n a l o g i a  sostanziale  dovuta  
al seguente  fatto.  
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Le affermazioni dei nn. precedent i  e di questo n., tenuto eonto det fatto 
che k - - 0  e dells relazioni dette tra le matriei  soddisfaeenti  alia (42) e 
alia (43), implicano la seguente propriet/~: data una  generica M N S  to(g,g') 
(g' ~ 21o 4- 8l) per  vui p - -  ~ ~ I e una  malriee unimodulare  COg's, conditions 
necessaria per~h~ esista una  matriee complessa non degenere y(g} tale the ytoC 
sia una  M N S  ~ she C oppure CR appartenga al gruppo unimodulare  ristretto 
relativo ai c~aratteri p, ~1 e a l l a  marries h, associati alla M N S  to. E questo 
teorema ~ l 'analogo, sia pure in forma pifi debole, di un teorema della teoria 
delle matriei  abeliane [5], secondo il qua le :  data una  generica matrice nor. 
male di RIE~ANI~.  to*(P,'a~} e ,una matriee unimodulare C('~, condizione 
necessaria e suffi~iente affineh~ esisla una  matrice complessa non degenere 
y(~) tale she y(~*C sia una  matrice normale di R ~ E ~ , ~  ~ the C appartenga 
al gruppo ~nodulare rislretto. 
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