
V a r i a z i o n i  di  s e g n o  c o n d i z i o n a t e  e t e o r e m a  di  F a b r y .  

Memoria di G~OVA~ RIcc~ (a Milano). 

s u n t o .  - 84 estende il campo di  applicabil i td della classica condizio~e suf f~ients  di  E. FABRY 
per i l  pun to  critico sul la  circonfere~za di convergenza: questa condi$io~e ~ichiede 
t ' ispezione della successions dei coefficienti su u n a  successions di  t r a t t i e  il  computo di 
certe varia~ioni  di segno. Per  ottenere la nostra eslensione si introduce il  concerto di  
• variazione di segno condi~ionata • che consents tanto un  computo p i ~  favorevole 
quanto la possibiUtd di r idurre l'ispezione al la par t s  centrals dei traiti .  - 1. Posizione 
del problema. - 2. Varia~ioni  di segno condit ionals.  - 3. Condizions uni laterale  con 
quante si voglio~o var iaz ion i  di segno (Tear. I). - 4. Una funzione ausiUaria.  - 
5. Condizione snfficiente espressa con Is var iaz ioni  di segno condizionate (Tear. II) .  - 
6. I l  tratto ridotto (Teor. I I I ,  I V  e V). - 7. Criter+ sufficis~ti per  le serie di pot~nze 
non prolungabi l i  (Teor. VI). - 8. A l cun i  lemmi  noti. - 9. Un nuovo lemma. - 10. Maggio- 
ra t ions  di lip. - 11. Dimostrazione del lemma principals .  - 12. Dimostrazions del 
Tear. I I .  - 13. Dimostra~ione del Tear. V. 

1. P o s i z i o n e  d e l  p r o b l e m a ,  - U n a  p ropos iz ione  c]ass iea  di E.  FABI~Y, al 
segui to  di a l t r e  ana loghe  dov u t e  a G. VIVANTI, A. PRINGSREm, J. HADAMA~D, 
eec.,  a s segna  u n a  cond iz ione  suf f i c ien te  a t ta  a local i~zare  u n  p u n t o  er i t ico  di 
u n a  ser ie  di po tenze  (~); la p ropos iz ione  a cui  a l ]ud iamo ~ la  s e g u e n t e :  

TEOREM.4. (E. FABR¥). - ~ L a  ser ie  di po tenze  2] a , z "  abb ia  raggio  di eonver-  
genza  1. I1 pun to  1 ~ cr i t ico  se ~ poss ib i le  d e t e r m i n a r e :  

(i} u n a  suecess ione  t nh } c r e s c e n t s  di ind ic i  in te r i  n~, n~ , . . . ,  
(ii) u n a  sueeess ione  t Th} di o r i en taz ion i  y~, ~,~,..., 

(iii) un  n u m e r o  r ea l s  0 ~ 0 ~ 1, ta l l  che  r i su l t i  (s) 

(1. t) Re  ( a , h e - ~ )  ~ O, t Re (a,he-irA) }t/-h ~ 1 p e r  h --* + c~, 

e de t to  vh il  n u m e r o  de l l s  va r i az ion i  di segno (passaggi  da 4-  a - -  o p p u re  

da  - -  a ~ ,  t r a s c u r a n d o  gli even tua l i  zeri) de l la  sueeess ione  f in i ta  di h u m e r i  
rea l i  Re  (ame- i rh) ,  dove  l ' i n d i e e  m a p p a r t i e n e  al t ra t to  

(i - o),+,, m < (i + o),+,,, 
r i su l t a  ~)~/n h + 0 pe r  h + + m +. 

(l) E. FAB~r, • Annales ]~eole normale super. ,, (3), 13, 367-399. E. IJANDAU, DarstellunO 
und  Begri tndung einiger ~teuerer Ergebnisse der Fuuktionentheorie.  2. Aufl., Berlin 1929, 
pp. 14-16, 76.86. Noi seguiremo l'esposizione di E. LANDAU; in questa opera si trovano 
aneh9 indieazioni bibliografiche. 

(2) Per semplicit~ denoteremo con al#+ ]a radiee n-esima aritmetica di un numero 
reale e positive ~ e con I z tl/~ ]a radice ~-esima arilmetiea del modulo di z. 

A~mali di M a t ~ a t l e a  1 
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In  ques ta  in teressante  proposizione si vede il proposito di espandere  la 
por ta ta  del la  condizione suff ic iente  n e l l ' i n t en to :  

1 °) di l imi tare  l ' i spez ione  sulla  successione dei coefficienti ,  a eerti  
t rat t i  Ih (di ampiezza relat iva non infini tesima) distaccati  quanto  si vuole 
l ' u n o  dal l ' a l t ro ,  purch/b centra t i  su una  successione t a,h} con l a%11/% ~ 1; 

2 °) di scegliere, per  ogni Ih ,  una  orientazione Yh di aggius tamento  
lungo la quale  le component i  Re(a%e-ir,) soddisfino ancora  alle {1.1) e 
il numero  va dei passaggi,  dal semipiano Re ( z e - i r ~ ) ) 0  all 'opposto, dei eoef- 
f icienti  am con l ' ind ice  m in Ih,  cost i tuisca una  percentua le  infini tesima,  
cio/b verif ichi  la condizione Vh/nh "-~ O. 

Ci p roponiamo adesso il seguente  p rob lema :  ]~ possibile, nel  computo di 
tali variazioni di segno, t rascurare  quelle provocate da component i  Re (a.,e-irh) 
che non siano troppo g r a n d i ?  Cer tamente  si, quando tale confine della gran- 
dezza sia contenuto  entro i l imit i  di una  ~< per turbazione >> Y~ bag" della serie 
di potenze e per  la quale  l im lb .  ]1 / .~  1, poichib essa conduce a P (a,-~-b,,)~" 
e non altera l ' i n s i eme  dei pun t i  crit ici  sul la  c i rconferenza di convergenza 
[z I - -  1. M a i l  problema diventa  significativo se viene r ichiesto t h e  il confine 
per  la grandezza delle component i  Re(a,,,e-irh) da t rascurare  nel computo  
delle variazioni,  non r ientr i  nel la  condizione lira lb,  11In ~ 1 ehe caratterizza 
le per turbazioni  t rascurabi l i  a priori.  

Alla soluzione di questo problema b rivolta la presente  Memoria :  dopo 
avere def ini te  molto na tu ra lmen te  le variazioni condizionate da una  funzione 
~b(n} o ~b-variazioni (la funzione ~b sartt poi que!la che assegna, in c iascun 
tratto Ih ,  il confine super iore  di cui par lavamo sopra), si stabilisce un  criterio 
suff iciente del la  forma r ichies ta  {Teor. II). Altri  criter~ suff icient i  {Teor. 11I, 
IV e Y) sono rivolti  a res t r ingere  il computo delle variazioni di segno a un  
trat to /h*, eollocato al centro di Ih e avente ampiezza relat iva infini tesima.  
Vengono poi espl ic i tamente  enunc ia te  a lcune  condizioni sufficienti  {Teor. VI) 
a garant i re  che ~ a.~" non sia prolungabi le ,  cio~ c h e l a  cireonferenza [ z [ =-= 1 
sia l inea  cri t ica e the  d iscendono come corollarI dalle preeedent i .  

Nella seconda par te  della /¢Iemoria (nn. 8-13), dopo avere r ichiamat i  
a lcuni  lemmi  noti, si d~ la dimostrazione di un  nuovo l emma che utilizziamo 
poi per  d imostrare  i Teoremi  I I e  Y che sono le proposizioni p ih  ffenerali 
da cui seffuono tut te  le altre come corollarL 

2. Variaz ioni  di segno condiz ionate .  - S ia  

una  success ione finita di _N-t-1 numer i  reali  e sia ~{n) una  funzione non 
negat iva  

~(n) _>_ O, (n = O, 1, ..., iV). 
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Si dirit t he  due e lement i  u,, ,  u.+~ di t un  } (anche non consecutivi) pre- 
sentano una  variazione di segno condizionata da ~ o una  ~-variazione di 
segno quando 

u~ > ~b(n), u~+~ < - -  +In + r) oppure  u,, < - -  ~(n), u,,+r > tp(n + r), 

mentre  tut t i  gli [eventuali) e l emen t i  in te rmedl  ut (n < t < n + r) sono tut t i  in 
modulo non superior i  a ~(t), eio~ 

I < (n < t < n + r). 

In  sostanza, il compute  delle ~b-variazioni di segno lunge  { u,, } si eseguisee 
come il compute  delle variazioni di segno ordinar ie  lunge ta successione 
o t tenuta  da {un t sost i tuendo lo zero a ogni e lemento  [ ut[<_ +(t). 

]~ evideate  ehe, se ~ ( n ) ~  ~.,(n), il numero  delle  ~2-variazioni non supera  
quello delle ~bt-variazioni. 

Le variazioni di segno ordinar ie  si d i ranuo le O-variazioni. 

8. L imitaz ione  uni latera le  con quan te  si vogl iono variazioni  di segno. - 
Come consentire,  senza l imitazione del numero ,  le variazioni di segno di 
Re (a,ne-irh)? Una r isposta ~ forni ta  dal s eguen t e  

TEORE~A I. - L a  serie d~'poten~e E a ~ '  abbia raggio di c~nvergenza 1. 
II  punto  1 ~ vritico se ~ possibile determinate 

(ip una  suooessione { n~,} cresoente di indioi interi  h i ,  n~ , . . . ,  
tii) una  suooessione { Ya } di orientazioni y~, y~, . . . ,  

(iii) due numer i  reali e positivi 0 (abbastama ~ic~lo)  e K (abbastanza 
grande) 

tall the r isul t i  

('3.1) Re (3%e-%) > O, { Re (anhe-%) }l/'*h --. 1 per  h --~ + c~, 

e, per  tutti gli  indiei m di ogni tratto 

(Ih) (1 - -  0)n,, g m ~ (1 + 0)n,,, 

risulti, con m - -  na :h u e h - -  1, 2, 3, ..., 

(3.2) Re (ame-%) > _ ~ K  exp (ui/na) • Re (a,,he-%). 
nh  

OSSERVAZIONE. - Questa  condizione (3.2) ci most ra  c h e l a  componente  Re  (ame--irh)~ 
con m E Ik,  pub cambiai.e segno senza l imitazione sul  numero  del le  var iaz ioni ,  a patto t he  
essa, da una  par te  (qui dal la  par te  negat iva) ,  non super i  in modulo  l ' e sp ress ione  

K exp  (u~/n~) Re (anhe-irQ, 

la  quale, r ispet to  allo sere'to u = [ n k - - m  I ~ de l l ' o rd ine  esponenziale  e nel le  zone es t reme 
del  t ra t to  I h non pone a lcun vincolo,  poich~ concede una  libert~t super iore  a quel la  consen- 
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t i ta  dal  teorema di CAUCH3~-]~ADAMARD per  il  raggio di convergenza 1: infatti ,  ponendo 
u ~ ~nh, per  la stessa espressione abbiamo 

1 '~h*(~') 11/'' = I I ~h*(~) I'"h I"d '~ ~ I exp (~). ;~ I"#" 
~on 

X~ = (KIn~)~'%. I Re (a.~e-%) I'I"~---~ 1 
ed essendo 

1/(1 ÷ ~) < , d , t  < 1/(1 -- ~) 

([ra l imiti  fissi) r isul ta  x~n~/nt--~l e 

I ~*(~)  I ~/'' ~> exp (~/(~ 4- ~)). (~ + o(1)) 

the  r isul ta  ~. 1 per  ~ fisso, ----1 per  ~.--~0. 

La dimostrazione di questo Teor. I si trova in G. RrccI (~) eve si trae 
anche par t i te  da l l ' even tua le  emis immet r ia  del trat to I~;  si potrebbe anche 
vedere c h e l a  dimostrazione del Teor.  I I  (vedi n. 5) esposta nei nn. 8-12, col 
semplice  ada t tamento  di porre  g(~) ~ 1 ¢costante), conduce proprio al Teor.  I. 

4. Una funzione aus i l iar ia . -  Che cosa accade quando esistono in ogni 
tratto Ih ,  dei coeffieienti  am pei quali  non ~ soddisfat ta  la condizione (3.~)? 
Allora siamo in presenza delle variazioni di segno ¢ sostanziali  >> e il lore 
ins ieme deve essere regolato, sia per  cib che r iguarda  i! lore numero  va, 
sia per  .cib ehe r iguarda  la lore posizione nel  trat to Ih .  ]~ evidente  che una  
tale regolamentazione si potr~t r icavare da l l ' andamento  delia  classica funzione 
in tera  g(z) di G. FABER (~) che fornisce i r ip iegament i  a t t i a  soppr imere  le 
variazioni di segno;  ma il nostro scope ~ di r icavare  una  condizione del 
ripe consueto,  ciob una  condizione che r iehieda soltanto l ' i spezione di ogni 
trat to Ih isolatamente,  senza impegnare  in forma solidale, a t t raverso la 
t rascendente  g(~), quello che aecade negli  altri  trat t i  It (1 :~= h); per  superare  
questa  difficolt~t, abbiamo dovuto stabilire un  nuovo l emma (vedi n. 9, L e m m a  
principale) che fornisce una  maggiorazione del rapp0rto  [g(m)/g(nh)l mediante  
una  fun~ione ausi l i~ria ~(u, v) cal~olata c~n gti elementi attinenti  eso~usiva. 
r~ente a Ih.  

Poniamo I u l l o g ( v / u ) + 4 } ,  per  l ~ u < v  
(4.11 ¢ ( u ,  = v l l o g ( u / v ) - t - 4 } ,  per  l ~ v ~ u .  

Questa funzione ¢(u,  v) ~ def ini ta  nel quadran te  (1 =~ u, 1 ~ v), ~ simme- 
tr ica r ispet to alle due  variabil i  u e v, ed ~ cresceate  rispe$$o a c iascuna 
delle var iabi l i ;  infat t i  le der ivate  parzia l i :  

• ~, --- log (v/u} + 3 oppure  - -  v/u ,  ~ - -  u / v  oppure  - -  log (u/v) -+- 3 

(3) G. RICCl, Entisimmetria di tra~ti e teorenta di Vivanti-Pringsheim-Hadamard- 
Fabry relative ai pu•fi eritiei, • Bollottino U . M . I . . ,  I IL 9, pp. 196.135, (1954); qui figura 
soltanto la eostante 0, m a i l  toorema b equivalente a quello enunciate sopra. 

(*) Vedi  E. LA~VAU, leo cir. in (t), pp. 78-88. 
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sono positive. In  particolare, perch6 ci sar~ utile nel seguito, 
ehe per v ~ u  i~ 
(4.2) (I)(u, v + 1) ~ (I)(u, v) + log (u/(v + 1)). 

Infat t i  

¢(u, v + 1) - -  ¢(u, v) --= 

---- (v + 1) { log (u/(v + 1)) + 4 t - -  v { log (u/v) + 4 ) 

- -  l o g ~  + 4 - - v l o g  (1 + ~ )  

u 
> l o g ~  + 3 > l o g - - .  
--~ v + l  

osserviamo 

5. Condizione sulitciente espressa con le variazioni di segno condizionate. 
- Sussiste  il seguente 

TEOREhIA II. - L a  serie di  potenze E a, ,~ abbia raggio di convergenza 1. 
II punto 1 ~ orifice se ~ possibile determinate 

(i) una  suoeessione ( n a t  vreseente di  indivi  iateri  n t ,  n~, . . . ,  
(ii) una  sueoessione t Yht di orientazioni .&, y~, . . . ,  

(iii) una  successione { Va t di humeri  interi  positivi tali vhe 

(5.1) Va "-~ - t -  ~ ,  V h / n  h ~ O, 

(iv) due humeri  reali e positivi  6 (abbastanza pieoolo) e K (abbastanza 
grande), 

tali the risult i  
(5.2) Re (a%e-i~h) > 0, { Re (a%e-~rh))1/~ ~ 1 

e i l  numero v,('~a) delle ~a-variazioni di segno dell'allineamento di humeri  reali  

(5.3) Re (ame-%),  

verifivhi la disuguagl ianza 

(1 - -  0)m, ---__< m ~< (1 -t- O)n,, 

(5.4) Vh(~h)= < Vh ( a =  1, 2, 3,.. .).  

i5.5) 

L a  funzione ~a(u) condizionatrice delle ~a-variazioni di  segno ~ la seguente 

K u~ -- I Re (a•ae-irh), ~a(u) - -  na Va 2 exp I ~ (I)(u, Va) 

dove ¢(u, v) ~ la funzione definita in  (4.1). 
~ASO C O M P L E M E N T A R E .  - I~ punto  I ~ vritico anvhe se per 

(costante) il numero delle variazioni vh(~,) veri.fica la disuguagUanza 

(5.4)* va(~ba) ~ V0 - -  1. 
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OSSERVAZIOI~E I. - Si  dice • 0 abbastauza piccolo e K abbastanza grande ,, perchb, se 
la (5.4) (o la (5.4)*) b verif ieata  per  una c0ppia di numeri  0 e K, e~sa b, a maggior ragione, 
ver i f icaia  per  ogni coppia 0' e K '  con 0 ' <  0~ K ' ~  K. Infat t i ,  se 0 '~0 ,  il  tratto (1--0')nh=<_ 
_< m _< (1-t-0')nh b eontenuto in quello considerate in (5.3); inoltre il seeondo membro di (5.5) 
non diminuisce se in luogo di K si sostituisce K ~. Pe r  questa doppia ragione r isul ta  
vh{~'h) < vh(~h). IJa possibilith di sostituire a Vh un numero Vh' pitt piccolo pub fare aumen. 
tare ulteriormente il secondo membro di (5.5) (si tenga presente che q~(tt~ v) b crescente al  
crescere di v). 

Sosti tuiamo alia funzione ~h(n) una funzione Wh{u)<~h(u); allora vh(~bj~ ) ~ vh(tFh) e da 
vh(~h) ~ Vh (oppure < ]r e - -  ~) segue che 1 b critico. 

I n  partieolare~ sia vh(0 ) il  numero delle variaziorti ordinar ie  di  segno presenti  in (5..~) ; 
nelle ipotesi del  teor. di E. FABItY {vedi n. 1), vh(O)/nh~O, possiamo assumere Vh = vh{O)~,-1 
e ~su l ta  (0~h(tt) > 0) 

vl,(~h) < vh~O) : lrl~ - 1 < V'k = o(nh) ; 

la condizione (5.1) del Teor. I [  b soddisfatta e il punto 1 b critico. Pertanto il teorema classico 
di E. FABRY b contenuto nel  Teor. l I :  ma quosto b sostanzialmente pitt generale di qttello ? 
La  risposta b affermativa ed b contenuta nel l 'Osservazionc seguente. 

OSS~.RVAZ~OS~. I L  - L ' in t e re s se  della forma di Ch(u) sta nel fatto che 1' espressione 
us/nh--~P(tt ,  V~) del l 'esponente  in (5.5) pub presentare il sottraendo ~P(u, Vk) di ordine 
notevolmente inferiore a quello di ue/n~. 

P e r  i l lus t ra te  questa osservazione consideriamo il case in cui la coppia (u, V~,) soddisfi 
alle l imitazioni (~ ~ 0) : 

(5.6) V(2 t-  ~).~, log n~ ~ u ~ On s, g h < ue/(n~.log n~). 

Una facile ver if ica  mostra the  per  h >_ ho(~ ) r isulta 

(5.7) ~ ( u )  ~ n ~ l  3 Re (a,,~e-irh) ; 

pertanto, fra i coeffieienti a,,; soppressi nel tratto Ih per computare le ~b~-variazioni (condi.. 
zionate), ve no possono essere di quelli the  hanno ]a componente reale Re (a,ne-*rQ di 
modulo maggiore di Re (anhe-ir~) e quindi la serie di potonze ~ anz '~ non si pub in generale 
ottenere mediante una perturbazione ~.b,~z n, con lira l b ,  i1/~<~ 1, da un'  a l t ra  serie 
v Ca n ~ bn)~n cho verif ichi  la c{mdizione v~(O)/n~ de1 teorema classico di E. FABRY. 

Osserviamo inoltre eho i l  numero dei coefficienti a~n, aventi  grande component~ e che 
vengono soppressi per  procedere al compute delle ~ - v a r i a z i o n  b pub, no1 case pitt favorevole,  
raggiungere  l 'espressione 2(0--o(t))n~ e cosi r icoprire quasi tutto il tratto I~, lasciando 
scoperto soltanto un t rat to  cen~rale I~*. 

Che dalle limitazioni (5.6) segua la (5.7) si r edo  al mode seguente :  ~(u, v) b funzione 
eresconte al  crescere di v, inoltre 

e quindi 

Vh <= u2/(nh log nh) -~- ~ . ul(nh log n~} < u 

nh 
O(u, Vh) < nh log nh 

U s , 1 / n  h log n h t- 4 I 
< nh log nh I log V ~+--~ 

,t ~ 1 
nh l~g nh" 2 log nh.  I 1 -~ o{1) [ 

~2 
~--- 2n~ I 1-4-- o(1) }. 
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Si deduce che 
> K 

~h,u) = ~exp I nu_~_ *¢' (t + 0(i)) 

> Kn h u 41°g' n h exp (1 + o(1)) 

K o(1)) I > (,2 + ~),,,, exp I & 0 + 

1 > exp ~ log nh(1 + o(1)) - -  log nA 

(° ) > e x p  ~ l o g n  h , per  h>h(~)  

6. II tratto ridotto. - Ci proponiamo di enunciare qui esplieitamente 
delle condizioni che impegnino una successione {Ih*l di tratti Ia* (situati 
al centro dei tratti Ih) che siano ridotti, nel senso c h e l a  loro ampiezza 
risulti o(nh): sussistono in proposito i teoremi seguenti. 

T r a t t o  In* d i  a m p i e z z a  2 n J i o g ~ n h  ( a>0} .  
TEOR~X~A I I I . -  L a  serie di potenze ~ a,,z" abbia raggio di convergenza 1. 

II  punto  1 ~ critico se ~ possibile determinate le successioni { nn } e {y,,} e 
due humer i  reali 0 > O, ~ > 0 tall the 

(6.1) Re (a%e-~rh) > 0, { Re (a,he-~h) }1/,% _+ 1~ per  h - -  oo 

e inollre : 1 °) il  numero vh* delle variazioni  di segno (ordinarie) deU'allineamento 

Re (a,,e-~h), m 6 L,* 

{6.2) (In*) nh - -  nh /  log ° na <--_ m <__ na -{- ha l  log ~ na 

non superi n , /  log t÷2~ na ; 
2 °) le componenti Re (a,~e-%) corrispondenli alle pa~'ti laterali del tratto In 

(6.3) (1 - -  O)na <~ m < na - -  na /  log ~ ha, n ,  + nh /  log~ n~, =< m < (1 + O)na 

siano maggiorate nel modo seguenle 

( nh t ,  Re (a%e_,rh)" (6.4) I Re (a,,,e-%) ] < exp 2 log ~ na 

T r a t t o  In* d i  a m p i e z z a  2na% ( 1 / 2 < a < 1 ) .  
TEOREMA IV. - L a  serie di potenze x a,,~" abbia raggio di convergenza 1. 

II punto  1 ~ critico se ~ possibile determinate le suceessioni { nh } e {Ta} e 
due humeri  reali 0 ~ O, 1/2 < (~ < 1 tall vhe sussistano le (6.1) e inoltre : 
1 °) il numero va* delle variazioni di segno (ordinarie) dell 'allineamento 

I Re (a,,,e-~rh), m £ Ih* 
(6.5) (In*) nh - -  nh ~ <-- m <_ nh + n~ ~ 

non superi na2~-~/ log na ; 
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2 °) le componenti Re (a,,~e-%) corrispondenti alle pa t t i  laterali del tratto 1~ 

(6.6) (1 - -  0)n~ _~ m < nh - -  nY,, nl, -4- n~, ( m ~ (1 -~- (})n~ 

siano maggiorate nel mode seguente : 

(6.7) I Re (a,,e-irh) I < exp (nnu.~-t/2) Re (a,he-%). 

I teoremi I I I  e IV si ottengono come corollarI del seguente Teor. V 
assumendo in questo teorema 0 < 0 ~ 1/3 e, r ispett ivamente,  

V1, -~ nh/(log n•)1+25 Vh - -  na~'- l / log na ; 

in ciaseuno dei due cast b Va/nh ~ O, e una semplice verifica mostra the  
tutte le condizioni del Teor. V sono soddisfatte. 

Tv.OaEMA V. - La serie di polenze E a~z" abbia raggio di convergen~a 1. 
II punto 1 ~ critieo se ~ possibile determinate le successioni { na }, t 7a i, { Va }, 
e il numero reale 0 ~ 0 ~ 1/3 tale che risulti  

(6.8) (e 8 ÷ 1) log na ~ Vh - -  o(nh/log nh) 

(6.1) Re {a%e-%) ~ 0, { Re (a~he~-~rh tilth ~ 1 per h .-* + oo 

e inoltre : 1 °) il numero v~,* delle variazioni di segno (ordinarie) dell'allineamento 

(6.9) i Re (a,~e-irh}, • m E I~ * 
t (/h*) nj, - -  V V~nh log nh ~ m ~ nh -b V Vhnh log n~ 

non superi Yh ; 
2 °) le eomponenti Re (a,,~e-%) corrispondenti alle pa t t i  laterali del tratto Ia 

(6.10) (1 - -  0)na "~ m ~ na - -  V Vana log nh, na 4- V Fhna log nh ~ m ~ (1 + 0)rib 

siano maggiorate nel mode seguente 

(6.11) , Re(ame-%) , ~ exp(~  V~ logn~) . Re (a%e-%). 

Questo Teor. V verr~ dimostrato al n. 13 come eonseguenza del Teor. II.  

7. Criteri suffleienti per le serie di potenze non prolungabili .  - I teoremi 
II, III ,  IV, e V (n. 5 e 6), rest indipendent i  dalle orientazioni 'f~ di aggiu. 
stamento, cio~ da arg a , ,  forniscono eondizioni sufficienti  affinch~ ogni punto 
I zl =: 1 risulti  cr i t ico:  qui ci l imit iamo a enuncjar le  andando dalle forme 
particolari  a, quella generale.  

TwOR~MA VI. - La serie di potenze Y, a,,z '~ abbia il raggio di convergenza 1. 
Ogni punto della circonferenza ] z l ~  1 ~ ca'itico se ~ possibile determinare 

(III*) la successione {hi,} crescente e due humeri  reali 0 ~ O, a ~ 0 
tali che l a% II/"h .-~ 1 e inoltre : i °) il numero vh* dei eoefficienti 

am :4 = O, n~ --  nh/  log ~ n~ ~_~ m ~ na + ha~ log~ nn 
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r isul t i  va* ~ nh /  logl+~na ; 

2°I [am ]=<exp 2log ~'nh [a%[ 

(1 - -  O)nh ~-~ m < nh - -  h a ~  log~ ha,  nh -t- n h / l o g  ~ nh ~ m ~ (1 -t- O)na 

oppure, in luogo di (II[*) una delle seguenti (IV*), (V*), (II*) (~). 
(IV*) la successione { n~ } crescente e due humeri  reali 0 > O, 1/2 < a < 1 

tali  the [a,,a ]~1% ~ 1 e inoltre: 1 °) il numero Vh* dei ~eff icienti  

a m =~ O, n a - -  na  ~ ~ m ~ n a 4 -  na  ° 

r isu l t i  va* <_~ nu2~-l/ log nh ; 

2 °) ~ lain I=< exp (naU~-l/2) la,,h] 
t (1 - -  O)nh ~ m < n - -  n 5  n + n ~ < m ~ (1 + O)n~. 

(V*) le successioni Inn} (crescente) e { Va }, e i l  numero reale 0 ~ 0 taU 

vhe l a.h tl/'*h ~ 1, 
(e s -t- 1) log nh ~_~ Vh "-- o(nh/ log nh) 

e inoltre: 1 °) il numero va* dei coeffivienii 

n~ - -  V V~,n~ log n~, ~ m ~ n -~ Y Vana log n~ a,,, :4= O, 

r isul t i  vh * -~ Va ; 

2°) 1 I a,,, [ < exp(~ Vh log nh) [ a% [ 

f ( 1 - - O ) n ~ m ~ .  n h - -  VVh n h lo g n h ,  nh-t- VV~nh lognh  < m ~ ( 1 - t - O ) n ~ .  

(II*) due successioni {ns} (crescente) e {V a} di interi  e due humeri  
reali e posil ivi  0 e K tali the 

e posto: 
l a,, h lll"h ~ 1, V h / m ,  .-.. 0 

, K u ~ 

(~(u, v) ~ la funzione ausi l iar ia  (4.1)) il numero v(~h*) dei coefficienti a,~ per 
i ~uali  

I a,,, I > ~h*(u), m = nh "+ u,  (u  - -  1, 2, . . . ,  [On,,]) 
risult i  

vl~h*} _<_ Vh. 

e quando lim Vh----- ]To finito, r isul t i  v(~h*)~ V o -  1. 

(5) Queste eondizioni vengono indicate (]]I*), (IV*), ecc. perch~ corollarI dei Teor. I I I ,  
IV,  eoc. 
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O S S E R V A Z I O N E .  - N e l l ' o r d i n e  di idee del la  eondizione (V*) t~ note  il seguente  teorema 
dovuto a F.  LtiSCH (6). 

, ~ a~zn non  6 pro lungabi le  fuori  del  cerehio di eonvergenza  ] z ] . ~  1 se ~ possibile 
de te rmlnare  u n a  suecessione creseente ~nh} ~ u n  numero  posit ive K (abbastan~a grande) e 
una  successione monotena  non  decreseente 9(n), a elemenfi  positivi,  per  le qual i  siano 
ver i f icate  tut te le seguent i  condizioni  

v{2n) = O(~(n)), ~(n) = o(n/ log n} 

I an [ <~ nK~(n), (n ----- 1, 2, 8, ...), I an h I > nh-K~(%'), (h = l ,  2, 3, ...) 

a , , ~ : O  per  m ~ : n ~  e 

n~ - -  Vn~ log n ~ .  ~(n~) < m < n~ + Vn~ log n~,. ~(n~) (h = 1, 2, 3, ...) . .  

Questo teorema non  eonsente coefficienti  a m divers i  da  zero nei  t rat t i  r idott i  Ia* e 
per tanto  pub ragg iungere  r isul taf i  pih favore~oli  per  cib che r iguarda  l ' ampiezza  re la t iva  
del trat to ridotto stesso in  confronto della condizione (V*) la quale consente inveee coeffi- 
e ient i  am non  nul l i ,  pureh~ non  siano treppo numerosi .  

8. A l e u n i  l e m m i  n o t i .  - R i c o r d i a m o  in q u e s t o  n. 

s e r v o n o  per  d i m o s t r a r e  iI Teor .  II .  
LEMMA 1 (~). - S i a  0 ~ 0 ~ 1, 

Cn, m 
n I n [  

m ! (n  - -  m ) ~ '  

alcuni lemmi che ci 

Ih ---- (1 - -  6)nh ~ m <_ (1 + 0)nh 

( s o m m a  d i  FABRY~. Sh(0}-  E % , , . , .  a . ,  
m ~  I h 

Se lim I an ]1/, --- 1, lim 1Sh{0) ]llnh ~_~ 1 allora 1 ~ punto critico per  la serie 

di potenze E a,z". 
LEMMA 2. - Y. an zn abbia raggio di convergen~a 1 e sia regolare nel punto 1 ; 

g(z) sia una funzione intera  tale che, per  ogni ~ ~ 0, ~ [g(z)[ ~ K e  ~l~l per 
oo 

K~_~/170(~ ) e [ z I ~_~/~(~); allora Eang(n)z n converge per  [z I ~ 1 ed ~ regolare 
o 

nel punto 1. 
LEMMA 3 . -  Se {~m } (m---1,  2, 3,...) 6 una successione crescente di 

numer i  reali  e positivi e se m/pm--~ 0 allora il prodotto infinite 

{8.11 

converge e rappresenta  una funzione intera g(z) che verifica l ' ipotesl  del 
[ ,emma 2. 

(6) Vedi  F.  L~scI-I, • Math. Zei tschrif t  ,, 32 (1930), lop. 415-491. 
(~) Vedi~ E.  LANDAU~ leo. cir. in  (t), lop. 77-80 eve si t r evano  i lemmi 1, 2, 3. 
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Definizione della funz ione  in lera  g(z). Veniamo a seegliere la sueces.  
sione { Pm }. 

Siano m~, m~. . . ,  m% i valori interi de l l ' indice  m del tratto 

I h - - - ~ ( l - - 0 ) n h ~ r a ~ ( 1  + O)nh tali ehe am presenta  una ~b-variazione con 
quelli  che preeedono;  allora poniamo 

(8.5) 

(8.2) ~, --- m, - -  1/2, 

"(o;) 
(8.31 Ph ( z ) - -  II 1 -  

821 

(8.4) g(z) = P~(~)P~(~)... Ph(z)... 

- -  Ah{~) • Ph(z) • Bh(z). 

Denotiamo con Ph e qh gli indici iniziale e finale di Ih, cio~ 

p h - - l  ( ( 1 - - O ) n h ~ p h ,  q h ~ ( l  +O)nh < q h - t - 1 .  

(s = 1. 2, ..., vht 

Diradamen to  della sucvessione {nh}. ]~ evidente che, se le ipotesi de! 
Teor. I [  sono verif icate per  una suceessione {nh} a maggior ragione lo 
saranno per una sueeessione parziale di ques t a ;  per tanto non si l imita la 
generali tk del teorema col supporre  nh+l ~ 12nh e quiadi  qh-1 <:Ph < qh ~ P h + l  
{poieh~ 0 < 0 ~ 1/3):  anzi possiamo supporre  di p ih :  

nh/nh+l --* 0, nh'/(vhnh+l) --~ 0, h~ log nh --* 0. (8.5) 

Inoltre, dall '  ipotesi vh/nh--~ 0 segue 

(8.6) (% + % + ... + Vh--1)/nh --~ O. 

poieh6 questo rapporto non supera  

nh-1 + vh-1 __ nh-1 (1 + v h____21 --. 0. 
nh nh \ rib-l/ 

Consideriamo il case in cui {vh} non" sia l imitata e sia l i m v h - - +  ¢x~; 
allora il diradamento si pub eseguire anche nel l ' in tento  di ot tenere la succes- 
sione {vh} erescente e inoltre tale che 

(8.7) (% + v., + ... + Vh--1)/Vh ~ O. 

Quando invece sia lim v h - - v  o finite, i} possibile il diradamento in guisa 
da avere vh-----vo (costante); allora non i~ possibile soddisfare alla (8.7), ma 
sempre soddisfatta la seguente disuguaglianza 

(8.8) vi + v2 + ... + vh-1 ~ hvh. 
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Osserviamo infine t he  le relazioni vh/nh -~ O, nh ~ 12nh_l portano come 
conseguenza 

v,  + ... + v ,  < v ,  + ... + v , .  + ~(n,o+l + ... -t- n,)  (ho = ho(~)) 

s 0 

N 2~n ,  

per h abbastanza grande, e quindi 

v ,  + . . .  + vh - -  o (nh) .  

Gli zeri Pl, P*.,'", ~,,*, "" di g{z) eostituiscono una successione {p,,, } tale 
cbe m/p,~ ~ 0 ed ~ soddisfatta la condizione del Lemma 3. I n h t t i  se 
(1 - -  O)nh ~ Pm ~ (1 + O)nh, r isulta 

(8.9) m < v,  ÷ ... + v ,  = o(n, )  = o((1 - -  o)n,)  = o(p~) .  

(8.10} LEPTA 4. - I g(nh) I11nh --~ 1 per  h --* + c~. 

Dimostraz ione (s). Nel caso ehe glz) abbia al pifi un numero  finito di 
zeri Pro, eio~ sia un polinomio, l ' a f fermazione del lemma i~ evidente. 

Sia {Pro } un 'e f fe t t iva  successione e quindi m / p m - - *  O, allora, per il 
Lemma 3 vale il Lemma 2 ed ~ ] g(nh) [ ~ KetCh, per h abbastanza grande, 
e quindi [g(nh)[~1% < Kl/%e~ e, per  1' arbitrariet~ di 

l i d  I g(n,)1~1"~_-< 1. (8.11) 
h---,- +oo 

Per tanto  basterk dimostrare ehe 

(8.12) lim Ig(nh)11/%>__ 1. 
h.--~ +oo 

Cerehiamo un valore minorante  per eiascuno dei tre fattori 

I g(n~) I ---- I Ah(m) I • I Ph(nh) I • I Bh(nh) I ; 
perverremo al risultato t h e  ognuno di essi ha  il minimo limite ~ 1. 

1.} I Ah(nh) I = p \ \ -~ /  

e, poichb p ~_< (1 + O) nh-1 ~ 4nh_1/3 <_~ n j 9 ,  r isul ta  ogni fattore ) 1 e quindi 

(8.13) i Ah(nh) I > 1, l im [ Ah(nh) I1/"h >~__ t .  

((?)) I I t  , 2.) I Bh(nh) I --- - -  (~ E Ih+~ U l~+~ U ...) 
P 

>__ II (1 m~l  
- - , , > ~ + ,  - -  ~-~1 

(s) L a  d imos t r az ione  di ques to  l e m m a  ~ c o n t e n u t a  sos t anz i a lmen te  in  E.  /uASD.~U, loo. 
cit. (~), p. 82 :  qu i  la  r i po r t i amo  p e r  comodit~t del  le t tore.  
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(essendo 1 - -  a > 1/(1 + 2a) per  0 < a < 1/2) 

> II (1 + 2 n h " ~  -1 
u>_-ph+i \ u '  ] 

exp  - -  2n~ ~ ~. 

exp  ( - -  2n~/(p~+~ - -  1)) 

exp ( ~  nh . 2n~/(p~+t  - -  1)) 

(dalla p r ima  del le  (8.5), n j n h + t  ~ 0 segue  2 n h / ( p , + l -  1}--* O) 

exp (-- ~hnh). 

Per t an to  

(8.14) l im [ Bh(nh) [t/"h _--~ lim exp  ( - -  ~h) ---- 1. 

3.) I P h ( n h ) [ - - ~ 1 ( ~ ) ' - - 1 1 '  (0 E I,} 

~ I i n h - e P . l n h - - P l > I i I m - - e l  
p P ~ - -  p 

>_IIInh--P]>_ H nh--p' p" • IX - - n h  
- -  p 2nh --p'=<na 2nh p">=na 2nh 

Se v" e v" sono r i spe t t i vamen te  il n u m e r o  dei n u m e r i  p'___~ nh e dei  n u m e r i  
p" :> nh abbiamo 

1 1 3 2v' - -  l v ' !  
I I  • ° 
p, :> (2nh) ~' 2 2 "'" 2 ~ 2v'~2nh} ~'' 

~)lt 

g, ~--- 2v'{2nh} ¢ ' '  

e r i co rdando  ehe vh : v' + v", 
(scr iviamo v in luogo di vh) 

t8.15) 

vh/n~ --* O, Vh'/nh -~ O, Vh"/nh ~ 0 

> v ' ! v " !  > v ' ! v " !  
I Ph(nh} I - -  4v ,  v , , ( 2 n h ) ~ :  v~-~h)~ 

~f  v'Vrlv~r e - - v  

= v,i2nh),, 
, l ~ f  v q n  h 

I P,(nh)I'',, ~ v-2/"h • e - . , " h ( 2 ~ )  

lira I Ph(nh)l'/"h > i. 

abbiamo 

--*1 

Dalle  (8.13), (8.14), {8.1.5) segue la (8.12} e qu ind i  l ' asser to .  
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LEMMA 5. - S e  u ~ n / 2  r i s u l t a  

n i n ! exp (-- u' /n)  
c . ,  m " -  c . , . : ~ .  = (n  - -  u )  ! (n  ÷ u) ! < V 1 - -  u ' / n  ~ 

Questo l emma si ott iene median te  l 'applieazione della formula  di S~IRLI~G; 
esso si trova in una  nostra  preee~[ente pieeola  nota  (9). 

9. Un nuovo Lemma.  - Veniamo a stabil ire il seguente  
LEMMA PRI2gCIPALE. - Sia m -  n a - 4 - u ;  u - - 1 ,  2, ..., [0na] e g(z) la fun.  

zione intera 

dove 0 desorive la suecessione creseente (ever~tualmente finita) dei humeri  
1 

m , - - 2  ( s - - 1 ,  2, ..., va), (h-.~ 1, 2, ...) definita in (8.2). 

Se i seguenti rapporti 

19.2) (% ÷ v~ ÷ ...-~- va-1)/va 

(9.3) va/na, na_l/na , nh/na+l , na'/lvana+l) 

sono tutti abbastanaa piecoli, allora 

(9.4) [ g(m)/g(nh) ] ~ vh' • exp (I)(u, vh) 

dove (D(u, v) ~ la funzione ausil iaria definita in {4.1) (vedi n. 4). 
COmPLEMeNt0. - S e i l  rappor to  (9.2) non pub essere assunto abbastanza 

pieoolo, allora, in sua veee, basra ehe siano abbastanza pioeoli i rappor t i  

(9.5) (% -~- v~ ÷ .., + Vh--1)/nh, h~ log nh 

e ehe inol t re  sussista la d isuguagl ianza  

(9.6) v, ÷ v 2 -+- ... -t- vh-x ~ hvh, 

allora sussiste aneora la (9.4), con la sola eecezione ehe, quando si verif ieano 
s imul taneamente  le l imitazioni  

(9.7) nh ~ m, vh --  v,, ~ u, Kna/  log nh ~.. u ~ (}nh, 

in luogo della (9.4) si ha 

(9.4)* I g(m)/g(nh) I ~ v~ exp (I)(u, v, ÷ 1). 

(9) V e d i  G. RIccl, Ioc. cir. in (s). 



G. R~ccx: Variazioni  di segno condizionat~ e teorema di Fabry  15 

OSSERVAZIONE.- Riprendiamo le eonsiderazioni svelte al n. 8 sul diradameuto della 
sueeessione I n h I : si vede ehe, dope il diradamento, i rapporti (9.2), (9.8) e (9.5) (the vennero 
gi~ eonsiderati in (8.7), (8.5), (8.6)) sono abbastanza piceoli per h abbastanza grande: inoltre, 
nel case lira vh ~-v0 finlto, il diradamento porta ]a (8.8) ehe b la (9.6) 

Con questo lemma veniamo a maggiorare il rapporto I g(m)/g(nh) I con elementi attinenti 
esclusivamente al tratto I1, ; la presenza degli altri tratti I~ (1 :~ h) ~ soltanto impegnata a 
rendere piecoli i rapporti considerati: in particolare (9.2) impegna i tratfi Iz (1 < h) mentre 
dei tratti _rl, con l ~ h, si eonsidera soltanto Ih+t. 

Pa r t i amo  da l la  (8 4) ; abbiamo 

[ g (m) Ah(m) Phfm) Ba(m) 

(9.8) ] g(nh) ] --" I " l P---h~) 1"1 Ba(nh) Ah(nh) 

----II,4. II+,. I Is  

e ven iamo a magg io ra re  s epa ra t amen te  i tre prodot t i  IIA, IIs ,  IIp. 
Deno te remo  gene r i camen te  con ~h', ~a", ~h"',... dei numer i  ehe, in dipen- 

denza  del la  piccolezza dei rappor t i  (9.2), (9.3), (9.5), possono essere assnnt i  
piecoli  quan to  si vuole.  

Maggioraz ione  di  IIA 

= 1I m '  - -  n +--- u) '  - -  
e nh~ - -  ~2 - -  P nh ~ __ ps , t~ E I ,  (..) I.~ U ... U Ih--1). 

Per  m = n h - - u < n h  ogni fa t tore  ~ < 1  e per tan to  r i su l t a  II A < I ;  sia 
m --- na f f  u ~ nh e al lora,  essendo ~ ~ qh-~ ~ n a_~(1 + O) e v~ + v 2 + ... + Vh--~ 
il numero  dei  numer i  ~, abbiamo 

2nau --t- u~ I 

__~ exp I u(2nh --~ u) . E 
1 

- -  e nh - -~" , "  

exp nh ~ _  q~h-~vh-~ , 

dove ~si ~ posto vh- t  - -  v t -t- v 2 .~ ... -+- vh-1 ; essendo qh-1 ~ nh--l(1 4- O) 
4nh_1/3 < nh/9,  abbiamo 

/81(2 -t- 0) - ) 19UVh--1 
II A ~ e x p [  8-0nh uvh-1 <~_exp 8nh 

Sia  u ~_~ Vh ; a l lora  

(9.9) 19Vh--l~ < 
HA ~_~ exp u -  ~ ] =  exp (~h'u). 
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Sia ~h ~ u ; allora 

H A -~ exp (vh 
19U~h-1~ 

- " / 

e poich~ u ~ O n h - ~ . , h / 3  e Vh--i/Vh ~ abbastanza piccolo ricaviamo 

{9.10) IIA ~ oxp [~h"Vh). 

Supponiamo che, essendo {vh} limitata, non sia possibile ottenere il 
rapporto vh-l/Vh abbastanza piccolo;  allora la scelta di v a ~  v0 (costante) 
conduce alia (9.6), eio/~ vh-1 < hvh e possiamo scrivere 

19 u 
II A ~ exp vh • -~ n-h" 

dist inguiamo due sottocasi: 

1 °) Vh < u ~ K n h / l o g  nh 

e ailora (per la seconda delle (9.5)) 

(9.11) 

e allora 

h);  

(K costante) 

19 K • h ) - -  exp (~h'vh) HA ~ exp vh • -~-. log nh 

2 °) vh ~ u, K n h / l o g  nh ~ u ~ On~ 

IIA ~ exp vi, • ~- nh = 

questo ~ il caso pifi diff ici le:  la piccolezza di h~ ]og nh ci d~ (v, ~ indipen- 
dente da h) 

vl, • ~-~ h ---- v, • ~ h - -  o(log nh) - -  o log - -  e" log u ;  
~Jo 

quindi in definit iva 

(9.12) IIA ~ exp (~'v log (u/vh)). 

Maggiorazione di II s .  

ps ~ mt p' - -  (nh =i= u) ~ 
IIs---  I I ~  II - - - -  (p E lh+~ U/'h+~ U ...). 
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P e r  m-~-- n~-t- u ~ nh ogni fa t toro  ~ ~ 1 e r i su l t a  ]-I s ~ 1 ; s i a m  --- n h - -  u ~ nh 
e allora,  essendo ~ ~ P h + 1 - 4 -  s ~ (1 - -  O)nh+l -t- s, abb iamo  

u(2nh  - -  u f i  . i  u l2nh  - -  u)  
1-I s - -  II 1 -t- ~ - - -  ~ ) ~_ exp  ~, p, __ nh ~ 

f 

exp  2unh 
0 (Ph+l ÷ s) ~ - -  nh ~ 

co 

dy __ 1) 

Yo 

1 1 - 1 / y . ~  
- -  exP 12u ( - -  21°g  1 + l ~ o / l  

12u( nh nh ~ ) + + . . ,  
\ph+t  - -  1 3(ph+l - -  1) 3 

e poich~ ph+l ~ 2nh+~/3 e niJnh+l 6 abbas t anza  piccolo r i su l ta  

{9.13) l[ s ~ exp  (4unh/nh+l) ~__ exp  (~h~u). 

P e r  vh ~ u poss iamo anche  scr ivere  

g e x p  (~h ~'I • ~.)h), 

10. Maggioraz ione  di I I e . -  Ci p r o p o n i a m o  di magg io ra re  IIp median t e  
un '  e sp ress ione  d ipenden{e  da  h e u, essendo m - - n h  4 - u  

Cons ide r i amo la funzione  

tm ' - -~ ' [  (n>O, O < O < l / 3 ,  m . n ~  
(10.1) ) ,(w)-- ~ - ~ x ~  \ (1--O)n~_m~(1.+O)n ] 

del la  va r i ab i l e  rea le  x def in i t a  nell '  in te rva l lo  

(1 - -  0)n < _ ~ < ( 1  + 0)n 

e d i s t i ngu iamo  i due  casi  

1 °) m - - n . - t - u ~ n ,  2 ° ) m . - - n - - u ~ n ;  

essa  si annu l l a  pe r  w - - m ,  ha  a n  pun to  di inf in i te  in ~ - - n  ed ~, per  ogni 
w=~::m, n, sempre  p o s i t i v a ;  si r i conosce  subi to  e l c m e n t a r m e n t e  che il sue  
a n d a m e n t o  6 que41o i l lus t ra te  s c h e m a t i c a m e n t e  dal le  due  seguent i  f igure.  

A~nal i  di Matematiea $ 
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m > n  

O-O). X' n x "  , "  m (/÷e)n 

.<n / 

0 - o ) .  m , '  ~" . 

]~lg. 1. Fig. ~. 

.\ 

Calcoliamo l 'asc issa  a " ~  n(1- I -g")  del  punto  in te rno  a l l ' i n t e rva l lo  (n, m) nel qualo 
t(n(1 + ~")) = l(n(1 - -  O)). Ricordiamo che 0 ~ li ~ 9 ~ 1/3 e poniamo : 

O t ---- 20 --. Os, I~t ---- 21~ + ~ ,  I~ - -  Ilt0J(l~t + 20t) 

a l lora  u n  calcolo e lementa re  fornisce 

1 1 ~ _hil~:z.~..." 
e poichb I~z < 1/4 r icaviamo ~" ~f l~ /~  da cui f~tcilmente ~ " ~  7~/1~. Ino l t re  

~" co ~/2, per  p ~0-1 . .  

Sia  H ~  ~ ( ~ l l -  O)); de te rmin iamo i due punt i  o~' e x" 

x'  - -  (1 - -  ~')n ~ ~ ~ ="  : (1 -+. ~")# 

nei  qua l i  b ) , (~ ' )~  l ( z " ) : - H .  Median te  calcoli e lementar i  r icaviamo ]e duo espressioni  

~' ---'~ H - - 1  

,, 1 ~ ~{ ~ ~'. 
=-~ s+~ ~-]/~'"" 

delle qual i  la p r ima b va l ida  se H~2.  Da queste r icaviamo che 

~' + ~" "c,~ (~I~ + ~t~)/H, per  ~ fisso e H--~ + 

~'+~"c,~SHlz/(H z -1 ) ,  per H fisso e ~t..--*O.~. 

~' -- ~" = s-F~-i + T" iS~ -- ~)z ~ "'" 

e qu indi  

- - ~  o ~ l t - ~ } ,  per ~ fisso e H--*-t -ao 

~' - -  ~" ~ 2 ~ I ( H '  - -  1), per H fisso o ~--* 0+.  
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2 ° CAso. - m =  n --  u : n(t -- Ix) ~ n. 
Caleo l i  p e r f e t t a m e n t e  a n a l o g h i  s i  p o s s o n o  e s e g u i r e  a n e h e  i n  q u e s t o  2 ° c a s o :  l ' a se . i s sa  

a '  ---~ n (1  - -  ~') de l  p u n t o  i n f e r n o  a l l ' i n t e r v a l l o  (m, ~t) n e l  q u a l e  ~,(n(t - -  u')) ~ ~,(n(1 -i- 0)) ci  
d l t nno ,  con  

01 = 90 -~- 0~, Ix~ = 2ix - -  1~ 2, I~z ~ IxtOt/(P~ + 2St) 

a '  = -  ~ IX~ ÷ ~ IX2 -I-- Ix~s + ... 

o po iohb  p~ _< 0"204= ... s i  r i c a v a ,  r i c o r r e n d o  a l l a  s e r io  g e o m e t r i e s  a p a r t i r e  da l  s e c o n d o  
t e r m i n e  in  ,poi  ~ ' <  2 ~ / B  O q u i n d i  ~ ' ~  9IX/3. I n o l t r e  

~' ~ Ix/'2, p e r  p ~ 0 + .  

S i a  it-/__> 2, H ~ ~(( l  4 -  0)n) ; d e t e r m i n i a m o  i d u e  p u n t i  x '  e a¢' pe i  q u a l i  ~(~') == ~,(~") ~ H 

~' : (1 -- ~')n < n ~ x" : {I + ~")n 

M e d i a n t e  ca lco l i  e l e m e n t a r i  r i c a v i a m o  

1 /  Ixt \z 
I ~, I +8~H'~ --I) + ... ~' = 2  H +  

Da q u e s t e  r i c a v i a m o  ohe  

~' --{- ~" e,~ (2p - -  p~)/H, p e r  p. f i s so  o H----~ -t- 

~'--1-~" e,,~ 2IXH/(HS- 1), p e r  H f i s so  e Ix--,-0+ 

~"-- ~'~,..~-,(1--~,Ix') p e r  p f i s so  e H - - - ¢ - ~  

~ " - - ~ ' ~  2~[(H~ ~ l), p e r  H f i s so  e Ix ~ 0 + .  

C o n s i d e r i a m o  il  f a t t o r e  g e n e r i c o  di  l i p  c h e  

(10.2) = :-: 

e d i e i a m o  vh' e vh" r i s p e t t i v a m e n t e  i l  n u m e r o  d e g l i  z er i  p' o f '  d e l l a  
t r a s c e n d o n t o  g{z) c h e  a p p a r t e n g o n o  a i  d u e  i n t e r v a l l i  

(lO.8), (1 - -  O)nh < O' < nh,  nh < p" < (1 + ~)nh. 

D a l l ' a n d a m e n t o  di ).(~v) si d e d u c e  t h e  l ip  a u m o n t a  so in  luogo di ]p si 
cons ide ra  u n  va loro  p, '  con p ' ~  p , ' ~ .  nh e lo stesso dicasi  p e r  un p , "  con  
nh ~ p , " ~  p";  pe r tan to ,  fissati vh' e vh", il mass imo di l i p  si rea.lizza assu.  
m endo  i pun t i  p' e p" il p ih  poss ib i le  v ie ini  al v a l o r e  nh e qu ind i  con  

(10.4) 
t p' ---- nh - -  1 / 2 ,  nh - -  3 / 2 ,  . . . ,  nh - -  vh' + 1 / 2 ,  

P" - -  nh -!-  1 / 2 ,  nh + 3 / 2 ,  . . . ,  nh -t- vh" - -  1 /2 .  
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Adesso pens iamo di fa r  va r i a re  vl0' e vh", v ineolat i  da l la  re laz ione  
v~' ÷ vh" - -  vh ~ o(nh) ; poieh6 

~' --- ]Kin p' ----- nh - -  Vh' + 1/2, $" - -  ]Kax.~" ~ nh + vh" - -  t / 2  

i pun t i  p sono d is t r ibu i t i  su u n  in te rva l lo  di ampiezza  

(10.5) ~" - -  ~' = va' m vh" - -  1 

e, tenure  presente  l ' andamen to  di ),(~) e i l  segno del la  di f feren~a ~ ' - - ~ "  fra i 
due  valor  i ~' e ~" ind iv idua t i  come sopra (e cio6 : ),(n(1 -- ~')) - -  ),(n(1 -+- ~")} - -  H} 

evidente  che sono condizioni  necessar ie  per  il mass imo di l ip  le d isugua-  
gl ianze seguen t i  : 

[10.6} va" ~_~ va ~, v" ~ 7(m - -  ha)/12, per  na ~ m 

(10.7} v~' ~_~ v~", v'~_~ 2(n~ - -  m ) / 3 ,  per m ~ n~. 

Infa t t i ,  per  nh ~ m si t enga  conto del valore  a" che ~ state maggiora to  nel  
1 ° case. a l lora  si o t t iene  

vh" ~ ="nh ~. (7~/12) • nh - -  7(m - -  nI,)/12 

e ana logamen te  pel  2 ° case. 
P e r  consegui re  il  mass imo di l ip  sono anche  necessar ie  e suf f ie ien t i  le 

d i suguag l ianze  seguen t i  

(10.8) X(~' - -  1} ~ X(~"~, X(~') > X(~" + 1) 

t h e  sono da  soddisfare  quando  si pensi  di dovere r ipa r t i r e  v - - v ' - + - v "  nel la  
somma dei due  addendi  v' e v" che conducano  a quel  mass imo.  

Dope aver  cons idera te  il  fa t tore  gener ico di l ip  e a leune  semplic i  condi- 
zioni necessar ie  pel massimo,  ven iamo a maggiora re  l ip  d i s t inguendo ,  come 
al solito, i due  casi. 

1 o CAse. - nh ~ m - -  nh ÷ u ~ (1 -~- O)nh 

I I p - -  l i  (n~ 4-  up - -  p~ ~ l i .  l i .  

P e r  semplicit~t 

nh~ ~)h~ ~)h'~ ~h u coo. 

i i _ _  i i n  + u q--P ' 
p~ p, n -I"- ~t 

I I  "-" 11 n - l - u - l - P "  

di sc r i t tu ra  scr iveremo n, v, v', v" ecc. 

• l i  n - b  u - -  p' ~ i i . ~ .  lic2~ 

• l i  n + u - -  P" _ ~  II"'  • II  's~. 
p,, p,, m n f ,  p, 

i n  l u o g o  d i  
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Cominciamo a valutare II(~ : 

If, ' , . I f ' " - - I I  " + u + ~  - - I I  ( ~ - ~ +  ~ ) ~ +  
o' P'~ p n - I -  p o 

~< II exp n - - e x p  u . ~  y 
e + ~  p n + p  

n-l-v"--I  

ll+.,--~t--1 

exp u log  l + n _ v , _ i  

(10.9) 

=~exp 1 -t- 0 . 

In  ogni easo si pub scrivere 

dove, in base 
Veniamo 

(t0.10) 

[ I I" ' .  II ̀ i, __~__ exp (~h" U) per u <_~ V, 
p~ p" 

I 1 I ' " .  1I'" < exp (0 + ~,)v) per v < u. 
p~ p" 

all ' ipotesi,  ch ~ abbastanza piccolo. 
alia maggiorazione di II (2~ pifl complicata di quella di II "~ 

IP '  = (u . +  l/2)(u + 3/2j ... (u + v: - -  1/2} 
V (1/2)(1 + 1/2)(2 + 1/2)... (v' - -  1/2) 

< 2 ('~ + 1)I,, + 2).;. (~ + ~'~ (~ + ~') 
1 : ~ : ~ : . : ( ~ - -  V) =2v'  v 

II"' = ( u -  l12)(u -- 3/2). . .  ( u -  v" + 1/2) 
~,, (1/2). (1 + 1/2)... ( ¢ ' -  1/2) 

< 2 u ( u  - 1)... ( u -  v"-I-1) (vU,) 
1 . 2 . 3 . . . ( v " - - 1 )  - - - 2 v "  , , 

II ̀~' • II'"' < 4v'v" (u + v' V u 
e' V' \ v' Av"] 

< 4v'v" (u ÷ v') I 
(u - - v " )  Iv' ! v" ! - -  4v'v"U, . 

kpplichiamo 

(10.11) l 

la formula di S~z~LIN~ 

1 
log (n  I) - -  n l o g  n - -  n -I-- 2 log,  n + l o g  V2-~ + ~. 

O <  ~. < 1/12n, n,c,~-l/(12n) per n --+ +o,~ 
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per  magg io ra re  1' espress ione  

( f l  ~ -  
(u + .7') 1 

(u  - -  v") t ~' ! ~" I 

e t en iamo present i  le (10.6) oio6 .7 ~ if-t-*7", . 7 " ~  *7', . 7 " ~  7u/12. 

Poss iamo anche  supporre  1 ~ .7", poich6 per  v" - -  0 r i su l t a  U, ffi ( u  + v I 
- -  \ 16 / 

e le m aggiorazioni  ehe seguono si sempl i f ieano  e sussis te  ancora  il r ieu l ta to  
f ina le  (10.16). 

Tenendo  conto di (10.11) e sempl i f icando  o t t e n i a m o :  

1 (u + v') 
log/5,  --" (u + v') log (u + v') + ~ log 

,, 1 *7.) - -  (u  - -  v") l o g  (u  - -  .7 ) - -  ~ l o g  (u - -  
(lO.12) 

- -  .7' l o g  *7' - -  1 *7, 1 ,  ,, log - -  v" log ,7" - -  ~ tog 

dove 

+  l(u, .7', ¢ )  

.717) A - -  A(u,  if,  - -  - -  log 2n -t- a,,+e, - -  % - e , ,  - -  ae, - -  ae,,. 

Poieh6 log 2n - "  1"8378 ..., u -t- v' ~_~ 2, %+e,  ~ a t ~ 0"0413 ... abbiamo A < - -  1"79. 
A questo  pun to  oonviene d i s t inguere  i duo sot toeasi  f f ' ~ * 7 ' <  u,  

*7" < u ~ *7'. 
1.1) Sia  n < m, *7" __< *7' < u. Po n i a mo  x' - -  if~u, "¢' - -  v" /u  e al lora  

log (u + if) - -  log u + log (1 + ~') 

log (u - -  v") - -  log u q-  log (1 - -  ~"b (~" < 7/12) 

(u -t- if) log (u + v') - -  u log u -t- v' log u -t- u(1 -I- z') log (1 + x') 

(u  --: v") l o g  (u  - -  *7") -"  u l o g  u - -  v" l o g  u + u ( l  - -  ~") log (1 - -  x") 

1 (log .7' -t- log v") - -  log (.7,.,+1/2. v,,¢,+t/9) *7' l o g  *7' + .7" l o g  *7" + 

= .7 log .7 --  log 2 • v + log .7 - -  log 2. 

Sostituenc]o quest i  valor i  in  |10.12) o t ten iamo 

log U, ----- ( ~ / +  ¥') log u + U , .  u - -  v log .7 + v .  log 2 

- -  l o g  v + 
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dove  a b b i a m o  posto  p r o v v i s o r i a m e n t e  

U, = (1 4 -  x') log (1 --I- 'c') - -  (1 - -  "¢') log (1 - -  'c") 
'C 'cttt "C"8 ) 

< ( I  + ~ " ) ~ ' - + - ( I - - ' c  't) " - + - - ~ - + - ~ - + . . .  

,Uttl~ .~ttS 
2 6 "" 

< ,¢ ..b .c,, _b ~,s 

e q u i n d i  

e dove  

u ~, < v' + v "  + v " / u  < v ÷~'__< 2v ; 

K - - A  + l o g 0  + ' ¢ )  - -  log(1  - -  "c") ~ A + log 2 --I-- log -~- 

- -  1"79 + 1"57 < - -  0"22. 

N o  segue  

(10.13) 

.2) 
e a l lo ra  

log U t < v { log  (u/v) -I- 2"7 t - -  log v. 

S ia  n < m, 4 '  < u __< 4 .  P o n i a m o  "c" - -  v"lu,  to - -  ul~' 

log (u -t- v') ----- log v' -t- log (1 -b to) 

(u -t- v') log  (u + v') --- u log v' -t- v' log v' -t-.u log (1.4-- o~) 

-l- 4 log (1 -I- m) 

e pe r t an to  

(lo.14) 

(0< o)~ 1) 

log Ut --" u log v' -!- v' log v' -e- u log (1 + to) + v' log (1 -I- e0) 

1 1 (1 -I-  (o) + ~ log v' + ~ log 

- -  u l o g  u + 4 '  l o g  u - -  u ( 1  - -  "¢') log (1 - -  "¢') 

1 1 
- -  ~ l o g  u - -  2 l o g  (1 - -  ~") 

- -  (v' + 1) log v' - -  (v" -t- 1) log v" + A 

1 
< u log (~'lu) + u U, - 2 log {u¢') + H, 
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dove abbiamo posto p rovv i so r i amen te  

U, = (1 v'~ u" (log u - -  log v", + u / l o g  (1 -+- o)) + 

- -  (1 - -  ":") log (1 - -  - d ' )  

1 1 ~,,) 
H - -  A q-- ~ log (1 + to) - -  2 log tl - -  • 

Adesso r i co rd iamo t h e  A < - -  1:79, log (1 q- to} ~ log 2, 
log (12/5} e quindi  

/ - / <  - -  1"79 + 0,79 = - -  1. 

Osserv iamo ancora  che 

- -  l o g  (1 - -  ':") 

1 q- 
, . J \  / 1 \  
~)  log (1 + t ~ ) =  t l  + ~ ) l o g  (1 --t- to)~_ 2 log 2 (per to - -  1), 

v" (log u - -  log v") - - ( 1  - -  -d') log (1 -- ~") ---- + u  

-~ .-- ~" log "r" - -  (1 - -  ":") log (1 - -  ~") <~ log 2 (per ~" - -  1/2) 

e r i su l ta  Ui ~ 3 log 2 ~ 2"1 ; pe r tan to  

(10.15) log U, ~ u i log (if~u) + 2"1 } - -  log u. 

0 c c o r r e  adesso p r e n d e r e  in cons ideraz ione  i due  casi v < ~ u ,  u<_~v in 
luogo dei  due  v" <_~v'~ u, v " <  u ~ v '  per  anda re  in conformit 'h del la  defini-  
zione di (l){u, v) (vedi n. 4). 

Se v - ~ - u  vale la (10.13); se u<=_v' vale la {10.15}; ci r i m a n e  quindi  da 
cons ide ra re  il caso in te rmedio  

v' < u ~ v - -  v' + v" < 19u/12, 

per  il qua le  vale la (10.13) pe r  r i cava rne  una  d i suguag l ianza  del  tipo del la  
(10.15). Si t r a t t a  di ca lcolare  un  valore  oppor tuno del la  c0stante  C in guisa 

da avere  
u log (v/u) ÷ Cu - -  v log (u/v) - -  2"7 v ~ 0 

quando  1 ~ ~ - -  v /u  ~ 19/12, eio/) : 

tp(~) ~ (1 -I- ~) log ~ - -  2"7~ -I- C ~ 0, per  1 ~_~ ~ _~ 19/12. 

0 s se rv i amo  t h e  ~'(~) ~ - -  1"7 -I- log ~ -I- 1/~ ~ 0, tp"(~} .= (~ - -  1)/~ ~ ~ 0 e 
qu ind i  Min ~p(~) si o t t iene  per  ~--- 19/12 ed /~ log [19/12) --- 0"4595... ; il sem- 
plice calcolo ci dice ehe ~ (~ )~  0 per  C = 3 " 1 .  
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P e r  cib t h e  r i g u a r d a  l ' e s p r e s s i o n e  di U, o t t en iamo in def in i t iva  

O o A6 )  log U, ~_< l 
u { l o g  (v/u) + 2"1 !, 

v { log (u/v) .+ 3"1 !, 

(1 ~ u  ~_~ v) 

(1 _<_ ~__< u). 

Nel  caso  in cui  s ia  v " - - 0  r i su l t a  v-----v' e 

si ca lco la  i m m e d i a t a m e n t e ,  
l ~ _ u ~ _ _ v ,  l ~ _ v ~ _ u  

e la (10.16) va le  anoora.  

2 ° OASO. 
S e g u i a m o  

Ut __.(U +V).U 

con la fo rmula  di STIRLING, 

1 
u t log (v/u) + (1 + log 2) } - -  ~ log (uv) 

1 
v i log (u/v) + {1 + log 2) } - -  ~ log (uv) 

- ( [ - - 0 ) n h ~ m = n h - - u < n .  
il p r o c e d i m e n t o  ana logo  a quel lo  del  1 ° caso. 

lip = I I  e; - -  (nh - -  u ) *  = I I .  I I  
e I m f - - P ~  [ e' e" 

I I - - I I  + n - - u . i i  - - n + u _ _ i i , ) . i i < t  ~ 
p' p' p~ + ~¢ p, ~¢ - -  p '  p, p, 

p" - -  n II ~ IIP' '  + n - -  u .  II + u _ i i ,~ .  ii,2>. ptr 
P" P" ~t "d- ~ p- - -  ~, p,,, p. 

Vcduta~ione d i  I I"~ 

nei  due  easi  

• - = I I  1 < 1 .  
e r ,o- p p + St e ~ -4"- n 

Von iamo al ia  maggioraz iono  di II a~ 

II"~ - -  (u + 1/2)(u + 3/2) ... (u + v" - -  1/2) 
~, (1/2)(1 + 1/2)... i v" - -  1/2) 

< 2 V "  U V" ) '  

l I , -  = ( u  - -  1 / 2 ) ( u  - -  3 / 2 )  . . .  ( u  - -  v '  + 1 / 2 )  

~., (1/~) • {1 + 1/2). . .  {v' - -  1t2) 

IF~'. IF ~) < 4v 'v" .  U~, 
p' p" 

Atanali di Matemc~|toa 



26 G. RIccI :  Variazioni  eli segno condizionate e tcorema di Fabry  

dove  
(u'+ v")! 

U~ ----(u - -  v ' ) !  v ' ! v " !  ' 
(v - -  v' -4- v", v' ~ v", v' < 2u/3). 

La  magg io raz ione  di log U~ si o t t iene  med ian te  una  d i suguag l i anza  ana- 
loga al la  (10.16) the ,  eon tenendo  v, i~ s immet r i ca  in v' e v" ;  la sola  modif iea-  
zione r i g u a r d a  i valor i  n u m e r i c i  ivi contenut i .  Infat t i ,  a l la  l imi taz ione 
v " ~  7u/12 cons ide ra t a  nel p r imo caso dobb iamo sos t i tu i re  qui  l ' a l t r a  
v ' <  2u/3 e per t an to  nei  calcol i  gih esegui t i  e ne i qual i  compa r ivano  le i re  
frazioni  7/12, 12/5, 19/12, d o b b i a m o  sos t i tu i re  le i re  seguent i  2/3, 3, 5/3;  
pe r t an to  i ealcol i  numer i e i  sono qui  modi f ica t i  come  s e g u e :  

K _<__ A -I- log 2 4- log 3 ,< - -  1"796 + 1'792 < -- 0"004 < 0 

1 1 
H <  A 4- 2 l o g  2 4-  2 log 3 < - -  1"79 -4- 0 '90 < - -  0.89 < 0 

~p(~) - -  (1 4- ~) log ~ - -  2"7~ 4- C > 0, (1 < ~ < 5/3) 

U > 2 ' 7  5 8 5 • 3 - -  ~ l o g  ~ = 4 '5  - -  1"36 ... ~ 3"13 .... 

Si pe rv i ene  al le  d i suguag l i anze  

l u t log (v/u) -¢- 2"1/, 
(10.17) log U, < ' 

----- v t l o g ( u / v ) + 3 " 1 4  }, 

I n  ogni caso 6 4v'v" <_~ 4(v/2) 2 - -  v ~ e 

II a~ = II a~ • II ~2~ < v t exp  t 
p t ~, pn _ _  f 

l ip  = IIc') • II a '  _~ v 2 exp  t 
P P ( 

e in ogni case,  sc r ivendo  vh in luogo di 

(lO.18) 

(1 <__U<--V) 

(t <__V<--U). 

quind i  

u I l o g  (v/u) .+ 3"2 t 

v { log (u/v) '+ 3"2 } 

u i log (v/u) + 3"2 + ch } 

v { log (u/v) + 3"2 4-  0 + ~h } 

l u { log (vh/u) -t- 3"7 -!- ~h } 
IIp~_< v h' exp  

vh { log (U/Vh) 4. 3"7 4.  ~h }. 

11. D imos t r az ione  del l e m m a  l)r incipale.  - P a r t e n d o  dal la  (9.8) 

I g(m)tg(m) I = h A .  rip.  IIs 

ei va r r emo  del le  maggioraz ioni  s tabi l i te  ai n, 9 e 10:  abb i amo  

I l I p - I I s ,  pe r  m < n h  
I g(m)/g(nh) I 

< 
~- ~. H A IIp,  pe r  m > na 
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e, in ogni  ease, per  (v~ +. . . - I -Vh_J/Vh 
(vedi (9.9~, (9.13), (10.18)) 

I g(m)/g(m) I 

e, quando Vh ~ U (vedi 

I I 

abbastanza piccolo, quando u<~vh 

v, 2 exp { u(log (Vh/U) --t- 3"7 -I- eh -I- eh' -I- eh") } 

~< vh" exp { u(log (Vh/U) -t- 4) } 

_____< vh' exp (I)(u, vh), 

(9.10), (9.14), (10.18)I 

<~ vh" exp { vh(log (u/vl,) + 3"7 + eh + eh" -t- eh") } 

___< vh' exp { Vh(lOg (Vh/U) + 4) } 
_____< Vh ~ exp (I)(u, V~) 

e il l emma pr ine ipale  r isul ta  d imostra to  (vedi (9.4)). 
Quando non si possa realizzare (v, + . . . -Pvh_l ) /v l ,  abbastanza piccolo, 

s iamo nel case eomplementa re  del l e m m a :  la eonclusione (9.4) si raggiunge 
proprio nello stesso mode nei seguent i  easi 

u <____ Vh (vedi la (9.9~), 

v h < u ,  m ~ n h ,  (poieh6 H A < l ) ,  

vl, < u, m > hi,, vh <_ u <_ Kn~/log nh (vedi la (9.11)). 

Rimane  da cons idera te  il ease in eui s imul taneamente  si ha vh l imitato e 

Vh --- Vo < U, m > nl, , Knh/log nh < u <_~ Onh : 

allora 6 appl ieabi le  la (9.12) e r isul ta  

I g(m)/g(nh) I ~ v~ exp { Vo log (U/Vo) ÷ e 'v log (u/vo) 

+ 3"7 + eh + e~ w }. 

Ma, per  la (4.2) del n. 4 abbiamo 

vo log (u/vo) -I- e ~" log (u/v.) -I- 4 

<_~ (I)(u, re) -!- Vo log (ul(vo -t- 1)) < (I)(u, v o -t- 1) - -  3 

< (I)(u, vo -~- 1) 

e qu indi  

I g(m)lg(nh) I < v~ exp (I)(u, vo -t- 1) 

e il L e m m a  pr ineipale  r isul ta  d imostra to  anehe in questo ease eomplemen.  
tare (vedi la (9.4)*). 

12. Dimost raz ione  del 
(vedi L e m m a  2, n. 8) 

(12.1) 

Teor .  I I .  - C o n s i d e r i a m o  la  ser ie  di p o t e n z e  

oo 

0 
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e la relativa somma di FABa]C (vedi Lemma 1, n. 8) proiet tata lunge l'orien- 
tazione Yl, 
(12.2) Sh(0, y1,) - -  ~] o,, h, ,,, Re (a,,g(m)e-%) 

m ~  I h 

e poioh~ g(m) b reale si pub serivere 

Sh(O, T~) - -  g(nh) Re (a%e-%) + E c.h, ,ng(m) Re (ame-%) 
m e  I h 
m25n h 

Adesso fissiamo l 'a t tenzione salla grandezza dei moduli IRe (a,,e-%) I in 
relazione alia funzione ~h(u) cond.izionatrice delle ~-variazioni di segno 
definita in (5.5): i termini  della somma estesa al eampo (m E In, m =t= nh) si 
dist ingaono nelle due categorie (m - -  nh ::l= u) : 

1 °) ] Re {a,,e-~rh) I > ~h(u), 2 °) [ Re (ame-irh) I <-~ ~(u)  

e le eventuali  ~-variazioni, in numero di va, vengono presentate da coeffi- 
cienti  a m the  si trovano nella prima eategoria ed eventualmente  da a,h; per 
il modo come i~ stata definita la fun~ione g(z) (vedi n. 8) con gli zeri 
~, - -  ms - - 1 / 2  definiti  in (8.1), tutte le componenti  reali  g(m)Re(ame-%),  
con m - - - h a  e m della pr ima categoria, hanno lo stesso segno, poichi~ g(z) 
cambia segno in m , -  1/2. I valori di m delia seeonda categoria sono al 
pih [20ha] + 1 - -  va ~ 20ha. 

Denotiamo con ~l e E~ le somme estese ai termini  r ispet t ivamente della 
pr ima e della seeonda eategoria ;  a l lora:  

l Sh(O, ya) "- g(na) Re (a,le-%) + E c g(m----D Re (a~e-~h) i 
~ I  h "~"~g(na) 

--- g(nj,) t Re (a,he-%) -t- E~ 4- $~ t 

e passando ai moduli  

] Sh(O, Ya) J : [ g(nh) ] . ] R e  (a%e-%) + .,~: + E, I 

> I g(nh) I { I Re (a .ae -%)  + ~, ] - -  ] Y', ] l 

e per  l 'osservazione sui segni 

(12.3) I Sa(0, Ya) [ >~ I g(na) ] • i r e  (a%e-~va)- I E, I }. 

Veniamo a maggiorare ]E21 ; tenendo eonto ehe in ogni suo termine 
I Re (arae-~rh) ] <~ d~a(u) abbiamo : 

I I < Y' e " h , " "  glm) . I m -  re, I )  
= , , ,  c z h g(n~) 

m 4 n ~  

l < E... C,h,~, g(nD " d?,(U). 
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Pe r  il L e m m a  5 e il L e m m a  principale ,  tenendo conto che u ~_~ On h ~ nh/3 
e quindi  t he  V 1 -  U U n h ' ~  ~/8/9:> 1/2, il t e rmine  genera le  non supera  

2 exp (-- u:/•h),  vh ~ exp (I)(u, vh). 

K 
• n ~ L ,  exp t U*'/nh - -  (I)(U, Vh) } Re (anae-iYh) 

2Kvk~----~ exp { ~ (u ,  vh) - -  ¢P(u, Vh) I Re (a.~e-'ir~) 
~h ~/rhz 

(ed essendo v h ~_~ VI, , ~P(u, vh) ~__ (~(u, Vh) ) 

(2~Inh) • Re {a,~he--~?h ). 

Per tan to  risulta,  tenendo conto ehe 2[0nh] -I- 1 ~ il numero  dei termini  di E2 

I E~ I ~-- (2[0nh] -t- 1)(2K/nh).  Re (a,,he-~Yh) 

4K(On h -~- l)ln~ . Re (a,,~e-~). 

Adesso se impiccol iamo 0, le ipotesi  sono soddisfat te a maggior  rag ione ;  
assumiamolo  in guisa da ot tenere  4KO ~ 1/3; allora per  h abbastanza grande 

1 (12.4) [ Z~ [ < ~ Re (a%e-ir~}. 

Dalle (12.3) e (12.4) r icaviamo per  h ~  he 

1 

Pe r  il L e m m a  4 e l ' ipotes i  (5.2) abbiamo 

I g(n~) i ~/'~ ~ !, { Re (a~e-~r~) }~/"~ --+ 1 
e pertanto 

l i m  iSh(O , 7~)]~/"~ _~ 1, 

e, pel Lemma 1, il punto 1 ~ critieo per la serie F(z).: in forza del Lemma 2 
il punto 1 ~ eritieo anehe per P, a,,~. 

II Teor. II risulta cost dimostrato. 

13. D i m o s t r a z i o n e  de l  T e o r .  V. - Questo Teorema discende come corol- 
lario del Teor.  II .  Pon iamo 

(13.1) ~h ~ VVh log nh/n h ; 

r isul ta  ~hn h ~ V Vhnh log n h, Vh/(~hnh) --~ O. Consider iamo la seguenie  fun~ione 
ausi l iar ia  

0, per  O ~ u < _ ~ Z h n h  (1 .) 
(13.2) ~h(u) -"  exp 2 g k log n • Re (a,~e-~h), 

per  ":hnh ~ u ~ [0n]. 



30 G. R~cc~: Variazioni di segno condizionate e teorema di Fabry 

Nelle ipotesi (6.9) e (6.11) del Teor. V, riguardanti il numero del le  varia- 
zioni vh* nel tratto Ih* e la maggiorazione del modulo [Re (ame-irh) I, i~ 
evidente che 

v,(~'~) - -  v,* 

dove Vh(tFh) ~ il numero delle Wh-variazioni su tulle lb. Per appoggiarei al 
Teor. II  ~ sufficiente mostrare ehe 

(13.3) W,(u) ~ ~ba(u), 

dove tpk(u ) i~ la funzione definita in. (5.5); infatti, se questa disuguaglianza 
valesse, sarebbe 

(13.4) V~ ~ + ~ ,  %(tph) ___< %(W~) --  v* ~ 11 h 

e, per il Teor. II, il p u n t o  I sarebbe singolare. 
P e r  dimostrare la (13.3) osserviamo che essa vale evidentemente per 

0 ~ U~_~'chnh, poich~ per questi valori ~ W(u)----~0, e basra dimostrarla per 
~hn~, ~ u~[0nh].  In questa ipotesi, essendo Vh/(~hnh)--* O, per h abbastanza 
grande 

~)(u, v~) = v, t log (u/v~) + 4 t 

e quindi risulta 

I13.51 ~bh(U)---exp t ~ l l -  ),h(u)) t • R e  (a~ae-~r , ) ,  

dove 

kh(u) ---- ~Vhnh ~ log ~U ÷ 4 1 -t- nhl°g (nhVh~/K)-~ . 

La derivata di questa funzione 

U I 
ed ~ negativa, pertanto il massimo di Xh(u) viene assunto all'estremo sinistro 
dell' intervallo ed 

l Ilog]/nhlogn~ +log(n~Vh'/K) I 
),~(u~<k~(~n~)--logn~ , V V~ + 4  V~ 

1 11 1 log{...)I 1 
~__ ~ -t- ~ log log nh - -  2 log Vh + 4 ÷ ~ • log nh" 
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Si t rat ta  di verif icare che le (6.8) portano come conseguenza il segno 
negativo del l 'espressione entro la parentesi  {... }. Infatti ,  poich~ Vh--~ 4 - o o  
r isulta  log [Va2/K)/Vh--* 0 e quindi basta ehe sia 

log n~ + o(I) ; log V~ > log log nh + 8 + 

ponendo Vh --- ca log nh, questa condizione assume la forma 

log oh ~ 8 q- l/oh + o(1) 

che porta necessar iamente ca ~> 1; per  oh ~ c costante basra the  sia 

log c ~ 8 - -  log (1 - -  I/a) 

da cui log (o - - 1 )  ~ 8, c ~ e  s + l .  
Dunque,  quando sono soddisfatte le {6.8) r isul ta  kh(u )~  1/2 e quindi,  per  

la (13.5) abbiamo (nell' intervallo ~hnl, ~ u __~ [0n~]) 

~h(u) ~__ exp { uU(2nh) } Re (a%e-trh) 

>--_ exp (~ Va log nh) . Re (a,he-'rh) 

_>-  hiu). 

Valgono le {13.3) c (13.4), pertanto il Teorema V risulta dimostrato. 


