Variazioni di segno condizionate e teorema di Fabry.

Memoria di Grovanx: Ricci (a Milano).

Sunto. « 8i eslende il campo di applicabilité della classica condizione sufficiente di B. FABrY
per il punio critico sulla circonferenza di convergemza: questa condizione richiede
P ispezione della successione dei coefficienti su una successione di tratti e il computo di
certe variazioni di segno. Per oftenere la nostra eslemsione si iniroduce il concetto di
«variazione di segno condizionata > che consenle tanto un computo pit favorevole
quanio la possibilita di ridurre Vispezione alla parte centrale dei tratti. - 1. Posigione
del problema. - 2. Variazioni di segno condizionate. - 3. Condizione unilaterale con
quanie si vogliono variagioni di segno (Teor. I). - 4. Una funcione ausiliaria. -
5. Condizione sufficiente espressa con le variazioni di segno condizionate (Teor. II). -
6. Il iratto ridotto (Teor. III, IV e V). - 7. Criteri sufficienti per le serie di potenze
non prolungabili (Teor. VI). - 8. Alcuni lemmi noti. - 9. Un nuovo lemma. - 10. Maggio-
razione di Mp. - 11. Dimosiragione del lemma principale. - 12. Dimostrazione del
Teor. I1. ~ 13. Dimostrazione del Teor. V.

1. Posizione del problema. ~ Una proposizione classiea di E. FABRY, al
seguito di altre analoghe dovute a G. VivanTi, A. PRINGSHEIM, J. HADAMARD,
ecc., assegna una condizione sufficiente atta a localizzare un punto critico di
una serie di potenze ('); la proposizione a cui alludiamo & la seguente:

TeEoREMA (E. FABRY). - « La serie di potenze X a,z" abbia raggio di conver-
genza 1. Il punto 1 & critico se & possibile determinare:

(i) una successione {#, } crescente di indici interi n,, n,,..,
(ii) una successione {y,} di orientazioni y,, ¥,,..,
(iii) un numero reale 0 << 6 < 1, tali che risulti (%)

(1.1 Re (an,e~*) > 0, {Re (@6~ 1" —~ 1  per b — + oo,

e detto v, il numero delle variazioni di segno (passaggi da + a — oppure
da — a +, trascurando gli eventuali zeri) della successione finita di numeri
reali Re (a,,6~ ), dove I’indice m appartiene al tratto

(I) (1 — B)mn < m < (1L + B)naa,

risulta v,/n, — 0 per A — + oo >,

{1} B. FABRY, « Annales Eeole normale supér. », (3), 13, 367-399. H. Lanpau, Darstellung
und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktiomentheorie. 2. Aufl., Berlin 1929,
pp- 14-16, 76-86. Noi seguiremo I'esposizione di E. LaNDAU; in questa opera si trovano
anchs indicazioni bibliografiche.

(?) Per semplicitd denoteremo con al/r la radice m-esima aritmetica di un numero
reale e positivo « e con |2|l/# )a radice n-esima aritmetica del modulo di #.

Aovnali di Matematica 1
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In questa interessante proposizione si vede il proposito di espandere la
portata della condizione sufficiente mnell’ intento :

19) di limitare ) ispezione sulla successione dei coefficienti, a certi
tratti I, (di ampiezza relativa non infinitesima) distaccati quanto si vuole
Vuno dall’altro, purché centrati su una successione {a, } con |an [V — 1;

20) di scegliere, per ogni I,, una oriemntazione vy, di aggiustamento
lungo la quale le componenti Re (a.e~%) soddisfino ancora alle (L.1) e
il numero v, dei passaggi, dal semipiano Re (ze—*1s) > O all’opposto, dei coef-
ficienti a@,, con l'indice m in I,, costituisca una percenfuale infinitesima,
ciod verifichi la condizione v,/n, — 0.

Ci proponiamo adesso il seguente problema : B possibile, nel computo di
tali variazioni di segno, trascurare quelle provocate da componenti Re (a,,e~*")
che non siano troppo grandi? Certamente si, quando tale confine della gran-
dezza sia contenuto entro i limiti di una « perturbazione » X b,2" della serie
di potenze e per la quale lim |b, [/# < 1, poiché essa conduce a Z (a, +bule"
e non altera 1’insieme dei punti critici sulla circonferenza di convergenza
[2|=1. Ma il problema diventa significativo se viene richiesto che il confine
per la grandezza delle componenti Re(a,e~*) da trascurare nel computo
delle variazioni, non rientri nella condizione lim |bn|'" <1 che caratterizza
le perturbazioni trascurabili a priori.

Alla soluzione di questo problema & rivolta la presente Memoria: dopo
avere definite molto naturalmente le variazioni condizionate da una funzione
d(n) o ¢-variazioni (la funzione ¢ sara poi quella che assegna, in ciascun
tratto I, il confine superiore di cui parlavamo sopra), si stabilisce un criterio
sufficiente della forma richiesta {Teor. II). Altri criteri sufficienti (Teor. I1I,
IV e V) sono rivolti a restringere il computo delle variazioni di segno a un
tratto I,*, collocato al centro di I, e avente ampiezza relativa infinitesima.
Vengono poi esplicitamente enunciate alcune condizioni sufficienti (Teor. VI)
a garantire che = a,2" non sia prolungabile, ciod che la circonferenza |z | =1
sia linea critica e che discendono come corollari dalle precedenti.

Nella seconda parte della Memoria (nn. 8-13), dopo avere richiamati
alcuni lemmi noti, si da la dimostrazione di un nuovo lemma che utilizziamo
poi per dimostrare i Teoremi II e V che sono le proposizioni piu generali
da cui seguono tutte le altre come corollari.

2. Variazioni di seguno condizionate. - Sia
i Un} Uyy U,y y UN

una successione finita di N -+ 1 numeri reali e sia ¢(n) una funzione non
negativa

(%) =0, (n=0, 1,..., N).
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Si dird che due elementi #,, #n.ir di {u,} (anche non consecutivi) pre-
sentano una variazione di segno condizionata da ¢ o wna Y-variazione di

segno quando &
Un > (), Uiy < — d{n + 1) oppure u, < —(n), Ui > (n + 1),

mentre tutti gli (eventuali) elementi infermed: u; (v < ¢ <<% + 7) sono tutti in
modulo non superiori a (i), ciod

| ue | < 4(8), n<ti<n+r).

In sostanza, il compufo delle {-variazioni di segno lungo { u,} si eseguisce
come il computo delle variazioni di segno ordinarie lungo la successione
ottenuta da {u,} sostituendo lo zero a ogni elemento | u; | < ¢(¥).

E evidente che, se ¢,(n)< ¢,), il numero delle ¢,~variazioni non supera
quello delle ¢ -variazioni.

Le variazioni di segno ordinarie si diranno le O-variazioni.

8. Limitazione unilaterale con quante si vogliono variazioni di segno. -
Come consentire, senza limitazione del numero, le variazioni di segno di
Re {(aye—%s) ? Una risposta & fornita dal seguente

TreorEMA 1. - La serie di polenze I a.z" abbia raggio di convergenza 1.
Il punto 1 é critico se é possibile determinare

(i) una successione {m, } crescente di indici interi n , n,, ...,
(ii) una successione {y,} di oriemtazioni y,, 1,, ...,
(iii) due numeri reali e positivi 6 (abbastanza piccolo) e K (abbastanza
grande)
tali che risulli

(3.1) Re (a,,he—‘u) >0, { Re (an,e—n) it — 1 per b — +- oo,
e, per tulti gli indici m di ogni tratio
(Zn) (1 — Oy <m < (1 + Oy,

risulli, con m =mnp,tu e h=1, 2, 3, ...,

(3.2) Re (@me—*) = — ”5 exp (u*/ny) « Re (@, 6~ 1),
h

OSSERVAZIONE. - Questa condizione (3.2) c¢i mostra che la componente Re (ame""‘fh),
con m €I, pud cambiare segno senza limitazione sul numero delle variazioni, a patto che
essa, da una parte (qui dalla parte negativa), non superi in modulo 1’espressione

K )
Pp¥(u) = w; <P (u*/n) Re (@6~ M),

la quale, rispetto allo scarto u= | n;—m | & dell’ordine esponenziale e nelle zone estreme
del tratto I; non pone alcun vincolo, poiché concede una libertd superiore a quella consen-
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tita dal teorema di CaucHy-HADAMARD per il raggio di convergenza 1: infatti, ponendo
u = tn,, per la stessa espressione abbiamo
[ wu) [ = | x(u) [/ "7 == | exp () - 3y "
con
A= (E/n)' ™ - | Re (a,,e~Mn) /"5 — 1
ed essendo

1/(1 +6) < myfm < 1/(1 — 0)
(fra limiti fissi) risulta 3,3 —1 o
| 95*() [ > exp (:2/(L + 0)) « (1 4 o(1))

che risulta > 1 per 1 fisso, —1 per 1—-0.

La dimostrazione di questo Teor. I si trova in G. Rrcor (°) ove si trae
anche partito dall’eventuale emisimmetria del tratto I,; si potrebbe anche
vedere che la dimostrazione del Teor. II (vedi n. 5) esposta nei nn. 8-12, col
semplice adattamento di porre g(¢) == 1 (costante), conduce proprio al Teor. I.

4, Una funzione ausiliaria. - Che cosa accade quando esistono in ogni
tratto I, dei coefficienti @, pei quali non & soddisfatta la condizione (3.2)?
Allora siamo in presenza delle variazioni di segno « sostanziali» e il loro
insieme deve essere regolafo, sia per c¢id che riguarda il loro numero v,,
sia per .cid che riguarda la loro posizione nel tratto I,. & evidente che una
tale regolamentazione si potrd ricavare dall’andamento della classica funzione
intera g(s) di G. FABER (‘) che fornisce i ripiegamenti aiti a sopprimere le
variazioni di segno; ma il nostro scopo & di ricavare una condizione del
tipo consueto, ciod una condizione che richieda soltanto I’ispezione di ogni
tratto I, isolatamente, senza impegnare in forma solidale, attraverso la
trascendente g(2), quello che accade negli altri tratti I, (! <= h); per superare
questa difficoltd, abbiamo dovuto stabilire un nuovo lemma (vedi n. 9, Lemma
principale) che fornisce una maggiorazione del rapporto |g(m)/g(ns)| mediante
una funzione ausiliaria ®(u, v) calcolata con gli elemenii allinenti esclusiva-
mente a I,.

Poniamo ey <
4.1) Ou, v) = u{log(v/u) +4}, per 1Su<v
v{log(u/v)+4}, per 1<v=<w.

Questa funzione ®(u, v) & definita nel quadrante (1 <, 1 < v), & simme-
trica rispetto alle due variabili 4 e v, ed & crescente rispetto a ciascuna
delle variabili; infatti le derivate parziali:

®, = log (v/u) + 3 oppure =v/u, ®,=wu/v oppure = log (u/v)+ 3

(3} G. Riccr, Emisimmetria di tratti e teorema di Vivanti-Pringsheim-Hadamard-
Fabry relativo ai punti critici, < Bollettino U.M.1 ., IIT, 9, pp. 126-135, (1954); qui figura
soltanto la costante 0, ma il teorema & equivalente a quello enunciato sopra.

(}) Vedi E. LANDAU, loc cit. in (), pp. 78-83.
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sono positive. In particolare, perché ci sard utile nel seguito, osserviamo
che per v=u &

(4.2) O, v+ 1) > B, v) + log (u/(v + 1))
Infatti
O(u, v+ 1) — Ofu, v) =
= (v+ 1 {log(w/(v+1)) +4} —v{log (u/v) + 4}

% 1
U (]
= e
=lOgv—l—l_"?’>10gv+1’

5. Condizione sufficiente espressa eon le variazioni di segno condizionate.
- Sussiste il seguente
TroreMA II. — La serie di polenze % a2t abbia raggio di convergenza 1.
Il punio 1 é critico se é possibile determinare
(i) uno successione {my} crescente di indici interi n , n,, ...,
(ii) wna successione {vy,} di orientazioni y,, v,, ...,
(iii) una successione { V,} di numeri inleri positivi tali che

(5.1) Vh — -}~ 00, Vh/”h — O,
(iv) due numeri reali e positivi 9 (abbastanza piccolo) e K (abbastanza
grande),
lali che risulti
(6.2 Re (@, e%) > 0, { Re (@, e~%) iy — 1

e il numero v,(Yy) delle $,~variazioni di segno dell’allinedamento di numeri reali

(5.3) Re (@, %), (1 —0n, <m < (1 -+ O)n,
verifichi la disuguaglianza
(5.4) Onlln) < Vi h=1, 2 3,..).
La funzione $y(u) condizionairice delle $,~variazioni di segno é la seguente
K ut ,
(5'5) (ph(u) == nh th exp TTh - ‘I)('M, V}‘) Re (a”he_‘ﬁ,),

dove DO(u, v) é la funzione definita in (4.1).
CASO COMPLEMENTARE. - Il punio 1 é critico anche se per V,=1V,
(costante) il numero delle variazioni v,(b,) verifica la disuguaglianza

(5.4)* vnldn) =V, — L
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OsseERVAZIONE I. - 8i dice «8 abbastanza piccolo e K abbastanza grande », perchd, se
Ia (54) (o la (5.4)*) & verificata per una coppia di numeri 6 o K, essa d, a maggior ragione,
verificata per ogni coppia ¢ e K’ con ' <0, K'> K. Infatti, se 0'<9, il tratto (1 —0')n, <
<m<(1+¢)n; & contenuto in quello considerato in (5.3); inolire il secondo membro di (5.5)
non diminuisce se in luogo di K si sostituisce K’. Per questa doppia ragione risulta
va(d's) <vu(ds). Lia possibilith di sostituire a Vj, un nmumero V,' pilt piccolo pud fare aumen.
tare ulteriormente il secondo membro di (5.5) (si tenga presente che ®(u, v) & crescente al
crescere di v).

Sostituiamo alla funzione ¢j(u) una funzione Wiiu)<d(u); allora vi(¢y) < v(T;) e da
v(T,) S V), (oppure < V, — I) segue che 1 & critico.

In particolare, sia v(0) il numero delle variazioni ordinarie di segno presenti in (5.3);
nelle ipotesi del teor. di E. FABRY (vedi n. 1), v4(0)/n,— 0, possiamo assumere V= v,(0) +1

e risulta (¢y(u) > 0)

o) So0) = Vi — L V= o(ny);
la condizione (5.1) del Teor. II & soddisfatta e il punto 1 & critico. Pertanto il teorema classico
di E. FaBRY & contenuto nel Teor. IT: ma questo » sostanzialmente pilt generale di quello?
La risposta d affermativa ed & contenuta nell’ Osservazione seguente.

OssErvAZIONE II. - L/ interesse della forma di ¢;(u) sta nel fatio che I’ espressione
w/n; — d(u, V) dell’esponente in (5.5) pud presentare il softraendo ®d(u, V) di ordine
notevolmente inferiore a quello di u?/n,.

Per illustrare questa osservazione consideriamo il caso in cui la coppia (u, V;) soddisfi
alle limitazioni (3 >0):

(.8) V@ +emylogn, <u<ong,  V, <udf(n,logny).
Una facile verifica mostra che per h = hy() risulta
6.7 3(u) > ;08 Re (@, 6"Th);

pertanto, fra i coefficienti @, soppressi nel tratio I, per computare le ¢y-variazioni (condi.
zionate), ve ne possono essere di quelli che hanno la componente reale Re (@0 ") di
modulo maggiore di Re (anke"Yh) e quindi la serie di potenze I a,2" non si pud in generale
ottenere mediante una perturbazione 2b,2" con lim|b, | <1, da un’ altra serie
S (@, — b,)2" che verifichi la condizione v(0)/n;, del teorema classico di E. Fanry.

Osserviame inoltre che il numero dei coefficienti a,, aventi grande component« e che
vengono soppressi per procedere al computo delle ¢,-variazioni, pud, nol caso pit favorevole,
raggiungere 1'espressione 2(0 — o(1)})n, e cosi ricoprire quasi tutto il tratto I, lasciando
scoperto soltanto un fratlo cemirale I,*.

Che dalle limitazioni (5.6) segua la (5.7) si vede al modo seguente: d(u, v) & funzione
crescente al crescere di v, inolire

Vi /(i log ;) = w (1 log ) < w

e quindi
u? n; log n
@, Vi) < e {log 222 b4l
u? n;, log ny 2
<nhlognk% 2+ +é
u?

1
— .z . 1
i Tog 2logn,, {1+ o0(1)}

u2
_—_-2_1“;14—0(1) L
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Si deduce che

$ufn) 2

K ut u? )
”kag exp % fTh - Q—MI (1 -+ 0(1)) ‘

Kn; log?n, % u® ‘
> i exp I, (1 + o(1))

- K us
> 7w, {1+ o)}

> exp 2 ;- 4 log n4(1 + o(1)) — log n; i
> exp (% log nh) , per h=PR(3)
=nd8,

6. I1 tratto ridotto. - Ci proponiamo di enunciare qui esplicitamente
delle condizioni che impegnino una successione {I,*} di tratti I,* (situati
al centro dei tratti I,) che siano ridofi, nel senso ché la loro ampiezza
risulti o(n,): sussistono in proposito i teoremi seguenti.

Tratto LI, di ampiezza 2n,/logen, (s> 0).

TrOREMA III. - La serie di polenze L a,2" abbia raggio di convergenza 1.
Il punto 1 é critico se é possibile deferminare le successioni {n,} e {y,} e
due numert reali 6 > 0, ¢ > 0 fali che
6.1) Re (an,e~1) > 0, {Re (ap e~ }!M — 1, per h — oo
e inolire : 1°) il numero v,* delle variazioni di segno (ordinarie) dell’ allineamento
6.2) Re (a,,e— %), m € I*

. (In*) 1 — np/ log® np S 0 < 1y, + 1m0/ log® my,

non superi n,/ logt?an, ;

29) le componenti Re (a,,e—*n) corrispondenti alle paili laterali del ratto I,
(6.3) (1 —On, <m < ny, — n,/ log’ n,, n, + ny/ logon, <m < (1 4+ O)n,
siano maggiorale nel modo seguente

— Yop . i
(6.4) | Re (ame—"1) | < exp (m).ae (w0

Tratio I,* di ampiezza 2n,° (1/2 <o < 1)

TrEoREMA IV. - La serie di pofenze X an2" abbia raggio di convergenza 1.
Il punto 1 ¢ crilico se é possibile determinare le successioni {my} e {y,} e
due numeri reali 8 >0, 1/2 <o <1 lali che sussistano le (6.1) e inolire:

1°) 4l numero v,* delle variazioni di segno (ordinarie) dell allineamento
— £
(6.5) Re (a,,6— ), mel,
(In*) np — e Sm < ny, + 0,°

non superi n,?—1/logn, ;
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29) e componenti Re (a,,e—ts) corrispondenti alle parti laterali del iralto Iy
(6.6) (1 —0mp<m < ny—mip, 15 <m < (14 0)ny
siano maggiorate nel modo seguente:
(6.7) | Re (a6~ | < exp (ma?*~'/2) Re (aw e~1).

I teoremi III e 1V si ottengono come corollari del seguente Teor. V
assumendo in questo teorema 0 < 6 <1/3 e, rispettivamente,

Vi = nn/ (log n;,)1+2"3 Vi = np20-1/ Iog Ny ;

in ciascuno dei due casi & V,/nx — 0, e una semplice verifica mostra che
tutte le condizioni del Teor. V sono soddisfatte.

TEOREMA V. - La serie di pofenze I a.#* abbia raggio di convergenza 1.
Il punto 1 é critico se é possibile determinare le successions {na}, {yn!, { Val,
e il numero reale 0 < 6 < 1/3 lale che risulti
(6.8) (e® + 1) log np < Vi = o(ns/log 1)
(6.1) Re (aue~i) > 0, {Re (an e}t — 1 per h — + o0
e inoltre : 1°) il numero v,* delle variazioni di segno (ordinarie) dell’allineamento
6.9) ( Re (a,,e~™), *m€L*
) l (Ih*) Np — V Ving lOg e < m < np -+ v Vurn 10g Ny

non superi Vi;
20) le componenti Re (a,,e~s) corrispondenti alle parti laterali del tratio I

(6.10) (1— O, <m<mp— VVannlognn, nn+V Vinglogn, <m = (1 +O)n,

siano maggiorate nel modo seguente
(6.11) | Re (@ne—) | < exp (é Vi log nh) + Re (a,,he'-irh).
Questo Teor. V verrd dimostrato al n. 13 come conseguenza del Teor. II.

7. Criteri sufficienti per le serie di potenze non prolungabili. - I teoremi
II, 111, IV, e V (n. B e 6), resi indipendenti dalle orientazioni y, di aggiu-
stamento, ciod da arga., forniscono condizioni sufficienti affinché ogni punto
|| =1 risulti critico: qui ci limitiamo a enuncjarle andando dalle forme
particolari a quella generale.
TreorREMA VI. - La serie di potenze X a,2" abbia il raggio di convergenza 1.
Ogni punto della circonferenza | 2| =1 ¢é critico se é possibile determinare
(II1*) la successione {my,} crescenfe e due numers reali 6 >0, ¢>0
tali che |an, '™ — 1 e inoltre: 1°) il mumero v,* dei coefficienti

a,, 3= 0, np — np/ loge ny < m = ny, +- 4,/ log® n,
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risulti vy* < my/ logttion, ;

20 n
) i | | S exp(gpoot) o, |
(1 —0n, <m < ny — ny/logeny,, ny + ny/ logon, < m < (1 + O)n,

oppure, in luogo di (ITT*) una delle seguenti (IV*), (V¥), (I*) ().
(IV*) la successione {n,} crescente e due numeri reali §>0, 1/2<es< 1
tali che |an, [V" — 1 e inolire: 1°) il numero v,* dei coefficienti

am#oy nh"‘nhaéménh'i‘nhc
risulti vy* < ny2—'/log ny, ;

2°) | am | = exp (0,%"/2) | an, |
A—=fm=m<n—mns, n+n<m<(l+0n,.

(V*) le successioni {m,} (crescente) e { V,}, e il numero reale 6 > O tali
che |ay [ — 1,
(¢* + 1) log ny < Vi, = o(na/ log ms)

e tnollre: 1°) il numero vy* dei coefficienti
(Um0, nn — V Vann log i < m < n+ V Ving log ny
risulti vi* < Vy;
Y 1
2)S |am|<exp(§Vhlognh)|a,,hl
( 1—0np<m<ny— VVinnlogne,, nn+V Vinglogn, <m=<(1-+0)ny.

(I1*) due successioni {mp} (crescenie) e { Vi } di interi e due numeri
reali e positivi 6 e K tali che

|Gy [1%5 — 1, Vi/ty — O

e posto:

K u?
* —_
b= s exp) - — O, Vi) | aw, |

(D(u, v) & lo funzione ausiliaria (4.1)) il numero v(bn*) dei coefficienti a,, per
i quali
| @ | > n*(u), m = np =+ u, =1, 2,.., [6n)
risulti
v($n*) < Va.

e quando lim Vi, = V, finito, risulti v$p*) < Vo— 1.

(5) Queste condizioni vengono indicate (II1*), (IV*), ece. perchd corollari dei Teor. III,
IV, ecc.
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OSSERVAZIONE. - Nell’ordine di idee della condizione (V*) & noto il seguente teorema
dovuto a F. LiscH (6).

«Za,2” non & prolungabile fuori del cerchio di convergenza |z]=1 se & possibile
determinare una successiome crescente |mj{, un numero positivo K (abbastanza grande) e
una successione monotona non decrescente ¢(n), a elementi positivi, per le quali siano
verificate tutte le seguenti condizioni

?(2n) = O(p(n)),  ¢(n)=o(n/logn)
|, | <nFoM), (n=1,28,.), |an|>u"FM), (=1, 2 3,.)
a,,=0 per m==mn;, e
ny, — Vg log ny - o(ng) Sm <ny + Vny log ny, - pay) (h=1, 2, 8,..)>

Questo teorema non consente coefficienti a, diversi da zero mei tratti ridotti I;* e

pertanto pud raggiungere risultati pit favorevoli per eid che riguarda I’ampiezza relativa

del tratto ridotto stesso in confromnto della condizione (V*) la quale consente invece coeffi-
eienti @, non nulli, purch® non sianc {roppe numerosi.

8. Alcuni lemmi noti. - Ricordiamo in questo n. alcuni lemmi che ci
servono per dimostrare il Teor. II.
LemMMma 1 (). - Sia 0 <6 < 1,

nlin!

T —myp B=U—Om=m<(1+On

c”,m =

Sif) = 2 ¢u,m* Ou, (somma di FABRY).
meIh k

Se lim |a, " =1, lim | Sy(0) "+ =1 allora 1 & punto critico per la serie
% —> Q0 h 00
di potenze X a2
LEMMA 2. - Z a,2" abbia raggio di convergenza 1 e sia regolare nel punto 1;

gl2) sia una funzione intera tale che, per ogni >0, & |g(e) | < Ke’* per
o

K=K,(3) e | #| = R(®); allora X aug(n)s" converge per |z | < 1 ed & regolare
0

nel punto 1.
LeMMA 3. - Se {p,} (m=1, 2, 3,..) & una successione crescenfe di

numeri reali e positivi e se m/p,, — O allora il prodotto infinito
8 f(1—1)
. 2y = o

(5.1 g( ) 1( p’m

converge e rappresenta una funzione intera g(#) che verifica 1'ipotesi del

Lemma 2.

(5) Vedi F. LoscH, « Math. Zeitschrift», 32 (1930), pp. 415-421.
(7} Vedi B. LANDAU, loc. cit. in (f), pp. 77-80 ove si trovano i lemmi 1, 2, 3.
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Definizione della funzione inlera g(z). Veniamo a scegliere la succes-

sione {p,, }.
Siano m,, m,, .. m, 1 valori interi dell’indice m del tratto

Li=(1—06m,<m=(1 + bn; tali che a, presenta una ¢-variazione con
quelli che precedono; allora poniamo

(8'2) Py = Mty — 1/2; (s=1. 27 ey Ul
2 2

8.3 P =1 (1- %)

(8.4) gi#) = P (#)P,(2) ... Py2) .

= A4(2) - Pufz) » By2).

(8.5) =1 <1 —=0n<pr, @G=(1+n, <g-+1

Diradamento della successione {m,}. E evidente che, se le ipotesi del
Teor. II sono verificate per una successione {#,} a maggior ragione lo
saranno per una successione parziale di questa; pertanto non si limita la
generalith del teorema col supporre n; 1 > 120, e quindi ¢,—1 < Py < ¢ < Pra
(poiché 0 <6< 1/3): anzi possiamo supporre di pin:

(85) n;./n,,+1 - 0, n,,’/(v,,n,,_|_1) — 0, h/ lOg ny — 0.
Inoltre, dall’ipotesi v,/n;, — O segue
8.6) (v, + v, + .. +v5_1)/n, — O.

poiché questo rapporto non supera

Bpi+ Vp1 Mg (1 + Uh—l) ~0
ny p Bp—1

Consideriamo il caso in cui {v,} non sia limitata e sia limwv, = + co;
allora il diradamento si pud esegnire anche nell’intento di ottenere la succes-
sione {wv,} crescente e inoltre tale che

(8-7) ('U, + v, + o u,,_l)/v,. — 0.

Quando invece sia lim v, = v, finito, & possibile il diradamento in guisa
da avere v, = v, (costante); allora non & possibile soddisfare alla (8.7), ma &
sempre soddisfatta la segnente disugnaglianza

(8.8) V, + Uy F oo+ Uy < By,
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Osserviamo infine che le relazioni v,/n; — 0, n, > 12n;_; portano come
conseguenza

U+ e + X U, F o U a(n,,o+1 + e - 1y) (ho = ho(s))
< 3
S04 Uy, -+ e(szo I—z—a) - Ry
=< 25”].

per k abbastanza grande, e quindi
v, + oo -+ = 0(1).

Gli zeri p,, py;.ey OPm,-- di g(¢) costituiscono una successione {p, } tale
che m/p,, — 0 ed & soddisfatta la condizione del Lemma 3. Infatti se
(1 —0)n, < pm < (1 + O)n;, risulta
8.9) m= v, 4.+ v = 0(ny) = o((1 — Ony) = o(e.m).

(8.10) LEmmA 4. - |gny) |1 — 1 per h — + oo,

Dimostrazione (®). Nel caso che gz) abbia al piii un numero finito di
zeri p,,, ciod sia un polinomio, I’affermazione del lemma & evidente.

Sia {ps} un’effettiva successione e quindi m/p,, — 0, allora, per il

Lemma 3 vale il Lemma 2 ed & | g(n,) | << Ke%*s, per h abbastanza grande,
e quindi |g(n) [V < K'™e® e, per I’arbitrarietd di &

(8.11) im | gy |Pm < 1.
he—s-to0

Pertanto basterd dimostrare che

(8.12) lim | g(n) V™= 1.
h— F00

Cerchiamo un valore minorante per ciascuno dei tre fattori
| glws) | = | Aulms) | « | Paowa) |+ | Bifra) | 5
perverremo al risultato che ognuno di essi ha il minimo limite = 1.

1) | dilnn) | = 191((%)2 — 1) (€I, UL U ..UIL_)
o, poichd p < (1 + 6) my—y < 4m;_1/3 < m,,/9, risulta ogni fattore > 1 e quindi
(8.13) | Ayow) | > 1, lim | Aa(m) 9= L.
2) | By | =10 ( {— (%”)2) (6 € Ips U Inpa U )
> P I ( _ﬁf)
- UZPh+1 u

() La dimostrazione di questo lemma & contenuta sostanzialmente in E. LaNDAU, loc.
cit. (1), p. 82: qui la riportiamo per comodita del lettore.
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(essendo 1 — a > 1/(1 + 2a) per 0 < a < 1/2)

> I (1 +2n")
U2 Py

o 1
= exp (— 2nr X —,)

W=DPj+4

= oxp (— 20, /(pry1 — 1))
= exp (— n4 + 204/ (Dhi1 — 1))

dalla prima delle (8.5), nu/ny4 — O segue 2n,/(pr1— 1) — 0)
p

= exp (— &ny).

Pertanto
(8.14) lim | By(ny) |Y*s = lim exp (— &) = 1.
» .2
3) | Py | = 1|(%) - 1], (e Ty
P
g te [m—ely plm—el
>1’I|nh PI> 1| nh—p" i1 P”_nh
= P nh Pl<nk 2%’. plrgnk 2”,'

Se v' e v” sono rispettivamente il numero dei numeri p'<#n, e dei numeri
¢" = n; abbiamo

v

~
p—

113 w—1_
B 2737 T3 =2 Cny’

v
D=5
A 2’%)"(2%;,)9" ’

P

e ricordando che v, =¥ + V", v/n, — 0, v//w, — 0, v, /n, — 0 abbiamo
(seriviamo v in luogo di w,)

DR AR TRE A
{ Ph(”h) l = Il(2n )0—’02(2”].)
VY e
= v'(2n,)?
o in, v \vin,
imm —2n, , p—v/n, | _ 2 PR —
e R - R
8.15) Lim | Pyfng) 17 = 1.

Dalle (8.13), (8.14), (8.15) segue la (8.12) e quindi I’asserto.
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LeMMA 5. - Se u < n/2 risulta

nln! exp (— u*/n)

(r—wu)lm+u)! = yvi —y/n?

Cn,m = Cp,ntu =

Questo lemma si ottiene mediante 'applicazione della formula di STIRLING;
esso si trova in una nosira precedenfe piccola nota (%)

9. Un nuovo Lemma. - Veniamo a stabilire il seguente
LEMMA PRINCIPALE. - Sia m=mnstu; u=1, 2,.., (0] ¢ g(¢) la fun-
zione inlera

9.1) ge) = 13(1 -2)

dove p descrive la successione crescente (evenlualmente finita) dei nwineri
m, ——% s=1, 2,.., w), (h=1, 2,..) definita in (8.2).
Se ¢ sequenti rapporti
9.2) W, + v, + .. -+ Vp—_1)/Vp
(9.3) v/ N, Wh—1/Nh , N/ Mh it ni®/(VnPp 1)
sono tulli abbastanza piccoli, allora
(9.4) | glm)/glm) | < v* - exp Blw, v3)

dove ®(u, v) é la funzione ausiliaria definita in (4.1) (vedi n. 4).
CoMPLEMENTO. — Se il rapporto (9.2) non pud essere assunto abbastanza
piccolo, allora, in sua vece, basta che siano abbastanza piceoli i rapporti

(9.5) (v, + vy + oy + Vh—1)/, h/ log ny
e che inoltre sussista la disuguaglianza
(9.6) v, + Uy + oo A Vp1 < BB,

allora sussiste ancora la (9.4), con la sola eccezione che, quando si verificano
gsimultaneamente le limitazioni

9.7 ny, < m, vp =0, <U, Knp/ log ny < u =< ny,
in luogo della (9.4) si ha
(9.4 | gm)/glms) | = 0% exp Dfw, v, + 1),

(®) Vedi G. Ricer, loc. cit. in (3).
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OSSERVAZIONE. - Riprendiamo le considerazioni svolte al n. 8 sul diradameuto della
successione { n; |: si vede che, dopo il diradamento, i rapporti (9.2), (9.3) e (9.5) (che vennero
gia considerati in (8.7), (8.5), (8.6)) sono abbastanza piceoli per h abbastanza grande: inoltre,
nel caso lim v, = v, finifo, il diradamento porta la (8.8) che & la (9.6)

Con questo lemma veniamo a maggiorare il rapporto | g(m)/g(n,} | con elementi attinenti
esclusivamente al tratto I,; la presenza degli altri tratti I, (I==h) @ soltanto impegnata a
rendere piccoli i rapporti considerati: in particolare (9.2) impegna i tratti I; (I < h) mentre
dei tratti I;, con I > h, si considera soltanto I;.,.

Partiamo dalla (8 4); abbiamo

g(m)| | An(m) l | Pyim) l ‘ By(m)
(9.8) gnn)| ~ [ An(nn)| [ Pa(nn)i | Ba(ts)
=1, Tp- O

e veniamo a maggiorare separatamente i tre prodotti 1I,, Iz, IIp.

Denoteremo genericamente con e, e4”, &4”,... dei nameri che, in dipen-
denza della piccolezza dei rapporti (9.2), (9.3), (9.5), possono essere assunti
piccoli quanto si vuole.

Maggiorazione di 11,

m—p® o (mn = u) — o
Oy,=1 =1 €L,VUILU.. UL
A nh s ” niE — » e 1 2 h—1)
Per m = n), — u < n;, ogni fattore & < 1 e pertanto risulta II;, < 1; sia
m=mnp—+ u> ny, e allora, essendo p < gp_1 < npa(1 + 6) e v, 4 V, 4+ ... + Vpy
il namero dei numeri p, abbiamo

2npu -+ u?
Hy=10{1 +——— ———
4 p( ”’hz—'?g)

i .

gexpgu(znh—l—u)-zmi
pn T

u(2m,+u)q—] N

<ex W
= B — Qh1 N

dove i @& posto Vpt =0, + U, + . + Vp—y ; essendo 1=yl + 0=
< 4nh_1/3 < ny/9, abbiamo

HA é exp (-8—1(83%}‘6) uz‘h—l) é exp }?_?'Kvi—_l .

Sia u =< vp; allora &

(9.9 Iy <exp (u . 191;:‘;1) =< exp (ex'u).
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Sia vz < u; allora &

1 9u;Jh... 1)
8npvy

Iy exp ('vh .
e poichd % < Om, < n1/3 e vy—y/vp & abbastanza piccolo ricaviamo
(9.10) II, < exp (ex"vp).

Supponiamo che, essendo {wv;} limitata, non sia possibile ottenere il
rapporto vs—i/vs abbastanza piccolo; allora la scelta di vy =9, (costante)
conduce alla (9.6), ciod vp_y < hv, e possiamo scrivere

H,,gexp('v;, 189 ;:; h);

distinguiamo due softocasi:
19 v < u < Knu/log ng (K costante)
e allora (per la seconda delle (9.9))

"

(9.11) I4<exp ('v;, . 1—? . h) = exp (ex""vn)

g’ logn;
20 vy < u, Kny/ log ny < u =< 0ny
o allora &

IIAgexp(vh -%9 . %- h)gexp(vh . %Zh),

questo & il caso pil difficile: la piccolezza di %/logmny ci da (v, & indipen-
dente da &)

19 19 u
Oh e b =1, 2—4h=o(10gm)=0(1°g,7°)= o log -5

0
quindi in definitiva
(9.12) 114 < exp (v log (u/vp)).

Maggiorazione di Ug.

P—mt gt — ()

15— =T 0s €DV Tipa U
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Per m—=mny+u>n; ogni fattore & <1 e risulta Ilz<{1; sia m =n;—u < np
e allora, essendo g == pp 1+ 8= (1 — O)nsyq + 8, abbiamo

e
P il (7 pr—nn
< oxp(2umny; 3 1
= eXp( unhs=0(Ph+1 + 8 — %h’)

©
d —1
< exp (2"’ [yz _z 1)’ (?/o =Ph+;bh )

Yo

1, 1—-1/
=exp%2u (——élogi - I/Z:)é

ny np® )
= 2
°¥P g u(ph+t —i* 3(prtr — 1) - i

e poichd ppii1 = 2n59/3 e np/npyy ® abbastanza piccolo risulta
(9.13) 15 < exp (dunn/ninys) < exp (ex™u).

Per vy < u possiamo anche scrivere

)
HBé exp('vh . ﬂﬂ_)é exp ('Uh . 4(1_—-!—&)%_};)

9.14) Vh * Whp1 Vh * Nt

< exp (e - Vi),

10. Maggiorazione di II,. - Ci proponiamo di maggiorare Il mediante
un’ espressione dipendente da h e u, essendo m = n;, £ u
Consideriamo la funzione

m: — x’
= nt — x?

(10.1) Afar) ("_> 0, 0 <6<1/3, m=|=n>

(1—6m<m<(1+0n

della variabile reale x definita nell’intervallo
l—tm=<ax<(1+06n
e distinguiamo i due casi
19 m=mn-+u>mn, 20) m=n—u<n;

essa si annulla per . =m, ha un punto di infinito in x=mn ed &, per ogni
x==m, n, sempre positiva; si riconosce subito elementarmente che il suo
andamento & quello illustrato schematicamente dalle due seguenti figure.

4 1i di Mat 24, ]
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m>n
mc<n
H H
(1-8)n x n x* a* m (1+e)n  (1-8)n m a xn x* (1+6} n

Pig. 1. Fig. a.

1° Caso. - m=a+u=n(l4p) >n
Caleoliamo I’ascissa a’ =n(1+ «') del punto interno all’intervallo (», m) nel quale
A(n(l 4~ ")) = A (n(1 — 8)). Ricordiamo che 0 <p <8<1/3 e poniamo:

0, =20 0% py=2n4pt  py==p,0,/(p, +20,)
allora un calcolo elementare fornisce
o =5k —‘;‘F’z""i%l'-’z =
e poichd py < 1/4 ricaviamo o« < psy/2 da eui facilmente a” < 7p/12. Inoltre
o eopf2, per p—0i.
Bia H > A(n(l —0)); determiniamo i due punti &' e "
P=— << =+ E)n

nei quali & A(@'} = A(x") = H. Mediante calcoli elementari ricaviamo le due espressioni

1_1 Py i e 2

£ =3 H———-_1+8(H——_1)+...
1 1( [ TERY

o o | 1

V=3 E18 H+1)+"'

delle quali la prima & valida se H=2. Da queste ricaviamo che
E 4E" oo (2p + p2)/H, per p fisso ¢ H— oo
E' 4~ &' co QHp/(H? — 1), per H fisso o p~0g..
e B wt Htl

V= m gt oyt

e quindi

4
B —§' co2n/(Ht —1), per H fisso e p— 04,

E'-E”NI%(1+E‘)’ per » fisgo e H—+4-oc0
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2° Caso. - m=n—u=n(l—p) >na.
Calcoli perfettamente analoghi si possono eseguire anche in questo 2° caso: I'ascissa
o' =n(l —a') del punto interno all’intervallo (m, n) nel quale A(n(l—a'))=A(n(l4-8)) ci
danno, con
0, =204-0% p =2 —pt  py=p8/(n, + 20
! —-l 1 2 l 3 4
a—2llz+§!-‘e +16112
o poiché® p,<0'204.. si ricava, ricorrendo alla serie geometrica a partire dal secondo
termine in poi o' < 2,/3 o quindi o« < 24/3. Inoltre
® copf2, per p—0..
Sia H>2, H>A((L +9)n); determiniamo i due punti &' e x" pei quali A(e') ==A(x")=H
r=l=tmne" =(14+E&m

Mediante calcoli elementari ricaviamo

Da queste ricaviamo che
g 4-E" oo (2u — p?)/H, per p fisso 8 Hesr §-co
g 4-E' co2nHf(H? — 1), per H fisso e p— 04
’ B g "
g —§’N§‘z( — —‘f), per i fisso & H—e4- oo

§' — & co2n/(H?® — 1), per H fisso e p—0g4..

Consideriamo il fattore generico di I, che @

m? — p*

(10.2 Ne) = | pr— s

b

e diciamo v)' e v;” rispettivamente il numero degli zeri o' e p” della
trascendente g(z) che appartengono ai due intervalli

(10.3)° (I—Onp <o <mh, 1h<p’ < (L4 bm.

Dall’andamento di A{x) si deduce che Il aumenta se in luogo di ) si
considera un valore g, con p' <p, < m; e lo stesso dicasi per un p,” con
ny < p,’ < p"; pertanto, fissati vy e vy”, il massimo di IIp si realizza assu-
mendo i punti o’ e p” il pilt possibile vicini al valore #, e quindi con

o' =np—1/2, ny—3/2, ..., v — v’ + 1/2,

10.4
(10.4 "= 4 1/2, 1+ 3/2, o, Bh 3" — 1/2.



20 G. Ricct: Variazioni di segno condizionate e teoreme di Fabry

Adesso pensiamo di far variare v/ e %, vincolati dalla relazione
vy + v = v, = o(n,); poichd

F=Minpg =mn,—uv/ +1/2 " =Max ¢" =mn, +v,” — 1/2
i punti p sono distribuiti su un intervallo di ampiezza
(10.5) p'—F=w +v" —1

e, tenuto presente l’andamento di A(x) e il segno della differenza &' —§&” fra i
due valori & e £ individuati come sopra (e ciod : A(n(1 — ¥)) = A(n(l + &) = H)
& evidente che sono condizioni necessarie per il massimo di I, le disugua-
glianze seguenti :

(10.6) v <y, v < Tm —ny)/12, per m, < m
(10.7) v Z vy, v < 2(m, —m)/8, per m < .

Infatti, per n, <m si tenga conto del valore «” che & stato maggiorato nel
1° caso, allora si ottiene

) L a'ny < (T9/12) - my, = T(m — n;) /12

e analogamente pel 2° caso.
Per conseguire il massimo di II» sono anche necessarie e sufficienti le
disuguaglianze seguenti

(10.8) M~ SN, M)+

che sono da soddisfare quando si pensi di dovere ripartire v =19 + ¢" nella
somma dei due addendi v' e ¢v” che conducano a quel massimo,

Dopo aver considerato il fattore generico di Il e alcune semplici condi-
zioni necessarie pel massimo, veniamo a maggiorare IIp distinguendo, come
al solito, i due casi.

10 Caso. - my<m=mn;, +u = (1 -+ O)n,

2 2
Mg +9'—e_ ;1
P P ‘ n],’ _pg i o

Per semplicitd di scrittura scriveremo %, v, v, ¢” ecc. in luogo di
4

Ny, Ux, Uy, Uy ece.

= "’+“+;pl.1’[”"*'“_,9,:1'[“’-11"‘;
o o %—'—p 7 n—e 7 Py
I = n+u+p’ _nm+u—p

4
m-— — I . T,
pll

n 4+ p" p —n P o

<
~
<

]
~
=
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Cominciamo a valutare IIV :

H(t).}](n:]]'"f_'*"ﬁ_'*__p—_-]](l..F e )
o " o 'n+P P ’”/‘l"P

ZIexp ad :exp(u-Z )
o n+p p NP
< exp (uf7 ):exp(u log%é_%;}&
n—o'—1

M

gexp%ulog(1+g_ﬁ)g

< exp r%v(l + O(%))% .
In ogni caso si pud scrivere
oW JIY < exp (g, « u) per u<wv,

10.9 e
(10.9) ’ o®. 0w < exp ({6 +e)v) per v=<u.
p/ plf

dove, in base all’ipotesi, ¢, & abbastanza piccolo.
Veniamo alla maggiorazione di II® pit complicata di quella di M

[ — (8 + 1/2)(0 +3/2) .. (4 + v — 1/2)
s U2I IR+ 12) . —1]2)

<9 (w+ 1w +2) .. (w+2) 9%’ (u + v’)

1-2.3..(vV—1) -
e _{u—1/2){u — 3/2) ... (u — V" + 1/2)
o 2 0+ 12) . —12)

’

<2

wu — 1) .. (w—v" +1) ,,(u
[72.8. 0 —1) — 2 )

® . [ < 'y ('M —i—’ v’x u”)
’ 1 v v
(10.10) eor
(u +v)!

4",'””
S ) T T

= 'l .

Applichiamo la formula di STirLING

log(n!):nlogn——n—i—%logn—i—log V2r + o,

0 <o, <1/12n, 0,c01/(120) per # — + oo

(10.11)
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per maggiorare 1’ espressione

(% + v)!
(w— ')t 10"

U=

e teniamo presenti le (10.6) ciod v =" +v", V" < v/, v < Tu/12.
Possiamo anche supporre 1 < ", poiché per v" =0 risulta U, = (u : v)

e le maggiorazioni che seguono si semplificano e sussiste ancora il risultato
finale (10.16).
Tenendo conto di (10.11) e semplificando otteniamo :

log U, = (u + v') log (u + v) + % log (u + v')

— (u — v") log (4 — v") — % log (u — v")

(10.12)
— ' log v —% log v’ — v" logv” — -Izlog v’
+ A(u, v/, V")

dove

A= An, v, v')=—10g 2% 4+ Gy 4o — Oyp” — Tor — Gy,
y Uy +

Poiché log2n=18378..., 4 +v' =2, 6,4, =<0,=00413... abbiamo 4 < —1'79.
A questo punto conviene distinguere i due sottocasi v’ < v < u,
< ulv.
1.1) Sia # < m, v < v < u. Poniamo 7 = v'/u, 7' =¢"/u e allora
log (# + ') =logu + log (1 + 7)
log (u — v") =log u + log (1 — "), (" < 7/12)
(u 4+ v) log (u + v') = u log u + v' log u + u(1l + 7) log (1 + 7)
(v — v") log (4 — v") = u log u — v" log % + u(l — ") log (1 — <)

v'log v’ +v"log v + —é (log ¥’ + log v") = log (v'*'+12 . ¢"o"+113)

2§

=vlogv —log2.v + logv —log 2.
Sostituendo questi valori in {10.12) ofteniamo

logU, = (v +v')logu + U, -4 —vlogv+v.log2
—logv+ E
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dove abbiamo posto provvisoriamente
U,=(1+7)log(l +7)— (1 — ") log (1 — ")

" ”g
<u+mqﬁ—ﬂ@+%+L+q

3
<‘t'+‘="+t"—%—’:—%—
<t 4=t 4t

e quindi
wl, <v+v +v'u<v4+v<2;
e dove

K=A+log(l+7)—log(l—7)<4 +10g2+log%2
< — 179+ 157 < — 022,
Ne segue
(10.13) log U, < vi{log(u/v) 427} —logw.

L.2) Sia n <m, v" <u <. Poniamo t"=v"/u, v=uft' <l
e allora
log (# 4- v') = log v/ + log (1 + v)
(4~ v) log (u + v') =u log v’ + v' log v’ +.% log (1 + o)
+ v log (1 + o)
e pertanto
log U, =wulog? +v'log v’ + ulog(l + w) + v log (1 + o)
+%log'v' +élog(1+m)

—ulogu + v logu — u(l —<")log (1 — =)
(10.14) 1 {
——logu—élog (1—="

2
—(v' + ;\log v — (v" + ;1) logv" + 4
2, 2

Sulog(v/u)+ul, — 1o (wv") + H,
T glog
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dove abbiamo posto provvisoriamente

"

U, _—_(1 +%)log 1+ o) +%(logu — log v")
— (1 —7")log(1 —1")
H=4 +%log I+ o) ——21~10g (1—1").

Adesso ricordiamo che 4 < — 1.79, log (1 + w)<log2, —log(l —1")=
< log (12/5) e quindi

H<—1794079=—1

Osserviamo ancora che

(1+%)log(1+m)=(1 + 1a)log(l + w) < 2log 2 (per w=1),

+%ﬂ (log u — logv") —(1 — ") log (1 — 7"} =

= —1"log v — (1 — ") log (1 —1") < log 2 (per " =1/2)
e risulta U, <3log2 < 2'1; pertanto
(10.15) log U, < u { log (v'/u) 4+ 2’1 | — log u.

Occorre adesso prendere in considerazione i dume casi v=wu, ¥ <v in
luogo dei due v' <v' < u, v" <u=<v per andare in conformitd della defini-
zione di ®(u, v) (vedi n. 4).

Se v<wu vale la (10.13); se u <+ vale la (10.15); ci rimane quindi da
considerare il caso intermedio

v <u<v=2v -+ <19/12,

per il quale vale la (10.13) per vicavarne una disuguaglianza del tipo della
(10.15). Si tratta di calcolare un valore opportuno della costante C in guisa

da avere
u log (v/u) + Cu — vlog (u/v) — 270 >0

quando 1 <& =w/u < 19/12, ciod:
YE) =(1+ElogE—2TE+ C>0, per 1<E<19/12.

Osserviamo che ¢/(E)= — 1T+ logE+1/E<0, ¢"O=(E—1)/8 =0 e
quindi Min $(§) si ottiene per &=19/12 ed & log(19/12)=04595...; il sem-
plice calcolo ci dice che ¢(£) > 0 per C=31.
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Per cid che riguarda 1’espressione di U, ofteniamo in definitiva

u {log (vju) + 2'1 4, 15usy

10. log U, <
(10.16) 8= v {log (u/v) + 3’13, 1=v=u)

Nel caso in cui sia v" =0 risulta v=9v" e

U 4+ V\.
U‘z( u );

si calcola immediatamente, con la formula di STIRLING, nei due -ecasi
1Ifu<y, 1Svu

u { log (vju) + (1 +log 2)} — % log (uv)
logU, <

v { log (ufv) + (1 + log 2)} — —; log (uv)

e la (10.16) vale ancora.
20 Caso. -~ (L — B, <m=mn, —u < n.
Seguiamo il procedimento analogo a quello del 1° caso.

2— —
IIP=IIP—-—(’3"——1)2=II-]1

g |”k"‘“92| [

’ v
MN=nft2—% g —2+%_pgu.ge
o o’ g +n ¢ n—e ¢’ ¢

” "

H::HP +n_u_np _"'+u=II“’-II‘=’.
o o p” +n Py p" —_— N o o

Valutazione di MY

11(!).[1m=[19_f_'i:_“=11<1__“_)<1_
P e p Pt+M P

Veniamo alla maggiorazione di II

(v + 12)(u 4+ 3/2) ... (w + V" —1/2)

II(Z) —
¢ 121+ 1/2) ... " —1]2)
o+ 2"

< 2w ( o ),
e = (w—1/2)u — 3/2) ... (u — v + 1/2)
o 1/2)- 1+ 1/2) .. (v — 1)

o5, ¥

< ('v’)’
O, H(i) < 4,01011 . Ug,
I o

Annoli di Mat
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dove

_ (wv)!
T (u—v)lv o

U, e =007 v S0 o < 2u3).

La maggiorazione di log U, si oftiene mediante una disuguaglianza ana-
loga alla (10.16) che, contenendo v, & simmetrica in v’ e v”; la sola modifica-
zione riguarda i valori numerici ivi contenuti. Infatti, alla limitazione
v’ < Tu/12 considerata nel primo caso dobbiamo sostituire qui I’ altra
v < 2u/3 e pertanto nei calcoli gia eseguiti e nei quali comparivano le tre
frazioni 7/12, 12/5, 19/12, dobbiamé sostitnire le tre seguenti 2/3, 3, 5/3;
pertanto i calcoli numerici sono qui modificati come segne:

K<A+4log2+log3 < —1796+ 1792 < — 0004 <0
1 1

H<A+5log2+ 5log3 < — 179+ 090 < — 089 <0

YE =1 +ElogE—2TE+C>0, (1=ZESHS)
- 5 8 B . o o

C>27.5—glogz=45—136..=813....

Si perviene alle disuguaglianze

log (vfu) + 21, 1<u<o)

2
17 1 =
(10.17) og U, = % v {log (ujv) + 3’144, l=v=u)

In ogni caso & 4v'v” < 4(v/2)* =* e quindi

u { log (vju) + 372}

I® = I8 OB =" exXP) | (log (ufo) + 32}
og un/v

p o o —

w{log (vju) + 3’2 + ¢, }

Mo = [IW. [I® < 4t
P =V OXP) 4 (log (ufv) + 32+ 04-cp }

4 3

e in ogni caso, scrivendo v, in luogo di v

u { log (v,/u) + 37 + &, }

. R
(10.18) Ir=v, exp} v, { log (u/v) + 37 4+ ¢, }.

11. Dimostrazione del lemma principale. - Partendo dalla (9.8)
| glm)/gim) | =14 - Tp - Tg
ci varremo delle maggiorazioni stabilite ai n. 9 e 10: abbiamo

Ip.-g, per m<n,
<
| gim)jg(n,) | = | Iy« Op, per m>mn
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e, in ogni caso, per (v, + ..+ v,.()/v, abbastanza piccolo, quando u <v,
(vedi (9.9), (9.13), (10.18))
| glm)igtr) | = v,* exp { ullog (v/u) +- 87 + & + &' + &) }
< v,® exp { uflog (v,/u) + 4) }
= v exp D(u, vy,
e, quando v, < u (vedi (9.10), (9.14), (10.18))
| glm)g(ny) | < vi® exp { villog (w/vs) + 37T + &, + & + &7) }
= vy’ exp { v,(log (v,/u) + 4) }
=< v, oxp O(u, v,)
e il lemma principale risulta dimostrato (vedi (9.4)).
Quando non si possa realizzare (v, + ..+ v,—)/v, abbastanza piccolo,

siamo nel caso complementare del lemma: la conclusione (9.4) si raggiunge
proprio nello stesso modo nei seguenti casi

u Zv, (vedi la (9.9)),
v, < U, m < ny, (poichs II4 <1),
n <, m > n,, v S u < Kny/logn, (vedi la (9.11)).

Rimane da considerare il caso in cui simultaneamente si ha v, limitalo e
vy =0, < u, m > n,, Knyflog ny, < u < 0n,:
allora & applicabile la (9.12) e risulta

| glm)iglm) | = v; exp { v, log (u/v,) + & log (u/v,)
+ 37 4, + g7},
Ma, per la (4.2) del n. 4 abbiamo
v, log (u/v,) + ¢ log (ujv,) +4 <
= D(u, v,) + v, log (w/fv, + 1)) < O, v,+1) —3
< O, v, + 1)
e quindi
| glm)ig(my) | < v;exp Blw, v, + 1)
e il Lemma principale risulta dimostrato anche in questo caso complemen-

tare (vedi la (9.4)%).

12. Dimostrazione del Teor. IL. - Consideriamo la serie di potenze
(vedi Lemma 2, n. 8)

(12.1) Fle) = 30'3 Ang(n)2
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e la relativa somma di FABRY (vedi Lemma 1, n. 8) proiettata lungo l’orien-
tazione vy
(12.2) Su® Yn) = IZ_cn ,m Re (@mglimje—irs)

mel,

e poichd g(m) & reale si pud scrivere

Su(®, 1) = glna) Re (as e~1s) + ZI Cn,, mglit) Re (a,,,6)
me

.3
mn,

Adesso fissiamo I’ attenzione sulla grandezza dei moduli | Re (@,,e~*)| in
relazione alla funzione ¢,(u) condjzionatrice delle ¢-variazioni di segno
definita in (5.5): i termini della somma estesa al campo (m €I, m == ny) si
distinguono nelle due categorie (m = n, X u):

1°) | Re(a..e%) | > dn(u), 29 | Re (ame=) | < dn(u)

e le eventuali ¢-variazioni, in numero di v,, vengono presentate da coeffi-
cienti a,, che si trovano nella prima categoria ed eventualmente da a,, ; per
il modo come & stata definita la funzione g(#) (vedi n. 8) eon gli zeri
ps = m; — 1/2. definiti in (8.1), tutte le componenti reali g(m)Re (a,,e~%),
con m =mn, e m della prima categoria, hanno lo stesso segno, poiché g(z)
cambia segno in m, —1/2. I valori di m della seconda categoria sono al
pitt [20m4] + 1 — vp < 20m4.

Denotiamo con %, e I, le somme estese ai termini rispettivamente della
prima e della seconda categoria; allora:

— — glm) —
Su(8, 1a) = g(na) ) Re (an ) + "EIA c”h,mmRe (ame m)?

h
= g(”’h) { Re (a”he"“ﬁ,) -+ Ei -+ 22 !

e passando ai moduli

| Su(® ya) | = | g(na) | « | Re (@ners) + 2, + 2, |
= | glm) | { | Re(ane~m) + 2, | — 15, |}

e per 1’ osservazione sui segni
(12.3) | Su(® va) | = | glna) | - t Re (anern) — | 2, | }.

Veniamo a maggiorare |3, |; tenendo conto che in ogni suo termine
| Re (@me—) | < du(u) abbiamo :

glm)

Onh,m'g(n—h)'q)h(lm—nhl)

R =y
mBIh
m#nk
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Per il Lemma 5 e il Lemma principale, tenendo conto che u < bn, < n,/3
e quindi che V1 —wu%n,* > V89 > 1/2, il termine generale non supera

2 exp (— u*/n,) « v,? exp ®(u, v,) -
ENA exp { u*/n, — ®(u, V,)} Re (ane—n) =
2Kv,,
AN

(ed essendo v, < V,, ®(u, v,) < Ou, V)
= (2Kin,) - Re (an,e—"m).

exp { D, v) — O, V) } Ro (an,e~n)

Pertanto risulta, tenendo conto che 2[bn,) + 1 & il numero dei termini di 2,
| 2, | <(2[0n,] + 1)2K/n,) - Re (@, e~")
S 4K(0n, 4- 1)/n, - Re (an,e~'n).

Adesso se impiccoliamo 6, Je ipotesi sono soddisfatte a maggior ragione;
assumiamolo in guisa da ottenere 4K6 < 1/3; allora per h abbastanza grande &
(12.4) | 2, | <%Re (an e~rn).

Dalle (12.3) e (12.4) ricaviamo per h = h,

1 .
I Si6, vi) | = 3 {g(n,) | - Re (@, &%)

Per il Lemma 4 e I'ipotesi (5.2) abbiamo
| g(ny) [t — 1, { Re (ttw,e—n) U — 1
o pertanto
lim | 8,0, v,) |V = 1,

e, pel Lemma 1, il punto 1 & critico per la serie F(2): in forza del Lemma 2
il punto 1 & critico anche per Z a2
Il Teor. II risulta cosi dimostrato.

13. Dimostrazione del Teor. V. - Questo Teorema discende come corol-
lario del Teor. I1. Poniamo

(13.1) 1, = VV,log n,/n, ;

risulta T, =V Vym,logn,, V,/(un,) — 0. Consideriamo la seguente funzione
ausiliaria

(0, per O<u=<rtn,
(13.2) Wyu) = | exp (% v, log m) « Re (aw, e~

per Tn, <u =< (6n]
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Nelle ipotesi (6.9) e (6.11) del Teor. V, rignardanti il numero delle. varia-
zioni v,* nel tratto I* e la maggiorazione del modulo | Re (@,,e~%) |, &
evidente che

(W) = v,*

dove v,(¥,) & il numero delle W,-variazioni su tutto I,. Per appoggiarci al
Teor. II & sufficiente mostrare che

(13.3) Ty (u) < Py(u),

dove ¢, (u) & la funzione definita in- (5.5); infatti, se questa disugunaglianza
valesse, sarebbe

(13.4) Vi— +oo, o) S v (T) =v* =V,
e, per il Teor. II, il punto [ sarebbe singolare.

Per dimostrare la (13.3) osserviamo che essa vale evidentemente per
0 < u<tn,, poichd per questi valori & W(u) =0, e basta dimostrarla per

T, < u<[0n) In questa ipotesi, essendo V,/(tyn,) — O, per % abbastanza
grande &

O, V,)=V,{log(w/V,)+ 4}

e quindi risulta
2

(13.5) d,(u) = exp g %— (1— l,,(u))g + Re(a,, e—*1n),
h

dove

n,log(n,V,}/ K
M) = Tulogtm VK,

Virg (. %
" alog V1.+ 4$+
La derivata di questa funzione &
N =—217, (2 log £ + 7) +2 log (m, V'K |
u v,

ed & negativa, pertanto il massimo di X,(u) viene assunto all’estremo sinistro
dell’ intervallo ed @

1 n, log m, log (. V3K

1 1 1
§§+‘—210glog nh—élog Vi+ 4+

log (...)g - 1

Vs og Ny
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Si tratta di verificare che le (6.8) portano come conseguenza il segno
negativo dell’ espressione entro la parentesi {..}. Infatti, poich® V) — -+ oo
risulta log (V4*/K)/Vsy — O e quindi basta che sia

log Vi, > loglog ny + 8 + li%?-—h + o(l);

ponendo Vj =cjlog nx, questa condizione assume la forma
log ¢z > 8 + 1/ca -+ o(1)

che porta necessariamente ¢, > 1; per ¢s = ¢ costante basta che sia
loge=8 —log (1 —1/¢)

da cui loglc—1)=8, ¢=¢* + 1.
Dunque, quando sono soddisfatie le (6.8) risulta A,(u) < 1/2 e quindi, per
la (18.5) abbiamo (nell’intervallo Tyns < u < [0n4))

$y(w) = exp { #*/(2n4) } Re (@n,e—*n)
= exp (-é Vi log n;,) : Re (an,e~m)
= IIf;,(u).

Valgono le (13.3) e (13.4), pertanto il Teorema V risulta dimostrato.




