Sur I’existence des solutions convergentes
des systemes d’équations différentielles non linéaires.

C. Avrampscu (Craiova) (%)

Résamé, - On considére le probléme de U existence des solutions des équations différentielles
ordinaires, définies pour £=0 el ayant limite a Uinfini.

Dans ce travail nous allons considérer quelgues problémes concernant
I’ existence des solutions convergentes sur le demiaxe R, = {{==0} (¢’ est-a-dire,
des solutions ayant limifes au - oo), pour des systémes de la forme,

(E) x = it m)a
ou,
() w = Al - + fll, @),

olt A(f) est une matrice du type n X n, dont les éléments sont des fonctions
continues sur Ky, et fif, x) est un vecteur & » composantes réelles, continu
dans By X D®, ol

DO =fw; welr, [x[<e},

R étant 1’ espace euclidien n-dimensionel. (| - | signifie partout la norme de E).

Récemment, R. CoNTI [26], a donnée une classification des divers problémes
aux limites considérés jusqu’a présent; dans cette classification, nos résultats
sont contenus dans le probléme III.

Dans ce probléme il s’agit de trouver des solutions appartenant a une
certaine variété linéaire de fonetions continues.

Dans la premiére partie de ce travail, nous allons démonirer un théoréme
d’ existence pour le systéme (E), en utilisant la méthode de la linéarisation.
La seconde partie est dédiée aux systdmes (H'). Les résultats contenus dans
les théorémes 2 et 3 sont obtenus en suivant la méthode développée par
MASSERA et SCHAFFER (3], [4], sous la forme donnée par CORDUNEANT [D), et
HartMaxN et ONvcHic [6]. Lie résultat contenu dans le théoréme 2 est comparable
avec le résultat obtenu par BrincrLaxp Jr. {1], [2]

Enfin, dans la troisiéme partie. en utilisant la méthode de la comparaison,
noas allons établir quelques théordmes d’existence des solutions convergentes
pour I’ équation (E).

(*) Entrata iz Redazione il 20 marzo 1968,
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0.1. 11 faut tout d’abord préciser les notations. CF = C¢(Ry, R") sera
I’ espace des fonctions continues sur Ry, & valeurs dans D’ espace euclidien
n-dimensional R*, muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout
compact de*Ry « CF est un espace topologique localement convexe et métrisable,
fait qni permet 1’ utilisation des suites dénombrables (pour les détails on
renvoie le lecteur au livre de BourBaxki [7]). Par €% = Cu(R+, E) nous note-
rons I’ espace des fonctions continues et bornées sur B, & valeurs dans E”, et
par ¢ == GRy, R") Y espace des fonctions continues sur R+ ayant la limite
3 oo, la topologie étant définie par la norme

0.1) lw| = sup EJUNE

tER

Evidemment, OF et Cf sont des espaces de Baxacm, et Cf est un
sous-espace de C{") La topologie de CF est celle de la convergence uniforme
sur’R, . Nous allons considérer aussi les espaces C, = OB, R des fonctions
continues sur B, & valeurs dans R, telles que

(0.2) ja(t)] < & - g12),

oL g(f) est une fonection réele, continue et positive sur B, et £ une constante
non-négative qui dépend de x. Il est aisé de voir que C, est un espace de
BanacH avec la norme

— suph®W]
(0.3) iw]g—stzo gm .

Si g(t) = 1 alors O, = C?; si g(t) = exp (— at), a > 0, C, est un souns-espa-
ce de C”. Pour les détails concernant ces espaces on renvoie le lecteur a
la note de C. CorDUNEANU [8].

Si Alf) = (aylt)), i=1,.., n, j =1, .., n, on note,

[4()] = max |aylf)

Yl

et encore
SO = {a(t); w(t)e CF, |alt)|<p}, p > O;

nous allons désigner par S® la fermeture de S® dans C . 8§ est 6videmment
un esemble convexe et fermé dans C.

0.2. - Nous allons démontrer les théorémes 1, 2, 3 en utilisant le théordme
de ScHAUDER-TYCHONOFF:» Soit L un espace vectoriel topologique localement
convexe et sépararé et K un sous-ensemble convexe de L. Alors, un opérateur
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U, continu dans L, el satisfaisant & la condition UK} C KiC K, ot K, est un
ensemble compact, a, au moins, un élément fixe dans K ».

Pour le théoréme 3 I’ espace fondamental sera I’espace C, bien que la
solution appartiendra & 1’espace Cf”. Pour les théorémes 1 et 2 1’espace
fondamental sera I'espace C{”. Mais, pour appliquer le théoréme de ScHAU-

DER-TYCHONOFF, on a besoin d’un critérium de compacité dans O;(”).

0.3. - Soit {w(f) } une famille de fonctions dans Cf”; on dit que cette famille

est uniformément convergente si quelque soit ¢ > 0, il existe T, qui dépend
seulement de ¢, tel que

loo®) — & <, pour ¢ > T¥),
ol

Ix = lim w(f).
1500

LEMME 1. - La condition nécessaire et suffisante pour que I’ esemble K C Cf”
soit compact, est que la famille des fonctions de K soil uniforméinent bornée,
équicontinue sur Ry, ef uniformément convergente.

La démonstration de ce lemme est presque évidente, parce que la corre-
spondence

x(t) pour O0=<<s <1

ys) = Iy pour =1
olt
s— b
ST

est un homéomorphisme entre C” est (.([0, 1], Rr). La famille {y(s)} résulte
uniformément bornée et équicontinue sur [0, 1. Le théordme d’AscoLI
(voir [9]) est donc applicable, et I’ensemble {y(s}] résulte compact dans C.
({0, 1}, B"). Mais les hypothéses du théoréme d’AscoLl sont nécessaires et
suffisantes pour la compacité, ce qui achéve la démonstration.

1.1. - Considérons tout d’abord 1’ équation scalaire:

(L.1) ¥ = aftly + bit),
dans laquelle les fonctions a(f) et b(f) sont continues sur B . Si les fonctions

2 t 13

(1.2 exp %fa(s}dsg; f exp {fa{s)ds%def,
0 J

0
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sont bornées sur K., nous disons que la fonction a(f) satisfait & la condition
(4). Si la fonetion

i

(1.8) exp (fa(s)ds)

0

n’est pas bornée et la fonction

oo i3

(1.4) f exp (f a(s)ds)dt,

4 T

est bornée, nous disons que la fonoction a(f) satisfait & la condition (B). Cette
terminologie est due & O. PErrON ({10}, [11], [12]), qui a montré que si aff)
satisfait & la condition {4) et blf) et bornée, alors toutes les solutions de
Iéquation (1.1) sont bornées et si a(f} satisfait & la condition (B) et b(f) est
bornée, alors I’ 6quation (1.1) a une seule solution bornée sur B, donnée par
la formule
e 3 2
(1.5) Yolt) = — f exp ( f a{r)dz)b(s)ds.

5

Silim a(f) = « et lim b(f) = 3, alors si « << 0 toutes les solutions de I’ équation

(1.1) so;ftwconvergent;;;wa — B/, et si @ > 0 alors la seule solution convergente
de {1.1) est #of#), qui converge vers f/x. La métode de la linéarisation nous
permeftra de démontrer un théoréme d’existence des solutions convergentes
pour des systdmes non-linéaires, en utilisant les résultats de PERRON que
nous avons mentionnés.

1.2. - Considérons maintenant I’ équation scalaire
(1.6) x' = f{¢, x).

Nous allons énoncer des différentes hypothéses relatives & la fonction
7it, x).
i} la fonction [{f, =} est continue dans E > DM
ii) la fonction 2f/dw existe et elle est continue dans R > DO

iii) la fonction Ax) = lim Jf(¢, x)/ox est définie et continue dans DO, et

cette limite est uniforme par rapport & «
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iv) lim fif, ) =< 4+ <
L OO

v—A) 3f(t, w)/dx < all), te Ry, xe DY, ou a(lj est une fonction qui
satisfait & la condition (A)

v-B) 9f(i, w)/ex =alf), te R, , xe DM, ou a(f) satisfait & la condition (B)

vi-A) A{x) < 0, x € DV

vi-B) Ax) > 0, xe DO

vii~A}  Mdc, d)<<p si aff) satisfait & la condition (A)

vii~B}) Mpz(d) <o, si a(t) satisfait & la condition (B}
ol,

d= sup |f, 0|
10

t 1

Mue, d) = s;g{lo]- exp (fa(s)ds)-}- d.f exp (fa(s)ds)dtt

0 0 T

Mp(d) = sup {d}f eXp (fa{s}ds)dt

< ¢>» étant un nombre réel.

1.3, — Hn tenant compte de i) et ii), il en résulte du lemme d’ HADAMARD
(ef. [13]), que f peut &’ écrire:

flt, ®) = g(t, wjc + /{1, 0),

i
o, git, m}:fgﬂgw—ﬁ—) dt
G

Alors, si f(l, x) satisfait aux conditions i), ii), iii), et si a(fjeC”, il en

résulte que,
1

(1.7) lim g{t, {t) = fl{sl}ds
=500 &
ol
! = lim x{f),
130

et cette limite est uniforme par rapport & x. De ces observations il est aisé
de voir que si f ({, ) satisfait aux conditions i), ii), iii), iv), alors elle est
borneé sur B > DM,
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1.4. LeMMe 2. — Si la fonction f(t, x) satisfait aux conditions i), ii), iii),
iv), v—A), vii—A), viiiA), alors il existe une seule solution dans C de U équation
(1.6) satisfaisant a la condition

(1.8) 2(0) = c.

Si la fonclion f(t, x) satisfail aux conditions i), ii), iii), iv), v-B), vi-B),
vii-B), alors I équation (1. 6) admet une seule solution dans O dont la con-
dition initiale w’ est pas précisable.

DEMONSTRATION. — Supposons d’abord que f(f, x) verifie le premier
groupe de conditions. Pour tout xe S™ nous allons désigner par y = Hx la
solaution du probléme;

(1.9) y =g, 2ty + 1 0), 0 =c

I/ existence et 1'unicité de g, aussi que Iappartenence ye C{”, sont des
conséquences des faits que nous avons mentionnés plus haut, car foute équation
(1.9) est de la forme (1.1), et par conséquence on peut utiliser les résultats de
PerBON. Du fait que la solution du probléme (1.9) peut & écrire

(1.10) () = c. exp (f glu, w(n))d‘u) + f exp ( f gls, m(s)}ds)f(u, O)du,

il en résulte que |y(f)| << p, done
(1.11) HSM C SO,

Du fait que la fonction f{}, «(f)) est bornée sur By ><S® il en résulte que
les fonctions de I’ensemble HS® constituent une famille équicontinue sur &
De plus, la relation (1.11) nous montre que les fonctions de I'’ensemble HS®
sont uniformément bornées. La famille HS® est aussi uniformément conver-
gente, parce que, d’aprds (1.9) il résulte

lim f1¢, 0y
; -0
o Y0 = i g, 2 0)
1300

et la limite (1.7) est uniforme. Donc la famille HS® est compacte dansC”. La
continuité de 1’opératenr H est presque évidente, en tenant compte du fait
que la convergence de C est la convergence uniforme sur E,. Done I’en-

semble S® et I’opérateur H satisfont dans ¢ aux conditions du théordme
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de SCHAUDER-TYOHONOFF, ce qui nous permet de conclure I’ existence des
points fixes pour I’opérateur H. Mais il est évident qu’un tel point fixe est
une solution de notre probléme, et que cette solution sera unique.

Passons maintenant & la démonstration de la seconde partie du lemme.

Sur le méme ensemble S définissons 1’opérateur H, qui fait correspondre
4 chaque e SM, 1’ unique solution convergente de I’ 6quation y = g(¢, =(f))y +
fit, 0). Cette solution se représente sous la forme (1.5). En appliquant encore
le théoréme de ScHAUDER-TYCHONOEF, il en résulte I’ existence d’ une solution
de T’ équation (1.6) dans C".

Envisageons maintenant le probléme de 1’unicité de cette solution. Si u
et v sont deux solutions convergentes (donc bornées) de 1’ équation (1.6) alors
la fonction bornée u—v satisfait & une équation de la forme (u—v)=~h{t, u, v} (u—v),
h étant une fonetion continue, satisfaisant & 1 inégalité A{f, u(f), v(f)) = a(),
@’ ot il résulte u—v = 0, parce que <0 » ¢’est I’unique solution bornée de cet
équation. Le lemme se trouve ainsi démoniré.

Il est aisé de voir que si x(f} est une solution convergente de I’ équation
(1.6), et si I = limx{{), alors ! satisfait & 1’ équation

1200
14

f MY)dt = == 3

0
ot nous prenons si f satisfait an premier groupe de conditions et -} si f sati-
sfait au second groupe de conditions. Il résulte aussi que lim «'{f) = 0.

1.5. — Passons maintenant & la démonstration d’ un théordme général d’ exi-
stence des solutions convergentes. Considérons le systéme

(1.12) = fi{l, €1, o, X, =1, 2, ..., n.

Soient ay(f), ..., @.(f), » fonctions continues sur R . Si a{f) satisfait & la
condition (4), nous allons désigner cet indice par i,.

Une signification analogue aura ¢z Nous allons énoncer des différentes
hypothéses relatives aux fonctions f;.

{I) f: sont des fonctions continues dans B.>D®
(II) les fonctions 3f;/dx; sont définies et continues dans Ry >< D™
(III) les fonctions Afwy, .., X)) = 1imM

o
300 z .
continues dans B> D™, et ces limites sont uniformes par rapport & .., @,

sont définies et

(IV)les fonctions (@1, ..., %1, Xig1, «n, %) =1lim fi(t, @1, o0, O, iy, oory 20)
2200

sont définies et continues dans D@, et ces limites sont uniformes par rap-
port & Xy, .., X,

Annali di Matematica 20
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afi(t, L1y aney mn)
ox;

afi(t’ Liy eeey 'Tn)
on;

(V) < ai(f) si 6 =14, et = ailt) si 4 =i

(VD Ao, vy @) < Osid=d et Moy, ..., @) >0s8ii=14p
(VII) Mi(Gi, d;)ép 8i 4= iA of M,(d,)gp S ?:B,
ot
d = Sﬂp \f,(t, L1y ey O, L1y weey :x'n)[
Ryxp()

E i 13

[l exp( f a-{s})ds + d; - fexp ( f a;{s}ds) d’t}
Mid:) _si;g)d lfexp f dS)d’t

TuioriEME 1. — Dawns les hypothéses (I\—{V1l), il exisle une, et seulement
une solution convergente du systéme (1.12) satisfaisant aux conditions initiales
partielles

bfl(oi , di} = sup

=0

(1.13) x:0) = ¢ pour é =iy,

DiMoNSTRATION. — Définissons sur 8¢ un opérateur y — Hx de la maniére
suivante: pour tout & = (%, ..., %,) € S novs allons désigner par Hr =y la
fonetion définie & 1’aide des conditions suivantes:

(1.14) yi = filt, aall), ..., xald), yi, wigall), .o, @alf))
_'lj,(O) = ¢; si 4 == ?:A.

Du lemme précédent il en résulte 1’existence et 1’unicité de Hx, aussi
que !’appartenance Hxe (' . Kvidemment, un point fixe pour V’opérateur H,
sera une solution de notre probléme. Alors nous allons appliquer encore le
théordme de ScHAUDER-TYoHONOFF dans Cf”. La démonstration du théoréme
est tout & fait analogue & la démonstration du lemme 2, et nouns n’insisfons
point sur elle.

REMARQUE. — Si a1, ..., x, est une solution du systéme (1.12) et si [ =
= lim a(f), alors I; satisfont aux conditions:
£-500
i
j )\i(ll, ey li_1, t, li+1, eny ln)dt prvend x}li(ll, ey li_l, li+1, ver ln)

0

ol nous prenons — ou - selon ¢ = i, ou i =4z. En méme temps lim x{{) =0.
=00



C. AvrRaMESCU: Sur lexistence des solutions convergentes, etc. 155

2.0. — Nous allons considérer maintenant des systémes de la forme
2.1) o' = Altje + f{¢, @),

ot A(f) est une matrice du type n><n de fonctions continues sur R, et f(f, x)
est une application continue de Ey > D® dans R". Nous allons désigner par
X(t) la matrice fondamentale du systéme,

2.2) X' = A(HX

satisfaisant & la condition X{0) = I (la matrice unité n><nj.
Nous dirons que la paire (B, ¢ (ot B=C" ot C,) est admissible par
rapport & la matrice A(f), si, pour tout fe B, 1’équation

(2.3) o' = A(x + fit)

a toutes ses solutions dans C{”. Comme toutes les solutions de I’ égnation (2.3)
ont la forme

(24 o) = X( + [ XXl

il en résulte que la paire (B, C) est admissible si et seulement si

(2.5) lim X(f) = X{oo)<iey et TBC CP,

ou,
7f = [ XOX-6)f6)ds;

(]

¢’ est—a—dire la paire (B, C) est admissible par rapport & 4 si et seulement
¢'il existe la limite de X(f) et la paire (B, (\”) est admissible par rapport &
T. (On dit que la paire (4, C) est admissible par rapport a T si TBC ({").

Evidemment, dans les conditions (2.5), I’ 6quation (2.3) admet une solution
convergente unique satisfaisant & la condition initiale:

(2.6) #(0) =& EeRr,

quel que soit £ Nous noterons encore

L = sup | X(¢)|; Y(¢) = ] X(H) X (s)ds.
200 -
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2.1. — Nous allons démontrer le théoréme suivant:
TaworiME 2. — Dans les hypotéses suivanies,

a) A(l) est bornée sur R,
b) f | X(HXs) |ds<< M, M >0
]

c) il existelim Y(t) = Y (o) < + o0

1500
d) f{¢, x) est définie ot continue sur R. > D@
e) la fonction ¢x) = lim f(¢, x) existe pour tout xe D™, ef cette limite
est uniforme par rapport & x
B 1At @] <r, pour (i, ®)€ Ry>< DO, r >0,
le probléme (2.1) 4 (2.6) admet au moins une solution dans O, dés que 1E],
M, r sont assez petils.
DEMONSTRATION. R. BELLMAN — [14] a montré, en utilisant le lemme de
BANACH-STEINHAUS, que les conditions (a) et (b) sont nécessaires et suffisantes

pour I’admissibilité de la paire (0%, C), par rapport & 1’ opérateur T, et que,
dans ces conditions il existe deux nombres «, B, tels que,

(2.7) | X()Xs) | << B exp (— a(t — s)), %, §>0.
De P inégalité (2.7) on tire

2.8) lim X(f) = 0

=20

done la premidre condition (2.5) est remplie. Soit maintenant fe C{; on peut

supposer que lim f(¢) = 0, car si cette relation n’a pas lieu, selon I’ hypothése ¢)
t—»00

on peut remplacer f{f) par f({) — lim fit):

1570
Alors nous aurons:

| .

I7f1= [ 10X |- Ui s + [ | X0X00] - ) ds <

0 '

<gsup|in]- f exp («lt — 9))ds + sup | fis)]- f | Xit)X—s)ids <
0 5

tyslslt
o

|- {exp (— alt — £)) — exp (— af)] + M - sup |f(s)],

st

< Bsup |y
t=0
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d’ on il résulte Tf — 0, done Tfe €. Donc les conditions a), b), ¢) nous assurent
I’ admissibilité de la paire (€I, Cf) par rapport a A(l). De plus, il en résulte:

2.9 lim Tf = Y{(»o) « lim f{f)
L=500 20

D’ auntre part, si f == ¢ (constante), et si ¢) ' a pas lieu, il en résulte que
Tf¢ G, ce qui, compte tenant du résultat de BELLMAN nous montre que les
conditions aj), b), ¢}, sont aussi nécessaires pour I’admissibilité de la paire
(G, C) par rapport a A(f).

Définissons maintenant sur S® 1 opérateur y = Ux, x € S™, ol y esi la
solution du probléme:

(2.10) Y =A@y + ¢, 2();  y0)=E

I existence et I’unicité de y, ainsi que Iappartenance de y a C”, sont
des conséquences des fails gque nous avons mentionnés plus haut.

Pour conclure avec 1’ existence d’un point fixe pour I’opérateur U, qui
sera évidemment une solution de notre probléme, nous allons appliquer encore

le théoréme de SCHAUDER-TYOHONOFF dans C.
1’ opérateur U peut s’ éorire

(2.11) Ux = X(HE + f X{HXYs)f1s, x (s))ds.
0
Si nous supposons que
(2.12) L&)+ Mr<p,
alors il en résulte
(2.13) US® C 8™,

I’ inclusion (2.13) nous montre que les fonctions de US®™ sont uniformé-
ment bornées sur By. De (2.10), a) et f)}, il en résulte:

| stt) — st = [ o)ds] < (supl Ao + 1) [E— 1,

ce qui nous montre que les fonctions de US™ sont équicontinues sur Fy. De
relation (2.9) il & ensuit que

(2.14) lim y(f) = Y(eo) » @ (lim x(t),

00 >0
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ee qui nous montre que la famille US® est uniformément convergente, compte
tenant de 1’ hypothése e). Donc I’ensemble US™ est compact.

(est la continnité de 1’opérateur U qui reste a prouver. Il faut montrer
que si @, —> o, nniformément sur B, alors Ux,—> Ux aussi uniformément sur B,
Mais on a, de fagon évidente,

2

| Uy — U] < f | XOX6)] - fis, @) — fls, @ls) ] ds + 2r f | X()X(s) ] ds

T

<2r {foxp (= st — 1) — exp(— at) + [ | XX ds |, t> 7,

A

ce qui nous montre, compte tenat de 1’hypothése (c), la continuité de 1’ opé-
rateur U. Lie théorédme se trouve ainsi démoniré.

REMARQUE. — D’aprés (2.14), si x(f) est une solution de 1’équation (2.1),
on a limw(l) = Y(co) - o (lim x(f)).
t—C0 1500

2.2. — Le théoréme qui suit est semblable au précédent.

TatérEME 3. — Dans les hypothéses suwivantes:

oo

o [ X

0

|« glt)dt < oo, glt) éfant une fonclion continue el positive

sur By
b) @l ewxiste lim X(f) = X(o0)
e} 1, x(t) efe_gooune fonction conlinue sur Ry > S
d) | fig, w(t) | <<r.g() dans By < S8®, ot r > 0,

le probléme (2.1) (2.6) admet au moins une solution dans C{”, dés que |E], L
el v sonl assez petits.

DiMoNsTRATION. — Cette fois on utilisera le théoréme de ScHAUDER-TYCHO-
worF dans CF), bien que la solution appartiendra & I’espace Cf”. Nous allons
montrer tout d’abord que les conditions {a} et (b) sont nécessaires ef suffisantes
pour Vadmissibilité de la paire (C;, C{”) par rapport & la matrice A(f). 11 faut
montrer que cette paire est admissible par rapport & lopérateur T. De (a)
on fire

(2.15) [ 1xx=0) gtsias < 7 [ 1 X0 1gts)as = 31
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La condition {2.15) est nécessaire et suffisante pour I’admissibilité de la
paire (C,, C%) par rapport & T (voir [8]), dong elle est nécossaire pour I’ admis-
sibilité de la paire (Cg, C) par rapport an méme opérateur. Soit f € C,; donc
Ifl<<Ek- g{f). Nous aurons:

| THe) — THRE) < k- f 1 X()) — X48) | - [ X~(s! [ gls)ds +

¢

+ k- f I xix-1(s)] - gls)ds, <t
Mais si 4, £ > T(e), alors | X{f) — X{(#')] < e, d’onr il résulte

£

| T — TAE) | <= f | X=(s) [ gls)ds + L f 1 X (s) [ gls)ds, £ =1 > T(e)

ce qui nous monti que Tf C O, La nécessité de la condition (a) résulte de
o

la maniére suivante. Soit la fonetion g(f) telle que [ glf)dt = + oo, et soit
]

G(f) = (glt}, ..., g(f)). On a G{f)e C,. Mais I’ équation

(2.16) @ = G()

n’a pas des solutions dans C. La condition (a) n’est pas remplie bien que
{b} ait lieu.

Passons mainfenant & la démonstration du théoréme. Considérons encore
I’ opératenr U donné par (2.11), défini sur S®. Si nous supposons que (2.12)
a lieu, alors il résulte,
(2.17) USt St ¢ 8§63,

car on a de fagon évidente que f(¢, w(f)): S® — C,. Montrons maintenant la
la continuité de U dans €. Sois (/)€ S®, tel que lim u,(f) = a(f), uniformeé-
1= QO

ment sur tout compact de R, . De 1 égalité

X)X sy =1+ f A} X{u) X—(s)du,
on ftire, 3

| X(HX-(s) | < 1 + f | A@)] - | X)X-(s) | du,
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d’olt en vertu du lemme de GRONWALL il en résulte,

T

| X6 X—Ys) | < exp (f A(u)du), 0<t, s<T.

0

Alors pour 0 < ¢ < T nous aurons

| Ualt) — Ul | < f | XOX6) [ -] 16, @l — U, (b)) | ds <

< T.exp ( f “ A(i) H dt) . [] f(¢, 2ty — f{f, (1)) H,

ce qui nous montre la continuité de U opérateur U dans €. Pour I’ applica-
tion du théoréme de ScHAUDER-TYCHONOFY, il reste a montrer 1’existence
d’un ensemble compact dans C, soit S1, tel que US™ C 8, C.S™. Nous allons
établir que les fonctions appartenant & US® sont uniformément bornées et
équicontinues sur tout intervalle fini de B, . La relation (2.17) nous montre

que les fonctions de US™ sont uniformément bornées sur F.. On a encore

13

| Ux(t) — Usx(s) | << f[] (Ux(r)) |dr <3 f]} Alw) | dw 4+ r fg(u}du; s <t

T

ce qui nous montre ’équicontinuité des fonctions de US®. On pourra pendre
alors pour S la fermeture de US®™ dans C, et le théoréme est ainsi démontré.

2.4. — En suivant C. CORDUNEANU [8], on peut démontrer un théoréme qui
assure en méme temps | existence et 1'unicité de la solution dans €.

THRORAME 4. — Admettons les hypothéses suivantes:

a} la paire (B, C) est admissible par rapport & la matrice Af?)

b) 2t} — fit, x(t)) est une application continue sur S®, dont les valeurs
appartiennent & B, telle que | f(t, x(¢))— fit, yl)|<<r|x(f)— y{t)| r élant une
constante positive.

Alors il ewiste une solution unique x(f)e 8™ C C
(2.6), dés que |E], » et |flt, O)] sont assez petits.

Pour la démonstration on utilisera le théoréme du point fixe de BANACH
en choisisant C{” comme espace fondamental. Du théoréme 4 on peut obtenir
des résultats concrets, compte tenant des conditions d’admissibilité que nous

" pour le probléme 2.4
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avons établies plus haut. Dans le cas B=C{ on obtient le théoréme de
BripeLanD [2].

3.0. — Dans cette partie nous allons démontrer quelques théorémes globales
d’ existence de solutions convergentes, en utilisant la méthode de le comparaison.
Cette méthode a é6t6 utilisée dans le probléme du prolongement des solutions
par R, ConNtI [24], et dans la théorie de la stabilité par C. CORDUNEANU [15].
Cette méthode a été utilisée par plusieurs auteurs pour I’ 6tude du comportement
des solutions des systémes différentiels ordinaires (par exemple pour I’ étude
de 1’existence des solutions bormées, dans [16], [17]).

Cette méthode a 6t6 utilisée aussi pour la démonstration de 1'existence
de solutions convergentes par F. BRAUER, [18], [19]. (notre théoréme 6 gera
une variante d’an théoréme de F. BRAUER).

3.1. — Nous allons considérer des systémes de la forme.
(3.1) © = (i, ®),

fit, «) étant une fonction continue sur D= R, > A, 4 valeurs dans R*, ol
A=|x; xeh, |z]|<pg-+x}
Nous allons supposer que par tout point de D il passe une seule intégrale
do systéme (3,1). I’ intégrale qui passe par (fy, 2) sera désignée par x(¢; fo, o).
Consgidérons I’ équation scalaire

(31) .7/ = vt ?/),

ol w(f, y) est une fonction continue sur By, et s <<y <y < + 0.

Nous allons supposer que la condition d’unicité est remplie dans tout
point de 1’ensemble de définition de w. Cette équation sera appelée « équation
de comparaison», et sa solution qui passe par (f, yo) sera désignée par
ylt; fos Yo)-

Soit V(f, #) une fonction réelle, définie sur D, différentiable en tout point
de D. Définissons la dérivée V'(f, x) de la fonction Vi, x) par rapport au
systéme (3.1) & I'aide de la formule

(3.3) Vi @)= oo+ (gg - grad 1),

ot la parenthése signifie le produit scalaire. L’ idée fondamentale de la méthode
de la comparaison est la suivante: on suppose gque

(8.4) Vit, o) < oft, V¢, @),

Annadli di Matematica 21
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d’ ol il résulte d’aprés le lemme de W AZEWSKT [20],

(3.5) Vit, x(t; to, w)) << ylt; to, ¥o),
ot
(3.6) Yo = Vlto, o).

En admettant des conditions adéquates pour V, I'inégalité (3.5) trasporte
les propriétés des solutions de I’équation de comparaison aux solutions de
I é6quation (3.1).

(Pour les détails concernant cette méthode, on renvoie le lecteur au livre
de G.SaxsoNE et R. ConrtI [25] ch. IX).

Dans les applications de nos théorémes on peut prendre comme d’ habitude
Vit, ) = | x|. Alors (3.4) devient,

1, o) < off, a]).

Comme équation de comparaison peut servir I’équation suivante:

(3.7) y = Ml) - 9ly)

ol A(fj et @[t} sont des fonctions continues et positives sur E,.. A. WINTNER
[21] a montré que dans les conditions suivantes,

ee]

) f At < + o5 (9) f dyfoly) = + oo,

toutes les solutions de 1'équation (3.7) sont convergentes.

8.2. — Nous donnerons maintenant les définitions des différentes genres
de comportament & I’infini, pour les solutions du systéme (3.1),
det
(a) on dit que le systéme (3.1) est convergent sil(lo, o) = lim a(t; £y, ao)
est définie sur D e
(b) on dit que le systéme convergent (3.1) est équi—convergent si pour
tout ¢, «, & >0, il existe une fonction T, «, ¢) tel que |x(t; fo, @o)— I{fo, xo)| <
<&, dés que £ > T(l, &, ¢) 4 to, o] <«
(¢} on dit que le systéme (3.1) est équi—uniformément convergent il
est équi—convergent et si T ne dépend pas de to

(d) on dit que le systéme (3.1) est coalescent s’il est convergent et si
{0, x0) est une constante.
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TuBoREME D. — Si les conditions suivantes sont salisfailes;

Vi) Vi, 00=0; Vit, ®) =a(|x]), ot a (r) est une fonclion conlinue,
non—décroissante et a(0) =0

( ffs, s)jds <1J V'(s, x(s} — xla)yds |, { = a, pour toule fon-
ction x{f) de S™
Vi) | Vit )] << w(t, V{t, =)

w1} o(t, y) est une fonction définie pour t =20, 0 <<y << Y1, continue et
croissante par rapport & y pour chaque t fixé, alors,

1) si Véquation (3.2) est du type (a) ou (b), le systéme (3.1) est du méme
type respectivement

2) si le systéme (3.2) est du type (c) ef §'il existe une fonction b(r),
continue, non—décroissante, avec b(0) =0, felle, que

Vi) Vi, o) < b([=]),
alors le systéme (3.1) est du type (c).

DEMonsTRATION. — De 1’hypothése Vi) il résulte,

V'(it, ) < of(t, ViE, x)),

o
d’ol, en appliquant le lemme de WAzZEWSKI, il &’ ensuit,

(3‘8) Wt’ w(t) tO? ‘To))gy(t; fO) :’/0),
ol
(3.9) Yo = V(to, il‘o).

De Y hypothése V) et Vi) il ¢’ ensuit,

Vi, a(t) — x(a)) = V(t, f | f fis, (s)]ds) = f | V'(s, x(s))] ds <

gf (s, V(s, x(s))ds,

4’0, compte tenant de monotonie de la fonction w{f, y) par rapport & g, il
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vient,

Vi, all) — wla) < f ofs, yls; to, yo))ds = y(t) — ylo).

D’aprés Vi) I’inégalité precedente nous donne,
(3.10) Loolt; to, wo) — acla; o, a0 [ << a™'(ylt; o, yo) — yla; o, Yo))

ce qui nous montre que le systéme (3.1) est convergent, si (3.2) est convergent.
De Dinégalité (3.10) on ftire,

(8.1 [(t; to, @0) — Uto, ao)| < a=YL{ho, yo) — ylt; to, o),

ot
L, ?]0) = lim y(t; fo, yo)
t>00

Supposons maintenant que le systdme (3.2) soit équi—convergent. Ce ci
signifie que L(f, yo) — y(t; to, yo) <e, dés que &> T(fo, ¢, B) + o, [yo]<<P.
Mais la continuité de Ia fonction V, et la relation (3.9) nous montre qu’il
existe un nombre a tel que [ a, | << « implique | | << B, donc B est une fonction
continue de o et to. Ces considérations, nous montrent que le systéme (3.2)
est équi-convergent. Enfin, si le systéme (3.2) est équi—uniformément conver-
gent, la condition Vi) nous permet de choisir le nombre 3 indépendant de t,.
Le théoréme se trouve ainsi démontré.

REMARQUE. — Il en résulte que, dans les hypothéses de notre théoréme,

il existe lim V(¢, x(¢; 4o, ao)), et que,
L 00

a(l{to, o)) < lim Vit, «(f; by, wo)) << L{fo, yo)-

-3 00

On peut prendre dans des applications V{t, x) = |« |, qui satisfait 6videm-
ment aux conditions Vi), V), et o, 4) = A(})- ¢(y). La condition V) sera remplie si

(3. 12) 17, ) )<< MEe(y).

Si nous supposons que les fonctions A(f) et ¢(y) satisfassent anx conditions
(A) et (), alors le systdme (3.1) est convergent. Si par exemple o(y) =y et
(3.12) a lieu, alors le systéme (3.1} est équi-convergent.

THEOREME 6. — Supposons que Vi) el V,) ayent lieu, et que
Vi Vi, <0,
Alors le systéme (3.1) est convergent.
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DiiMoNsTRATION. — La fonetion V(i, a(; f, ) étant monotone et bor-
née, il existe lim V{I, x(f; o, xo). Alors les conditions V), V,) assurent 1’ exi-

=300
stence de la limite de «(f; fo, o).

ReMARQUE 1. - Il n’est pas possibile d’obtenir le théordme 6 comme
un cas particulier du théoréme 5 en prenant w(f, %)= 0.

REMARQUE. - La condition V) &’ écrite, dans le cas quand V,) a lieu sous

la forme,
2

ot [ o, awnas)<— [ vVis, stohas, t=a

a

3.4. - Dans le théoréme qui suit la condition V3) ne figure pas.

THEOREME 7. - Soit Vi, x) une fonction continue et différentiable dans
D, a valuers dans un intervalle fini ou non J. Soit w(i, y) une fonction définie
et continue dans Ry ><J, et monotone non-décroissante par rapport & y, quelque
soit ¢ fize. Si les conditions

{U ft, z)] < oft, V(, 2))

(a) Vi, =) < oft, VI, 2)),

sont remplies, alors les conclusions du théoréme 5 restent valables.

DEMONSTRATION. ~ [/ inégalité (3.8) reste valable dans ce cas; nous aurons
done:

(3.13) lz(t; o, @) —wla; fo, o) | < J.nf(& x(s; fo, zo)jds <

t

sIWamwmuwwwgfwaWme@=wnmw«

‘_y(ay to, %), t>a”

d’ot il résulte que le systéme (3.1) est convergent si le systéme (3.2) est con-
vergent. De (3.13) il en résulte:

H w(t, to, xo) - l(t‘), 3"0) H = L(t? yﬂ) - ?J'(t; tﬁy y(})a

et la démonstration continue aussi que pour le théoréme 5.

ReMARQUE 1. - Nous n’avons pas supposé comme d’habitude, que V(¢, z)
est une fonction positivement définie, on méme positive.
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REMARQUE 2. - Si nous prenons Vif, z) =]z, la condition (a) dévient,

a) |, 2) |< ol |z]).

Dans ce cas J = (4, #2), ot 41 =0 et . < 4 oc. Nous avons obtenu ainsi
comme un cas particulier du notre théoréme 7 le théoréme de BRAUER [19].

3.5. -~ Les théorémes qui suiveni, nous donnent des indications sur la
fonetion I(fo, xo).

THROREME 8. - Si le systéme (3.1) est équi~convergent et si xz(f; &y, xo) est
une fonction conlinue par rapport a to, xo, alors l{ty, z) est une fonction con-
tinue de z, pour chaque t,. En plus, si le systéme (3.1) est équi-uniformément
convergent, alors lfy, o) est une fonction continue aussi par rapport & i

THROREME 9. ~ Si f(i, z) est différentiable et le systéme (3.1) est convergent
et si le systéme <auz variations»
dz __ 3f, alt; by, o)

(8.14) az = 37 (¥

est équi-uniformément convergent, alors la fonclion U, x0) est dérivable par
rapport o xo. Si le systéme,

de _ 3ft, a(t, 0, w0)
at— @

2

(3.16)

est uniformément coalescent au zéro, alors le systéme (3.1) est coalescent.

La démonstration du théoréme 8§ résulte immédiatement du fait que la
convergence uniforme conserve la continuité,
Az (t; Ty, zo) dz(t; 0, zo)

et

dxo axo
respectivement (3.15). Il est aisé de voir que toutes les conditions assurant
P’existence de la dérivée de la fonction I(fy, z) sont remplies. En plus, il est
possible d’intervertir la limite avec la dérivée, ce qui nous assure que
U0, x0)

oo

Les fonctions gatisfont aux équations (3.14) et

= (0, donc le systéme (3.1) est coalescent.

3.6. - Le théoréme qui suit est semblable & un théoréme bien conu de
Hugumara,

On dit que le systéme (3-1) est uniformément borné, si pour toubt « et £,
il existe une fonection B(x) de sorte que [ z(¢; to, zo)| << B dés que [z << a, t=1.
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TrgorkME 10. - Si le systeme (3.1) est uniformément borné el équiunifor-
memenl convergent, alors U ensemble {wx(t; to, xo)}, ot |we]<Ca < 400, est
compact dans O, quel que soit o et L.

La démonstration de ce théoréme est immédiate, compte tenant du lemme 1,

3.7. ~ Nous finirons ce travail avec une observation concernant le cas
scalaire, contenu dans le théoréme suivant:

TasoriMe 11. - 8i la fonclion [(i, ) est différeniiable, el si U équation
(3.1) est convergente, el si

(3.18) f oty ath 0 &) gy

o
0
quelque so0it o, alors I équation (3.1) est coalescente

Pour la démonstration il suffit de voir que (3. 18) représente une condition
suffisante pour que 1’équation (3.15) soit uniformément coalescente au zéro.

88. — Dans la note [22] nous avons considéré le probléme d’ existence
des solutions convergentes pour des équations d’ordre superieur.

Les résultats de PERRON on 6té utilisés pour les systémes nonlinéaires
par C. CORDUNEANTU [23], pour démontrer I’existence des solutions bornées
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