
S u r  l ' e x i s t e n c e  d e s  s o l u t i o n s  c o n v e r g e n t e s  
des sys t~mes  d ' 6 q u a t i o n s  d i f fSren t ie l les  non  l in~aires .  

O. AVRAMESOU (Craiova) (*) 

R d s t t m ~ .  - On considdre le probl~me de l'existence des solutions des dquations ditfdrentielles 
ordinaires~ ddfinies pour t ~  O et ayant  limite ~ l ' in[ini. 

Dans ce travail nous allons consid~ror quelques  problbmes eoncernant  
1' existence des solutions convergentes sur le demiaxe R+ ~ I t S 0  1 (e' es t -h-dire ,  
des solutions ayant  limites au + ~ ) ,  pour des systbmes de la forme, 

(E) 

ou, 

qE'~ 

x ' =  f(t, x), 

x' = A(0. x + f(t, x~), 

off A(t} est une matriee du type n X n, dent les ~l~ments sent des fonetions 
continues sur R+,  et f[t, ~) est un vecteur  ~ n composantes r~elles, continu 
dans R+ X D (~), off, 

D (n) = i x ;  x e R  °, I l x [ l ~  }, 

R n ~tant 1' espace euclidien n-dimensionel .  ([]. U signifie partout  la norme do R" ). 
R~cemment, R. C o ~ I  [26], a donnde une classification des divers probl~mes 

aux limites consid~r~s j u s q u ' ~  prdsent;  dans cette classification, nos r~sultats 
sent contenus dans le probl~me III .  

Dans ce probl~me it s ' ag i t  de trouver des solutions appar tenant  ~t une 
certaine varielt(~ lin~aire de fonctions continues. 

Darts ]a premiere part ie de ce travail,  nous altons d6montrer  un th~orbme 
d 'ex is tence  pour  le systbme (El, en uti l isant  la m~thode de la lin~arisation. 
La secon4e patt ie  est d~di~e aux syst~mes (E'). Los r~sultats contenus dans 
los th~or~mes 2 et 3 sent obtenus en suivant la m~thode d~vclopp~e par 
MASSERA et SCttA'YFEa [3], [4], S0US la forme donn4e par CORDUNEANU [5], et  
HART~A~ et 0~CCI-Iic [6]. Le r~sultat contenu dans le th~orbme 2 est comparable 
avee le r~sultat obtenu par BICIDGLA~D Jr. [l], [2]. 

Enfin, dans Ia troisi~me pattie: en uti l isant la mdthode de la eomparaison, 
nous allons ~t,ablir quelques th~or/~mes d ' ex i s tenee  des solutions convergentes 
pour l '~quat ion {E). 

{*) Entrata in Redazione il 20 matzo 1968, 
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0.1. I1 fau t  tout  d ' a b o r d  pr6eiser  les notat ions .  C(:)= Co(R+, R ~) sera 
l ' e space  des fonct ions  cont inues  sur  R+ ,  ~ va leurs  d a n s  l ' e space  euc l id ien  
n - d i m e n s i o n a l  / ~ ,  muni  de la topologie de la convergence  un i fo rme  sur tout  
compact  de ;R+ • C(c ~) est un  espace topologique loca]ement  convexe et m6trisable,  
fai l  qui permet  l ' u t i l i s a t i on  des sui tes  d6nombrables  (pour les d6tails  on 
renvoie  le lec teur  au  Iivre de BOURBAK[ [7]). P a r  C~ ) --CM(R+, R ~) nous  note- 
rons  1' espace des fonct ions  cont inues  et born6es sur  R + ,  h va leurs  d a n s / ~ ' ,  et 
par  C~ ~)-- Cz(R+, R ~) l ' e space  des fonet ions  con t inues  sur  R+ ayan t  ]a I imite 
~ ¢ ~ ,  la : topologie  6tant  d6finie  par  la norme 

(cA) I ~ 1 - -  sup II~(t)ll. 
t ~ R +  

]~videmment, C(~ } et r~(:) ~ sont des espaees de BA~ OR,  e t r ) ( - )  ~Jl e s t  n l l  

sous-espaee  de C~ ). L a  topologie de C~ ) est celle de la convergence  un i fo rme  
s u r 2 B + .  Nous al lons consid6rer  aussi  Ies espaces C~ - -  Q(R+, R') des fonet ions  
cont inues  s a t  R+ h. va leurs  dans  R ~, telIes que 

(o.~) [] ~(t~ I /g  k .  gig), 

oh g(t) est une fonct ion r6ele, cont inue  et posit ive sur  R+, et k une  cons tan te  
non-n6ga t ive  qui  d6pend de a~. I1 est ais4 de voir  que Cg est un  espace de 
BANACH a v e c l a  norme 

(0.3) ix  J~ : sup ! x (0 tt 

Si g(t) ----= 1 alors C g =  C(~); si g(t) = exp (-- at), a > O, Cg est un  sous-espa .  
ce de C~ ~). Pour  les d6tails concernan t  ces espaces on renvoie  le lee teur  
la note de C. CORDU~Cl~ANU [8]. 

Si A( t )=  (a~itO) , i - - - I , . . . ,  n, j =  1, ..., n, on note, 

et encore 

IlA(ttll-- m a x  [asj(t)l 
i, j 

s ( )  = { x(t); x(t)+ c(~ "), Ilx(0[I ~ ~ }, ~ > o; 

nous  al lons  d6signer  par  S(n) la f e rme tu re  de S (~) dans  C~ ~) . S-~est  6v idemment  
un  esemble convexe et ferm6 dans  C~ n). 

0.°~. - ~ o u s  al lons d6mont re r  les th6or6mes 1, 2, 3 en u t i l i san t  le th6or6me 
de SCItAUDER-T¥cKoNo~:~: >> Soil L un espace vecloriel topologique localement 
convexe et sgparard et K ur~ sous-ensemble convexe de L. Alors, un  opdrateur 
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U, continu dans L, et satisfaisant (~ la condition U(K} C K~ C K, el+ K~ est un 
e~semble compact, a, au moins, un dIdmenl fixe dans K >>. 

Pour  le th~or~me 3 l ' e space  fondamental  sera l 'espace C! ~), bien que la 
solution appart iendra h l 'espace C~ ~). Pour  les th~orbmes 1 et 2 l 'espaee 
fondamental  sera l 'espace C~ ~). Mais, pour appliquer le th(iorbme de SCttAU- 
DER-TYC:KONO:FF, on a besoin d ' u n  crit~rium de eompacit~i dans C~ ~). 

0.3. - Soit { x(t) } une famille de fonctions dans C~); on dit que cette famille 
est uniformdment convergente si quelque soit • > 0, il existe T, qui d~pend 
seulement  de ,, tel que 

off, 
fix(t) - -  lx] < ~, pour t > T(e), 

lx --  lira vc(t). 

LE~ME 1. - La condition ndcessaire et suffisante pour que l' esemble K C C~ n) 
soil compact, est que la famille des fonctions de K soil uniformdment bornde, 
dquicontinue sur R+, el uniformdment convergente. 

La d4monstration de ce lemme est presque ~vidente, parce que la corre- 
spondence 

Ix(t) pour 0 ~ s ~ l  
y(s)= lx pour s-----1 

Oil 
t 

8 - -  
l + t '  

est un hom~omorphisme entre C~ ~) est (~i[0, 1], Rn). La famille l y(s)! r~isulte 
uniform~ment  be rn ie  et ~quicontinue sur [0, 1]. Le th~or~me d 'AscoLI 
(volt [9]) est done applicable, et l ' ensemble  ly(s) l r~sulte compact dans Co 
([0, 1], Rn). Mais les hypoth6ses du th~or~me d'AscoLI sent n~cessaires et 
suffisantes pour la eompacit(i, ee qui achbve la d6monstration. 

1.1. - Consid~rons tout d 'abord l '~quation scalaire:  

(I.1) y' --  a(t}y + b(t), 

dans laquelle les fonctions a(t) et b(t) sent continues sur R+. Si les fonetions 

( l/ t (1.2} e x p l  ~ a(s)ds ; exp a(s)ds dJ, 
0 o 
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sont born6es sur R + ,  nons disons que la fonction a(t) satisfait h la condition 
(A). Si la fonction 

(1.3) 

t 

oxp (f a s) s) 
0 

n 'es t  pus born6e et la fonction 

(1.4) 

t 

f (f o(stds)   
est bernie ,  nous disons que la fonction a(t) satisfait k la condition (B). Cette 
terminologie est due h 0. PERRON ([10], [11], [12]}, qui a montr~i que si a(t) 
satisfait "~ ta condition {A) et b(t) et born~e, alors toutes les solutions de 
l '~quat ion (1.1) sont bo ra t e s  et si air) satisfait h la condition (B) et b(t) est 
born6e, alors l '6quat ion (1.1) a u n e  seule solution born~e sur R+,  donn6e par 
la formule 

(t.5) y o ( t ) - - -  f exp (¢  a(x)d~ b(s)ds. 
t s 

Si lim a(t) --  ~ et lim b(t) - -  ~, alors si ~ < 0 routes les solutions de 1' 6quation 
t.--> (3o t*->oo 

{1.1) sont convergentes h - - a / a ,  et si a ~  0 alors la seule solution convergente 
de (1.1} est yo(t), qui converge vers ~/a. La m~tode de la lin6arisation nous 
permettra  de d~montrer un th6or~me d 'exis tenee  des solutions convergentes 
pour des syst~mes non-lin~aires, en uti l isant les r6sultats de PERRON que 
n0ns avons mentionn6s. 

1.?. - Oonsid6rons maintenant  l '~quat ion scalaire 

(1.6) ~' = f(t, x). 

Nous allons ~noneer des diff~rentes hypotheses relatives h la fonetion 

f(t, x). 
i) la fonction f(t, x) est continue duns R + X D  (I) 

ii) l~ fonetion ~f/?x existe et elle est continue dans R + X D (  1 

iii) la fonction k(x) ---- lira 8f(t, x)/Sx est d6finie et continue duns DO), et 

cette limite est uniforme par rapport  h ~v 
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iv) l im f{t, O) -- ~ < A- c,c 
t - # O 0  

v-A) ~f(t, x)/~x ~ a(t), t z R+, 
sat isfa i t  h la condi t ion  (A) 

off, 

xeDO) ,  off a(t) est une  fonct ion qui  

v-B) 

vi -A)  

v i -B)  

v i i -A)  

v i i - B t  

~f(t, x)/~x~ ~ a(t), t ~ R+, ~ ~ D( 1}, oh a(t) sat isfa i t  ~t la condi t ion  (B) 

).(x) < 0, x e/)(1) 

~(x) > 0, x e D(1) 

MA(c, d ) ~  ~ si a(t) sa t is fa i t  it la condi t ion  (A) 

M,(d} ~ ~, si a(t) sa t i s fa i t  h la condi t ion  (B) 

d =  sup If, 0)1 

.f ) f ( 
0 0 

O 

<< c ~ dtant  un n o m b r e  rdel. 

1.3. - En tenant  compte  de i) et ii), il en rdsul te  du  l emme d'ItADAI~IARD 
(of. [13]), que  f peut  s ' dc r i r e :  

f(t, x ) =  g(~, x)~ +/ ( t ,  o), 

off, 
1 

0 

Alors, si f(t, x) sat isfa i t  aux  condi t ions  i}, ii), iii), 
rdsul te  que,  

1 

(1.7) lim~_~ g(t, (tl) -- f X(sl}ds 
0 

l = lira x{t}, 
t - - - ) ~  

et si x(l)eC} 1), il en 

ot ce t te  l imite  est  un i fo rme  pa r  r appor t  h x. De ces observa t ions  il est  aisd 
de voir  que  si f (t, x) sat isfa i t  aux  condi t ions  i), ii b iii), iv), alors elle est  
borneb  sur  R + X  D (1). 



152 C. AVRAMESCU: Sur l'existence des solutions convergentes, etc. 

1.4. LEM~IE 2. -- Si  la fonction f(t, ~) satisfait  aux~ conditions i), ii), iii), 

iv}, v-A), vii-A), viiiA), alors il existe une seule solution darts C} 1) de l' dquation 
(1.6) sat is fa isant  & la condition 

(1.8) x(0) = o. 

Si  la fonction f(t, x) sal is fai t  a u x  conditions i), ii), iii), iv), v-B), vi-B), 

vii-B), alors l' dquation (1. 6) admet  une seule solution dans  C~ ~)" dent la con- 
dit ion ini t iale  n' est pas prdcisable. 

DC, MONSTI~A~IO~. - Supposons d 'abord que f(t, x) verifie le premier  
groupe de conditions. Pour tout x eSP)  nous allons d4signer par y = H'x la 
solution du probl~me; 

{1.9} y' = g(t, x(t))y + f(t,  o), y(O) = ~. 

L'exis tence  et l 'unici t~ de y, aussi que l ' appar tenenee  y e C} "), sent des 
eons4quenees des fairs que nous a.vons mentionn4s plus haut,  car  route 4quation 
(1.9) est de la forme (1.1), et par cons4quence on pent util iser les refsultats de 
PERsoN. Du fair que la solution du probl~me (1.9) peut s '6crire  

(,.io) oxp ( f ÷ (  t8. o,d , 

il en r4sulte que [y(t) l ~ ,  done 

(1.11) H S  (I) C S (1) • 

Du fair que la fonction f(t, x(t))est  bern ie  sur R + X  So) i l  en r~sulte que 
les fonctions de l ' ensemble  HSO) consti tuent  une famitle 4quicontinue sur R+. 
De plus, la relation (1.11) nous montre que les fonctions de l 'ensemble HS(1) 
sent uniform4ment  born6es. La famille H S  o) est aussi uniform~ment eonvcr- 
genre, parce que, d 'apr~s (1.9) il r4sulte 

lim f(t, O) 

lim~..~ y(t) --  lim g(t, x(t)) ' 

et la limite (1.7) est uniforme. Done la famille HSO) est compacte dansC~ 1). La 
continuit6 de l 'op6rateur  H est presque 6vidente, en tenant  compte du fair 
que la convergence de C} "} est la convergence uniforme sur /~+. Done P en- 
semble So) et l 'op6rateur  H satisfont dans C} n) aux conditions du th6orbme 
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de SC:KAUDER--T¥cKOI~OF~, ce qui nous permet de conclure l ' ex is tenee  des 
points fixes pour l 'op4ra teur  H. Mais il est 6vident q u ' u n  tel point fixe est 
une solution de notre probl~me, et que cette solution sera unique. 

Passons maiutenant  i~ la d6monstration de la seconde part ie du lemme. 
Sur  le m6me ensemble S d~finissons l 'op6ra teur  H~ qni fair correspondre 

i~ chaque x e So), 1' unique solution convergente de l' 6quation y' -~ g(t, x{t))y -{- 
f(t, 0). Cette solution se repr~sente sous la forme (1.5). En appliquant  encore 
le th~or~me de SC~[AUDER--TYcKO2~OE:~, il en r~sulte 1' existence d' une solution 
de 1' ~quation (1.6) dans c,(~) k21 • 

Envisageons mainten~nt le probl~me de l 'uniei t6  de cette solution. Si u 
et v sent deux solutions eonvergentes (done born~es) de l '~quat ion (1.6)alors 
la fonction born6e u - v  satisfait  ~ une ~quation de la forme (u -v ) '=h( t ,  u,  v ) . (u -v ) ,  
h ~tant une fonetion continue, sat isfaisant  i~ l ' in6galit6 h(t, u(t), v ( O ) ~ a ( t ) ,  
d'ofi  il r~sulte u - v  ~--O, puree que (< 0 ~> c 'es t  l ' un ique  solution born~e de cet 
~quation. Le lemme so trouve ainsi d~montr(~. 

I1 est ais~ de voir que si w(t) est une solution convergente de l '~quat ion 
(1.6), et si 1-~ lim ~c{t), alors 1 satisfait  h 1' 4quation 

l 

0 

o~t nous prenons si f satisfait au premier  groupe de conditions et--1-si f sati- 
sfait au second groupe de conditions. I1 r~sulte aussi que lim oc'(t)= 0. 

1.5. - Passons maintenant  "~ la d~monstratiou d' un th~or~me g~n~ral d' exi- 
stence des solutions convergentes.  Consid~rons le syst~me 

(1.12) xl = f~(t, x z ,  . . . ,  x . ) ,  i - - 1 ,  2, ..., n. 

Soient act),  ..., a,(t), n fonctions continues sur  R+.  Si a~(t) satisfait  h ta 
condition (A), nous aliens dOsigner cet indico par  iA. 

Une signification analogue aura iB. N0US allons ~noncer des diff~rentes 
hypoth6ses relatives aux fonctions f~. 

(It f~ sent des fonetions continues dans R + X D (  ~} 

(II) les fonctions ~f~/~x~ sent d~finies et continues dans R + X D ( ~ )  

(III) les fonctions ),~(x~, x~ ) - -  lira 3fi(t, x~ ..... x~) sent d~finies et 
'" ' ~-~oo ~X~ 

continues dane R + X D ( ~ ) ,  et ces limites sent uniformes par  rapport  ~ x~ ..... x, 

{IV} les fonctions ~t~(x~ , . . . ,  x~_~ , x~+~ , ..., xn) --  lim f~(t, x~ , ..., O, x~+~, ..., x~} 
t ~ 9 0  

sent d6finies et continues duns D(~), et ces limites sent uniformes par rap- 
port ~ x~, ..., x~ 

AnnaIi di Matematica 20 
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off, 

(V) ~f~(t, x~, ..., x,)  x~) ~x~ ~ a~(t} si i - -  i~, et ~cf~(t, X~, ".., ~ a~(t) s i i  = i~ 
~x~ 

(VII  )~(x~, . . . ,  x,) < 0 s i  i ---- i~  e t  k~(x~ . . . .  , x , )  ~ 0 s i  i = i~  

(VII) M~(c;, d~) ~ 9 s i i  - -  i~ et M~(d~) ~ ~ s i i  = i , ,  

d = s u p  / f,(t, x~ , . . . ,  O, x,+~, ..., x~) 
I%XD(') 

f )  / M {c~, d~)-- sup l l c~ t .  e x p (  a~(s) ds  + d , .  exp  

0 0 

t 

(X) t 

Ttt]~OR~ME i.  -- Darts les hypotheses  (I)-(YJ[t). i t  ex~isle une ,  et s eu l emen t  
une  so lu t ion  convergente  d u  sysl~me (1.1_9) s a t i s f a i s a n t  aux~ cond i t i ons  in i t i a l e s  
par t i e l l e s  

(1.13) xgO) -"  c~ p o u r  i ~- iA. 

DEMONSTRATION. -- D6f in issons  sur  S(") un op~ra t eu r  y - -  H x  de la manibre  
su ivan te :  p o u r  tout  x -  (x~, ..., "x~)E S(') noos  al lons d6s igner  pa r  H x  ~ y la 
fonc t ion  d(~finie h l ' a i de  des condi t ions  su ivan tes :  

(1.14) y; = fdt,  x~(O, ..., x,_~(t), y , ,  x;+,(O, . . . ,  x.(t)) 

y~(0) = c~ s i  i - -  G .  

Du l emme p r e c e d e n t  il en r~isulte l ' e x i s t e n c e  et l ' u n i c i t d  de H x ,  aussi  

que  l ' a p p a r t e n a n c e  H x  ~ C ~ ]~videmment,  un  poin t  f ixe  pour  l ' o p ~ r a t e u r  H, 
se ra  une  solut ion de no t re  probl~me.  Alors nous  a l lons  a p p l i q u e r  enco re  le 
th~or~me de SCttAUDER-TYCHO~OFF clans P(~) L a  dSmons t ra t ion  du th~or~me LJl  • 

est tout  ~ fai t  ana logue  ~t la d6mons t r a t ion  du l em m e  2, et nous  n ' i n s i s t o n s  
poin t  sur  elle. 

REMARQUE. -- Si x l ,  ..., 9rn est uno so lu t ion  du systbme (1.12) et si I - -  
- - l i r a  xdt), alors  l~ sa t i s fon t  a u x  cond i t ions :  

t ~  

/ ~(l~ , ..., l~_~ , t, l~+~ , . . . ,  l~)dt = _TF~(I~ , ..., l~_~ , l~+~, ... l,) 

0 

off nous  p renons  - -  ou + selon i = iA o u i  ---- iB. En m~me t emps : l im x'(t) - -  O. 
t--->Oo 
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2.0. - Nous allons eonsid4rer  main tenan t  des syst6mes de la forme 

(~.t) ~' = A(t). + f(t, ~), 

off A(t) est une  matr ice  du type n X n  de fonctions cont inues sur B+ et f(t, ac) 
est une appl icat ion cont inue de R+ X D (~) dans I~ ~. ~ous  allons d6signer par  
X(t) la matr ice  fondamenta le  du syst6me, 

(2.2) X' ---- A(t)X 

satisfaisant  it la condit ion X(0) ----- I (la matr ice  unit4 nXn) .  
Noue dirons que la paire tB, C~ ~)) (off B =  C~ ") off Cg) est admissible par  

rapport  it la matr ice  A(t), si, pour  tout f e B, l ' 4quat ion  

(2.3) x' = A(t)~c 4- f(t) 

a toutes ses solutions dans ,~P(~). Comme toutes les solutions de t ' 4qna t ion  (2.3) 
ont la forme 

(2.4) x(t) ---- X(t)~ + f X(l)X-l(s)f(s)ds, 
0 

il en r~sulte que la paire (B, C~ ~)j est admissible  si et seu lement  si 

(2.5) l im X ( t ) -  X(~x~)<+~, et TB C C~ n~, 
t .-->C(:~ 

t 

/ Tf  ---- X(t)X-~(s)f (s)ds ; 
o 

e' e s t - i t -d i re  la paire (B,  C~ n)) est  admissible par  rapport  it A si et seu lement  
s ' i l  existe la l imite de X(t) et la paire (B, C~ ~)j est admissible par  rappor t  i~ 
T. (On dit que la paire (A, C~ ~)) est admissible par  rappor t  it T si TB C 5~n)). 

]~videmment, dane lee condit ions (2.5j, l ' 6quat ion  (2.3)admet une solution 
coavergente  un ique  satisfaisant  it la condit ion ini t ia le:  

(2.6) x(0) = ~, i ~ R o,, 

quel  que soit ~. Nous noterons encore 

L = sup II X(t)[l; Y(0 = f_ x(t)x-~(s) ds. 
9 
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2.1. - Nous allons d6montrer  le th6or6me suivant:  

Tt:II~OR~{E 2. - D a n s  les hypot~ses suivantes,  

a) A(t) est bornde sur  R+ 

b) ¢ II x(tJx-~(s) II ds <_ lU, ~s > o 
J 
0 

e) il existe lim Y(t) : Y (oc) < -]- c~ 
t.-->O0 

d) f(t, x,) est ddfinie et continue sur R+ X D@) 

0) la fonetion ¢~(x,) - -  lira f(t, x,) existe pour  tout x ~ D('), et cette l imite 
est uni forme p a r  rapport  ~ x 

f) it f(t, x) II ~ r ,  pour (t, ~c) ~ R+ X D@), r > O, 

le probl~me {2.1)+ (2.6) admet au  moins  une solution dans '~(~) ~, , d ~  que II ~ il, 
M, r sont assez petits. 

D]~ONSTRATIO~. R. BELL~A~ -- [I4] a montrG en util isant le lemme de 
BiNAcK--STEINI-IAUS, que ]es conditions (a) et (b) sont n6cessaires et suffisantes 

pour l 'admissibi l i t6 de la paire (C~), C~)J, par rapport  i~ l 'op6ra teur  T, et que, 
dans ees conditions il existe deux hombres % 9, tels que, 

(2.7) II x(t)x-l(s)II ~ ~ ,xp  ( -  ~(t - s)), ~, ~ > o. 

De l ' in6galit6 (2.7) on tire 

(2.8) lim X(t) : 0 

donc la premii~re condition (2.5) es~ remplie. Soit maintenant  f e  C}"); on peut 
supposer que lira f(t} - -  O, car si cette relation n' a pas lieu, selon l' hypoth6se c) 

t--->~ 

on peut  remplacer  f(t) par f i t ) -  lira ill}" 

Alors nous aurons :  

t l  t 

U rfll_< f I1 xmx-,(~)[I. II m)tl d~ + f 11 xmx-~(~)tl. I1 m)~ d~ _< 
0 t 1 

tl t 

~ sup llrm I I . , ~ o  f e~p (~(~- sj)~ + ,,~,_<,suP lI m) tl. fl/x(t x-,(. lld. 
0 0 

i3 sup II r l t j  I1" [ exp ( -  e(t - t j )  - exp ( - -  et)] + 3 i .  sup 11 r(~)II, 
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d' off il r6sul te  Tf--> O, donc Tf~  C~ ~). Done les condi t ions  a), b), c) nous a s su ren t  
1' admissibi l i t6  de la pa i re  (C~ ~), "~(')' ,_,, j par  rappor t  ~ A(I). De plus, il en r( isulte:  

(2.9) lim T f -  Y(v~) • l im f(t) 

D ' a u t r e  part ,  si f_= c (constante),  et si c) n ' a  pas lieu, il en r~sul te  que  
T f ~  C~ ~), ee qui, compte  t enan t  du r4sul ta t  de B:mm~AN nous  mon t r e  que  les 
condi t ions  a), b), e), sent  aussi  n~fcessaires pour  l 'admissibil i tei  de la pa i re  
(C~ ~), C} ~)) par  rappor t  a A(t). 

D~ifinissons m a i n t e n a n t  sur  S(~) l ' o p ~ r a t e u r  y -  Ux, x e S(~) , Oil y est la 
solut ion du p rob l6me:  

(2.10) y' : A(t)y + fit, ~(t)); y(0) : ~. 

L ' e x i s t e n c e  et l 'unicit(~ de y, ainsi  que l ' a p p a r t e n a n c e  de y ~ C} "), sent  
des eons6quences  des faits que nous a r e a s  ment ionn6s  plus haut .  

P o u r  eonc lure  avec l ' ex i s t ence  & u n  point  fixe pour  F op4ra teur  U, qui 
sera  ( ividemment  une  solut ion de notre  probl6me, BOUS allons app l iquer  encore  

le th6or6me de SCHAUDEI~--TYGtIO~OFI~ dans  P(") L J l  • 

L ' o p 4 r a t e u r  U peut  s '~c r i r e  
$ 

(2.11) Vx := X(t)~ + t X(t)X-l(s)f(s' x (s))ds. 
i t  

0 

Si nous  supposons  que 

(2.12) L . ~l] + Mr  ~ ~, 

alors il en r4sul te  

(2.13) US (n) C S (~) • 

L ' i n c l u s i o n  {2.13) nous  mon t r e  que les fonct ions  de US (~) sent  uniform4- 
m e n t  born6es  sur  R+ .  De (2.10), a} et f}, il en r6sul te :  

[1 Ux(t) - -  Ux(tl)II -" tl f y'(s)d8 II ~ (sup,>_o I[ A(t)1l ~ + r ) ,  I t - -  tl I, 

ce qui nous  mon t re  que les fonct ions  de US(") sent  6quicont inues  sur  R+.  De 
re la t ion  (2.9) il s' ensui t  que 

(2.14) l im y(t) = Y(c~) • T (lim x(t)), 
~-¢.(YD /-->2X~ 
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ee qui nous montre que la famille US(~) est uni[orm6ment convergente, compte 
tenant de l 'hypothbse e). Donc l ' ensemble  US(") est compact. 

C'est  la continuit6 de l 'opbra teur  U qui reste a prouver. I1 faut montrer  
que si x~-->x, uniform6ment sur R+,  alors Ux~--> Ux, aussi uniform6ment sur R+. 
)/fais on a, de fa~on 6vidente, 

T t 

ll Ux, - -  U,xll ~ f II x(l)X-~(s)l} • II f(s, x(s)) - f(s, z,(s)) II ds + 2r ( II X(I)X-~(s) tl ds 
0 T 

t 
T 

ce qui nous montre, compte tenat de l'hypothi~se (c), la continuit6 de l'op~- 
ra teur  U. Le th6orgme se trouve ainsi ddmontr6. 

t~EMAnQUE. -- D 'apr6s  (2.i4), si x[t) est une solution de l '6quat ion  (2.1), 
on a lim x(t) --  Y(ec) . ~ (lim x(t)). 

t --~*~1 t->DO 

.) 

sur R+ 

b) 

~.~. - Le th6orbme qui suit est semblable au pr6c6dent. 

T~INdR~YtE 3. -- Dc~ns les hypothOses suivantes:  

f ll X-~(t) I1" gll)dt < c~,  g(t) dlant une fonction continue et positive 
0 

il existe lira X ( t ) - - X ( o c )  
t->DO 

c) f(t, x(t)) est une fonetion continue sur  R+ X S(') 

d) l1 f(t, ~(t))II ~ r.g(t) darts R+ X S('), o¢, r > O, 

le problOme (2.1) (2.6) admet  au  moins une solution dans  ~'~("), dos que II~I1, L 
e t r  sont assez perils. 

DI~MONSTRATION.  -- Cette lois on util isera le th6orbme de S C I I A U D E R - - T Y e t t O -  

1,TOF~ dans ,~cP("), bien que la solution appar t iendra  h l ' espace  '~(~)~. Nous allons 
montrer  tout d ~ abord que les conditions (a) et (b) sont n6cessaires et suffisantes 
pour l 'admissibil i t6 de la paire (Cg, ,~zr~(")'t par  rappor t  ~ la matrice A(t). It faut  
montrer  que cette paire est admissible par  rapport  h l 'op6rateur T. De (a) 
on tire 

I t d ~f 
[2.15) I] Z(t)X-~(s) [l g(s)gs ~ L [] X-X(s) tl g(s)ds --  M 
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La condition (2.15} est n~cessaire et suffisante pour l 'admissibil i t~ de la 
paire (Cg, C~)~ par rapport  h T (voir [8]), done elle est n6cossaire pour l 'admis- 
sibilit6 de la p~fire (Cg, P(~)' ,~z p par  rapport  an in,me op6rateur. Soit f ~  Ce; done 
tlfll <- k . g(t). :~o~s a ~ r o n s :  

t 

tl Tf(t) - -  Tf(t')[ 1 ~__ k . f tl X(t) - -  lit')t1" 1t X-~(s) tlg(s)ds + 
0 

$ 

+ k .  f II X(t)X-~{s)~ • g(s)ds, t' ~ t. 
t t 

Mais si l, t ' >  Y(e), alors I 1X( t ) -  X(t')][ < ~ d'ofi il r6sulte 

II Tf(t) - -  Tf(g') II ~ f ll x-~(s )  I1 g(s)ds  + L f ~ X-~(s)I] g(s)ds, 
t I 

t > t' > T(s) 

ce qui nous mont] que Tf  C C~ ~). La n6cessit6 de la condition (at r6sulte de 
OD 

la mani~re suivante.  Soit la fonction g(l) tetle que fg(l)dt  = + ~ ,  et soit 
0 

G(tl --  (g(t) . . . .  , g(t)). On a G(t) e C~. Mais l '~quat ion 

(2.16} x ' :  G(t) 

n ' a  pus des solutions dans ~P(~). La condition (a) n 'es t  pus rempIie bien que 
(b) air lieu. 

l:)assons maintenant  ~ ]a d~monstration du thdor~me. Consid~irons encore 
l' opdrateur U donn~ par (2.11), d~fini sur S(~). Si nous supposens que (2.12) 

lieu, alors il r~sulte, 

(2.17) U~'(") C S(") C S(,-~, 

car on a de faqon 6vidente que f(t, x ( t ) ) ' S  (~)--> Cg. Montrkons maintenant  la 
la continuit~ de U dans C! n). Soig x~(l)eS(~O, tel que l i m x ~ ( t ) :  x(t), uniformS- 

t--.> ~ 

merit sur  tout compact  de R+.  De l '6gali t6 

on tire, 

t 

X(t)X-l(s)  = I + f A(u)X(u)X- ' (s)du,  
s 

s 
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d'of i  en ver tu  du lemme de GRONWALL il en r6sulte,  

T 

0 

O~_t,  s ~ T .  

Alors pour  0 ~ t ~ T nous aurons  

[I Ux,(t) - -  Ux(t)I1 ~ f II X(t)X-~(s) H" I! f(t, x~(t) --  f(t, x(t))[] ds 

~ T .  exp 

T 

0 

ce qui nous  mont re  la cont inui t~ de l 'opeira teur  U dans  C! ~). P o u r  l ' appl ica-  
t ion du th~or~me de SCI~AUDER--T¥cl=fOSTO:FF~ il reste a mon t re r  l ' ex i s t ence  
d' un ensemble  compact  darts C! ~), soil $1, tel que US(~) C S~ C ~  ~). Nous allons 

~tablir  que les foncfions appa r t enan t  /~ L~(~) sont un i fo rmdmen t  borndes et 
~quicont inues  sur  tout  in te rva l le  f ini  de R + .  L a  re la t ion  (2.171 nous mont re  

que les fonct ions  de uS(') sont un i fo rm~ment  born~es sur B + .  On a encore 

f ; f [l Ux(l) - -  Ux(s) If ~ t] (Ux(~))' [I d~ ~__ ~ I1A(u)II du -~ r g(u)du ; s < t, 
s s r 

ce qui  nous  mont re  l ' ~qu icon t inu i t e  des fonc~ions de US('). On pour ra  pendre  
alors pour  Sx la f e rmetu re  de UST(~) dans  C! ~), et le th6or~me est ainsi  d~montr~. 

2.4. - En su ivant  C. COm)U~EA~U [8], on peut  d4mont re r  un  th~or~me qui 

assure  en m~me temps l ' ex i s t ence  et l ' un ic i t~  de la solut ion darts C~ '~). 

T~EOR~a]~ 4. -- Admettons les hypotheses suivantes: 

a) la paire (B, C~ ~)) est admissible par  rapport it la malrice A(t) 

b) x(t) --> f(t, x(l)) est une application continue sur S(~), dont les valeurs 
appart iennent  d~ B, telle que II f(t, a~(t}) - -  f(t, y(t)} tl ~-- r [l x(t) - -  y(t} II, r grant une 
constante positive. 

Alors il ex, iste une solution unique x(t) e S~ ~) C C~ ~), pour le probl~me (2.1) 
12.6}, d~s que II ~ 11, r et ill(t, 0)I t sont assez petits. 

Pour  la d*monst ra t ion  on u t i l i sera  le th~or~me du point  f ixe de BA~ACK 
en chois isant  p(~) ,~ comme espace fondamenta l .  Du th6or~me 4 on peut  obtenir  
des r(~sultats concrets ,  compte  t enan t  des condi t ions  d ' admiss ib i l i t4  que nous 
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averts ~tablies plus haut.  Dans le cas B - - C ~  ~) on obtient le th6or6me de 
BRID0:LAI~D [2]. 

3.0. - D a n s  cette partie nous allons d~montrer  quelques th~ori~mes globules 
d' existence de solutions eonvergentes, on util isant la m6thode de le eomparaison. 
Cette m(ithode a ~t6 utilis6e duns le probl~me du prolongement des solutions 
par R, CoN~I [24], et dans la th~orie de la stabilit~ par C. CORDU~]~.A~V [151. 
Cette m~thode a dt(i utilis6e par plusieurs auteurs  pour 1' ~tude du comportement  
des solutions des syst~mes diff~irentiels ordinaires (par exemple pour 1' 6rude 
de l ' ex is tence  des solutions born~es, duns [16], [17]). 

Cette m(~thode a ~t~ utilis~fe aussi pour la d6monstration de l ' exis tence  
de solutions convergentes par F. BI~AUER, [18], [19]. (notre th~ori~me 6 sera 
une var iante  d ' u n  th~or~me de F. B~U]~R). 

3.1. - ~Nous allons eonsid6rer des syst~mes de la forme.  

t3.1) x), 

f(t, x) ~tant une fonetion continue sur D - - - - R + X  5, h valeurs dans R n, off 
a - { w ,  p e r  ° , 

Nous allons supposer que par tout point de D il passe une seule int~grale 
du syst~me (3,1). L' int~grale qui passe par (to, xo) sera d~sign~e par  x(t; [o, xo). 

Consid~rons l '~quation scalaire 

(3.1) y ' =  to(t, y), 

off to(t, y) est une fonction continue sur R+, et y l ~ y < y 2 ~ - { - z , o .  
51ous allons supposer que la condition d 'unici t~ est remplie duns tout 

point de 1' ensemble de d~finition de to. Cette dquation sera appel~e ~ ~quation 
de comparaison~,  et sa solution qui passe par  (to, yo) sera d~sign~e par 

y(t ; to, yo). 
Soit V(t, ~) une fonction r~elle, d~finie sur D, diff~rentiable en tout point 

de D. D~finissons la d~riv6e V'(t, x) de la fonction V(t, x) par rapport au 
syst6me (3.1) i~ l 'a ide  de la formule 

{3.3) V'(t, ~) -- ~[ + ~ .  grad , 

ell la parenth~se signifie le produit  scalaire. L' idle  fondamentale  de la m~thode 
de la eomparaison est la suivante:  on suppose que 

(3.4) v'(t, +(t, v(t, x)), 

AnnaIi  di Matematica 2l 
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O 

d'ofi ii r~sulte d 'apr~s le lemme de W~ZEWS~:~ [20], 

(3.5t V(t~ x(t; to, xo)) ~ y(t; to, yo), 

off, 

~3.6) yo = V(to, xo). 

En admettant  des conditions ad~quates pour IT, l ' in~galit~ (3.5) trasporte 
les propri~t~s des solutions de 1 ~qua t i on  de comparaison aux solutions de 
1' 4quation {3.1). 

(Pour les d~tails concernant  cette m~thode~ on renvoie le lecteur  au livre 
de G. SA~'SO~E et R. C o ~ I  [25], ch. IX). 

Dans les applications de nos th~or~mes on peut prendre comme d' habitude 
v(t, ~ ) =  II ~ II. ~ lors  (3.~) devient,  

llf(t,, ~)il ~ o ( t ,  ~ l l ) .  

Comme ~quation de comparaison peut servir F~quation suivante:  

(3.7) y ' =  ~(t). ~ly) 

off ).(t} et ~(t) sont des fonetions continues et positives sur R . .  A. WIN'r:~ER 
[21] a montr6 que darts les conditions suivantes, 

o 

routes les solutions de l '~quation (3.7} sont convergentes. 

3.~. - Nous donnerons maintenant  les definitions des diff~rentes genres 
de comportament  h l ' infini,  pour les solutions du syst~me (3.1). 

d~f 

(a) on dit que le syst~me {3.1) est convergent si l(lo, Xo) = lira x(t; to, x0) 
est d(ifinie sur D t .~  

(b) on di~ que le syst~me convergent (3.D est dqui-convergent si pour 
tout 6, c¢, t o > 0 ,  il existe une fonction T(to, ~, ~) tel que fix(t; to, Xo)--l(to, xo)II < 
< ~, d~s que t > T(to, % ~) + to, flXo 11 ~ 

(c) on dit que le syst~me (3.1) est dqui-uni formdment  convergent s ' i l  
est ~qui-convergent  et si T n e  ddpend pas de to 

(d) on dit que te syst~me (3.1) est coalescent s'il  est convergent et si 
l(0, xo) est une constante. 
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Ttt]~Olt$]ME 5. - -  Si les conditions suivantes sont satisfaites; 

V1) V(t, O) ~ 0; V(t, x) ~a(I]x~ll), oi~ a (r) est une fonclion continue, 
non-ddcroissante et a(O) = 0 

a ~ 

ction x(t) de S(n) 

v3) I v'(t, x) i <- o~(t, v(t, x)) 

o)~) o)(t, y) est une fonction ddt~nie pour t ~ O, 0 ~ y <_ YI , continue et 
croissante par  rapport ~ y pour  chaque t fix4, alors, 

1) si l 'dquation (3.2) est du type (a) ou (b), le syst~me (3.1)est du m~me 
type respectivement 

2) si le syst~me (3.2) est du type (c) et s ' i l  existe une fonclion b(r), 
oontinue, non-ddcroissante, avec b(O)= O, telle, que 

v~) v~t, x) ~ b(ll ~ it), 
alors le syst~me (3.1) est du type (c). 

D~O~%STnATIOI¢. -- De l'hypo~h~se V3) il r4sulte, 

v'(t, x ) ~  ~(t, v~t, ~)), 

o 

d'oh, en appliquant  le lemme de WAZEWSKI, il s 'ensuit ,  

(3.8) 

off 

(3.9) 

V(t, z(l; to, Xo))<y(t; to, yo), 

y o -  V(to, Xo). 

De l 'hypothbse V2) et V3) il s 'ensuit ,  

v(.. f 
a a a 

t 

~o(s, v(s, x(s))ds, 
a 

d'ofi, compte tenant  de monotonie de la fonction to(t, y) par rapport h y, il 
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vient, 

V(t, x(t) -- x(a)) ~ / <o(s, y(s; to, yo))ds 
a 

= y(t) - -  y(a). 

D'apr~s V~) t'in~gatit(~ precedente nous donne, 

(3.1o) ll x(t; to, x o ) -  x(a; to, xo)[/~ a-~(v(t; to, v o ) -  v(a; to, Vo)) 

ee qui nous montre que le systbme (3.1) est convergent, si (3.2) est convergent. 
De l'in~galit~i (3.10) on tire, 

(3.11) flw(t; to, Xo)--llto, Xo)II~a-~(L(to, y o ) -  y(t; to, yo)), 

off, 
L(t, yo) --  lim y(t i to, yo) 

Supposons maintenant  que le systbme (3.2) soit 6qui-eonvergent .  Ce ci 
signifie que L(t, yo)--y( t ;  to, yo)<~, dbs que t >  T(to, ~, ~)-+-to, []yoI]<_~. 
Mais la eontinuit4 de la fonetion V, et la relation (3.9) nous montre quail 
existe un nombre ~ tel que I] xo II ~ ~ implique II yo 11 ~ ~, done ~ est une fonction 
continue de ~ et to. Ces considerations, nous montrent  que le syst~me (3.2) 
est ~qui-convergent .  Enfin, si le syst~me (3.2) est dqui-uniform~ment  conver- 
gent, la condition V~) nous permet de choisir le hombre ~ ind~pendant de to. 
Le th~or~me se trouve ainsi deimontr6. 

REMARQUE. -- I1 en r(~sulte que, duns tes hypotheses de notre th~or~me, 
il ex is te l im V(t, x(t; to, xo}), et que, 

t-:~, OO 

a(l(to, x o ) ) ~ l i m  V(t, x(/; to, xo))~L([o, yo). 
t-*~ O0  

On peut prendre dans des applications V(t, x ) =  ll ~ [I, qui satisfait 6videm- 
ment aux conditions V1), ¥2), et co(t, y) = ~(t). ~(y). La condition Vs) sera remplie si 

(3. 12) tl f(t, x)]l ~ ~g)~(y). 

Si nous supposons que les fonctions )~(t) et ~0(y) satisfassent aux conditions 
0,) et (~), alors le systbme (3.1) est convergent. Si par exemple ¢¢(y)--y et 
(3.12) a lieu, ators le systbme (3.1) est ~qui-convergent .  

TI-I]~O]i]~ME 6. -- Supposons que ¥1) et V2) ayent lieu, et que 

V4) Y'(t, ~ ) ~ 0 .  

Alors le syst~me (3.1) est convergen[. 
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D]~MO~ST~ATIO~.- La fonction V(t, x(t; to, xo)) 6rant monotone et ber- 
nie,  il existe lim V(t, ~c(t; to, Xo)). &lors les conditions V~), V2) assurent  1' exi. 

stence de la limite de x(t; to, xo). 

R E M A R Q U E  1. - I1 n 'es t  pas possibile d 'obteni r  le th~or~me 6 comme 
un eas par t icul ier  du th~oI'dme 5 en prenant  to(t, y ) =  0. 

R E M A R Q U E .  - La condition V~) s '6erite,  dans le cas quand V4)a lieu sous 
la forme, 

(¢ f ~ t, fts, x(s))ds) ~ - -  V'(s, x(s))ds, t ~ a. 
a ~ 

3.4. - D a n s  le th~torbme qui suit ta condition V2) ne figure pas. 

T ~ O R E ~ E  7. - Soit V(t, x) une fonction continue et diffdrentiable dans 
D, ~ valuers dans un intervalle f in i  ou non J. Soit ~(t, y) une fonction ddfinie 
et continue dans R+ X J, et monotone non-ddcroissante par  rapport ~ y, quelque 
soit t fixe. Si les conditions 

(a) l I] f(t, x) ll <- to(t, v(t, x)) 
v'(t, x) g to(t, v(t, x)), 

sent remplies, alors les conclusions du thdor~me 5 restent valables. 

D~MONSTRATION. - L' in~gali t6 (3.8) reste valable darts ce cas;  nous aurons 
done : 

t 

(3.i3) fix(t; to, xo)--y(a;  to, xo)ll~ f ltf(s, x(s; to, Xo))l]ds~ 
a 

t 

f to~s, V(s, x(s; to 

t 

, Xo)))'ds ~ f to(s, y(s, to. yo))ds = y(t; to. y o ) -  
a 

- - y (a ;  to, yo), t>a,  

d'ofi  il r~sulte que le syst~me (3.1) est convergent si le syst~me (3.2) est con- 
vergent. De (3.13) il en r~sulte: 

[1 x(t ; to, xo) - -  l(to, xo) It ~ L(t, yo) - -  y(t; to, yo), 

et la ddmonstration continue aussi que pour le th6or~fme 5. 

R E h I A R Q U E  1. - NOUS n 'avons  pas suppos6 eomme d 'habi tude,  que V(t, x) 
est une fonetion posi t ivement  d6finie, ou m6me positive. 
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REMARQUE 2 . -  Si nous prenons V(t, x)=ttx[]  , la condition (a) d~vient, 

a') tl f(t, x) II <- .)(t, 1t x 1t). 

Dans ce cas J~---(y~, y~), off y~ ~ 0  et y~ < + ~ .  ~ous  avons obtenu ainsi 
comme un eas part ieulier  du notre th~ori~me 7 ]e th~ori~me de BRAUEn [19]. 

3.5. - Les th~or~mes qui suivent, nous donnent des indications sur la 
fonetion l(to, Xo). 

T ~ O R g ~ E  8. - Si  le syst~me (3.[) est dqui-convergent et si x(t; to, xo) est 
une fonetion continue par  rapport ~ to, xo, alors l(to, xo) est une fonction con- 
t inue de xo pour  chaque t o. El, plus, si le ~yst~me (3.1) est dqui -uni formdment  
convergent, alors l(to, xo) est une fonction continue aussi  par  rapport  ~ to 

THEOR~ME 9. - Si  f(t, x) est diffdrentiable et le syst~me (3.1)est convergent 
et si le syst~me (~ aux variatio~zs ~ 

(3.t4) dz ~f(t, x(t; to, Xo)) 
d-t - -  ~x . z 

est dqui -uni formdment  convergent, alcrs la fonction l(to, Xo) est ddrivable p a r  
rapport  &, Xo. S i  le syst~me, 

(3.15) dz "~f(t, x(t, O, xo)) 
d t  -" ~x z 

est un i formdment  eoalescenl au  zdro, alors le sysl~me (3.1) est coalescent. 

La ddmonstration du th¢or/~me 8 r~sulte imm~idiatement du fair que la 
convergence uniforme conserve la continuitY. 

Les fonctions ~x( t ;  to, xo) et ~x(t; O, xo) satisfont aux ~quations (3. t4)et  
~xo ~Xo 

respectivement (3.15). I1 est ais~ de voir que toutes les conditions assurant 
t ' exis tence de la d~riv~e de la fonction l(to, xo) sont remplies. En plus, il est 
possible d ' in terver t i r  la limite avec la d6riv~e, ce qui nous assure que 

~l(0, xo) z 0 ,  done le s~st~me (3.1) est coalescent. 
3Xo 

3 . 6 .  - Le th~,or~me qui suit est semblable h u n  th~or~me bien conu de 
HUKUHARA. 

On dit que le syst~me (3"1) est uui formdment  boring, si pour tout ~ et to, 
il existe une fonetion ~(:,) de sorte que fix(t; to, xo) l i ~  ~ d~s q u e ~ x l l ~  a, t ~ t o .  
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T n : ~ o a ~ E  10. - Si  le systeme (3.1) est uni formdment  bornd et dquiunifor.  
mement  convergent, alors l 'ensemble {x(t ;  to, xo)}, off [lxo[[<~¢ < - 4 - o o ,  esl 
compact dans  C~ ~), quel que soit ~. et to. 

L a  d 6 m o n s t r a t i o n  de ee th6orbme  est  i m m e d i a t e ,  comp te  t enan t  du l e m m e  1. 

3.7. - Nous  f i n i rons  ce t r ava i l  avec  une  obse rva t i on  c o n c e r n a n t  le cas 

sca la i re ,  con t enu  dans  le t h6o rbme  s u i v a n t :  

TH]~OR~E 1 t . -  Si  la fonclio~ f(t, x) est diffdrentiable, et si l 'd~ualion 
(3.1) est convergenle, et si 

O3 

( 3[(t, x(l, O, X O ) ) d t = _ c ~  (3.18) 
3 c~z 
0 

quelque soit Xo, alors l 'dquation (3.1) est coalescenle 
P o u r  la  d ~ m o n s t r a t i o n  il su[f i t  de vo i r  que  (3. 18) r e p r ~ s e n t e  une  cond i t ion  

s u f f i s a n t e  p o u r  que  l ' ~ q u a t i o n  (3.15) soit  u n i f o r m ~ m e n t  coa l e scen t e  au  z4ro. 

3 8 . -  D a n s  ln. note  [22] nous  avons  consid6r6 le p r o b l 6 m e  d ' e x i s t e n e e  

des  so lu t ions  c o n v e r g e n t e s  p o u r  des ~qua t ions  d ' o r d r e  s u p e r i e u r .  

L e s  r~su l t a t s  de PERRON on ~t6 ut i l is6s p o u r  les sys t~mes  non l in6a i r e s  
pa r  C. CORDUNEA~V [23], "pour d 6 m o n t r e r  l ' e x i s t e n c e  des  so lu t ions  born~es  
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