
Onde di discontinuith ed equazioni costitutive 
nei corpi elastici isotropi sottoposti a deformazioni  finite (*) (**). 

To~,~3~Aso t~UGGEI~I (Bologna,) 

Summary. - We consider an elastic isotropic material with ]inite deformations. The existence 
of a double wave (there]ore exceplional because the field equations are in  the conse~'vative /orm) 
/or all the deformations and the discontinuity propagation direction is required. This because 
in the linear theory there exists a double wave, furthermore, because in many non-linear theories 
of Mathematical physics there exists at least one exceptional wave (this wave doesn't produce 
shocks). This request implies conditions ]or the response function in  the constitutive equa- 
tions. Furthermore, under these assumptions, we can determine explicitly all the possible 
propagation speeds. There]ore we can find theorems generalizing (in the case o/ the imposed 
conditions) those ones obtained by Truesdell and Green /or the principal waves (whose unit  
normal has the direction o/ the eigenvectors o/ the deformation matrix). I n  the last part o/ 
this work we examine the case o/ a hyperelastie material and we determine some classes o/ 
possible thermodynamic potentials. 

1. - P r e m e s s e  g e n e r a l i .  

Consideriamo un eorpo /~ tridimensionale elastieo, omogeneo ed isotropo identi- 
fieago con una  regione dello sp~zio euclideo. 

i l  moto del eorpo g deseri t to da una funzione ehe d£ la posizione al tempo t del 
generieo punto  materiale ehe aveva la posizione X nella eonfigurazlone di r iferimento:  

x ~ z(X, t). 

Le equazioni del moto sono, nel easo in esame, [1] (eq. 205,2): 

(1) d i v t  + ~b = ~b/ 

dove t ~ it tensore degli sforzi di Cauehy, ~ ~ la densit~ nello s tato at tuMe e b ea- 
ra t ter izza  le forze esterne di volume. 

Alle (1) per an  materiale elastico isotropo si associano le seguenti equazioni 
eost i tut ive:  

(2) 

(*) En~rat~ in Redazione il 18 febbraio 1976. 
(**) Lavoro eseguito nell'mnbito dei contralti del C.N.R. - Gruppo N~zionale per la 

Fisie~ Matematic~. 
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dove B- - - -FF  T ~ il tensore sinistro di Cauchy-Green, F =  Vxz(X , t) g il gradiente 

di deformazione ed fo, f l e d  ]~ sono funzioni risposta che dipendono dagli invariant i  
prineipali di B :  J1, J2, Js .  

La  Teoria delle onde di discontinuit~ retat iva al sistema (1)-(2) ~ s ta ta  s tudia ta  
ds  molti Autori,  si r imanda per det tagl iate  bibliografie alle monografie [2] e [3]. 

C. TRUESDELL nel 1961 ha fornito per la pr ims volta  uno studio sistematieo e 
generale dell~ teoria della propsgazione per un materiale elastico qualsissi. Nella 
sua nots  [4], fra i vari  risultsti ,  mostra  t ra  l 'altro la possibilit~ di propagszione 
nells ' direzione degti au tovet tor i  della matr ice B e ealeola esplicitamente, nel caso 
di un materiale isotropo, ie vetocit~ di propagszione delle onde principali (onde 1~ 
cui normale ha la medesima direzione di uno degli gu tove t tor i  di B)  e ne deduce 
impor tant i  teoremi. 

Successivamente W. A. GREEN [5] r iesva la legge di evoluzione delle onde prin- 
cipsli, met tendo  in risalto che l 'onda trasversale evolve con discontinuit~ costante 
ment re  l 'onda longitudinsle (sempre per onde pisne) pub generare un 'onda d 'ur to  
dopo il cosidetto tempo eritico. 

Per  met te re  in evidenzs lo scopo del presente lavoro ~ opportuno riehiamare 
qualche questione genersle di teoria della propagszione nei sistemi iperbolici quasi- 
l inesri  (i). 

Prendiamo in esame il seguente sistema qussi-lineare di equazioni alle der ivate  
psrzisl i  del primo ordine: 

(3) u~ + A~(U) Vz, = o 

dove U g u n  vet tore  colonns s M componenti  ed A ~ sono mstr iei  M × M funzioni 
del csmpo. 

Supponismo ehe U e  C 1 s t r s t t i  ovvero che il csmpo U g continuo ment re  le 
sue der ivs te  prime sono continue ds  uns  ps r t e  e dal l ' s l t rs  di uns  superficie regolsre 
di equazione cartesiana ~(X, t ) =  0, presentando delle discontinuitk a t t raverso essa. 

In  queste eondizioni si dirk che si g generata  un'onda, di diseontinuit£ e si iden- 
tificherk t 'onda con il suo fronte  d 'onda.  

Sis U ° e C  2 uns  soluzione sssegnata di (3). Per  ~v~0,  U = U o ,  mentre  per  
~ > 0 ,  facendo uno sviluppo l imitsto per U - - U  s si ha: 

(4) U -  U ° = ~ + O ( ~ ) .  

Per t~nto  si ha:  

÷ ~ .  

(i) Ques~i risul~a£i sono t r~ t i  dall~ monogr~fia di G. BmLLAT [6]. Nel caso unidimen- 
sion~le vedi anche [7] e [8]. 
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Prendendo  la differenza ambo i membri ,  dopo aver  tenuto  conto ehe U ° ~ di 
elasse C ~ si ot t iene ehe g = ~ U dove con ~ si ~ indicato: 

Se si indica con 2 = - - ~ 0 ~ \ l V ? [  la velocitg normale di propagazione e con 
N = V~\[V~I la normate alla superficie d 'onda  e si f~ it seguente cambio di varia- 
bili: (X, t) ~ (~, ~) si ot t iene da (3) prendendo i salti il seguente sistemu omogeneo: 

(5) (A~- -  ;toJ)~ = o 

dove A~ = A¢~Y~. 
Le velocitg di propagazione sono gli autovalori  di Az¢ (calcolati sulla superfieie 

d 'onda  ~v = 0) mentre  le discontinuit~ sono gli autovet tor i .  
Per  r ieavare la legge di evoluzione delle discontinuitg basra sostituire la (4) 

nella (3) e tenere conto che ~ evolve lungo le linee caratteristieh% si ot t iene cosl 
un 'equazione differenziale alle der ivate  ordinarie per ~ la eui integrazione fornisee 
in funzione del tempo va lu ta to  lungo i raggi caratteristici.  

Nel easo di propagazione in uno stato U ° eostante l 'equazione si integra e si 

ot t iene:  
Tg$ 

(6) z:  ---- ~-~ 

dove ~ .  ~ la discontinuitg iniziale ehe ~ un  ve t tore  parallelo al l 'autove%ore des~ro d 

di AN, 0 ~ 6 il de terminante  Jaeobiano:  O=~/detl]~X~/~X°]I, mentre  con ¢ si 
indieato:  

t 

(7) ¢ = 1 + lyre 
o'7~$ J 

0 

Si comprende per tan to  ehe s e i l  prodot to  scalare (~)~/~U)o'~.< 0, esisterg un 
tempo critico per eui ¢ = 0 e quindi g - ~  o% inoltre in tuli condizioni si genera 
un 'onda  d 'u r to  (il campo medesimo presenta discontinuit~ at t raverso la superfieie 
d 'ur to) ,  in al tre parole U cess~ di essere continua lipschitzianamente. 

La causa del verifiearsi del tempo critico ~ dovuta  al fa t to  ehe ~ dipende dal 
campo in quanto il sistem~ ~ non lineare. Se fosse lineare ¢----1 e t ranne  il caso 
eaustieo in cui 0 = 0 (le linee earat ter is t iche eonvergono in qualche punto),  ~ si 
mant iene  limitat~. 

Pub perb accadere che anche nei sistemi quasi-lineari si abbia che il p rodot to  
scalare: ~ - ~ V v 2 . S U o c V v 2 . d = O  (2). Le onde ehe godono di questa proprietg 
vengono de t te  eeeezionali da LAx [7] e da BOILLAT [6]~ [9]. 

(~) l~el caso di radici 2 multiple la condizione deve verificarsi per tutti gli autovettori 
destri d eorrispondenti a 4. 
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Esiste a questo proposito il seguente importunte Teorem~ dovuto a BOILLA~ [10]: 

<< Le onde multiple di un sistema iperbolieo conservativo sono eceezionali ~. 

]~ interess~nte noture che in molte equazioni della Fisico-SIatematica vi 6 al- 
meno un'onda eccezion~le (Ia magneto-fluidodinamica [6]~ l'elettromagnetismo non 
line,re [1117 . [!2] ece.) e molte volte il motivo dell'eccezionalit£ 6 dovuto ullu pre- 
senz~ di onde multiple (l'esempio pih noto 6 quello dell'curia materiate in fiuido- 
dinamicu). 

Pertanto~ quando si ha un sistema con equazioni eostitntive di tipo generale 
come le nostre (2)~ la richiesta di esistenza di qualehe onda eccezionale pub essere 
fruttuosa per dare informazioni sulle equazioni costitutive, in accordo ad un prin- 
cipio di semplieit/~ fisicu e soprattutto sfruttando un principio di analogie con le 
~ltre teorie non-line'~ri della Fisica M~tem~tic~. 

Lo scopo del presente l~voro consiste sostanziulmente nel richiedere Pesistenza 
di un~onda doI)pia (che risulter~ eccezion~le in quanto 18 equuzioni di campo sono 
sotto forma conservativa); precisamente l~ richiesta si f~r£ per quell'onda che poi 
se si linearizza il sistema coincide con l'onda doppia trasversale. 

Questa imposizione sar£ fat ta per ogni possibile deform~zione e per ogni possibile 
normale atlu superficie &ond~. 

Si perviene a dei vincoli differenziali per le funzioni risposta ehe si riescono ~d 
integrare. 

Inol~r% tale richiesta semplifica notevolmente i ealcoli e si riescono cosi ~ deter- 
minare tutte le possibili velocit~ di prop~gazione esplicitamente, quulunque sia la 
normale alla superficie d'onda e pertanto si generalizzano (nei limiti dei vincoli ri- 
chiesti) alcuni risultati di TRUESDELL [4], ritrovando questi ultimi nel caso di onde 
principaJi. 

h~ell'ultima p~rte del lavoro si specializzano i risultati al caso di un maturiMe 
iperelastic% determinundo cosl ulctme classi di possibili potenziali termodinamici. 
Quest'ultimo c~so estend% in parte, un preeedente lavoro [13]. 

2. - Equazioni  per le discontinuith.  

Si supponga che iI vettore spos~mento s~----x~--X~ e C ~ a tratti .  
Indiehi~mo con: 

._,r(X, t) 

t) = t),  t} 

la superficie di discontinuit~ espressa tramite le coor- 
dinate iniziali; 

la superficie espressa tr~mite le coordinate ~ttuali; 

la veloeit~ norm~le di propagazione; 

la velocit~ di spostamento; 
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U " ~ n - - ~ t  t "~ 

N = V x 2 l l V x ~ ]  

ta velocit~ locale di propagazione;  

normale ~lla superficie espressa t rami te  le coordinate 
iniziMi; 

versore normale allu superficie espresso t rami te  le 
coordinate attuali .  

Indiehiamo inoltre con 7= il ve t to re  discontinuitY: 

Si ot t iene allora d~ (1) il seguente sistemu omogeneo u eui devono soddisfare le 

discontinuit~ (vedi [4], [5]): 

(8) (Q - ~ ~ ; ~ ¢ ) ~  = o 

c o n  

(9) 

(10) 

(11) 

Q~r -- 2S~qr~Bt~n~nt 

~B 

Identif ichiamo adesso il sistem~ di r iferimento con il sistema di assi ehe sono 
direzioni unite  della matr iee  B i eui ve t to r i  basi or tonormal i  li indiehiamo con {e~}. 

L'espressione the  assume allor~ B 6 la seguente: 

3 3 

(12) B -~ ~. v~e~ @ e:~, B~e --~ 
~¢=1 ¢¢=1 

3 .  - Onde  p r i n c i p a l i .  

Consideriamo le onde che hanno normMe n pa.rallel~ ad uno degli assi di ver- 
sori e t (onde principali) ad es. n =  el --~ (1~ 0, 0), allora da (8), (9), (10), (11) si 

t rova  subito: 

(13) 
2 

(onda longitudinMe) 

(8) Sono ben noti i seguenti legami: N----- F~"n Iv~ll lvxz], ~ l U 2  = (v~)2/(vx::)~. 
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(14) ~oU~e = v~{]~ + (v~ ÷ v~)]~} (onda trasversale) 

(15) e U~ = v~{/1 + (v~ ÷ v~)£} (onda trasversale) 

( lOVe 

b ~ 0 ~ J 8  

(16) D ,  ---- ~v~ - -  ~J1 ~- J1 ~j-~ - v~ ~ + "v~ ~J3" 

Tenuto conto di (2) le velocit~ di prop~guzione possono anche scriversi nell~ 
forms espressiva dovuta  ad E~ICKSE~ (vedi [2]): 

t i - -  t~ 
(18) Q V~ = v~ v~ _ V~, 

t i - -  t 3 
(i9) QUa8 = v~v~ _ v~ ' 

TRUESDELL fa notare ehe le veloeit£ delle onde trasversali sono le stesse se e solo se 
(v~--v23)]2= 0; pertanto se si vuole che quest 'ondu sua doppia quMe che sia la de- 
formazione ~ necessario e suffieiente ehe sia ]~ = 0. 

Bertanto &era innanzi supporemo che la funzione rispost~ f~ = 0, in queste 
ipotesi segue ehe: 

(20) t = ]o~¢ + ]~B ; t, = lo + ]~v~. 

La richiesta che ]9 sia nulla garuntisce solo ehe le onde principali trasversali sono 
doppie. Esaminiamo pertanto il ease generale con n generico. 

4. - Richiesta  di un'onda doppia nel  case  generale.  

Se sostituiamo (12) in (9) e (10) dope aver messo is = 0 si ottiene dope qualehe 
calcolo: 

(21) 

poniamo: 

(22) 

3 

----- nvvv + n~n,v + + v~D,]I} 
y=l  

3 3 

G~v ~ Q~r - -  ]l(~gr 2 2 2 2 

'F=I ~'=1 

Con te posizioni (22) il sistema omogeneo (8) assume la forma: 

(23) 

( 2 4 )  

( G -  .c2,~)~: = o 

= + Io + • 
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immediuto verific~re ehe gli invurianti  di G vMgono: 

3 

2 2 1 v SD~.]l) (25) z~ = 2 ~ n . v . ( ~ / 1  + D./o + 
r = l  

2nens{]l(v2P2 [o -- v~D3 ]o) -~ 2v~v~(De ]098/1 -- D~ ]oDe fl)} -]- (26) ii a = 2 2 

2 ~ 2 ~ -F 2v~v~(D~]oD1]l-- DlfoD3]l)} + + 2nln3{/l(v3Ds ]o-- vlD1 ]o) 

_~ 2 2 2 2 2 2nln2{]1(vlnl ]o -- v~D2 ]o) + 2vlv2(D1 roD2 ]1 -- D~ Ion1 ]~)} 

(27) I I I a  ---- 0 .  

Da (27) segue subito che esiste l 'ondu di velocitY: 

3 

v = l  

L'ond~ da ta  da (28) coincide, per ]2 = 0, con (14) e (15) quando n = e~ Si noti  
perb che r o n d a  non 6 pifi, per n generico, trusversMe. 

Per  qu~nto det to  nelPiutroduzione richie4iamo che quest~ondu si~ doppi% cib 
equivMe u richiedere che I I  a si~ hullo quMe che sia n e cib comportu:  

2vz%(D2 roD3 ]1 -- D3/oDe ]1) = 0 

2 2 (29) ]l(v~n3 ]o -- v~D1 fo) + 2vlv~(Da ]oDltl -- D1 loD8 ]1) = 0 

]~(v~D1 ]o -- v~De ]o) -~ 2v~v~(D1 ]oD211 -- 93 ]o9111) ---- 0 . 

Sommando membro a membro le (29) si ott iene:  

( 3 0 )  2 2 o 2 rsvp(D2 ]oD~/i -- D3/oDe 11) ~- vl v3(D~ roD1 ]1 -- D1 foDa ]1) + 

2 2 -~ viva(D1 ]oD~ ]1 -- D2 roD1 fl) : O . 

Indichiazno con D l 'operatore gradiente 4i componenti :  

(3~) D ~ (D~, D~, D~) ~ . 

Con la posizione (31) la (30) assume l 'aspet to vettoriMe: 

(32) DJ~- D~o × D]~ = 0 

da eui se si eselude per il momento  ehe Dr1 sia para, llelo a DJ~, si ha: 

(33) D]o = aD]~ + bDJa. 

2 1  - A n n a l i  d t  M a t e m a t t c a  
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Sosti tuendo 1~ (33) in (29) si ot t iene ehe a e b devono essere tali che: 

(3~t) ( a]~ - -  2bJs)  (v~ D ~ ]~ - -  v~ D~ f ~) = 0 

avendo per  ora, escluso 1~ possibilit~ che D]~ sia parallelo a DJ~ il ehe equivale a 

dire ehe ]~ non 6 funzione di Ja, si ha  necessariamen~e: a]~ =2bJ~; sost i tuendo 
in (33) o%enia, mo:  

D, fo ~c ~ 2 J~ 

Indie~ndo con D = d e t F ;  D ~ = J3, respress ione di sopra compor ta :  

(35 ) ]o ~ H(D]~) 

dove H 6 una  funzione arb i t rar ia  del p rodo t to  della funzione r isposta  ]~ per il de- 

t e rminan te  gacobiano D. 

Esamin iamo adesso il easo ehe ]~ sia funzione di J3; in queste condizioni la (29) 

fornisee o che anehe fo 6 una  funzione di J3 (ma questa eventual i t~ ~ contenut~ 
nella (36)) oppure  (4): 

# 
(36) fx = 

con ]o arbi t rur ia  e y una  costante.  

I n  queste condizioni, tenendo presente (22) e (25) si de te rmina  subito la r ima- 
nente  veloeit~: 

3 

(37) ~ U 2 = 2 ~  2 2 
~'=1 

che per  n = e~ si r iduee u l ronda  prineipale longitudinule determina~ta du T~V]~SDELL 
(con  i~ = o).  

Riepilogando si pub afferm~re ehe esiste il t eorema:  

TEORE~IA I .  - <t Condizione necessaria e su]ficiente affinch~ esista un'onda di discon- 
tinuit5 doppia e pertanto eccezionale (onda che ne~ easo di onde principali  ~ trasversale) 
qua.le the 8ia Ia deformazione del eontinuo e quaIe the sia la normale alla superficie 

(4) Questa eventualit~ rientra come caso particolare (v = 0) di un materiale del tipo 
(~ Hadamard ~> (vedi [14]): fo =-- ]o(J1, J2, J~); ] l =  (--vJl + #)/D; ]~= v/D. 
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d'onda ~ the siano veri/ieate le seguenti  condizioni:  ]~ ---- O e inoltre: o ]o ~- H(D]~) op- 

pure  Df~ = tt. Le  velovitd di propagazione sono allora: 

= ~n,,%(1~+D, lo+ 

0 U2I = ]1 B n .  n (onda doppia  eecezionale).  ~) 

:Notiamo ehe la matr ice  G, in eorrispondenz~ ai easi (35) e (36) assume rispett i-  

v~mente  13 fo rma:  

(38) %, = (K + +~)n,n~(1~ + 2+~D,]~) (K = H'D) 

Osserviamo che du (20) le velocit~ di propagazione possono ~nehe seriversi:  

8 8 ,~ .  ~ .~ 0t~ 9. ~ ~t~ 
~=1 or;  ~=1 ~lnv~ 

s t l  - -  te t l  - -  ta t~ - -  t3 

ehe estendon% nel easo ]~ = 0, le formule di Erieksen. 

5 .  - L e g g e  d i  e v o l u z i o n e .  

Prov iamo innanzi tu t to  il seguente t eorema:  

TEOREMA I I .  - <~ L~o~da doppia ~ un~onda parallela ~>. 

Ricordiamo che un 'onda  si dice p~rallel~ se l~ veloeit~ radiale A (vet tore  velocit~ 
t~ngente  alle linee ca, r~tterist iehe) ha  l~ medesim~ direzione d i N .  Esseado:  

A = Z N + ~ -  N -  N.~N N; A .N=,~  

g condizione neeessaria e sufficient% affinchg l 'onda  sia parallela,  the  la veloeit~ 

normale  di propaagzione 2 non dipenda da N. 
Sieeome interessa la veloeitS, normale  di propagazione g conveniente,  anehe per  

il segui'~% r ieavare  questa  espressione. 
Dal  legame ehe intereorre f fa  N e n e poi f fa  )~ ed U si ot t iene subito:  

3 2 2 g 2 2 ~ 2  
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e per t~nto si r icavano le seguen~i velocit~ normali  di propagazione: 

(4i) 

3 3 

,=i ,=i ~v~" 

Dall'espressione (41) res~a prova to  il teorema I I .  
tno l t re  in questo c~so iI determinante  Jacobi~no 0 ~ ehe interviene netla tegge di 

evotuzione delle discontinuit~ (6), assume Fespressione signific~tiva [6]: 

(43) 02 -~ ~Kot ~ -  2~Qo t + 1 

dove K0 ed 2o sono r ispet t ivamente  le curvature  totale  e media della superficie 
4 'onda  all ' istante inizia]e. 2~el caso di un 'onda  sferiea la (43) si riduee ad 0 = r/ro, 

mentre  per un 'onda  cilindriea si ha 0 2 =  r/ro. 

Proviamo adesso, in aecordo con il teorema di G. Boillat (menzionato nell 'in- 
troduzione) che l 'onda doI,)pia ~ eeeezionale. 

Siceome nel caso in esame le X sono funzioni delle v~ la condizione di eceeziona- 
lit£ consiste nel provare  ctle 

5;, = ~, ~-~ ov~ = o 

occorre per tan to  ricavare le discontinuit£ delle derivate degli uutovalori  di B. 
Indiehiamo con a la matr ice  di elementi  lls~,~]]: ~ = - F - - o ¢  siecome B - - - - F F  r 

si ot t iene:  

~B = ~ F F  r + F 6 F  T 

m s  

da eui: 

(44) 

D 'a l t ra  par te  

segue: 

~ B ~ = Q B n + B n Q ~ .  

8 

B =  ~ v ~ e r Q e r  
r = l  

8 3 3 

6 B =  Z~v2er (~e~  + Z v 2 e r Q O e ~  + Z v ~ 6 e r Q e ~  
~'=1 r = l  v = l  

ed essendo e~.5e~= 0, si ott iene subito: 

(45) e k. 5Be k = 5v~. 
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Dal  confronto di (44) e (45) si ha  in definitiva: 

2 (46) (~v~ ~c 2z~. 

Nel cause delI '~utovatore Uii segue da (23) e (38, 1) ehe l"autovet tore  n corrispon- 

dente  b tale the:  

3 

(47) ~ ~0~.(/i q- 2v~D,/i)  =- 0 
r = l  

Da (47) si vede ehe l 'ondg doppia  in generale non g t rasversale  e io d iventa  solo 
per  l 'onda  principale oppure  (per n generieo) solo se /t e quindi l0 sono funzioni 

solo di D. Ques t 'u l t imo r ientra  come case par t icolare  di un mater ia le  ripe <~ Green >) 

(vedi [14]) : Io ~ ]o(D); f~ ~ ]~(D); ]~ ~ ]~(D). 
Der iv~ndo r ispet to ~ v~ l 'espressione (J l)  si ha:  

2~o, 2zl 82z~r __ D~]I + f-L1 
D 8v~ 2v~ 

e pe r t an to  tenendo conto di (47) si ot t iene:  

$=I 

in accordo con quanto  det to  net l ' in troduzione (5). Ne segue the  la legge di evoluzione 

6 7: = ~ , /0  con 0 d~to da  (43). 
Ovv i~mente  nel case di m f o n d a  p iana  (Ko : Do == 0) 0 = 1 e si o t t iene r= : 7:, 

generulizza.ndo cosi (nei l imiti  dei vincoli  imposti)  il r isul tuto di GICEE~" [5]. 

l~iassumendo si ha :  

TEOREMA I I I . -  (( L'onda doppia parallela ~ eeeezionale ed evolve con legge 7: = rc,/O ~>. 

L ' onda  di molteplieit/~ 1 non essendo eceezionale produrr'£ in gener~le un 'ond~ 

d 'ur to ,  lgel case di onde piane dg (7) si ot t iene il t empo  critico: 

( 4 8 )  to~it. : 

.=~ \ aVU o ((b. ) ,  

dove (8vZ,), oc 2:~*%v~ b la discontinuit/~ inizia~le delle der ivate  degli autovalor i  di B. 

(~) Si noti ehe so invece del vorificarsi il oaso (35), si verifioasse la condizione (36), d~ (41) 

si avrebbe: 

e pert~n~o essendo la veloeit~ oostante I~ condizione di eccezionalith ~ au~om~icamente 

soddisfat~a. 
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~qel c~so di Uz si ha du (23) e (38,1) che l ' au tove t to re  corr ispondente 

Si notu che Ponda non 6 longitudinMe a meno ehe non sia un 'ond~ prineipMe (~). 

Da  (42) ot teniumo:  

Ovy 

} + 3r~(/)~/)do + v~ ~/)~h) 

e pe r t an to  si hanno tu t t i  gti e lementi  per  cMcolare il t empo  critico. 

Riepilogando si ha :  

TEORElgA IV. - (( L'onda di velocitd )~i evolve con legge del t ipo 7r = 7r./(0¢) e in  

generale genera un~onda d'urto dopo il tempo critieo dato dalla (48) ~>. 

6. - Corpo soggetto a pressione idrostatica. 

Supponiamo adesso che il corpo siu soggetto u pressione idros t~t ic~  ovvero che 
2 Vi .... 1, 2, 3. Le onde in questo c~so sono tu t t e  principMi t = - - p J ~  e che % = v 2 ~  

e si ha :  J : - ~  3v~ J~ = 3v4~ Ja = v~ segue: 

l d  
dl q- 2v~ d2 q- v~ d~ = ~ dv--- 2 

dove d 6 l 'opera tore  gradiente:  d ~ (~/~J~, ~/~J~, ~/~J3). 
La  velocit£ IongitudinMe che adesso indichiamo con U~ e quella trasversMe Uz 

assumono 1~ fo rma:  

4 v 5 dp 

US _ v~ ~ 
A . - -  ~ $  ]1 • 

Le velocitY, ovviamente  sono un caso part icolare di quelle de terminate  da Truesdell  

(]~ # 0), ma  la relazione universMe r imane la medesima:  

4 v:+@ 

(6) Nel caso (36) si ha invece ~ oc n e l'onda 6 sempre longitudinMe. 
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7.  - S tab i l i th  de l  c o n t i n u o  e r ea l i th  de l l e  v e l o c i t h  di  p r o p a g a z i o n e .  

Per  quanto riguarda la stabilit£, nel sense di uno s ta te  stabile ~ ben note  the  
essa g legata alla realit~ delle vclocith di proloagazion% come anche di recente 
s ta te  fa t to  notare  (per i materiali  iperelastiei) da G. FICHE~A [15] e da C. CA~- 
TA~EO [16] che hanno date  nuove  dimostrazioni del Teorema d i  Hadamard .  

Da ta  la forma generale che si g t rovato  per le velocit~ di 10ropagazione siamo 
in grade di fare vedere ehe, il criterio per riconoscere se le velocit~ sono reali da te  da 
TRUESDELL nel ease di onde principali, r imane valido (nei ]imiti dei vincoli riehiesti) 
anehe per un 'onda  qualsiasi. In fa t t i  datle espressioni (39) e (~0) segue il teorema:  

TEO~E~A V. - (~ In  un materiale elastieo isotropo il quadrate della veloeitd di pro- 
pagazione dell~onda di molteplieitd I ~ positive see  solo se eiascuna tensione prinvipale 

una ]unzione creseente dei eorrispondenti autovalori della de]ormazione. 15 quadrate 
della veloeitd di propagazione dell'onda doppia eeeezionale ~ positive see  solo se la pii~ 
grande principale tensione avviene sempre nella direzione del pile grande autovaIore di 
de]ormazione ~). 

8.  - M a t e r i a l e  i p e r e l a , t i e o .  

~e l  caso che il continuo sia iperelastico ~ ben noto che le funzioni risposta /0, 
]1 e ]2 si possono esprimere mediante le derivate della funzione potenziale termo- 
dinamico W(I~, I~, D) (7): 

1 (  J1W~,) ]0 = w e ;  = w , ,  + 
1 

; f~ = - -  2-D W~, ,  

dove WI~ , WI2 e W D sono le derivate parziali di W rispetto a I1, I~ e D. 
Vediumo adesso come si t raducono i vineoli del Teorema I in questo case. 
Si vede subito che dovendo essere ]~----0 dovr/~ risulture che W non deve di- 

pendere dal secondo invariante  Lz. 
La  condizione (35) si t raduce:  

(49) =- e(w l) 

mentre  la condizione a l ternat iva  (36) diventa semplicemente: 

(5o) 

(~) I 1 e I2 sono gli invarianti primo e secondo del tensore di deformazione di Cauchy. 
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~ot iumo subito che entrumbe le condizioni p o r t , n o  necessariumente ~I vincolo che 
il determin~nte HessigllO di W pens~to come funzione di I~ e di D deve essere iden- 
t ieamente  hullo: 

(51) w ~  w . . -  ( w ~ . ) ~ -  o . 

Lu (51) ci dice che le superficie W = W(I~, D) neLo sp~zio r~ppresentutivo I1, 
D, W sono t u t t e  e sole quelle svilupp~bili ovvero sono eoni o re t t e  t~ngenti ~ curve 
sghembc. 

L~ soluzione di (50) ~: 

(52) W = #11 -4- H(D) 

e e i  fornisce il potenziale di ToLo~TI [17]. 
Lu (49) si pub integr~re nell~ munier~ seguente: 

posto W±~ = ~o, segue W9 = G(~o) e quindi: 

(53) W = coI~ + G(c~)D + L(o~) 

con co definitu implicitumente du 

(54) I~ + G'(oJ)D + L'(o~) = 0 

dove l 'upice indic~ in questo caso lu derivutu rispetto ad co. 
Assegn~te ~d urbitrio le funzioni G((o) ed L(~o) dn (54) si ric~v~ oJ = w(I1, D) 

che sostituitu in (53) fornisce il potenzi~le. 
Riepilog~ndo si pub affermure che esiste il teorem~: 

TE01~EMA VI. - (( Condizione neeessaria e su]]ieiente a]finch~ esista per un materiale 
iperelastico un~onda doppia (e quindi eceezionale) per ogni possibile de]ormazione e per 
ogni possibiIe normale alla super/icie d'onda e che il potenziale termodinamico non 
dipenda dal secondo invariante della de]ormazione e W pensato come ]unzione di I~ e D 
abbia determinante Hessiano identieamente nullo; ovvero sia o della ]orma determinata 
da Tolotti oppure della ]orma (53) con cv ]ornita da (54) ~). 

II r isultato t rova to  geaeralizz~ ~1 c~so tridimension~Ie un precedente l~voro [13]. 
In  quest 'ul t imo, limit~ndosi ul caso unidimensionule~ si sono t rovute  el~ssi di poten- 
ziuli tcrmodinamici  ancora pifi umpie di (53) in qu~nto si ~ richiesto l 'esistenza di 
un 'ondu eceezion~le senz~ che fosse necessuriumente doppi~. 

Tenendo presente le espressioni di ]o e ]~ si ha da (20): 

2 v~D~W. (55) t~ = D 
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Indicando con A~ gli al lungamenti  principuli: A~= v ~ - - l ;  - - 1 <  A~< c~, si ot t iene:  

~t, 1 ~2W 

ne segue che le velocit~ locMi di propaga, zione assumono tu forma:  

s ~ W  
2 2 (56) ~oU~ = Z n , v r  

~ = 1  (JZ.J  ~, 

(57) q U~ = W ± , B n . n  

montre le corrispondenti velocit£ normali di prop~gazione v~lgoao: 

~ ~ W  

(5s) 

Deriv~ndo la (54), una volta  r ispetto ad I t  e poi r ispetto a D, si ha: 

1 G' 
(59) wx~ = --  GHD ÷ I "  ; ~oD = G"D + L '~ " 

La  pr ima delle (58) pub scriversi esplicitamente: 

Wz~ "~ ~ Wu~ ÷ W ~  

e tenendo conto di (59) si ot t iene:  

(60) 

8 (DG' + v~): 
2 2 

Q, ~ = ~, ~ b -  ~ Y~ v, 17' ' ~=1 G"D + 

Q ,  ,~iz - -  o ~  . 

Da (60) segue: 

TEORE)IA VII.  - (( Condizione su/]iciente a]]inch~ le veloeitd~ di propagazione siano 

reali~ per  u~v materiale iperelastico avente un  potenziale della classe (53), e ehe sia c~ > O, 

G"D + L " <  0 ~>. 

9. - Condizione di accettabil ith matemat i ca  per i potenzial i .  

ben noto che afflnch~ una funzione W si~ un effet t ivo potenziMe termodina- 
mico deve soddisfare le seguenti condizioni [18]: 

a) per ogni spost~mento non rigido a part i re  dall~ configur~zione di r i ferhnento 
risulti che W > 0; 
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b) in una trazione uniforme (compressione) il coefficiente l inesre di dilstazione 

positivo (negativo); 

c) in una estensione semplice di un  cilindro lo sforzo su tins sezione trasver-  
sale ~ una funzione erescente dell~allungamento per unith, di tunghezza; 

d) nel problema menzionsto in c) l 'a l lungamento longitudinsle cresce 1)ifi rapi- 
dsmente  della corrispondente tensione; 

e) W tende ad infinito se e solo se una delle v~ tende s zero oppure reade ad 

infinito. 
Esiste a questo proposito il seguente Teorems dovuto a G. GRIOL~ [18]: 

((Una condizione sufficiente affinch~ le riehieste a), b), e) siano soddis]atte in una 
regione tridimensionale V'  contenuta in V e contenente 0 ~ che per ogni punto di V' 
la ]orma quadratica 

3 ~ W  
A =  ~ I ~ A  ~A~ ~ ~ 

sia de/inita positiva ~). 
Dove O 6 un  punto  dello spazio rappresenta t ivo A1, ~J2, A~ di coordinate (0, 0, 0) 

(stato naturale),  e V 6 ls regione tridimensionsle dello spazio r sppresents t ivo  de- 

finito dslle limitszioni: - - 1 <  A t <  c~ (i = 1, 2, 3). 
]~ interesssnte notare  che se il teorema sopra menzionsto ~ soddisfst to la velo- 

eitg da ta  dslls pr ima delle (58) ~ resle in V' senza che lo sis neeessarismente ls velo- 

cit£ dell~onds doppis. 

10. - Un esempio di un  possibile potenziale termodinamico. 

Costruiamo adesso come esempio un potenziale appar tenente  alia classe (53). 
l~ichiedia,mo che nello stato naturale:  /1 = 0, D = 1, d~ = 0, v~ = 1, siano veri- 

ficate le seguenti condizioni: 

(~W~ =c o  o ÷ G 0 : 0  ' (61) 
\ u J ~ /  0 

(62) w o =  G o + L  o =  O, 

(63) (~, 2})0 == oa0_ (1 + G'°) 2 
G,~O ÷ L,,o - -  y ÷ 2# , 

(64) (~ ,  ~}~)o = ~o = ~ .  

Avendo indicato con o to s tato n~turale e con y e # le e]assiche eostanti  di Lam~: 

# > 0 ;  3}, + 2 # >  O. 
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A t i to lo  di esempio p rend i~mo le seguent i  funzioni  G(o~) ed L(~o): 

L = m = cost~nte  ; G = --  laco~ -k e~ + d 

clove a, c, m e d sono cos tunt i  da  de te rminars i  t r ami t e  le condizioni  (61)-(64). 

D a  (54) si o t t iene  sub i to :  

e ~llor~ d~ (61)-(64) si h~:  

a = 1/(}, -~- [.t); 

ne segue il potenziule :  

1 (s, + ~) o~ = a \ . ~  

6~ c=#/(y + # ) ;  m =,u; d=---ff~-- 
2 ,u 

w _ ~ ,  + f f i i  2 D + ffI~ - -  ff(D - -  1) 

che ~ m m e t t e  le velocit~ di 9 ropuguz ione :  

~ , i ~ = ( y  + #)~+ ff , (ondu doppiu  eccezion~le) 

} 2 2 2 ~,  2~ = ff + (~, + if) + y_, ~v~v~(v~ - &)~ . 

Ringraziament i .  - Desidero  r ingraz iare  il Prof .  C. Truesdel l  per  le 

osserv~zioni  ed indic~zioni  bibliogra, fiche. 

sue preziose 
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